Der Status von Church’s These
X:

1. Worüber reden wir, wenn wir über die Church’sche These reden?

2. (CT) Eine Funktion ist effektiv berechenbar genau dann wenn sie partiell rekursiv ist.

3. Die Church’sche These behauptet also, dass die Klasse der effektiv berechenbaren Funktionen mit der Klasse der partiell rekursiven Funktionen ident ist. Jedes Element der ersten Klasse ist also auch in der zweiten Klasse, so die Behauptung.

4. Dann steht da der Satz (S.310): „Clearly, (CT) generates an extensional co-extensiveness of effective computability and partial recursivity“. 

Ich wusste am Anfang nicht, warum das klar ist und was das überhaupt heißen soll. Nachdem ich die Begriffe, die darin vorkommen, geklärt hatte, wars mir dann auch klar. Im Prinzip steht in diesem Satz das gleiche wie in 3.

Da es im Aufsatz noch ein paar Mal vorkommt: Was heißt Extension, gefühlsmäßig?
Unter der Extension oder dem Umfang eines Begriffs versteht man in der traditionellen Logik (Begriffslogik) die Gesamtheit der Dinge, auf die er sich erstreckt (die unter ihn fallen, die er umfasst). So ist die Extension des Begriffes „Menschen“ die Gesamtheit aller Menschen. Üblicherweise bezieht sich dies auf die aktuale Welt und jeden beliebigen Zeitpunkt. Die Extension von „Menschen“ ist also identisch mit der Menge aller Menschen, die wirklich leben, gelebt haben und in Zukunft leben werden. (Wikipedia ( böse! ^^ )
Die Extension des Begriffs „Berechenbarkeits-Seminargruppe“ umfasst also die Menge aller Teilnehmer an dieser Seminargruppe.

Was heißt co-extensiv?

Soweit ich das verstanden habe: Deckungsgleich – sodass eben jedes Element, dass in der einen Menge vorkommt, auch in der anderen vorkommt.

5. Die Autoren wollen in diesem Paper die Eigenschaft des Effektiv-Berechenbaren diskutieren, die (auch) philosophisch relevant ist.

I. Algorithmen können den Begriff des Effektiv-Berechenbaren veranschaulichen. Ein Algorithmus gibt ein genaues Verfahren an, um ein Problem eines bestimmten Typs zu lösen. Man braucht kein Genie sein, nicht kreativ – man muss auch nichts von dem Problem verstehen, wenn man einen Algorithmus hat. Man braucht ihn nur ganz mechanisch anwenden und erhält dann die Lösung.
II. Das Verfahren muss in endlichen Schritten ausführbar sein. 

III. Eine Funktion f: Nk ( N ist effektiv-Berechenbar, genau dann wenn alle seine Werte von einem Algorithmus berechenbar sind.

6. Folgende 3 Punkte werden als Fakten über die (CT) ausgegeben:

I. in (CT) wird keine menschliche oder empirisch machbare Berechenbarkeit angenommen
II. Funktionen werden extensional behandelt (z.B.: Funktion ist eine geeignete Menge von geordneten Paaren)

III. Das Konzept der Berechenbarkeit hat inhärent eine modale Eigenschaft („Es gibt eine Methode“ – „Eine Methode ist möglich“)

7. Folgende weit verbreiteten Kommentare über die (CT) werden diskutiert:

I. Kalmár: (CT) ist kein mathematisches Theorem, das im mathematischen Sinn bewiesen werden kann. Es behauptet die Identität von 2 Begriffen, wovon nur einer mathematisch definiert werden kann. Der andere Begriff wird zwar von Mathematikern benutzt, man kann aber keine exakte Definition geben. 

II. Kleene: Solang wir (CT) nicht beweisen können, dient sie uns dazu, eine bisher nur vage Gedachte Gesamtheit abzugrenzen. Wir brauchen Evidenz dafür, dass (CT) nicht mit unserem intuitiven Verständnis, das als vollständig angenommen wird, in Konflikt gerät. Wenn man diese Evidenz hat, dann kann man (CT) als eine Hypothese über „effektive Berechenbarkeit“ im intuitiven Sinne verstehen.
III. Rogers: Die (CT) ist mehr eine These als ein Theorem, da sie ein in irgendeinem Sinne intuitives Konzept in mathematische Notation bringt und daher ist sie auch nicht beweisbar. (CT) muss auf empirischer Basis akzeptiert oder verworfen werden. (CT) sollte als eine Forderung und als ein Vorschlag betrachtet werden, zu akzeptieren, dass bisher intuitive Ausdrücke mit exakter Bedeutung ausgestattet werden.

8. Die Autoren machen ihren Standpunkt, Bezug nehmend auf die obigen Kommentare klar und separieren die Diskussionslage, um dann zum eigentlichen Thema zu kommen:

I. EVIDENZ: Es ist offensichtlich, dass partiell rekursive Funktionen effektiv berechenbare Funktionen sind. Die Umkehrung, dass nämlich alle effektiv berechenbaren Funktionen partiell rekursive Funktionen sind, ist genügend gerechtfertigt. 

II. (CT) IN DER LOGIK: (CT) hat keine Zukunft im logischen Framework (konstruktivistische oder intuitionistische Systeme). 
III. (CT) IN PHILOSOPHY OF MIND: höchstens in Fußnoten oder als kleine Beispiele, nicht aber essentielle Bedeutung.

IV. STATUS VON (CT): Darum geht’s in dem Paper: In 2 Subprobleme splitten:
i. Die Bedeutung von (CT) in der mathematischen Sprache. ( (CT) als Definition. 

ii. Egal, ob (CT) nun eine Definition ist oder nicht Die Bedeutung von (CT) als einem Satz, einer Aussage. Hier muss man die Fragen stellen: Ist dieser Satz analytisch / syntehtisch / a priori / a posteriori. 
Beide Teilprobleme sind zwar zusammenhängend, aber die Analyse ist einfacher, wenn man sie auseinander hält.
9. Die Autoren stellen 4 Ansichten über den Status von (CT) heraus, die dann von ihnen im Folgenden eingehend betrachtet und kritisiert werden:

(A): 
(CT) ist eine empirische Hypothese

(B):
(CT) ist ein Axiom oder Theorem

(C):
(CT) ist eine Definition

(D): 
(CT) ist eine Explikation

10. 

(A): 
(CT) ist eine empirische Hypothese
I. Kann verstanden werden als Bezug nehmend auf menschliche (mglw. idealisierte) Fähigkeiten, das heißt: Es ginge hier um die Frage nach einer Verbindung zwischen Mathematik und psychischer Realität.

II. Die Autoren stellen die Meinung von Post dar, der sagt, dass der Begriff der Berechenbarkeit als ein Begriff von psychologischer Natur verstanden werden kann. (CT) soll nach Post als Naturgesetz interpretiert werden. Deswegen sei es wichtig, dass man (CT) empirisch überprüft. 

III. Die Autoren sind der Meinung, dass es schwierig ist, eine solche Position zu vertreten, da man keine generelle und allgemein akzeptierte Theorie über mentale menschliche Aktivitäten hat (auch nicht, wenn es nur um das Thema Berechenbarkeit ginge). 

IV. (CT) mag zwar eine Rolle in der philosophischen Diskussion, besonders in der Richtung der Philosophie des Geistes spielen, doch, kann (CT) dabei nicht als empirischen Hypothese wichtig sein.
V. Kleiner Hinweis von den Autoren, welche Rolle die (CT) etwas konkreter spielen kann: „We think that the use of (CT) for supporting mechanism in the philosophy of min dis very similar to deriving (or not) indeterminism from the principle of indeterminacy). Also den Indeterminismus ableiten von Unbestimmbarkeit?
Y:

11. 

(B): 
(CT) ist ein Axiom oder Theorem
I. Die Autoren unterscheiden 2 Verständnisse von Axiomen/Theoremen:

i. Axiome verstanden als meta-theoretische Annahmen. Verweis auf Kreisel(1970), der CT als eine Art Reduktionsaxiom für konstruktive Mathematik betrachtet.

Die Autoren sind geneigt anzunehmen, dass Kreisels Vergleich von der (CT) mit der „Hypothese“ V = L in der Mengentheorie ziemlich irreführend ist. Man sollte Hypothese nicht in Hochkommas schreiben, da wir es bei V = L mit einem Mengentheoretischen Axiom zu tun haben, während Kreisels Analyse nicht in einem axiomatischen System von Mengentheorie mündet. 

Naja, ich hoff, das muss ich nicht vollkommen verstehen.

Google sagt zu „V = L“:

The axiom of constructibility is a possible axiom for set theory in mathematics that asserts that every set is constructible. The axiom is usually written as

V = L,

where V and L denote the von Neumann universe and the constructible universe, respectively.
ii. Axiome verstanden als Elemente von axiomatischen Systemen. Hier wird auf Mendelson (1990) Bezug genommen, der folgende Position einnimmt:

· (CT) ist in einer Linie mit akzeptierten mathematischen und logischen „Thesen“ und verdient ebensoviel Akzeptanz wie diese anderen „Thesen“.

· Mendelson sagt also lt. Autoren, dass (CT) vergleichbar ist mit z.B: Tarskis Definition der Wahrheit, Der Definition von logischer Gültigkeit, der Mengentheoretischen Definition von Funktionen als Relationen.

· Mendelson: „Es ist komplett ungerechtfertigt zu sagen, dass CT nicht beweisbar ist, nur weil sie eine Äquivalenz zwischen einem vagen, unpräzisen Begriff (effektiv berechenbare Funktion) und einem präzisen mathematischen Begriff (partiell-rekursive Funktion) behauptet.“
· Argumente Mendelsons, die dieses Argument unterstützen:

a. Die Konzepte und Annahmen, die den Begriff der partiell-rekursiven Funktionen bilden, sind im Prinzip nicht weniger vage oder unpräzise als der Begriff der effektiv berechenbaren Funktionen, nur sind halt die partiell-rekursiven Funktionen vertrauter und ein Teil einer respektierten Theorie und verknüpft mit anderen Teilen der Logik und Mathematik.
b. Die Annahme, dass ein Beweis, der intuitive mit präzisen mathematischen Begriffen verbindet, unmöglich ist, ist falsch. Die „Hälfte“ der (CT), alle partiell-rekursiven Funktionen sind berechenbar, ist nämlich bestätigt und in allen Lehrbüchern der Rekursionstheorie als offensichtlich anerkannt. (Argument vgl. S.315) Das Argument ist genauso klar wie ein Beweis und das obwohl der unpräzise intuitive Begriff der effektiven Berechenbarkeit mit drinnen ist.
c. Man nimmt gemeinhin an, dass der einzige Weg, die Wahrheit der Äquivalenz, so wie sie in CT beschrieben ist, zu zeigen, ist, sie zu beweisen. In der Mathematik und Logik, ist der Beweis nicht der einzige Weg, Aussagen als wahr zu akzeptieren. Das ist natürlich eine Konsequenz aus dem Fakt, dass nicht jede Wahrheit bewiesen werden kann, da Beweise bestimmte Axiome und Schlussregeln selbst als gegeben annehmen müssen.
· Die Antwort der Autoren:

ad c.) Rechtfertigung in der Mathematik: Mendelson hat Recht, Beweise sind nicht der einzige Weg für Rechtfertigung in der Mathematik – Es gibt auch andere Methoden. Deswegen sollte man die Konzepte Axiom und Theorem liberal nehmen (AKA: Was auch immer das heißen mag). 

ABER die Autoren finden Einwände gegen Mendelsons Ansicht:

Jede Diskussion über (CT) und ähnlichen Thesen im Kontext der Logik und der Grundlegung der Mathematik muss sich auf meta-mathematische Begriffe wie Beweis, Axiom und Theorem berufen, weil andernfalls die Entwicklung der Logik in jedem Lehrbuch der mathematischen Logik (auch das gefeierte vom Mendelson) redundant werden würde. Um (CT) im formalen Sinn zu beweisen, müsste man ein formales System konstruieren, in dem das Konzept der Berechenbarkeit ein Teil der primitiven Begriffe ist. Diese Begriffe müssten auf Axiomen basieren, die die Begriffe charakterisieren. Die Aufgabe müsste dann sein zu zeigen, dass Berechenbarkeit mit Rekursivität in Eins fällt.

Problem: Man muss auch zeigen, dass die Axiome für Berechenbarkeit tatsächlich die Eigenschaften von Berechenbarkeit (im intuitiven Sinne) widerspiegeln. Und nun sind wir wieder bei der ursprünglichen Problemstellung der (CT) angelangt. 
Weiteres Problem: Wenn man die Enstprechungen des intuitiven Berechenbarkeitsbegriff als Axiome auftreten, dann verliert man, wesentlich oder nur am Rande, die gewöhnliche/umgangssprachliche Bedeutung des Begriffs. 

ad a.) „Konzepte und Annahmen, die den Berechenbarkeitsbegriff bilden“ ist unscharf. Die Umstände, die Begriffe bilden, sind immer psychologischer Natur, aber in Theorien werden Konzepte nur durch ihre Axiome beschrieben.

ad. a.)  Außerdem sind die Autoren nicht der Meinung, dass das Konzept der rekursiven Funktionen vertrauter ist als das Konzept der berechenbaren Funktionen.

Mendelson sagt, man könnte den Begriff der effektiv berechenbaren Funktionen einbauen in eine axiomatische Präsentation der klassischen Mathematik, doch die Autoren meinen, dass das nichts anderes Währe als eine Wiederholung der Theorie der Rekursiven Funktionen.  

Conclusio über Mendelsson: Er hat die Konzepte Beweis, Axiom und Theorem unterschiedlich verwendet und daraus ergibt sich seine Position.

II. Die Rolle von (CT) in Beweisen
i. Church hat 1936 gezeigt, dass auf Basis seiner Definition des intuitiven Begriffs „effektive Berechenbarkeit“ ein grundlegender Fall des Entscheidungsproblems unlösbar ist.

ii. Im Detail: (CT) kann man zu Folgendem verwenden: Wenn man zeigen kann, dass eine gegebene Funktion nicht rekursiv ist, dann kann man daraus schließen, dass sie nicht berechenbar ist.

iii. Das ist ein Beweis über: das die Menge der Theoreme der Prädikatenlogik nicht entscheidbar ist, weil sie nicht rekursiv ist, wobei Entscheidbarkeit verstanden ist als eine Art von Berechenbarkeit. 

iv. Kleene: Wenn S ein Omega-konsistentes und vollständiges System der formalen Zahlentheorie ist, dann ist (CT) unhaltbar. Anders gesagt: Wenn die Aussage „Omega-Konsistenz von S impliziert die Unvollständigkeit von S“ falsch ist, dann ist (CT) unhaltbar.

Omega-Konsistenz (Wikipedia):
Sei T eine Theorie, die die Arithmetik interpretiert (d.h. es gibt eine Möglichkeit mit dieser Theorie über natürliche Zahlen zu sprechen). T heißt ω-inkonsistent, falls es eine Eigenschaft P der natürlichen Zahlen gibt, welche in T definierbar ist und T beweist P(0), P(1), P(2), etc. (d.h. T beweist P(n) für jede natürliche Zahl n), aber T beweist auch, dass es eine natürliche Zahl m gibt, so dass P(m) nicht gilt. T heißt ω-konsistent, falls T nicht ω-inkonsistent ist.

Vollständigkeit (Wikipedia):

Vollständigkeit ist eine Eigenschaft formaler Systeme bzw. Kalküle. Man unterscheidet semantische Vollständigkeit ("Alles, was wahr ist, ist beweisbar."), klassische Vollständigkeit ("Eine der zwei Aussagen A, und Nicht-A ist stets beweisbar.") und syntaktische Vollständigkeit ("Wird eine nicht beweisbare Aussage als Axiom verwendet, so ist die Widerspruchsfreiheit verletzt, d.h. alles wird beweisbar.").

v. Webb sieht eine tiefe Verbindung zwischen der Unvollständigkeit der Arithmetik und der (CT): Wahre aber unbeweisbare Sätze sind nur die Schutzengel die auf die Formalisierung der Effektivität aufpassen, die man in jedem passenden S findet. Sie schützen die (CT) vor ihrer Widerlegung durch das Diagonalargument. (S.317)
vi. Die Unwiderlegbarkeit durch das Diagonalargument heißt im Prinzip, dass man keine nicht-rekursive Funktion in S angeben kann, die (CT) widerlegen würde.

vii. Kleene (1952) bewies das sogenannte generalisierte Gödel-Theorem:

(GGT) Es gibt kein korrektes und vollständiges formales System für das Prädikat „ein berechenbarer Beweis in S sein“.

viii. Das zeigt aber nicht, dass (CT) hier als Axiom oder Theorem fungiert, denn man kann den Beweis von (GGT) relativ leicht ableiten auf einen Beweis, der ohne (CT) auskommt. 

Den Rest von der Beweis-Geschichte lass ich mal – ich glaub dafür bin ich zu wenig Mathematiker.(S.318 unten bis 319 oben).

12. 

(C): 
(CT) ist eine Definition

I. Church hat 1936 ein Paper geschrieben, in der er versucht, eine Definition der effektiven Berechenbarkeit zu geben: 

i. „Wir definieren einen Begriff der effektiven berechenbaren Funktion von positiven ganzen Zahlen indem wir sie mit dem Begriff der rekursiven Funktionen der positiven ganzen Zahlen gleichsetzen“.

II. Ähnlich Gödel 1946:

i. Man ist zum ersten Mal erfolgreich gewesen, eine absolute Definition eines interessanten epistemiologischen Begriffs zu geben, die nicht von dem gewählten Formalismus abhängt.

III. Die Autoren meinen, dass die Struktur des (CT) es nicht ausschließt, es als Definition einzuschätzen. Um das zu zeigen, schreiben sie statt CT (vgl. ganz oben) CT’ (S.319):

i. DEF (CT’): Eine berechenbare Funktion ist eine rekursive Funktion.

ii. Definiendum: Das was definiert werden muss ist: „eine berechenbare Funktion“

iii. Definiens: „eine rekursive Funktion“

iv. Das Wort Funktion scheint in beiden Phrasen die gleiche Bedeutung zu haben. Deshalb kann man nicht sagen, dass das Konzept der Funktion eine Gattung ist, die durch das „differentiam specificam“ bestimmt ist. Es ist also keine klassische Definition.


Da ich (shame on me) kein Latein kann: 

"per genus proximum et differentiam specificam": (vgl: http://www.jurawiki.de/VorlesungSb/DenkenUndArbeiten/HinweiseZurWiederholungUndVertiefung) 
Man sucht zunächst die nächsthöhere Gattung (genus proximum), um dann die Besonderheit - die "differentia specifica" - des zu definierenden Begriffs herauszufinden.

v. Dass (CT) keine klassische Definition ist, ist aber lt. Autoren nicht so schlimm. Die wichtige Frage ist aber: Wie soll (CT) als Definition qualifiziert werden?

vi. Die Autoren unterscheiden zwischen nominalen und realen Definitionen. die nominale Definition bestimmt nur die Benennung einer Sache, die reale Definition bestimmt, wie die Sache sozusagen in Wirklichkeit ist. Weiters unterscheiden sie zwischen analytischen, regulativen und synthetischen Definitionen. 

vii. (CT) kann nur sehr schwer unter eine diese Rubriken eingeteilt werden.

· (CT) ist keine Nominaldefinition, denn niemand würde sagen, dass die Akzeptanz / Ablehnung dieser Definition eine Frage des Geschmacks ist.

· Es ist offensichtlich, dass (CT) eine substanzielle / „objectual“ Charakterisierung von Berechenbarkeit liefern will. Doch was heißt „objectual“ in diesem Zusammenhang? Das Wesen der berechenbaren Funktion berühren? Ist das Wesen des Berechenbaren das selbe wie das Wesen des Rekursiven? 

· Bevor man auf diese Fragen keine Antwort gefunden hat, kann man, so die Autoren, nicht entscheiden, ob die Definition nominal oder real ist.

viii. Es kommen noch ein paar Argumente, warum es keine analytische, regulative oder synthetische Definition ist, und was es heißt, dass eine Definition im mathematischen Sinn wahr oder falsch ist, aber das Wichtigste in diesem Abschnitt ist (vgl. S.321):
· „Was wir mit vollster Präzision sicherstellen können ist, dass die Definition von rekursiven Funktionen korrekt ist oder nicht, aber wir tun das in formaler Mathematik. Unsere Konklusion ist, dass (CT) als Definition nur als Explikation von Intuitionen dient und daher keine Definition im genauen Sinne ist.“

Z:

(S.321)
13. 

(D): 
(CT) ist eine Explikation

I. Explikation ist ein Begriff, den Carnap 1952 geprägt hat:
i. Die Aufgabe der Explikation besteht darin, einen gegebenen mehr oder weniger unpräzisen Begriff in einen exakten zu transformieren, oder besser: den ersten durch den letzten zu ersetzen. Den gegebenen Begriff nennen wir: explicandum, den exakten Begriff: explicatum.
ii. das unpräzise explicandum gehört zur gewöhnlichen Sprache, das präzise explicatum muss durch explizite Regeln, z.B. durch eine Definition gegeben sein, die sich in ein logischmathematisches oder ein empirisches System einfügt.
iii. Die Aufgabe besteht nun darin, dass das explicatum folgende Anforderungen erfüllt:
a. Ähnlichkeit: explicatum muss ähnlich sein zum explicandum, und zwar so, dass in den meisten Fällen, in denen das explicandum benutzt wird, das explicatum auch benutzt werden kann. Genaue Ähnlichkeit ist nicht notwendig und beachtliche Unterschiede sind erlaubt
b. Exaktheit: Die Regeln, die das explicatum definieren, müssen exakt gegeben sein, so dass es sich in ein System von verbundenen wissenschaftlichen Begriffen einfügt.
c. Fruchtbarkeit: Das explicatum sollte fruchtbar sein, das heißt, es sollte zur Formulierung von vielen universalen Aussagen (empirische Aussagen bei nichtlogischen Begriffen, logische Theoreme bei logischen Begriffen) dienen.
d. Einfachheit: Das explicatum sollt so einfach wie möglich sein, aber nur so einfach, wie es die wichtigeren oberen 3 Anforderungen zulassen.
iv. Die Autoren versuchen nun, Carnaps Explikation für den Begriff der Berechenbarkeit anzuwenden. Sie setzten den Begriff „berechenbare Funktion“ als explicandum und den Begriff der rekursiven Funktion als explicatum.
v. Die Frage ist, sind nun alle Anforderungen erfüllt?
· Klarerweise wird niemand bestreiten, dass für den Begriff der rekursiven Funktionen als explicatum die Anforderungen 
· Exaktheit

· Fruchtbarkeit erfüllt sind.
· Wie sieht es mit Ähnlichkeit aus? Man hat ja bisher noch keine Funktion gefunden, die nicht auch als rekursive Funktion beschreibbar wäre, also ist in allen bekannten Anwendungen das explicatum genauso zu verwenden wie das explicandum. 
CONCLUSIO –POSITION DER AUTOREN
14. CT als Explikation im Carnapschen Sinne zu behandeln, scheint den Autoren auf jeden Fall besser als die anderen 3 Alternativen, jedoch ist es irgendwie unbefriedigend („somewhat unsatisfactory“).
15. Die Autoren bestreiten, dass „berechenbare Funktion“ zum Vokabular der gewöhnlichen Sprache (colloquial speech) gehört. Jedoch argumentieren sie, dass der Begriff der Berechenbarkeit modalen Charakter hat. Diese Begriff mit modalem Charakter („Es gibt eine Methode“) haben eine „standard meaning“, besonders wenn sie zu „speziellen Sprachen“ gehören. 
16. Die Autoren führen diesen Punkt genauer aus, indem sie sich auf die Analyse des Wortes „ordinary“ von Gilbert Ryle beziehen:
I. Ryle unterscheidet zwischen a.) „der Verwendung der gewöhnlichen Sprache“ und b.) „der gewöhnlichen Verwendung von Ausdrücken“ und zeigt, dass in beiden das Wort „gewöhnlich“ (ordinary) unterschiedliche Bedeutung hat.
II. a.) Die Verwendung der gewöhnlichen Sprache:
i. Die Verwendung der gewöhnlichen Sprache: „gewöhnlich“ ist hier im Kontrast zu „technisch“, „poetisch“, „begrifflich“ oder „archaisch“.  Gewöhnlich ist im Kontrast mit Wörtern, die nur ein paar Leute zu benutzen wissen, wie z.B. Fachausdrücken. Es gibt keine scharfe Grenze zwischen „üblichen“ und „unüblichen“, „technischen“ und „untechnischen“ Ausdrücken.
III. b.) Die gewöhnliche/übliche Verwendung eines Ausdrucks: Gemeint ist hier, die Standard-Verwendung des Ausdrucks. Das Wort „infinitesimal“ ist zwar nicht in aller Munde, das heißt, nicht jeder weiß, was das Wort bedeutet, doch trotzdem kann man „infinitesimal“ im gewöhnlichen Sinne verwenden, nämlich so, wie es die Mathematiker üblicherweise tun. Ryle’s sagt dazu: „Die gewöhnliche Verwendung eines ungewöhnlichen Ausdrucks“ („the ordinary use of an unordinary expression“). 
IV. Es ist schwer bei dem Wort „berechenbar“ die Grenze anzugeben zwischen gewöhnlichen Adjektiven und speziellen mathematischem Vokabular.
V. Was Church behandelt hat ist, die Standard-Verwendung des Terms „Berechenbare Funktion“ in der Sprache der informellen Mathematik. Doch das heißt nicht, dass diese Standard-Verwendung für spezielle Aufgaben ausreicht. Wenn das der Fall ist, geht man dazu über, den Begriff zu spezifizieren, präziser zu machen.
VI. Die Explizierung der Standard-Verwendung von Ausdrücken kommt zustande durch die Normalisierung durch exakte begriffliche Bedeutung bezogen auf bereits anerkannte Theorien. (S.324) 
VII. Die Normalisierung in diesem Sinne geht gewöhnlich einher mit klaren Intuitionen and das hütet sie davor, willkürlich/beliebig zu sein.
VIII. Und hier eine wichtige Pointe des Papers: (S.324f)
i. „In general intuitive properties, like computability, cannot exactly coincide with precise ones, like recursiveness or its formal equivalents“. 
Und das zeigt auch, dass sie mit Carnaps 4 Explikations-Anforderungen nicht ganz übereinstimmen, denn Carnap denkt, man könnte den unscharfen durch einen scharfen Ersetzen. Die Autoren wollen das explicatum scheinbar in einem schwächeren Sinne verwenden.

ii. „Im Fall von (CT), sollten wir auch beachten, dass Explikation die modale Eigenschaft von Funktionen durch eine nicht-modale, in der Arithmetik definierbare, ersetzt. […] (CT) als Ergebnis einer Normalisierung zu verstehen erklärt, warum sie  manchmal als problematisch angesehen wird und warum es keine Hoffnung gibt, das sich das jemals ändern könnte“. 

Damit ist das erste Subproblem für die Autoren behandelt, es ging um: Die Bedeutung von (CT) in der mathematischen Sprache
17. Im Folgenden geht es um die Bedeutung von (CT) als Satz. 
I. Die Wahl, wie man die Frage des ersten Subproblems behandelt hat (A-D), bestimmt die Richtung des zweiten.
i. bei (A) Charakterisierung von (CT) als empirische Hypothese:

· (CT) muss als empirische Aussage verstanden werden und wird durch empirische Daten bestätigt oder widerlegt.

ii. bei (B) Charakterisierung von (CT) als Axiom oder Theorem

· (CT) muss als Formelausdruck, der ein mathematisches Theorem ausdrückt, verstanden werden. Die weitere Richtung hängt davon ab, ob diese Ausdrücke als analytisch, tautolog, synthetisch a priori, empirisch, etc. bestimmt werden. 

iii. bei (C) Charakterisierung von (CT) als Definition – ist ähnlich ii

· Je nachdem, welche Art der Definition es ist (reported, designer, regualtive, real oder nominal) – stellt sich (CT) anders dar.

Da die Autoren nur D als wirklich vertretbare Version herausgestellt haben, werden sie Auswege des 2. Subproblems für A-C nur noch oberflächlich behandeln. 

iv. bei (D) Charakterisierung von (CT) als Explikation

· Die Autoren vertreten hier die Position, dass (CT) eine bestimmte Art von analytischem Satz ist und andererseits a priori, das heißt man muss sich die Begriffe a priori und analytisch näher ansehen.
II. Zunächst geht es um den Begriff des Analytischen. Er kann durch 2 Unterscheidungen näher bestimmt werden:

i. absolut analytisch und relativ analytisch
in Kombination mit: syntaktische und semantische Verstehensweise

· absolut analytisch auf die semantische Art: 
Diese Sätze sind ableitbar von einer leeren Menge von Sätzen. Aufgrund des Vollständigkeitssatzes sind diese Sätze Theoreme der Prädikatenlogik 1. Ordnung

· absolut analytisch auf die syntaktische Art:

Diese Sätze sind analytisch auf die semantische Art UND gehören zu einer Menge, für die das Entscheidungsproblem positiv ist.

· Satz A ist relativ analytisch auf die semantische Art in T:
genau dann wenn A in jedem Modell von T wahr ist.

· Satz A ist relativ analytisch auf die syntaktische Art in T:
genau dann wenn A relativ semantisch analytisch in T ist und wenn es Element einer entscheidbaren Teilmenge von T ist.

· Satz A ist analytisch auf die pragmatische Art in T:
genau dann wenn A in den (intendierten) standard-Modellen von T wahr ist. (T kann auch non-standard-modelle enthalten).

Pragmatisch heißt diese Art deswegen, weil es keine allgemeinen Kriterien gibt, welches Modell ein Standard-Modell ist. (deswegen intendiert). Es geht darum, dass diese Auszeichnung „pragmatisch“ mit einer Intuition verknüpft ist.
Eine Definition in einer Theorie generiert analytische Sätze auf die pragmatische Art. Wenn man „Erwachsensein“ definiert als „eine Person sein, die 18 Jahre alt ist“, dann hat man einen pragmatischen analytischen Satz eingeführt. 
III. Explikationen und Normalisierungen im Sinne von (D) können als Quelle von pragmatisch analytischen Sätzen verstanden werden. Nun gehen die Autoren auf den Status von (CT) ein:
i. (CT) tritt auf in der Sprache der informellen Mathematik (Metamathematik). Daher ist der Kontext ziemlich klar abgesteckt.

ii. (CT) ist in einem konzeptuellen Schema der Mathematik eingebettet und setzt innerhalb dieses Schemas 2 Begriffe gleich.

iii. Einer dieser Begriffe (der Begriff der Berechenbaren Funktion) ist informal und intuitiv, der andere (der Begriff der rekursiven Funktion) ist ein Teil der relativ analytischen Sätze der Arithmetik im semantischen Sinn. 

iv. Nun normalisiert (CT) die Verwendung / die Bedeutung von „berechenbare Funktion“ in der informellen Metamathematik durch die Gleichsetzung mit der Verwendung / Bedeutung von „rekursiver Funktion“. Dieser Prozess wird durch die Intuition: Idee von der Berechenbarkeit und dem Gleichsetzungsprozess selbst getrieben.
v. Obwohl der resultierende Satz, nämlich (CT) keine Tautologie ist, kann er trotzdem als ein analytischer Satz im pragmatischen Sinne gedacht werden. Solche Sätze sind immer umgeben von empirischen Daten, die die Intuition motivieren und stärken.

vi. Durch die Äquivalenz von vielen verschiedenen formalen Normalisierungen des Begriffs „berechenbare Funktion“ wurde unsere Anfangsintuition als hinreichend korrekt herausgestellt, aber es ist nicht ausgeschlossen, dass sie revidiert werden kann. Aber, solange eine gegebene Normalisierung akzeptiert ist, (CT) sollte als „unconditionally“/unbedingt wahr angenommen werden.

IV. Gut (CT) ist wahr. Aber ist (CT) wahr a priori oder a posteriori? 

i. Man muss klären, wie a priori zu verstehen ist.

ii. Nach Kant sind jene Sätze Sätze a priori, wenn sie unabhängig von der Erfahrung sind. Pragmatische Analytizitäten (analyticity) sind synthetisch a posteriori.

iii. Den Autoren ist diese Theorie von A Priori zu absolut für ihre Zwecke. Sie brauchen eine liberalere Ansicht. Hierfür bietet sich der Gebrauch von „a priori“ in der Wahrscheinlichkeitstheorie an.
iv. Eine A Priori-Wahrscheinlichkeit vom Eintreten eines Ereignisses wird festgelegt, bevor man dieses Ereignis überhaupt noch untersucht hat um zu bestimmen ob und wie wahrscheinlich es ist im Lichte der gesammelten Daten. Die A Priori-Wahrscheinlichkeit kann auch bezüglich to vorher gesammelter Erfahrung ermittelt werden.
v. Durch diese Überlegungen wird es möglich, zwischen absoluten und relativen a priori zu unterscheiden:

· Die Autoren wollen offen lassen, ob es absolutes a priori gibt (wenn dann denken sie, dass nur die Logik absolut a priori als Beispiel dienen kann), doch sie gehen von der Annahme aus, dass analytische Sätze im pragmatischen Sinn gleichzeitig auch relative a prioris sind.

· Es wird angenommen, dasss jedes konzeptuelle System einige Elemente mit akzeptierten a prioris braucht, für ihre kognitive Stabilisierung. (S.328: cognitive stabilization). 

V. Überlegen wir uns noch mal, wie das mit der (CT) ist.

i. Mathematiker haben zahlreiche Intuitionen die mit Berechenbarkeit verbunden sind und sie wollen sie auf eine präzise Art nutzen.

ii. Jedoch, der Begriff der Berechenbarkeit ist dafür nicht ausreichend. Er genügt zum Beispiel nicht, um etwas über die Entscheidbarkeit zu sagen.

iii. Wenn man nun diese Ergebnisse versucht mit dem Kalkül der rekursiven Funktionen zu bekommen, passt das nicht mehr zu den mathematischen Intuitionen.

iv. Daher brauchen Mathematiker ein Prinzip, eine Regel, die diese Situation verbessert. 

v. Das wird dadurch erreicht, dass man sagt, (CT) ist ein Satz relativ a priori und dadurch erreicht man laut Autoren Akzeptanz des Satzes. 

vi. „Die Anwesenheit von empirischen Daten steht nicht im Widerspruch zu Analytizität und Apriorität, wenn man beide relativ versteht.

