Entsprechend ergibt sich unter Vernachlassigung der Geschwindigkeitséinderung

in dem Zeitintervall der neue Ort in dem Zeitintervall der neue Ort
1 = Zo + v, At

Aus diesen Werten vy und x; ergibt sich iiber das zweite Newton’sche Axiom
die neue Beschleunigung a; . Im folgenden Schritt kann man dementsprechend
aus v1, 1 und a; die Werte vy und x5 , bzw. im weiteren v; und x; ,berechnen:

Unt1 = Un +a, At (9)
Tpt1 = Tp + U AL

Um also die Geschwindigkeit und den Ort zu einem Zeitpunkt tzu ermitteln,
unterteilt man das Zeitintervall ¢ — ¢, in eine grofle Anzahl kleinerer Intervalle
At und wendet auf sie, beginnend bei t,, iterativ die Gleichungen 9 an. Das
bedeutet eine grofle Anzahl einfacher, sich stets wiederholender Rechenschritte,
die man am besten einem Computer iiberldsst. Das beschriebene Verfahren, das
Zeitintervall in kleine Schritte zu zerlegen und die Beschleunigung, die Geschwin-
digkeit und den Ort injedem Schritt aus den Ergebnissen des vorangegangenen
Schritts zu berechnen, wird numerische Integration bzw. numerisches Losen der
Differentialgleichung genannt.

Verbesserte Verfahren Der Euler Algorithmus 9 ist nur die einfachste Form
eines numerischen Integrationsverfahren und oft nicht sehr stabil. Die nahelie-
gendste Verbesserung, die meist zu erstaunlichen Verbesserungen fiihrt, besteht
darin, wie in 10 gezeigt, die Formeln zu modifizieren, d.h. bei der Berechnung
vom neuen x-Wert den eben berechneten v, 11 —Wert zu verwenden (Euler Back-
ward Algorithmus)

Unt1 = Up +a, At (10)

Tp41 = Tn + UnJrlAt

Fast alle heutige Mathematikprogramme (Mathematica, Mathlab etc.) ha-
ben sehr komfortable und genaue Integratoren integriert, die es erméglichen sehr
einfach numerische Losungen von Differentialgleichungen zu erhalten.

3 Die Gravitationskraft

Isaac Newton gelang um 1666 der gewaltige Schritt, die Planetenbewegung auf
eine bestimmte, durch die Sonne ausgeiibte Kraft zuriickzufithren. Newton konn-
te mathematisch zeigen, dass eine Kraft, die umgekehrt proportional mit dem
Abstand zwischen dem Planeten und der Sonne abnimmt, zu einer elliptischen
Umlaufbahn fithrt, wie Kepler sie nachgewiesen hatte (Die Kepler’schen Ge-
setze waren ein wichtiger Schritt auf dem Weg zum Verstindnis der Planeten
bewegung waren. Sie waren sie doch nur einfache empirische Regeln, die Kepler
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aus Brahes astronomischen Beobachtungen abgeleitet hatte.). Darauf behaupte-
te Newton kiihn, eine solche Kraft wiirde zwischen zwei beliebigen Koérpern im
Universum wirken (z. B. auch zwischen dem fallenden Apfel und der Erde). Vor
Newton war es nicht allgemein akzeptiert, dass die Gesetze der Physik, wie man
sie auf der Erde beobachten konnte, auch fiir die Himmelskorper gélten. Das
Newton’sche Gravitationsgesetz besagt, dass es eine anziehende Kraft zwischen
je zwei punktformigen Korpern gibt, die proportional zum Produkt ihrer Massen
und umgekehrt proportional zum Quadrat ihres Abstands ist.

Bezeichnen wir die Massen der beiden punktférmigen Teilchen mit m; und
ms und ihre Orte mit #jund 7 so ist 712 der Vektor, der von Teilchen 1 zu
Teilchen 2 geht. Dann iibt das Teilchen 1 auf das Teilchen 2 eine Kraft ﬁg(l) aus,
fir die gilt:

(1 mimsa mimsa
F2( ) = —F r12 = —].—‘77”12 (11)
2 3
12 12

[ ist die Gravitationskonstante mit dem Wert T' = 6.67 - 10~ N - m? /kg?.
Die Kraft ﬁfz), die von Teilchen 2 auf Teilchen 1 ausgeiibt wird, ist gemé&f

dem dritten Newton’schen Axiom das Negative von F;(l). Die Gravitationskraft,
die eine Punktmasse m; auf eine im Abstand r befindliche andere Punktmasse
my ausiibt, besitzt daher den Wert

mymes

F=-T— (12)
12
(@) 0O (b)
e Gleichgewichtslage
I
‘ L My o
Torsionsdraht—— Gleichgewichts- ® 5 ?Qsmonl
lage 20

my

my

1y Position 2

L Y
my < . ; i
Ot

Abbildung 3: Bestimmung der Gravitationskonstante nach Cavendish

Bemerkung 6 a) Schema der Drehwaage, die Cavendish zur Messung der Gra-
vitationskonstanten T' benutzte. Sie besteht aus zwei an einem leichten Stab be-
festigten kleinen Kugeln, jeweils mit der Masse mo die an einem dinnen Tor-
stonsdraht hingen. Durch sorgfiltige Messung kann man das Drehmoment be-
stimmen, mit dem sich der Draht um einen bestimmten Winkel verdrillen ldsst.
Dann werden zwei grofle Kugeln, jeweils mit der Masse my in die Nihe der
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kleinen Kugeln gebracht. Wegen der Gravitationsanziehung der kleinen durch
die grofien Kugeln dreht sich der Draht um einen sehr kleinen Winkel ¥ aus der
Gleichgewichislage (der Winkel ist hier stark iberzeichnet). b) Dieselbe Dreh-
waage von oben betrachtet. Nachdem die Anordnung ihre Gleichgewichtslage ein-
genommen hat (das kann wegen der extrem geringen Krifte unter Umstinden
mehrere Stunden dauern), werden im zweiten Teil des Experiments die beiden
grofien Kugeln so gedreht, dass ihr Abstand von der Gleichgewichtslage der Waa-
ge der gleiche ist wie auf der anderen Seite (gestrichelte Linien). Wenn dann
die Waage wieder ihre Gleichgewichtslage eingenommen hat, hat sich der Draht
um den Winkel 29 wverdrillt, entsprechend der Umkehrung des Drehmoments.
Ist die Torsionskonstante des Drahts bekannt, kann man die Kraft zwischen den
Massen my, und mo aus der Messung des Torsionswinkels bestimmen. Mit den
Werten der Massen und der Abstinde zwischen ihnen ldsst sich daraus die Gra-
vitationskonstante I' berechnen. Cavendish erhielt einen Wert fiir I', der nur um
etwa 1 % vom heute akzeptierten, I’ = 6.67 - 107X N - m? /kg? Wert abwich.

Bemerkung 7 e 1665 -1666 Isaac Newton

Bemerkung 8 e Die Kraft, die den Apfel vom Baum fallen lisst, ist die
gleiche, die den Mond um die Erde und die Erde um die Sonne zwingt, d.h.:
Beide Fille sind Spezialfille eines allgemeinen Kraftgesetzes, nach dem alle
Massen einander anziehen.

Bemerkung 9 e Folgende Beobachtungen legen die Form des Gesetzes niher
fest:

Bemerkung 10 e Auf der Erdoberfliche fallen alle Kdorper gleich schnell,
abgesehen von denen, die so leicht sind, dass der Luftwiderstand eine wesentliche
Rolle spielt. Die Fuallbeschleunigung ist also unabhdngig von der Masse mo des
fallenden Korpers.

3.1 Kepler “sche Gesetze

Mehr als ein halbes Jahrhundert, bevor Newton seine drei Axiome der Bewegung
und sein Gravitationsgesetz formulierte, hatte der deutsche Astronom Johannes
Kepler (1571-1630) eine Reihe astronomischer Arbeiten verfasst, in denen eine
detaillierte Beschreibung der Bewegung der Planeten um die Sonne zu finden
ist. Keplers Arbeit entstand teilweise aus den jahrelangen Untersuchungen von
Daten, die Tycho Brahe (1546-1601) iiber die Positionen der Planeten in ih-
rer Bewegung am Himmel gesammelt hatte. Zu Keplers Werken gehoren drei
empirische Entdeckungen, die wir heute als die Kepler’schen Gesetze der Pla-
netenbewegung bezeichnen. Sie werden wie folgt zusammengefasst (siche auch
Abbildung )

1. Erstes Kepler’sches Gesetz: Alle Planeten bewegen sich auf Ellipsen-
bahnen um die Sonne, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Zweites Kepler’sches Gesetz: Jeder Planet bewegt sich so, dass die
imaginéire Verbindungslinie zwischen der Sonne und dem Planeten (Leit-
strahl) in gleichen Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht.
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3. Drittes Kepler’sches Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier
Planeten, die sich um die Sonne drehen, verhalten sich wie die dritten
Potenzen ihrer groflen Halbachsen . (Die grofie Halbachse ist die Hélfte
der langen Achse der Umlaufbahn, wie in Abbildung 6.15 veranschaulicht,
und stellt den mittleren Abstand des Planeten von der Sonne dar. Z)

Planet P—’-—-

Q F, Sonne N-z R f 4
16 : Sonne 3

Abbildung 4: Zu den Kepler “schen Gesetzen

4 Drehbewegung: Winkelgeschwindigkeit und Win-

kelbeschleunigung
“
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Abbildung 5: Groflen bei der Drehbewegung

Jeder Punkt in einem Koérper, der um eine feste Achse gleichférmig rotiert,
bewegt sich auf einer Kreisbahn, deren Mittelpunkt auf der Drehachse liegt
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und deren Radius durch die Entfernung des Punkts von der Drehachse gege-
ben ist. Eine Linie, die man von der Achse zu einem beliebigen Punkt zieht,
iiberstreicht in gleichen Zeiten stets gleiche Winkel (Abbildung 5). Betrachten
wir eine Kreisscheibe, die sich um eine senkrecht zu ihr stehende feste Achse
durch ihren Mittelpunkt dreht. r; bezeichnet den Abstand vom Mittelpunkt der
Scheibe zu ihrem i-ten Massenpunkt P;, und 6; ist der gegen den Uhrzeigersinn
gemessene Winkel zwischen einer im Raum festgelegten Bezugsgerade und ei-
ner Linie vom Drehpunkt zum i-ten Massenpunkt. Wenn sich die Scheibe um
den Winkel df dreht, bewegt sich dieser Massenpunkt auf einem Kreisbogen der
Lénge ds, so dass gilt:

ds =r;-df (13)

Dabei wird der Winkel df im Bogenmaf$ in der Hilfseinheit Radiant (Ein-
heitenzeichen rad) angegeben. Die Entfernungen ds; und r; hingen vom jeweils
betrachteten Punkt ab, aber ihr Verhéiltnis, der so genannte Drehwinkel,
ist fiir alle Massenpunkte der Kreisscheibe gleich. Bei einer kompletten
Umdrehung gilt fiir die Bogenlédnge As; = 27r;; der Drehwinkel Af# betragt
dann Af = 27 = 27 rad = 360° = 1U (Das U steht hier fiir Umdrehung.) Die
Geschwmdlgkelt df/dt, mit der sich der Winkel dndert, ist fiir alle Punktmassen
der Scheibe gleich. Man nennt sie die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe und
bezeichnet sie mit dem kleinen griechischen Buchstaben w

do
== 14
w=— (14)

Im allgemeinen Fall, insbesondere wenn die Drehachse nicht im Raum fi-
xiert ist, muss man die Winkelgeschwindigkeit als eine vektorielle Grofle be-
handeln; Bei Drehungen um eine raumfeste Achse - und ausschlielich diesen
Fall betrachten wir in diesem Kapitel - hat die Winkelgeschwindigkeit nur zwei
mogliche Richtungen, die von der Drehrichtung abhédngen. Bei einer Drehung
gegen den Uhrzeigersinn nimmt 6 zu, w ist also positiv; bei einer Drehung im
Uhrzeigersinn nimmt 6 ab, w ist also negativ. (Dies ist analog zu der linearen
Bewegung in einer Dimension, wo man die Geschwindigkeit nicht als Vektor
betrachten muss; sie kann sowohl negative als auch positive Werte annehmen.)
Die Dimension der Winkelgeschwindigkeit ist die einer reziproken Zeit (77! ).
Die Einheit der Winkelgeschwindigkeit w ist s~!; wenn mit den Hilfseinheiten
Radiant oder Umdrehung gearbeitet wird, ist die Einheit Radiant pro Sekunde
(rad-s~1) bzw. Umdrehungen pro Sekunde, U - s~1

Die zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeit wird Winkelbeschleuni-
gung « genannt:

dw  d?0
e} (15)
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5 Zentripetal und Zentrifugalbeschleunigung

Die lineare Geschwindigkeit v; eines Massenpunkts der Scheibe ist tangential
zur Kreisbahn des Punkts gerichtet und hat den Betrag ds;/dt. Mit den vorhin
eingefithrten Groflen kénnen wir die Tangentialgeschwindigkeit”des i-ten Mas-
senpunkts geméif

A rldQ
t,1 — dt
mit der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe verkniipfen, so dass gilt:

(16)

Ui = TiW

In &hnlicher Weise ergibt sich die tangentiale Beschleunigung eines Massen-
punkts der Scheibe

dvg;  dw
ay; = 7 =1r; 7 =ra (17)

Gleichung 17 ist jedoch unvollstindig, wenn man die eigentliche (und nicht
nur die tangentiale Komponente) Beschleunigung betrachtet:

dv;  _ dw dr;
a; =

a ar Y

Beschrianken wir uns auf den einfachsten Fall, dass sich die Massenpunkte
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit drehen, dann ist der erste Term in 18
null und damit bleibt in der Beschleunigung nur der zweite Term iiber. Bei den
Drehungen, die wir hier betrachten, ist zwar der Radius 7; dem Betrag nach
konstant, éndert aber die Richtung, so dass gilt (siche dazu auch Abbildung 6):

(18)

2
S, w2,
_ d’l‘i _ Ut i _ t,i _ 2
a; =w ==y, =— =W (19)
dt T Ti

Jeder Massenpunkt auf der Scheibe erfihrt alsoeine radiale Beschleunigung,
die so genannte Zentripetalbeschleunigung. Die Normalbeschleunigung ist im-
mer nach innen zur Drehachse hin gerichtet.

5.0.1 Scheinkrifte

Der Ubergang von einem Inertialsystem auf ein beschleunigtes System (z.B. die
Scheibe in Abbildung 5) fithrt immer zum Auftreten von sogenannten Schein-
kréften.

Damit z.B ein Auto durch eine Kurve fahrt, muss auf dieses Auto eine radial
nach innen gerichtete Zentripetalbeschleunigung a., wirken (Das in der Kurve
fahrende Auto sei also unser beschleunigtes System). Sitzen wir in diesem Auto,
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Abbildung 6: Radiusénderung bei Drehbewegung

spiiren wir allerdings eine ganz andere Beschleunigung, ndmlich eine Beschleu-
nigung a, die uns radial nach auBlen treibt. Die Beschleunigung a,, heifit
Zentrifugalbeschleunigung, die auf uns wirkende Kraft F,; = m - a,;, heifit Zen-
trifugalkraft. Diese Kraft zéhlt zu den Tragheits- oder Scheinkréften, die immer
dann auftreten, wenn wir uns in einem beschleunigten Bezugssystem - wie dem
durch eine Kurve fahrenden Auto - befinden. Ein System ohne Scheinkrifte,
das entsprechend dem Trégheitssatz seine (geradlinig gleichférmige) Bewegung
beibehélt, nennt man ein Inertialsystem.

Scheinkréfte entstehen bei der Transformation der Bewegungsgleichungen
von einem Inertialsystem I in ein beschleunigtes System B.

6 Arbeit und kinetische Energie

6.1 Allgemeine Bemerkungen zum Begriff Energie”

Ein gehobener Korper kann iiber eine feste Rolle selbst wieder einen anderen
Korper anheben. Eine gespannte Feder kann ein Werkstiick verschieben. Ein
Hammer, auf die Geschwindigkeit v gebracht, kann einen Nagel eintreiben. Der
Arbeitsaufwand fiir das Heben, Spannen, Bewegen des Korpers hat demnach
eine Arbeitsfihigkeit des Korpers hervorgerufen. Man sagt dazu: Der Korper
besitzt Energie.

Definition 11 Energie E ist die Arbeitsfihigkeit eines Korpers, sein Verméagen,
Arbeit zu verrichten. Energie ist ,gespeicherte Arbeit“. Arbeit und Energie sind
Skalare. Da Energie - das Vermdgen des Kérpers ist, die Arbeit W zu verrich-
ten, missen Energie und Arbeitseinheiten gleich sein.

6.1.1 Energieerhaltung

Lemma 12 1. Es gibt ein Faktum, anders ausgedriickt, ein Gesetz, das alle
Naturphdanomene beherrscht, welche bis heute bekannt sind.

2. Es gibt keine bekannte Ausnahme zu diesem Gesetz, soweit wir wissen, ist
es exakt.

3. Dieses die Gesetz wird Energieerhaltung genannt.
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4. Es sagt, dass es eine gewisse Grifie gibt, welche wir Energie nennen, die
sich bei den vielfachen Anderungen, die in der Natur vor sich gehen, nicht
dndert.

6.2 Eindimensionale Bewegung mit konstanten Kraften

Die Arbeit einer konstanten Kraft F , deren Angriffspunkt sich entlang einer
Verschiebung Az - & bewegt, ist gleich

w=F, Az =|F|cosf - Az (20)

Die Arbeit ist eine skalare Grofe, die positiv ist, wenn,Ax und F,, die glei-
chen Vorzeichen besitzen, und negativ, wenn die Vorzeichen verschieden sind.
Die Mafleinheit der Arbeit ist das Produkt aus der Mafleinheit der Kraft und
der des Wegs. Die SI-Einheit von Arbeit und Energie ist das Joule (J) , das
Produkt aus Newton und Meter:

1J=1N'm

Abweichend davon wird in der Atom- und Kernphysik héufig das Elektro-
nenvolt (eV) verwendet:

1eV=1,610"7J.

6.2.1 Der Zusammenhang zwischen Gesamtarbeit und kinetischer
Energie

Zwischen der an einem Korper verrichteten Gesamtarbeit und seiner Anfangs-
und Endgeschwindigkeit besteht ein wichtiger Zusammenhang. Wenn F', die Ge-
samtkraft ist, die auf ein Teilchen wirkt, besagt das zweite Newton’sche Axiom:
F, = ma,. Bei einer konstanten Kraft ist auch die Beschleunigung konstant.
Damit lisst sich die Verschiebung iiber die Gleichung fiir die konstante Beschleu-
nigung vy , = v3 , + 2a,Az durch die Anfangsgeschwindigkeit v4 und durch
die Endgeschwindigkeit vg ausdriicken. Nach einigen Umformungen erhélt man
daraus:

1 1
F,Ax = imv%ym — imvi@, =W (21)
1

§mvg ist eine skalare Grofle, die kinetische Energie Ey;,eines Teilchens ge-

nannt wird:

1
Ekin = imvz (22)
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Beispiel 13

In der Bildréhre eines Fernsehgeréts wird ein Elektron aus der Ruhe heraus beschleunigt. Die Kraft, die das Elektron
beschleunigt, ist eine elektrische Kraft, die von dem elektrischen Feld in der Bildréhre herriihrt. Nach einem Weg von 80 cm
besitzt das Elektron eine kinetische Energie von 2,5 keV. Berechnen Sie die Kraft auf das Elektron unter der Annahme, dass sie
konstant ist und in Bewegungsrichtung wirkt.

Problembeschreibung: Da sich das Elektron aus der Ruhe heraus zu bewegen beginnt, ist die verrichtete Arbeit gleich der
kinetischen Energie.

Losung:

Setzen Sie die verrichtete Arbeit gleich der Anderung der W= AEy,

kinetischen Energie und stellen Sie die Gleichung nach der F Ar=FEe e B

Kraft um. Die kinetische Energie am Anfang und am Ende S e

ist jeweils gegeben: _ Eiing = Eiina

- Ax

_ (2500 eV —0eV 1,6-107°7J
- 08 m leV
o)

Kommentar: Wenn wir spiéter die Elektrizitéit behandeln, werden Sie feststellen, dass die Arbeit pro Ladungseinheit die
Potenzialdifferenz ist und in Volt gemessen wird. Somit ist 1 eV die Energie, die ein Teilchen der Ladung e (ein Elektron oder
| Proton beispielsweise) gewinnt oder verliert, wenn sich seine Potenzialdifferenz um 1 V dndert.

F,

6.2.2 Die von einer ortsabghiingigen Kraft verrichtetet Arbeit

Viele Krifte sind selbst ortsabhéngig. So tibt beispielsweise eine gedehnte Feder
eine Kraft aus, die proportional zur Lénge ihrer Dehnung ist. Die Gravitati-
onskraft der Erde auf ein Raumschiff ist umgekehrt proportional zum Quadrat
des Abstands zwischen Erde und Raumschiff. Allerdings kann man eine orts-
abhéngige Kraft durch eine Folge konstanter Krifte anndhern . Die Arbeit einer
ortsabhéngigen Kraft ist dann

W = lim Fp(x;) - Az = / F,(x)dx (23)

Az; —0 "
7 1
6.2.3 Arbeit und Energie in drei Dimensionen

Im allgemeinen. dreidimensionalen Fall entspricht die Arbeit folgender Glei-
chung:

2
W = /ﬁ 0ds = Eyina— Eginn (24)
1

wobei iiber den Weg ds integriert werden muss und das Inprodukt aus Kraft
und Weg gebildet werden muss.

7 Arbeit und potentielle Energie

Die Arbeit an einem Teilchen ist gleich der Anderung seiner kinetischen Energie.
Es kann vorkommen, dass die Arbeit, die durch duflere Kréfte an einem System
verrichtet wird, die kinetische Energie des Systems iiberhaupt nicht erhcht. In
diesem Fall wird die Arbeit als potenzielle Energie gespeichert - also als Energie,
die mit der Lage des Systems in Zusammenhang steht.
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Stellen Sie sich einen Gewichtheber vor, der ein Gewicht mit einer Masse
m auf eine Hohe h hebt. Die Kraft, die die Arme des Gewichthebers auf das
Gewicht ausiiben, ist —mg, denn sie miissen die Gravitationskraft der Erde auf
das Gewicht kompensieren. Stellen Sie sich nun die Erde und das Gewicht als ein
System zweier Teilchen vor (zu dem der Gewichtheber nicht mit dazugehort!).
Die dufleren Krifte, die auf das System aus der Erde und aus dem Gewicht
wirken, sind zum einen die Kraft, die die Arme auf das Gewicht ausiiben, und
zum anderen die Kraft —mg, die die Fiile des Gewichthebers auf die Erde
ausiiben. (Abbildung 6.20). (Die Anziehungskraft, die der Gewichtheber auf
das Gewicht ausiibt, kann sicher vernachléssigt werden.) Beim Anheben bewegt
sich das Gewicht um die Strecke h nach oben, wihrend die Bewegung der Erde
vernachlissigt werden kann. Somit verrichtet nur die Kraft, mit der die Hénde
an dem Gewicht angreifen, wirklich Arbeit am System. Da das Gewicht vor
und nach dem Heben die Geschwindigkeit v = 0 hat, also auch seine kinetische
Energie am Anfang und am Ende gleich null ist und daher AFEy;, = 0 gilt, ist
die Arbeit, die alle dufleren Kréfte an dem System aus der Erde und aus dem
Gewicht verrichten,mgh. Diese Arbeit wird in Form von potenzieller Energie
gespeichert, also Energie, die von der Lage des Gewichts relativ zur Erde oder,
mit anderen Worten, von der Lage des Systems aus Erde und Gewicht abhéngt.
Man bezeichnet diese Energie als potenzielle Energie der Schwerkraft.

Ein anderes System, das Energie durch seine Lage speichert, ist eine Fe-
der. Wenn man eine Feder dehnt oder zusammendriickt, wird Energie, die von
der Federldnge abhéingt, als potenzielle Energie gespeichert. Betrachten Sie bei-
spielsweise die Feder in Abbildung 6.21 als das System. Diese Feder soll nun
durch die gleich groflen, aber entgegengesetzt gerichteten Krifte Fy und F zu-
sammengedriickt werden . Diese beiden Kréfte ergeben zusammen null - die
Gesamtkraft auf die Feder ist also null, so dass die kinetische Energie der Feder
ebenfalls null bleibt. Die Arbeit, die man beim Zusammendriicken der Feder
am System verrichtet, wird also nicht in Form kinetischer Energie, sondern als
potenzielle Energie der Feder gespeichert. Dabei wird die Lage des Systems
gedndert, was sich in der Langeninderung der Feder zeigt. Da sowohl Fj als
auch Fy positive Arbeit verrichten, ist die an der Feder verrichtete Gesamtar-
beit positiv. (Die vonF} verrichtete Arbeit ist positiv, da die Kraft Fi und die
Verschiebung Asiihres Angriffspunkts in die gleiche Richtung zeigen. Gleiches
gilt auch fiir ﬁg und ASy

7.0.4 Konservative Krifte

Wenn ein Skildufer mit einem Skilift auf einen Hiigel mit der Hohe h fahrt,
betriagt die Arbeit, die der Skilift an dem Skildufer verrichtet, —mgh, denn die
Schwerkraft muss tiberwunden werden. Dagegen ist die Arbeit, die die Schwer-
kraft beim Abfahren an ihm verrichtet, immer +mgh . Somit ist die Gesamtar-
beit, die die Schwerkraft an dem Skildufer wéhrend einer vollen Runde hinauf
und hinab verrichtet, unabhingig vom Weg null. Die Schwerkraft, die die Erde
auf den Skildufer ausiibt, ist eine so genannte konservative Kraft. Eine Kraft ist
konservativ, wenn die Gesamtarbeit, die sie an einem Teilchen verrichtet, das
sich auf einer beliebigen geschlossen Bahn bewegt, null ist.

Definition 14 Fine Kraft ist konservativ, wenn die Gesamtarbeit, die sie an
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Abbildung 7: Zwei Wege im Raum verbinden die Punkte 1 und 2. Die Arbeit
einer konservativen Kraft zwischen Punkt 1 und 2 auf dem Weg A sei W Da die
Arbeit bei einem vollen Umlauf null ist, muss die Arbeit fiir den Riickweg entlang
des Wegs B gleich - W sein. Wird der Weg B in entgegengesetzter Richtung,
also von Punkt 1 zu Punkt 2, ist die Kraft an jedem Punkt genauso grofl wie
bei der Bewegung von 2 nach 1, wihrend die Verschiebung entgegengesetzt ist.
Damit ist die Arbeit von Punkt 1 zu Punkt 2 entlang des Wegs Bebenfalls W
Allgemein gilt also, dass die Arbeit auf jedem Weg, der die beiden Punkte 1
und 2 verbindet, gleich ist.

einem Teilchen verrichtet, das sich auf einer beliebigen geschlossen Bahn bewegt,
null ist.

7.0.5 Arbeit und Potential in 1/r?—Feldern

Besonder oft benétigt man die Arbeit und das Potential eines 1/r2-Feldes, wie
dem Gravitations- oder elektrischem Feld. Dazu ist zuerst eine allgemein giiltige
Feststellung das Potential betreffend zu machen:

Lemma 15 In einem Potentialfeld kann der 0-Punkt beliebig gewdhlt werden.

Fiir den Fall der 1/r? Felder withlt man oft den 0-Punkt des Potentials im
Unendlichen, weil dort die Kraft verschwindet.

Die Arbeit, die beim Bewegen einer Punktmasse Masse m im Gravitations-
feld einer anderen Punktmasse mpg bzw. einer Punktladung ¢ im elektrischen
Feld einer anderen Punktladung ¢r aus dem Unendlichen bis in einen Abstand
r verrichtet wird ergibt sich zu:

r
! 44 5. 1 4p
4#50/ r2 dr = 4meg T
W= g (25)
m,-m m
—G/ E—dr = G—Em
T T
o]
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wobei man ﬁ% bzw. G™E als das Potential ®(r) der Punktladung ¢p

bzw. Punktmasse mpg bezeichnet.

72

m— / e dy = 150 qE (i — i) wird als die Spannungsdifferenz oder Span-

4meg r2 T 4nm To 1

71
nung U im elektrischen Feld der Ladung qg bezeichnet.

7.0.6 Erdbeschleunigung

Berechnen wir nun die Arbeit (bzw. Potentialdifferenz), wenn wir eine Masse m
auf der Erdoberfliche um einen zum Erdradius hy kleinen Betrag h — hy auf die
Hohe h anheben:

h
m m|h 1 1
pr— _— — pr— — pr— —_—— — 2
%% / GmETZdr Gmg =N Gmgm (h h1) (26)
h1

Da h — hy € h; ist, konne wir die folgende Naherung durch Reihenentwick-
lung durchfiihren:

W = GmEm};Ll.;h =
— m ! 1 m 2 m 3 (27)
—_GmEF%(h_hl) +GmEhf§(h—h1) _GmEE(h—hl) + ...

Man sieht sofort, dass man so die bekannte konstante Erdbeschleunigung
bzw. Potentielle Energie im Schwerefeld erhélt, wenn man in Gl. 27 nur das
erste Glied —Gmpg73(h — hy) berticksichtigt.

W = (h — hy) - const (28)

8 Emnergie und Impulserhaltung

8.1 Impulserhaltung

Mitte des siebzehnten Jahrhunderts, kurz vor Newtons Zeit, war beobachtet
worden, dass die Vektorsumme der Impulse zweier Korper, die aneinander sto-
Ben, konstant bleibt. Betrachten wir z. B. den zentralen Stofl zwischen zwei
Billardkugeln, der in .Abbildung 8 dargestellt ist. Wir nehmen an, dass die auf
dieses aus zwei Kugeln bestehende System wirkende &uflere Nettokraft null ist
- d. h. die einzigen wesentlichen Krifte sind die, die jede Kugel wihrend des
Stofes auf die andere ausiibt. Obwohl sich der Impuls jeder der beiden Kugeln
als Folge des Stofles dndert, ist die Summe ihrer Impulse vor und nach dem
Stof} dieselbe. Wenn miv; der Impuls von Kugel 1 und moUs der Impuls von
Kugel 2 ist, jeweils vor dem Stofl gemessen , dann betriagt der Gesamtimpuls der
beiden Kugeln vor dem Stofl m1U; +msoUs. Nach dem Stofl hat jede Kugel eine
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o Impulserhaltung

my vy My ¥y

| 2

ny v my V'

1 2

Abbildung 8: Impulserhaltung

andere Geschwindigkeit und einen anderen Impuls. Diese Tatsache stellen wir
durch einen SStrichédn der Geschwindigkeitsvariablen dar:mqdjund mo¥h, Der
Gesamtimpuls nach dem Stof§ betrigt m; 9]+ mo¥h, Unabhiingig davon, welche
Geschwindigkeiten und Massen beteiligt sind, ist der Gesamtimpuls vor dem
Stof} derselbe wie nach dem Stof}, solange keine duflere Nettokraft wirkt. Dabei
spielt es keine Rolle, ob es sich um einen zentralen Stof3 handelt oder nicht.

P

vor dem s ! - ()
Stold !

7
= (g
i . rnl' =
withrend des _p \

Stolles

nach dem

Stofl

Abbildung 9: Zur Impulserhaltung

Impuls vorher = Impuls nachher

oder

- — ) -/
m1U1 + maTy = MUy + maty (29)

Das bedeutet, dass der Vektor des Gesamtimpulses des Systems der beiden
Kugeln erhalten bleibt: Er bleibt konstant. Obwohl der Impulserhaltungssatz
sich durch Versuche ergeben hat, ist er eng mit den Newton’schen Axiomen der
Bewegung verbunden. Es kann bewiesen werden, dass sie dquivalent sind. Diesen
Beweis werden wir jetzt erbringen. Betrachten wir zwei Korper mit der Masse
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my bzw. msg, die vor ihrem Zusammenstofl einen Impuls von p) bzw. po und
nach dem ZusammenstoB einen Impuls von 7} bzw. pl, haben, wie in Abbildung
9 dargestellt. Nehmen wir an, dass die von Korper 1 wiahrend des Stofles auf
Korper 2 ausgeiibte Kraft zu jedem Zeitpunkt F ist. Dann betrdgt nach dem
dritten Newton’schen Axiom die von Koérper 2 auf Korper 1 ausgeiibte Kraft
—F. Wir nehmen an, dass withrend der kurzen StoBzeit keine anderen (duBeren)
Kréfte wirken (oder dass F wesentlich grofer ist als alle anderen wirkenden
duBeren Krifte). Wir konnen dann folgende Uberlegung anstellen:

— Py — P = —(Py — Pa)
— P} + Py = P1 + P

Dies ist der Impulserhaltungssatz. Wir haben diese Ableitung in Zusammen-
hang mit einem Stof3 gesetzt. Solange keine dufleren Krifte wirken, sind die Glei-
chungen 9.4 in jedem beliebigen Zeit-intervall giiltig, und die Impulserhaltung
ist immer giiltig, solange keine dufleren Krifte wirken. In der Realitdt wirken
allerdings duflere Krifte: Reibung wirkt auf Billardkugeln, die Gravitation wirkt
auf einen Baseball etc. So kénnte man denken, dass die Impulserhaltung nicht
angewendet werden kann. Oder kann man sie doch anwenden? Bei einem Stof3
wirkt die Kraft, die jeder Korper auf den anderen ausiibt, nur wéhrend eines
sehr kurzen Zeitintervalls und sie ist sehr stark. Wahrend des kurzen Intervalls
ist F in den Gleichungen 30 wesentlich grofler als die anderen wirkenden Krifte
(Gravitation, Reibung). Wenn wir die Impulse direkt vor und direkt nach dem
Stofl messen, bleibt der Impuls nahezu erhalten.

Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems von Koérpern bleibt kon-
stant. Ein abgeschlossenes System ist ein System, auf das keine &uleren Kréfte
wirken. Die einzigen wirkenden Krifte sind die Krifte, die zwischen Kérpern
des Systems wirken.

Wenn eine duflere Nettokraft auf ein System wirkt, gilt der Impulserhal-
tungssatz nicht. Wenn aber das SSystemneu definiert werden kann, so dass die
anderen Korper, die diese Kréfte ausiiben, dann mit in das System einbezogen
werden, gilt der Impulserhaltungssatz. Bei einem frei fallenden Stein z. B., den
wir als unser System annehmen, bleibt der Impuls nicht erhalten, da eine duflere
Kraft, die von der Erde ausgeiibte Gravitationskraft, auf den Stein wirkt und
sein Impuls sich dndert. Wenn wir allerdings die Erde in das System mit einbe-
ziehen, bleibt der Gesamtimpuls des Steins und der Erde erhalten. (Das bedeutet
natiirlich, dass sich die Erde nach oben bewegt, um den Stein zu beriihren. Da
die Masse der Erde so grof ist, ist ihre nach oben gerichtete Geschwindigkeit sehr
klein.) Wie bei der Energie liegt die Bedeutung des Impulsbegriffes darin, dass
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