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1 Aufgabenstellung

Rundungsfehleranalyse. Geben Sie eine detaillierte Rundungsfehleranalyse von

1—cos(x)

Yy= 72

.. . . 2
fir |z] < 1 an, verwenden Sie dabei unter anderem, dass 1 — cos(z) ~ %-

2
oder y ~ % und vernachléssigen Sie e-Terme hoherer Ordnung, da diese keinen

signifikanten Beitrag leisten. Verwenden Sie auflerdem 1—_}_5 ~1—e¢fire<l1.
Warum gilt das?

2 Theorie

2.1 Geometrische Reihe, Approximation
Fir die geometrische Reihe gilt fir |¢| < 1:

0 n __ _ag
Zn:O apr” = 1—x

Dies erinnert sehr an l%rg Dies kann durch folgende geometrische Reihe aus-
gedriickt werden:
Yomp(—e)t=1—e+e? -+ .. =

Fiir e < 1 sind Terme hoherer Ordnung sehr nahe 0 und der Grenzwert kann
iilber 1 — ¢ approximiert werden. Zudem werden abhéngig von der Maschinen-
genauigkeit diese Terme zu 0 abgeschnitten.

2.2 Rundungsehleranalyse: (1 + ¢)-Technik

Rundungsfehler bei den Eingangsdaten und bei der Durchfiihrung von Gleit-
punktoperationen konnen das Ergbnis stark verfalschen. Zur Abschéatzung dieses
Fehler kann bei jedem Rundungs- oder Abschneideprozess ein (1 + ¢)-Faktor
angehédngt werden, um eine Fehlerschranke ableiten zu konnen. Die Fehlerab-
schiitzung ergibt sich durch |§ — y|, d.h. die Differenz zwischen gestorter und
exakter Losung.



3 Rechenweg

Die angegebene Gleichung besteht aus 4 Operationen, die Rundungsfehler her-
vorrufen konnen:

—_

. cos(x) — (1 + &)

2. 1—cos(x) — (1+¢e1)
3. 2 —» (1 + 52)

4. 1290y (1 4 e3)

Es ergeben sich folgende Schritte:

(1 —cos(z)(1+e0))(l+e1)

y= 22(1 4 e3) (1+e3)= (1)
(1 — cos(x) — cos(z)eo)(1 + €1) B
22(1+ &2) (1+e3) = (2)
(1 — cos(x) — cos(x)eg + 1 — cos(x)er — cos(x)eper) B
;2(1 1) - (1+e3) = (3)

e-Terme hoherer Ordnung (hier: cos(z)eper) kénnen laut Angabe vernachléssigt
werden. Diese Terme werden daher in den nachfolgenden Schritten weggelassen.

_ 1 —cos(x) — cos(x)eg + €1 — cos(x)e1 + €3 — cos(w)es

(4)

22(1 4 £2)
Anwendung von 1—41_5 ~l—e:
1— _ _ _
- cos(x) — cos(x)ep + 51362 cos(x)e1 + €3 — cos(x)es (1—e)= (5)

1 — cos(x) — cos(x)eg 4 €1 — cos(w)e1 + €3 — cos(x)esz — €2 + cos(x)ea (©)
i =

1+¢e1 —eg+e3 — cos(x) — cos(x)eg — cos(x)er + cos(x)eq — cos(x)es

X

2

1+e1—ea+e3—cos(x)(1+eo+e1 —ex+e3) )
22

Fehlerabschétzung |§ — y| mit |e;| <e,i=0,1...4:

. 1+ 3e4 — cos(z)(1 + 4ey)
7=yl <| 2 — | (9)

1+E—0082<$)<1+€) | (10)

<|
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Anwendung von 1 — cos(z) = % und y = %

~ |x2(1 te) e 1

T og2 z2 2
Fiir x — 0, d.h. fiir sehr kleine Werte fiir x, explodiert die Fehlerschranke wegen
des von x abhéangigen Terms.

1 = € 1 € €
=zttt ==zt 11
I=l5+5+5-5l=l5+51 D



