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Kapitel 1

Zeitkontinuierliche Signale
und Systeme

Die Theorie der linearen dynamischen Systeme ist ein faszinierendes und duflerst
wichtiges Teilgebiet der Technischen Wissenschaften. Faszinierend, weil es sich
um eine sehr gut ausgebaute Theorie mit universellen Methoden und weitgehend
vollstindigen Ergebnissen handelt. AuBerst wichtig, weil es so viele Anwendun-
gen gibt: Die meisten technischen Systeme kénnen — zumindest in Teilaspekten
und niherungsweise — durch lineare Systemmodelle erfasst werden.

In diesem ersten Kapitel werden wir den Begriff der Linearitat entwickeln,
eine Reihe von wichtigen Eigenschaften linearer Systeme kennenlernen und zu-
sitzliche Systemeigenschaften wie Zeitinvarianz, Kausalitit und Stabilitdt be-
handeln. Die Zeitverliufe physikalischer Gréfen wie etwa elektrische Strome und
Spannungen, durch die Systeme angeregt werden und mit denen sie antworten,
werden meist durch determinierte Signale modellhaft beschrieben, kénnen aber
auch Zufallscharakter besitzen.

1.1 Modellieren von Signalen und Systemen

Versuchen wir als Erstes, uns eine vorldufige Vorstellung vom Begriff eines dy-
namischen Systems und von den zu seiner Beschreibung verwendeten GroSen
zu verschaffen. Um ein konkretes System vor Augen zu haben, nehmen wir als
einfaches Beispiel die Schaltung aus Abb.1.1: Am Eingang der Kombination
aus zwei widerstandsbehafteten Spulen, einem Kondensator und einem Wider-
stand liegt eine ideale Spannungsquelle. Der vorgeschriebene Zeitverlauf ug(t)
der Eingangsspannung ist die Eingangsgrofle, als Ausgangsgrofie wihlen wir
den Zeitverlauf ua (t) der Spannung am leerlaufenden Ausgang.

Unser System hat also speziell genau eine skalare Eingangsgréfie und eine
skalare Ausgangsgrofie — wir sprechen deshalb von einem' single input - single
output oder SISO-System. Ein dynamisches System kann aber auch mehrere
Eingangsgrofien und mehrere Ausgangsgrofien besitzen und wird damit zu ei-
nem multiple input - multiple output oder MIMO-System. Dazwischen liegen die
single input - multiple output oder SIMO-Systeme und die multiple input - single
output oder MISO-Systeme.
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Abb. 1.1 Einfaches Beispiel eines dynamischen Systems. Die Realisierung kann mit den rechts
angegebenen Parametern erfolgen.

Neben den Widerstinden enthdlt unsere Schaltung auch energiespeichern-
de Stromkreiselemente, ndmlich die beiden Spulen und den Kondensator. Wie
groBl der jeweilige Energieinhalt — der Zustand der Speicher — ist, wird bei fe-
sten Werten der Induktivititen und der Kapagzitit durch die Augenblickswerte J
der beiden Spulenstréme i;(¢) und 45(¢) und der Kondensatorspannung uc(t)
bestimmt. Diese inneren Gré8en heiflen deshalb Zustandsgréfien. Enthalt ein
System keine Energiespeicher, so wird es speicherfrei genannt und ist, genau
genommen, gar kein dynamisches System im eigentlichen Sinn.

Kennzeichnend fiir ein dynamisches System ist also die Existenz und die An-
zahl der voneinander unabhingigen Speicherelemente. Dazu gehort die gleiche
Anzahl von Zustandsgréfen, deren Augenblickswerte den momentanen Zustand
des Systems festlegen. Sind die Werte aller ZustandsgréBen gleich null, so befin-
det sich das System im Nullzustand.

Bezogene Gréflen

Ein wichtiger Punkt: Bei der Beschreibung des Verhaltens dynamischer Systeme
erweist es sich meist als hilfreich, die Werte der variablen GréBen als Vielfache
passend gewshlter, konstanter Bezugswerte darzustellen. ,Passend gewidhlt“
heifit, dass wir den zu beschreibenden Vorgéingen méoglichst gut angepasste, cha-
rakteristische Werte als Bezugsgroien zuordnen, etwa eine Periodendauer oder
eine Zeitkonstante als Bezugsdauer Tg, Maximalwerte oder stationire Werte als
Bezugsspannungen Ugp und Uyg fiir die Eingangs- bzw. Ausgangsgroen. Um
eine Verwechslung mit den urspriinglichen Variablen zu vermeiden, miissen die
so entstehenden bezogenen Variablen als solche klar erkennbar sein, am be-
sten durch die Verwendung eigener Kernbuchstaben. Wir werden hier bevorzugt
folgende Bezeichnungen verwenden (¢ bedeutet die urspriingliche Zeitvariable),
bezogene Zeitvariablen T=1/Tp | 2.8.. Penadi Tatiien. s
bezogene Eingangsgrofen u = u(7),
bezogene Ausgangsgréfien y = y(7),
bezogene Zustandsgréfien z = z(7)

.

und dieselben Buchstaben auch als allgemeine Symbole fiir die entsprechenden
Funktionen der bezogenen Zeitvariablen benutzen. Fiir unsere Schaltung aus



1.1 Modellieren von Signalen und Systemen 3

Abb.1.1 erhalten wir also nach passender, im Prinzip aber beliebiger Festlegung
der Bezugswerte Ty, Ugp und Uxp

T= t/TB,
u(r) = UE(TTB)/UEBr # Unay ”‘ hived (1.1)
y(1) = va(7T8)/Uas

und entsprechend fiir die bezogenen Zustandsgréfien

z1(7) = 41(rT8)/I1B,
22(7) = i2(7T8)/ 28, (1.2)
z3(7) = uc(tTs)/Ucs

mit z.B.
Iip = Ig = Ug/(R1 + R2 + R3), Ucs =Us (1.3)

und einem passenden Wert fiir Ug. Ist etwa die Eingangsspannung speziell eine
Sinusspannung
ug(t) = U cos(wt)

mit der Amplitude # und der Kreisfrequenz w, so schreiben wir
v wTy

u(7) = Beos(wrTs)/Usp = acos(vT) Ve

mit der bezogenen Amplitude a = %/Ugs und der bezogenen Kreisfre-
quenz v = wTp, Falls nicht anderweitig stérend, kénnen wir iiberdies a = 1 und
v =1 wihlen, um auf die einfachste Form u(7) = cos(7) zu kommen.

Auf diese Weise von ihren physikalischen Dimensionen aber auch von ihrer
konkreten physikalischen Realisierung befreite Gréfien nennt man meist Signa-
le, also z.B. Eingangssignal oder Ausgangssignal. Die Vorteile der Verwen-
dung bezogener (normierter) Variablen sind offensichtlich: Reduktion der Signal-
und Systemparameter und damit Konzentration auf die wesentlichen forma-
len Eigenschaften; Moglichkeit der Wahl systemangepasster MafBstébe. Uberdies
entfillt das haufig als listig empfundene, fiir das korrekte und sichere technisch-
physikalische Rechnen sonst unerlissliche Mitschleppen der Einheiten. Es gibt
aber auch Nachteile: Die Normierung muss als vorbereitender Schritt fiir eine
rechnerische Systemuntersuchung explizite durchgefiihrt werden; die Uberprii-
fung der physikalischen Dimensionen bzw. Einheiten steht als begleitende Re-
chenkontrolle nicht zur Verfiigung.

Systemmodelle

Die wesentliche Forderung an die EingangsgroBe ist, dass ihr Zeitverlauf von
auBlen eingepriigt wird — wir werden sie deshalb immer als im Prinzip bekannt
voraussetzen. Dies ist natiirlich eine Idealisierung, weil der Verlauf realer physi-
kalischer Gréflen selten wirklich genau erfasst werden kann. Haufig findet man
2.B. einem determinierten Eingangssignal ein zufilliges Rauschen iiberlagert.
Obwohl sich mit der hier zu entwickelnden Theorie linearer Systeme auch die
Reaktion auf ZufallsgréBen behandeln ldsst, werden wir diesen Gesichtspunkten
nur einige erginzende Abschnitte widmen.
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T
Eingangs=|dynamisches|kontinuierliche \diskrete
—_— —
System

grofie ug(t)

Ausgangsgrofe uyt) Ausgangsgrofe uykT)

Abb. 1.2 System mit zeitdiskretem Ausgang. Die AusgangsgroBe wird periodisch (Periode
T') abgetastet.

Die wesentliche Forderung an die Ausgangsgrofie ist, dass ihr Zeitverlauf
im Prinzip messtechnisch direkt erfasst werden kann. Diese Messung oder
Registrierung geschieht nicht notwendig kontinuierlich, sie kann auch in einer
Reihe von diskreten Zeitpunkten erfolgen — wir sprechen dann von einer zeit-
diskreten oder abgetasteten Ausgangsgréfie. Sie sehen das schematisch in
Abb.1.2.

Zusétzlich zur vorgeschriebenen Eingangsgréfie und zur prinzipiell durch Mes-
sung erfassbaren Ausgangsgréfie gibt es noch die inneren variablen Gréflen,
beispielsweise die Zustandsgréfien, die im Allgemeinen nicht direkt zuginglich
sind. Auferdem haben wir noch die Bestimmungsgréfien (Parameter) der
Systemelemente, in unserem Beispiel die Werte der Widerstéinde, der Indukti-
vitaten und der Kapazitdt. Kénnen die Parameter als konstant angenommen wer-
den, so sprechen wir von einem linearen, zeitinvarianten dynamischen Sy-
stem. Diesen wichtigen Systembegriff werde ich etwas spéter noch ganz prizise
fassen.

Die Elemente eines realen dynamischen Systems stehen iiber physikalische
Beziehungen untereinander in Wechselwirkung — in unserem Beispiel iiber die
Kirchhoff-Regeln und die konstitutiven Gleichungen der Stromkreiselemente.
Daraus lisst sich ein mathematisches Modell des Systems ableiten, etwa
in der Form einer Differentialgleichung. Wie man solche Modelle findet, damit
werden wir uns im Kapitel 2 beschiftigen. Vom Standpunkt des Eingangs-
Ausgangs-Verhaltens ist es aber nicht wirklich wichtig zu wissen, wie ein
System tatsdchlich aufgebaut ist. In der Hauptsache interessiert die Beziehung
zwischen den Zeitfunktionen am Eingang und am Ausgang.

Dies fithrt uns zur weitgehend abstrakten Betrachtungsweise der eigent-
lichen Systemtheorie: Einem idealisierten Eingangssignal u(7) wird ein ebenfalls
idealisiertes Ausgangssignal y(7):zugeordnet, ohne zunichst auf die physikali-
sche Realisierbarkeit dieser Zuordnung einzugehen. Anders ausgedriickt, wir le-
gen ab einem Anfangszeitpunkt 79 an den Eingang eines Systems ein Signal
u(7) und untersuchen, mit welchem Signal y(7) das System zu den Zeitpunkten
T > 79 darauf artwortet. Allerdings wird diese Antwort im Allgemeinen davon
abhingen, in welchem Zustand sich das System zum Anfangszeitpunkt gerade
befindet, d.h. welche Werte z;(79), ..., Zn(70) die bezogenen Zustandgréfen bei
70 annehmen. Wir fassen diese Anfangswerte in einem n-Tupel

a = z(0) = (z1(70); - - - »Tn(70)) (1.4)

zusammen und schreiben die Eingangs- Ausgangs-Relation als Abbildung

IS:(u,g_)r—+y=S[u;g],| (1.5)
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a=z(n)

1 Abb. 1.3 Das Ausgangssignal y
eines dynamischen Systems héngt
vom Eingangssignal © und vom

“(T) - y y('r)_ Anfangszustand o ab.

die jedem Eingangssignal u und jedem Anfangszustand a = z(m) genau
ein Ausgangssignal y zuordnet (Abb.1.3). Die formalen Eigenschaften eines
Systems lassen sich dann iiber die Eigenschaften der Abbildung & vollstindig
erfassen.

1.2 Determinierte Signale
Der Begriff des Signals entsteht in einem Abstraktionsprozess: Ausgehend vom

Verlauf einer konkreten physikalischen Gréfle gelangen wir nach der Einfithrung
geeigneter Bezugsgréfen zu einer Relation, in der die Signalvariable x mit einer

Variablen 7 — meist der bezogenen Zeitvariablen — in Beziehung gesetzf wird.

Unter einem determinierten Signal soll dann speziell eine Abbildung (Funk-
tion)
z:7r— z=2(T) (1.6)
st quian, enen v b wll] zucoel el
verstanden werden, die jedem 7 aus einem reellen Definitionsbereich genau einen

Wert z = z(7) aus einem niher festzulegenden Wertebereich zuordnet. Wir
schlieBen uns dabei der iiblichen Freiziigigkeit an und bezeichnen sowohl das
Signal selbst wie auch seine Werte mit z und mit () oder auch mit » und u(7)
oder y und y(7), um hervorzuheben, dass es sich speziell um ein Eingangssignal
bzw. um ein Ausgangssignal handelt. Die begrifflichen Unterschiede zwischen
Funktionen und Funktionswerten sollten damit allerdings nicht verloren gehen.

Ist der Definitionsbereich des Signals (1.6) ein Intervall oder der ganze Be-
reich der reellen Zahlen, so sprechen wir von einem zeitkontinuierlichen Si-
gnal, wobei in der Regel stiickweise Stetigkeit vorausgesetzt wird. Je nach An-
wendung kénnen Signale reellwertig oder komplexwertig sein. Im Folgenden
méchte ich einige spezielle Signale vorstellen, die in der Systemtheorie als ele-
mentare Signale hdufig benutzt werden.

Sinussignale

Das wohl wichtigste Elementarsignal ist die Sinusschwingung, die in ihrer
Grundform durch die 2n-periodische Kosinusfunktion

z(T) = cos(T) (1.7)

dargestellt wird. Eine Variablentransformation 7 — 7— verschiebt das Signal
um 79 entlang der 7-Achse (Abb.1.4a), und zwar fiir 79 > 0 nach rechts (nach

UA“"&WJ ‘ gfﬁcﬂ"‘f ' ZMJJ[DH,-({
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}\Amhz&m 3

T cos(t)  cos(T — )

0\ /
/\ \

To m k3

T & cos[v(T — 1p)]

To /v /v

Abb. 1.4 Sinussignale. (2) Grundform und um 7y verschobene Grundform der Sinusschwin-
gung. (b) Bezogene Standardform der Sinusschwingung mit der Amplitude Z, der bezogenenen
Periodendauer 2m/v und dem Nullphasenwinkel —uvrg.

»Spéter ) und fiir 7o < 0 nach links (nach ,frither®). Die Variablentransformati-

on 7+ (T —79) mit ¥ > 0, reell, und die Multiplikation der Funktionswerte

mit der reellen Konstanten Z > 0 erzeugt aus (1.7) die bezogene, reelle Stan- 3
dardform der Sinusschwingung

L:z('r) = T cos(vT + o). | (1.8)

Sie besitzt die Amplitude 7, die bezogene Periodendauer 27 /v und den Null-
phasenwinkel g = —»7y (Abb.1.4b). Fiir v = 27 ist das Sinussignal speziell
1-periodisch.

Bekanntlich ldsst sich die reelle Standardform (1.8) einer Sinusschwingung
als Realteil der komplexen Standardform

#(1) =ce’T, c=|c| ¥ (1.9)

angeben, wobei die komplexe Konstante ¢ die Rolle der komplexen Amplitude
spielt: Ihr Betrag |c| = Z ist die reelle Amplitude, ihr Winkel g = arc(c) der

¢

2 T & .
Reallals Relx )= Re(le S i J 2 2 casqt St wawParm(
J.r'UT”‘?‘:' Re

cn{ L_Icf .5

[ Ty
\-?CJ;;I?.E fe¢ PQ]
-

:lé (:U'{U‘T*\fa] \/
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Nullphasenwinkel. In der komplexen Ebene entspricht diese Darstellung einem
Punkt, der mit der bezogenen Winkelgeschwindigkeit v im Gegenuhrzeigersinn
entlang eines Kreises mit dem Radius |c| um den Ursprung lduft.

Eine natiirliche, in der linearen Systemtheorie hiufig benutzte Verallgemei-
nerung der komplexen Sinusschwingung (1.9) wird durch die komplexe Expo-
nentialfunktion

z(T) = cexp(sT) = ce’T =
. (1.10)
c=|cle ¥, s=oc+jv

mit dem komplexen Frequenzparameter s und reellen Werten o und v wiederge-
geben. Wegen

33(7‘) — |Ci e—ivmo e(cr-{-ju]'r — |CI e giv(r—T0)
= |e| €7 {cos [v(T — 10)] + jsin [v(T — 70)]} (1.11)

ergibt sich daraus durch Realteilbildung fiir o > 0 ein aufklingend oszillierendes,
fiir o < 0 ein abklingend oszillierendes Signal (Abb.1.5). Fiir ¢ = 0 erhalten
wir die allgemeine Sinusschwingung und fiir » = 0 einen monoton aufklingenden
bzw. einen monoton abklingenden Verlauf. Welche Kurven werden durch (1.10)
in der komplexen Ebene beschrieben?

Der Heaviside-Sprung und verwandte Signale

Neben den Sinussignalen sind noch einige andere elementare Signale als Ideali-
sierungen realer Zeitverliufe in haufigem Gebrauch. Vier Grundformen sehen Sie
in Abb.1.6, nimlich die Sprungfunktion, auch Heaviside-Sprung genannt,

0 T <0
g(r)= fiir (1.12)
1 >0,
die Rampenfunktion
0 T <0,
ramp(7) = fiir (1.13)
T T>0,
die Rechteckfunktion
0 || > 1/2,
rect(T) = fiir (1.14)
1 IT| <1/2
und die Dreieckfunktion
0 |r| > 1,
tri(r) = fiir (1.15)
1—|r| || < 1.

Die zunichst undefinierten Funktionswerte an den Sprungstellen bzw. die Wer-
te der Ableitungen an den Knickstellen werden nach Bedarf festgelegt, fiir den

7>qu~(\’ 0°[.€r aLLl;dﬁmJﬁ- FAMLh'f?ﬂ"“‘I

6 fos ﬁmﬂﬂbl‘\fﬁt‘
6 ne 9 G’slll:ﬂam(t
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Abb. 1.5 Durch Realteilbildung entsteht aus dem komplexen Exponentialsignal (1.10) bzw.
(1.11) fiir ¢ > 0 das oszillierend aufklingende Signal (a) und fiir & < 0 das oszillierend abklin-
gende Signal (b).
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(&) E(T) (b) ramp(f)
S 1
0 0
0 T 0 ] -
bei Claf‘ Spﬂuﬂ.:‘t“% io ‘}' GIQI‘ Mo"\'i'
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© rect() @ 6i(r)
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Abb. 1.6 Grundformen hiufig gebrauchter Signale. (a) Sprungfunktion (Heaviside-Sprung).
(b) Rampenfunktion. (¢) Rechteckfunktion. (d) Dreieckfunktion.

Heaviside-Sprung z.B. mit £(0) = 1 als der rechtsseitige Grenzwert oder mit
£(0) = 1/2 als der Mittelwert des rechtsseitigen und des linksseitigen Grenzwer-
tes an der Sprungstelle.

Offensichtlich sind diese Grundsignale eng miteinander verwandt. So ldsst
sich etwa die Rampenfunktion durch Zin,-ml‘#@u:

Ll ?ﬁhpm } s I‘-’u-;n’ A J.OQV; W
ramp() = 7&(r) = f e(r')dr’ fl Ve side Sy

—00

auf den Heaviside-Sprung zuriickfiihren. Weiters kénnen wir mit einer Zeitver-
schiebung (Translation) 7 — 7 — 79 den Heaviside-Sprung in einen beliebigen
Zeitpunkt 19 verlegen und damit die Rechteckfunktion auch als

3 y 7 1 : 4/
rect(*r) = &'(T + 1/2) —8(1"«- 1/2) I: ﬂf-[’! (Tl < 4..1.;-‘.4:(“' W.A'cLlr.éaf\ ijeme ,. s
angeben. Schlieilich sollten Sie sich die Darstellung
tri(r) = (v +1)e(7 + 1) — 27e(7) + (1 — e(r 1) -
Cnlis opaieArssleg  + 1 nee J\n‘m\
der Dreieckfunktion klar mex {};1’19: am besteh mit Hilte einer klggéil eoktyiens

Aus den Grundsignalen lassen sich aber auch allgemeinere Signalformen ge- \
winnen. Beispielsweise erhalten wir aus der Rechteckfunktion iiber die Varia-

blentransformation 7 — (7 — 1) /b das Signal .
( )/ : DGL}J)‘Q graﬁk 6’¢4+Q.. RECJL'ECLLP{'L}'

%(7) =aref:§-(fum). (1.16)

N\

b

einen symmetrisch um 7y gelegenen Rechteckimpuls der bezogenen Dauer |b| und
der Gréfe a (Abb.1.7), der natiirlich immer noch eine Idealisierung darstellt. Ob



Mad 2oy

10 1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme

9]

a Abb. 1.7 Durch eine Variablen-
transformation entsteht aus der
Rechteckfunktion (1.14) das Signal
(1.16), ein symmetrisch um 79 ge-
legener Rechteckimpuls der Dauer
|8].

37

0 70

es sich dabei um ein brauchbares Modell fiir einen realen Rechteckimpuls han-
delt, hiangt davon ab, ob dessen Anstiegs- und Abfallzeiten als klein gegeniiber
der Bezugsdauer — unserem systemangepassten Zeitmafstab — angenommen wer-
den konnen. Sind diese Randzeiten nicht vernachliissigbar, liefert ein aus der
Rampenfunktion leicht erzeugbarer Trapezverlauf méglicherweise ein besseres
Modell.

Der Dirac-Stof3

FEin zur Modellierung kurzer, kriftiger Impulse (Sté8e) niitzliches Signal ergibt
sich aus dem folgenden Abstraktionsprozess. Stellen Sie sich, wie in Abb.1.8a
angedeutet, den Heaviside-Sprung £(7) als den Grenzfall einer Folge stetiger,
zunehmend steiler verlaufender Ubergéinge: vor und sehen Sie sich dann die zu-

~ gehorigen Anderungsraten (Ableitungen) in Abb.1.8b an: Es entsteht eine Fol-

ge immer kiirzerer Impulse, die alle die bezogene Zeitsumme (,Signalfliche )
1 besitzen und deshalb immer grofer werden. Als Grenze erhalten wir den so
genannten Dirac-Stof8 §(7), intuitiv gekennzeichnet durch die Eigenschaften

f T o(r)dr =1, Tlides1
—00 (1.17)

d(0) =o00; &(r)=0 fiir 7 #0.

Allerdings wird durch (1.17) keine Funktion im gewéhnlichen Sinn beschrieben,
weil die angedeuteten Grenziibergéinge im Rahmen der klassischen Analysis nicht
wirklich ausfiihrbar sind. Mathematisch gesehen gehért der Dirac-Sto8 — auch
Delta-Funktion genannt — in die Klasse der verallgemeinerten Funktionen oder
Distributionen, die als Spezialfall sowohl die gewohnlichen Funktionen wie auch
die Delta-Funktionen umfasst. Die zugehérige Theorie der Distributionen lie-
fert die Rechtfertigung fiir die im Folgenden eher intuitiv zusammengestellten
wesentlichen Eigenschaften.

Die Verwendung des Gleichheitszeichens ist dabei im verallgemeinerten Sinn
so aufzufassen: Angenommen, z;(7) und zo(7) sind zwei Ausdriicke, die ge-
wohnliche Funktionen oder §-Funktionen enthalten kénnen. Wir betrachten die
beiden Ausdriicke genau dann als gleich und schreiben z,(7) = z2(7), wenn fiir

Ditas —.SJrDuB) = U%(E’H’Wj von Qeqis ile
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Abb. 1.8 Wird der Heaviside-Sprung &(7) als Grenzfall einer Folge stetiger Uberginge auf-
gefasst (a), so liefert die Folge der zugehdrigen Ableitungen im Grenzfall den Dirac-Sto8 d(T)

(b).
alle gewdhnlichen, hinreichend glatten Funktionen f(7) die Beziehung

fm z1(7)f(T)dr = /00 zo(7) f(7)dr (1.18)

besteht, vorausgesetzt, die Integrale existieren. In diesem Sinn fithren wir den
Dirac-Stof8 als Ableitung des Heaviside-Sprungs ein,

5(T)=£’(T)=£—_s('r). (1.19)

Dies lisst sich iibrigens ohne Probleme verallgemeinern. Die n-te Ableitung des
Heaviside-Sprungs, also die (n — 1)-te Ableitung des Dirac-Stofes,

(a=1) . dﬂ—l dr

n— iy P -

T (r) = dT“_lé(T) = d?.s('r), =132 ..44 (1.20)
bezeichnen wir als Stofl n-ter Ordnung. Mit Blick auf Abb.1.8 kénnen Sie sich
die Ableitung des Dirac-Stofies, also den Stofl zweiter Ordnung, als Doppelsioff
vorstellen (ein StoB zuerst in den positiven und daran anschlieiend in den negati-
ven Bereich), den Sto8 dritter Ordnung als Dreifachstof usw. Weiters haben wir,
ganz im Sinn von Abb.1.8b, die §-Funktion als eine gerade Funktion aufzufassen,
d(—=1) = 6(7). Da aber die Ableitung einer geraden eine ungerade Funktion ist,
und umgekehrt, schliefen wir

s Y Wchg, 5™ (—1) = (-1)*6™)(r), n=0,1,2,... (1.21)

Eine einfache Translation, §(T—7o), verschiebt den Dirac-StoB vom Zeitnullpunkt
in einen beliebigen Zeitpunkt 7g.

Die Schliisseleigenschaft des Dirac-Stofles ist die so genannte Abtasteigen-
schaft

f " str = Py(rar = () (1.92)

|
%‘-s!i{\b%}q _
mele b7
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Q&!\s‘lﬂlll.tlwﬁ f{ (T“TDJ A !TE,J = X(TJ
e =
d(r — 10)
=
z(1)” oo
z(19) : Abb. 1.9 Mit einem Dirac-StoB

ldsst sich iiber die Abtasteigen-
= Dirue-SY%(L  schaft (1.22) der Signalwert zu ei-
nem festen Zeitpunkt 19 aussieben.

0 T0

wobei z(7) ein stetiges, sonst aber beliebiges Signal bezeichnet. Der Name dieser
Eigenschaft wird klar, wenn wir einen festen Zeitpunkt 7 = 7 ins Auge fassen
und die Integrationsvariable anstelle von 7/ wieder mit 7 bezeichnen (Abb.1.9):
Die Beziehung (1.22) erzeugt dann aus dem Signal z(7) seinen Wert z(7p) an
der Stelle des Dirac-Stofies. Im Sinne der durch Gl1.(1.18) definierten Aquivalenz
kénnen wir dies auch in der Form

z(1)d(1 — 1) = z(70)é(T — 7o) (1.23)

schreiben. Auf der rechten Seite steht dann ein Stoff vom Gewicht z(7p) an der

Stelle 7g.
Eine Erweiterung der Abtasteigenschaft finden wir in

f ” 5 (r —)a(r")dr = =™ (), (1.24)

wobei (™) (1) die n-te Ableitung des Signals z(7) bedeutet. Ist z(7) nicht nach
den klassischen Regeln differenzierbar sondern hat Ableitungen im Bereich der
Distributionen, so kénnen wir Gl.(1.24) immer noch im Sinn von (1.18) inter-
pretieren. Solch ein Fall liegt beispielsweise in

{= s
/ 8™ (7 — 715 (+)dr’ = 5+ (1) (1.25)
—00

vor. _

Interessant ist auch die folgende Eigenschaft. Sei r(r) eine Funktion mit
einfachen Nullstellen bei 71,73, ... Bezeichnen r/(7;) die Werte der Ableitungen
an diesen Nullstellen, so gilt

1
5(r(r)) = zkj ma(r — 7). (1.26)

Es entsteht also eine Summe von Sté8en vom Gewicht 1/ |r'(7;)| an den Stellen
Tk. Als Spezialfall erhalten wir mit einer beliebigen Konstanten a die niitzliche
Beziehung .
la|
die sich auch direkt iiber eine Variablentransformation in der grundlegenden
Normierungsbedingung (1.17); zeigen ldsst.

d(at) = —4(7), (1.27)
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1.3 Zufallssignale

Neben den determinierten Signalen, deren Verlauf durch die Angabe einer Ab-
bildung (1.6) wohlbestimmt ist, werden Sie in den Anwendungen immer wieder
Signalen eines anderen Typs begegnen, deren Realisierungen von zufillig eintre-
tenden Ereignissen abhingen und die deshalb Zufallssignale genannt werden. Es
kann sich dabei z.B. um Nutzsignale handeln, die zur Informationsiibertragung
verwendet werden und deren kiinftiger Verlauf deshalb dem Empfinger noch
nicht im Detail bekannt ist, oder um Stoérsignale, etwa das Rauschen elektroni-
scher Bauelemente, Verstirker oder Antennen.

Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsmafle

Fiir die Behandlung von Zufallssignalen brauchen wir einige Begriffe aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie, die ich im Folgenden in geraffter Form zusammen-
stelle.

Ein Experiment (im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie) heifit ein Zufalls-
experiment, wenn (i) es sich unter gleichen duBeren Bedingungen beliebig oft
wiederholen lésst, (ii) bei seiner Durchfiihrung mehrere, sich gegenseitig aus-
schliefende Ergebnisse méglich sind und (iii) sich das Ergebnis nicht mit Si-
cherheit voraussagen lisst, sondern zufallsbedingt ist. Alle moglichen, sich aber
gegenseitig ausschlieBenden Ergebnisse e fassen wir in einer Menge {2 zusammen
und nennen sie den Ergebnisraum des Zufallsexperiments. Um etwas Konkre-
tes vor Augen zu haben, stellen Sie sich unter dem Ergebnisraum am besten
gleich eine nicht abzdhlbar unendliche Menge vor, etwa die Menge der reellen
Zahlen, = R, oder ein Intervall davon. Dies kénnten beispielsweise die Er-
gebnisse der Messungen einer (bezogenen) physikalischen GréBe mit kontinuier-
lichem Wertebereich sein.

Eine Teilmenge A C Q des Ergebnisraums nennen wir ein Ereignis, und wir
sagen, das Ereignis A tritt ein, wenn das Ergebnis e eines Zufallsexperiments
zu A gehort, e € A. In unserem Beispiel wihlen wir etwa ein reelles Intervall
als Ereignis aus. Dieses tritt bei unserem Zufallsexperiment — der Messung —
dann ein, wenn das Messergebnis im ausgewihlen Intervall liegt. Das unmdgliche
Ereignis ist die leere Menge (weil kein Ergebnis zu () gehért), und das sichere
Ereignis ist der Ergebnisraum selbst (weil Q alle méglichen Ergebnisse umfasst).
Ist A ein Ereignis, so heifit A = Q\A das zugehérige Gegenereignis. Weiters ist
mit zwei Ereignissen auch deren Vereinigung und deren Durchschnitt wieder ein
Ereignis.

Wenn ein Ereignis also immer eine Teilmenge eines Ergebnisraums ist, so
finden wir fiir einen vorgegebenen Ergebnisraum Q alle moglichen Ereignisse in
der Potenzmenge () versammelt. Allerdings ist B(Q2) insbesondere fiir nicht
abzihlbar unendliche Q in den meisten Anwendungen viel zu umfangreich, um
niitzlich zu sein. Wir legen uns deshalb eine kleinere Ereignismenge mit passen-
den Eigenschaften durch die folgende Konstruktion zurecht: Ein Mengensystem
2 C P(Q) heift Ereignisalgebra iiber , wenn (i) das unmdgliche Ereignis 0
und das sichere Ereignis  zu 2l gehoren, (ii) mit jeder abzéhlbaren Ansamm-
lung A1, As, ... von Ereignissen aus 2 auch deren Vereinigung UA,; und deren

Durchschnitt ﬂA,: zu 2 gehéren und (iii) mit irgend zwei Ereignissen A, B auch
A\B in 2 vertreten ist. Die Benennung ,Algebra® ist gerechtfertigt, weil die
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Elemente von 2l zusammen mit den beiden Verkniipfungen U und N und der
Komplementbildung eine Boole-Algebra bilden.

Nach diesen Vorbereitungen ist es zumindest formal ganz einfach, einen
prazisen Wahrscheinlichkeitsbegriff iiber die beiden Kolmogoroff-Axiome ein-
zufiihren. Unter einem Wahrscheinlichkeitsmaf auf einer Ereignisalgebra 2
versteht man eine Abbildung P : % —Rg; mit den Eigenschaften

25N CL““‘L Gaignis

Daraus folgt, dass dem zu einem Ereignis A gehorenden Gegenereignis A das
Wahrscheinlichkeitsma8i P(4) = 1 — P(A) zugeordnet wird. Das sichere Ereignis

erhilt demnach den Wert 1, das unmégliche den Wert 0. Fiir zwei einander
ausschlieflende Ereignisse (disjunkte Mengen) 4, B € 2 gilt P(AUB) = P(4)+

P(B). Wenn sie einander nicht ausschliefen, erhalten wir mit den Regeln der
Boole-Algebra oder auch ganz anschaulich aus einem Mengendiagramm P(AUB)

= P(A)+ P(B)— P(ANB) oder, dquivalent, P(A\B) = P(AUB) - P(B). Ist B _}
eine Teilmenge von A, schlieen wir daraus weiter P(4\B) = P(A4) — P(B) > 0, '
d.h. aus B C A folgt P(B) < P(A) und somit auch 0 < P(A) < 1 fiir beliebige
Ereignisse A € 2 aus unserer Ereignisalgebra.

Die Verbindung des formalen mit dem intuitiven Wahrscheinlichkeitsbegriff
ergibt sich aus der folgenden Uberlegung. Wird ein Zufallsexperiment mehr-
mals, sagen wir n-mal, durchgefiihrt, so nennt man die Anzahl der Ergebnisse,
bei denen ein vorgegebenes Ereignis A eintritt, die absolute Haufigkeit H(A) des
Ereignisses A und den Quotienten h(A) = H(A)/n dessen relative Hiufigkeit.

Mit wachsendem n néhert sich h(A) dem Wert P(A) des Wahrscheinlichkeitsma-
Bes in dem Sinne, dass gréBere Abweichungen immer unwahrscheinlicher werden.
Dies ist das so genannte Gesetz der groflen Zahlen.

Zufallsgré8en und Verteilungsfunktionen

Stellen Sie sich nun einerseits einen Ergebnisraum  vor, also die Menge aller
mdglichen Ergebnisse e eines Zufallsexperiments, andererseits eine umfangreiche,
meist nicht abzéhlbare Menge (Schar, Ensemble) von determinierten Signalen.
Unter einem Zufallssignal #,. verstehen wir dann im Wesentlichen eine:Abbil-

dung von © in die Signahnenge:‘ fécsfdiine Vorschrift 7. yodin €ropbnis c,m,( 5 4 j
5’1_ e — 2’:(1‘; e) = 51'(8); -R > 5\91‘%‘3 "qu%)

durch die jedem Element e des Ergebnisraums genau ein gewdhnliches Signal
z(7;e) — eine Realisierung — zugeordnet wird. Die Bausteine von Zufallssignalen
sind demnach determinierte Signale, und das Zufillige liegt nicht etwa in einem
unsicheren Verlauf einer bestimmten Realisierung, sondern in deren zufilligen
Auswahl durch das Ergebnis eines Zufallsexperiments (Abb.1.10).

Fassen wir einen beliebigen aber festen Zeitpunkt 7; ins Auge, so kénnen wir
die Werte z(71;e) € R der Realisierungen des Zufallssignals als die Werte einer
ZufallsgroBe im gewdhnlichen Sinn auffassen. Ausgehend vom Ergebnisraum
und einer zugehdrigen Ereignisalgebra %A legen wir fest: Eine Abbildung

Z;, :Q — R durch e— z(m;€) = Tr (), (1.29)
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z(T;e1)

Abb. 1.10 Zufallssignal. Durch

|
| | die Ergebnisse e1,e2,... eines Zufalls-
6 \ | ﬂl\ !\ [\ A experiments werden aus einer Schar

INR% v U V = von determinierten Signalen gewisse
q U | \ Realisierungen ausgewihlt. Die Signal-

| werte zu irgendeinem festen Zeitpunkt
I 71 sind die Werte einer ZufallsgréBe.

T1 T2

die den Ergebnisraum € in die reellen Zahlen abbildet und damit jedem Er-
gebnis e genau einen Wert z(71;e) zuordnet, ist eine Zufallsgrifie der Ereig-
nisalgebra 2 iiber 2, wenn die Urbilder jeder Zahl und jedes Intervalls aus R
zu 2 gehéren. Ist z € R solch eine Zahl, so schreibt man die Urbildmenge
{e |, (e) =z} iiblicherweise kurz als Z(r;) = z und entsprechend die Ur-
bildmenge {e | %, () < z} als (1) < . Als Elemente von 2 beschreiben die
Ausdriicke Z(1;) = z und Z(m;) < z in diesem Zusammenhang also Ereignis-
se, die Zufallsgrofe Z,, wird mit #(71) und das Zufallssignal Z, selbst mit Z(7)
bezeichnet.

Uber dem Ergebnisraum € und der zugehérigen Ereignisalgebra 2 sei nun
auch ein Wahrscheinlichkeitsma$ P definiert!. Unserer Zufallsgrofie T(ry) lasst
sich dann eine monoton steigende Verteilungsfunktion

F:R — (0;1) durch z+— F(z;71) = P(T(11) < z) | (1.30)

zuordnen; sie liefert den Wert des WahrscheinlichkeitsmaBes — kurz, die Wahr-
scheinlichkeit — dafiir, dass ein aus unserer Schar durch das zugrundeliegende Zu-
fallsexperiment willkiirlich ausgewéhltes Signal zum Zeitpunkt 71 den Schwellen-

IMan nennt das Tripel (©2,%, P) dann einen Wahrscheinlichkeitsraum.
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wert x nicht iiberschreitet. Die ZufallsgréSe heifit stetig, wenn ihre Verteilungs-
funktion stetig ist. Kénnen wir iiberdies voraussetzen, dass die Verteilungsfunk-
tion fast iiberall differenzierbar ist, so gibt es fiir unsere ZufallsgrBe Z(7y) auch
eine so genannte Dichtefunktion f : R — RJ mit Werten f (z;71) und der

Eigenschaft b Abliting von Vel f1f
F(zim) = /_ f&m)de, (1.31)

d.h., f(z;7)Az gibt fiir kleine Az nsherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, dass der Signalwert zwischen z und z + Az liegt. Wegen lim F(z) =1 gilt

Lo o]
stets/ f(z;m)dz = 1.
-0

Scharmittelwert und Varianz

Mit der Angabe ihrer Verteilungsfunktion oder ihrer Dichtefunktion ist eine Zu-
fallsgréBe — in unserem Fall die Verteilung der Werte eines Zufallssignals zu ei-
nem festen Zeitpunkt - vollstindig festgelegt. In der statistischen Beschreibung
begniigt man sich jedoch hiufig mit einigen charakterisierenden Zahlenwerten,
den Erwartungswerten, die eine ZufallsgréBe zwar nicht vollstindig, fiir manche
Zwecke aber ausreichend genau erfassen.

Die wichtigste Kennzahl einer stetigen (bezogenen, reellwertigen) Zufalls-
grofe Z(ry) ist ihr Scharmittelwert my(71), definiert als Erwartungswert

00

Ma(11) = B[#(ry)] = / of (z;my)dz; (1.32)

wobei f(z;7) die zu (r;) gehérende Dichtefunktion bezeichnet. Eine weitere
Kennzahl erfasst die Abweichungen vom Mittelwert. Um dabei gréfere Abwei-
chungen besonders wirksam zu beriicksichtigen, verwenden wir den Erwartungs-
wert der quadrierten Differenz. Dies ist die Varianz

oz(11) = E[(@(n1) — ma(r1))?) = f_ :(m =mg(r1)) f(z;m)de.|  (1.33) B

Der Wert 0(71) = \/02(11) heifit Standardabweichung oder Streuung unse-
rer ZufallsgréBe Z(; ). Manchmal wird auch der so genannte quadratische Schar-
matielwert

EfE(n)? = / " 80 (eim)a (1.34)

—00

eingefiihrt, wobei offensichtlich der Zusammenhang
E[E(11)?] = mg(11)? + 02(m1)

besteht. Auf dhnliche Weise lassen sich auch Momente hiherer Ordnung definie-
ren.
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Korrelation und Kovarianz

Bei der Betrachtung von Zufallssignalen ist es haufig interessant zu wissen, wie
die Signalwerte zu unterschiedlichen Zeitpunkten miteinander verkniipft sind.
Wir fassen deshalb zwei beliebige aber feste bezogene Zeitpunkte 71 und 77 ins
Auge (Abb.1.10) und definieren in Erweiterung von (1.30) eine Verteilungs-
funktion zweiter Ordnung oder Verbundverteillmg

e

|F($11$2;T1,?'2) = P(%(r1) < 71,%(72) < zg)l (1.35)

als Verbundwahrscheinlichkeit dafiir, dass ein aus unserer Schar durch das zu-
grundeliegende Zufallsexperiment willkiirlich ausgewihltes Signal zum Zeitpunkt
71 den Schwellenwert z; und zum Zeitpunkt T den Schwellenwert z3 nicht
iiberschreitet. Zu jeder stetigen, fast {iberall differenzierbaren Verbundverteilung
gibt es dann eine Dichtefunktion zweiter Ordnung oder Verbunddichte
7:Rx R+ RY mit den Werten f(z1,%2;71,72) und der Eigenschaft

F(I1,$2;71,72)=/ l/ 2f(§1,§2;71.72)d§1d§2- (1.36)

Wir interpretieren dies so: Fiir kleine Az, und Az, gibt f(z1,22; 11, T2)AT1AZ2
die Verbundwahrscheinlichkeit dafiir an, dass bei 7 der Signalwert zwischen z;
und z; + Az und bei 7o der Signalwert zwischen z2 und z9 + Az liegt.

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich fiir unser Zufallssignal Z(7) nun auch
statistische Kenngrofen zweiter Ordnung einfiihren. Beispielsweise heifit der Er-
wartungswert des Produkts der beiden ZufallsgréBen Z(my) und Z(72) die Auto-
korrelationsfunktion

rea(r, 1) = E[E(r)E(m)] = f_ - /_ * simafley sarandzdry,  (187)

die zunichst getrennt von beiden Beobachtungszeitpunkten 71 und 72 abhangt.
Werden vor der Produktbildung die jeweiligen Scharmittelwerte subtrahiert, er-
gibt sich die Autokovarianzfunktion

Coe(T1,72) = E[(F(1) — ma(11))(E(72) — ma(T2))] (1.38)
= f_ /_ (21 — mg(T1))(@2 — Ma(72)) (Z1, T2; 1, T2) 1 d2,

und es gilt der Zusammenhang

T2z (11, T2) = M (T1)Me(72) + Czz(T1,T2)-

Grundsitzlich kénnten wir auch Verkniipfungen zwischen Signalwerten zu jeweils
drei oder noch mehr Zeitpunkten herstellen und dann neben den Statistiken
erster und zweiter Ordnung solche hoherer Ordnung einfiihren.

Stationire Zufallssignale

Die mathematische Behandlung von Zufallssignalen lisst sich erheblich verein-
fachen, wenn sie eine spezielle, fiir die Anwendungen auBerordentlich wichtige
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Eigenschaft besitzen: Stationaritdt. Wir nennen ein Zufallssignal (im strengen
Sinn) stationiir, wenn sich seine statistischen Eigenschaften bei einer belie-
bigen zeitlichen Verschiebung nicht #ndern. Daraus folgt einerseits, dass die
Dichtefunktion wegen f(z;71) = f(z; 7 + 7') fiir beliebige 7/ iiberhaupt nicht
von der Zeitvariablen abhingen kann; wir schreiben deshalb kurz f(z). An-
dererseits muss dann auch die Verbunddichte fiir beliebige 7' die Bezichung
f(z1,22; 1, 72) = f(z1,22;T1 + 7', 72 + 7') erfiillen, ihre Werte kénnen also nur
von der Differenz 7 = 73 — 73 der beiden Beobachtungszeitpunkte abhingen; dies
wird mit f(z1,z2; 7) notiert. Fiir ein stationires Zufallssignal sind demnach der
Scharmittelwert m., der quadratische Scharmittelwert (und damit die Varianz
02) und alle anderen Momente der Statistik erster Ordnung konstant, wihrend
die Autokorrelationsfunktion

ras(r) = B + 7)) = [ ” [ st enndnds| (139

und die Autokovarianzfunktion

2

Coz(T) = T22(T) — mg (1.40)

Funktionen nur der Differenz T = 75 — 71 sind.

In den meisten Anwendungen steht fiir die statistische Charakterisierung ei-
nes Zufallssignals nicht eine ganze Schar, sondern nur eine kleine Anzahl von
Realisierungen (determinierte Signale) z(7;ex) = zx(7) zur Verfiigung. Kénnen
wir aus der Beobachtung des Zeitverlaufs einzelner Realisierungen typische Ei-
genschaften des Zufallssignals als Ganzes gewinnen? Mit der speziellen Eigen-
schaft der Ergodizitit ist dies tatsichlich moglich: Wir nennen ein stationires
Zufallssignal (im strengen Sinn) ergodisch, wenn alle seine Erwartungswerte mit
den entsprechenden zeitlichen Mittelwerten der Realisierungen iibereinstimmen
(» Zeitmittel = Scharmittel “). Insbesondere sind dann die linearen Zeitmittelwer-
te

1 [T/2
() = T%?T/ ;;émk(ﬂ')df (1.41)

fiir jede Realisierung gleich dem linearen Scharmittelwert zu setzen,

mg = z(r) fiir alle k. (1.42)

Auch die Autokorrelationsfunktion (1.39) lisst sich im ergodischen Fall iiber

1 T/2
i (7)zi (! + T)dr! (1.43)

T2z(T)

- T—co ? -T/2

aus einer beliebigen Realisierung z(7) des Zufallssignals Z(7) berechnen.

1.4 Linearitidt und Zeitinvarianz

Sehen wir uns nun etwas néher an, wie unser System auf ein Eingangssignal
reagiert. Formal wird die Eingangs-Ausgangs-Relation durch (1.5) als Abbildung

'-ch[ex‘ SchUmxj
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Abb. 1.11 Spezieller Verlauf der bezogenen Eingangsspannung (a) und zugehorige Null-
sustandsantwort (b) (bezogene Ausgangsspannung) der Schaltung aus Abb.1.1 mit den dort
angegebenen Parametern. Als Bezugswerte in den Gln.(1.1) wurden Tg = 1 ms und Uge =
Upp = Up = max |ug(t)| angenommen.

S erfasst, die jedem Eingangssignal © und jedem Anfangszustand @ = (7o)
genau ein Ausgangssignal

y = Slu; o (1.44)
zuordnet. Die Menge der Eingangssignale bildet einen linearen Raum iiber den
reellen Zahlen R oder, falls nétig, iiber den komplexen Zahlen C, d.h. mit irgend
zwei Eingangssignalen uy und uo und irgend zwei Zahlen ¢; und ¢z ist auch die
Linearkombination cjuy + C2u2 ein mogliches Eingangssignal. Entsprechendes
setzen wir fiir die Menge der Ausgangssignale voraus. Fiir die Anfangszustande
nehmen wir ebenfalls lineare Kombinierbarkeit an, fassen sie demnach als Ele-
mente eines Vektorraums R™ oder €™ iiber R oder C auf.

Die Nullzustandsantwort Mg [

Angenommen, an unserer Schaltu.;{g aus Abb.1.1 liegt ab dem Anfangszeitpunkt
to die Eingangsspannung ug(t) = 0 fiir ¢ 2 to (Eingangssignal u(r) = 0 fiir
T > 7o) und auBerdem seien bei to auch die beiden Spulenstrome und die Kon-
densatorspannung gleich Null (bezogene ZustandsgroBen T (o) =0, k =1, 2.8)
Offensichtlich ist dann die Ausgangsspannung ua(t) =0 fiir t > to (Ausgangs-
signal y(r) = 0 fir 7 2 To), d.h. die Eingangs-Ausgangs-Relation (1.44) hat fur
unser Beispielsystem die Eigenschaft 8[0;0] = 0. Diese Beobachtung nehmen
wir zum Anlass fiir die folgende, allgemeine Benennung: Ein Zustand z(7) = @
heift Nullzustand des Systems S, wenn S[0; 8] = 0. Gleichzeitig setzen wir die
Euristenz und die Eindeutigkeit solch eines Nullzustands fiir jedes System voraus
und kénnen dann ohne wesentliche Beschriinkung der Allgemeinheit gleich 8 = 0
annehmen.

Den Verlauf des Ausgangssignals als Reaktion auf einen vorgegebenen Verlauf
u(7) des Eingangssignals, ausgehend vom Nullzustand, nennen wir allgemein die

et .,‘\»mﬁd"\ﬁ{gﬁf(_
{G‘L <K !“T‘r.{g 6 [fl-"‘/l ll/{!H?fw«w\

I‘K:\vuw (L-HLLL-'J‘- lrz P‘:“‘{‘l 60
. ( ’ =
b M;{améﬂ" l?o.w )
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zu u(7) gehérende Nullzustandsantwort yoz(7) des Systems, formal
-ls‘dn‘m'asloﬁq

Yoz = S[u; 0]. (1.45)
f,’\f.f.-.\quwg:\rd

Fiir unser Beispielssystem sehen Sie das in Abb.1.11: Bis zum Anfangszeitpunkt
T = 79 — wir wihlen speziell 7y = 0 — befindet sich das System im Nullzu-
stand und anschliefend verlduft das Eingangssignal u(7) z.B. trapezformig. Am
Ausgang erscheint dann die zu diesem Eingangssignal gehérende Nullzustands-
antwort. Methoden fiir deren Berechnung werden Sie spiter kennen lernen.

Die Nulleingangsantwort

Wie reagiert ein System S, wenn sein Eingangssignal ab dem Anfangszeitpunkt
verschwindet, u(7) = 0 fiir 7 > 79, das System sich aber anfinglich nicht
im Nullzustand, sondern in einem allgemeinen Anfangszustand o = z(7) =
(z1(70); - -, Za(70)) befindet? Mit der Nulleingangsantwort yog(r), formal

a0

Die Nulleingangsantwort yog(7) ist demnach die Reaktion des Systems allein
auf den Anfangszustand ¢, wobei die EingangsgroBe withrend des ganzen Vor-
gangs den Wert Null besitzt. Abb.1.12 zeigt ein Beispiel fiir unsere Schaltung
aus Abb.1.1. Der Anfangszeitpunkt ist dabei wieder mit 79 = 0 angenommen,
und der Nulleingang wird durch den Kurzschluss der beiden Eingangsklemmen
fiir 7 > 0 erreicht. Mit den Bezeichnungen aus (1.2) und den gleichen Bezugswer-
ten wie in Abb.1.11 liegt diesem Verlauf der Anfangszustand @ = (1;.1; 0,75)
zugrunde. Auch fiir diese Form der Systemantwort werden Sie spiter Berech-
nungsverfahren kennen lernen.

Die vollstandige Antwort

Nehmen wir nun an, unser System besitze einen Anfangszustand gemi8 den An-
gaben in Abb.1.12 und auBerdem verlaufe die EingangsgréSe fiir 7 > 0 wie in
Abb.1.11. Lasst sich dann bei Kenntnis der Nulleingangsantwort yog(7) und der
Nullzustandsantwort yoz(7) irgend eine Aussage iiber den Verlauf des Ausgangs-
signals ¥(7) in diesem kombinierten Fall machen?

Ja, wenn es sich wie in unserem Beispiel um ein lineares System handelt. Fiir
lineare Systeme gilt nimlich immer

(1.47)

| 9(r) = you(7) + voz(7)

d.h. die vollstindige Systemantwort ergibt sich als Summe der zum Anfangszu-
stand gehérenden Nulleingangsantwort und der zum Verlauf des Eingangssignals
gehorenden Nullzustandsantwort (Abb.1.13). Nichtlineare Systeme haben diese
Eigenschaft im Allgemeinen nicht.

Linearitit

Die Méglichkeit der additiven Zerlegung der vollstindigen Antwort in die Null-
eingangsantwort und die Nullzustandsantwort ist nur eine von drei Forderungen,
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die alle erfiillt sein miissen, damit wir ein System [linear nennen kénnen. Als
Vorbereitung zur Formulierung der beiden anderen Forderungen benétigen wir
den Begriff der Linearitit einer Abbildung.

Stellen Sie sich zwei lineare Ridume V und W iiber den reellen Zahlen R oder
iiber den komplexen Zahlen C vor, d.h. zwei Mengen mit Elementen vy,vs, ...,
bzw. wy,ws,..., die jeweils linear kombiniert werden kénnen. Sind also v; und
ve irgendwelche Elemente aus V' und sind ¢; und ¢; zwei beliebige Zahlen, so
ist auch, cjv1 + cavs in V enthalten. Gleiches gilt fiir W. Lineare Riume dieser

ATt dienen beispielsweise zur Zusammenfassung aller méglichen Eingangs- oder
Ausgangssignale, aber auch als Menge aller méglichen Zustinde eines Systems.
Eine Abbildung (einen Operator)

\p\
G

L:V — W durch v+— w= L[v] (1.48)

nennen wir linear, wenn sie Linearkombinationen respektiert, d.h. wenn jede

Linearkombination zweier beliebiger Elemente v; und vy auf eine Linearkombi-

nation von wy = L{v;] und we = L[vs| mit den gleichen Koeffizienten abgebildet

wird, also i
Lieyvy + coug] = c1L{vy] + caLjvg] (1.49)

fiir alle v1,v2 € V und alle ¢, ¢y € R oder C.

Die Relationen (1.45) und (1.46) sind tatséichlich Abbildungen zwischen li-
nearen Rdumen. So wird durch (1.45) jedem Element u aus dem linearen Raum
der Eingangssignale genau ein Element aus dem linearen Raum der Ausgangs-
signale zugeordnet, nimlich die zugehérige Nullzustandsantwort yoz. Ahnlich
bildet (1.46) jedes Element o aus dem linearen Raum der Zustinde auf genau
ein Element aus dem linearen Raum der Ausgangssignale ab, auf die zugehérige
Nulleingangsantwort yog. Wir fordern nun, dass diese beiden Abbildungen linear
sind.

Ein System ist linear, wenn es drei Eigenschaften besitzt:

(i) Die Nullzustandsantwort yoz(7) ist linear beziiglich des Eingangssi-
gnals u(7).

(ii) Die Nulleingangsantwort yog(7) ist linear beziiglich des Anfangszu-
stands & = z(7y).

(ili) Die vollstandige Systemantwort y(7) ist die Summe aus der Nullein- .M
gangsantwort yog(7) und der Nullzustandsantwort yoz(7). { 1 Uf

Etwas formaler ldsst sich all dies durch die Abbildung S ausdriicken:
Sei S ein System, beschrieben durch die Abbildung (Eingangs-Ausgangs-
Relation)

S: (w,a) — y = Sfu; o, (1.50)
die jedem Eingangssignal u und jedem Anfangszustand g = z(m) genau ein
Ausgangssignal y zuordnet. Das System S ist genau dann linear, wenn es
die folgenden drei Eigenschaften besitzt:

(i) Nullzustandslinearitst

Sleruy + coug; 0] = e1S[uy; 0] + c2S[ug; 0, (1.51)
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Abb. 1.14 Durch die Anwendung des Translationsoperators 7 entsteht aus einem Signal
z(r) das zeitverschobene Signal (7 — ). Fiir A > 0 erfolgt die Verschiebung nach rechts (nach
,Spiter*), fiir A < 0 nach links (nach ,friiher®).

(ii) Nulleingangslinearitét
S[0; 1y + 2] = 18[05. 2] + €25(05 2], (1.52)

(iii) Zerlegungseigenschaft

Slu; o] = S[0; o] + S[u; 9], (1.53)

giiltig fiir alle Eingangssignale u, uy, us, fiir alle Anfangszustinde o, o, und
fiir alle reellen oder komplexen Zahlen ¢;,cs. Ein System, das nicht alle drei
Eigenschaften besitzt, heit definitionsgema nichtlinear.

Haben wir ein mathematisches Modell unseres Systems zur Verfiigung, so
lisst sich i.A. leicht feststellen, ob es sich um ein lineares oder um ein nichtlinea-
res System handelt. Eine Entscheidung auf experimenteller Grundlage ist dage-
gen meist viel schwerer. Bei hinreichend genauer Messung miissen wir namlich
erkennen, dass sich nahezu alle realen Systeme nichtlinear verhalten. Es ist dann
zu entscheiden, ob und in welchem Bereich der Eingangsgréfen und der Zu-
standsgréfen ein lineares Modell zur Systembeschreibung ausreicht.

Zeitinvarianz
Neben der Linearitit gibt es noch eine weitere Eigenschaft von Systemen, die,
wenn sie vorliegt, die Behandlung wesentlich vereinfacht: Zeitinvarianz. Zur Vor-
bereitung fiihren wir den Translationsoperator (die Zeitverschiebung) 7 als
Abbildung [Fanslelionsogdlu,

Ty : (1) — D[z] = z(t = A) (1.54)

fiir alle Signale z und alle A € R ein, die einem Signal z(7) das zeitverschobene
Signal z(7—\) zuweist (Abb.1.14). Wie sich an Hand der Eigenschaft (1.49) leicht
nachweisen lisst, ist die Translation 7), fiir festes A eine lineare Operation.?

Ein System S, charakterisiert durch die Eingangs-Ausgangs-Relation (1.5),
heifit genau dann zeitinvariant, wenn sich fiir eine beliebige Zeitverschiebung

2{/brigens bildet die Menge aller Translationsoperatoren {7)| —oo <A< co} wegen
T2Tp = TuTa = Th4p und TaT_ ) = To eine Abel-Gruppe mit dem neutralen Element Tp.



24 1 Zeitkontinuierliche Signale und Systeme

T, des Eingangssignals das Ausgangssignal in gleicher Weise verschiebt, voraus-
gesetzt, der Anfangszustand wird mitgenommen: ,
!
&

S[Talul; ] = Ti[Sfs ] (1.55)

fiir alle u, @ und alle X € R. Liefert also ein zeitinvariantes System zum Eingang
u(7) und zum Anfangszustand ¢ (bei 7 = 79) den Ausgang y(7), so gehért zum
Eingang u(7—A) und zum selben Anfangszustand « (bei 7 = 79+\) der Ausgang
y(7 — A). Ein System, das diese Eigenschaft nicht besitzt, heift definitionsgemiB
zeitvariant.

Liegt ein geeignetes Modell des Systems vor, etwa in der Form einer (Ersatz-)
Schaltung wie Abb.1.1, so lisst sich meistens leicht feststellen, ob Zeitinvarianz
» gegeben ist oder nicht: Die Parameter (R, L,C,...) diirfen nicht ezxplizit von
einer absoluten Zeitvariablen abhingen. Zwar kann in nichtlinearen, zeitinva-
rianten Systemen eine implizite Zeitabhéingigkeit der Parameter etwa iiber die
Zustandsgréfen bestehen, extern gesteuerte Parameterwerte zerstéren jedoch
i.A. die Zeitinvarianz.

Linearitit und Zeitinvarianz sind voneinander unabhiéingige Systemeigen-
schaften: Ein nichtlineares System kann zeitinvariant sein, und ein lineares Sy-
stem zeitvariant. Wenn ein System jedoch linear und zeitinvariant ist, stehen fiir
seine Analyse besonders wirksame Methoden zur Verfiigung. Wir sprechen dann
von einem LTI-System (Linear Time Invariant system).

1.5 Das Faltungsintegral

Halten wir nochmals fest: Die Antwort eines linearen Systems kann nach GI.(1.47)
additiv in die beiden Anteile yog(r) und yoz(r) aufgespalten werden, wobei
yog(7) die Antwort allein auf den Anfangszustand (der Energiespeicher) und
yoz(7) die Antwort allein auf den Verlauf der Eingangsgrofie (ausgehend vom
Nullzustand der Energiespeicher) darstellt. Es ist auch wichtig, dass yog(7) vom
Satz der Anfangszustinde linear abhingt — davon werden wir spiter ausgiebig
Gebrauch machen. In diesem Abschnitt wollen wir uns vorwiegend auseinander-
setzen mit den Konsequenzen des linearen Zusammenhangs zwischen der Null-
zustandsantwort und dem Eingangssignal.

Das Superpositionsprinzip

Die Bedeutung dieser Linearitit liegt in Folgendem: Wenn ein lineares System
vom Nullzustand aus mit einem Eingangssignal u(r) angeregt wird und wenn
sich u(7) als Linearkombination anderer, meist einfacherer Eingangssignale u;(7)
mit Koeffizienten ¢; in der Form

~F N
ufr) = Y esiii(e), T3, (1.56)
=1 '
darstellen lisst, dann ist die Nullzustandsantwort ebenfalls als Linearkombina-
tion mit den selben Koeffizienten ¢; angebbar,

N
Yoz() = Y _civozi(T), T >0, (1.57)

=1
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wobei die Funktionen yoz;(7), i = 1,..., N, die Nullzustandsantworten fiir je-
des der einzelnen Eingangssignale u;(7) sind. Diese grundlegende Eigenschaft
linearer Systeme nennen wir das Prinzip der linearen Uberlagerung oder das
Superpositionsprinzip. Beachten Sie: Das Superpositionsprinzip gilt in der
angeschriebenen Form nur fiir den Nullzustandsteil der Antwort.

Abb.1.15 zeigt, wie sich das Superpositionsprinzip in unserem System aus
Abb.1.1 auswirkt. Ausgehend vom Nullzustand werden Eingangsspannungen in
der Form von Rechteckimpulsen der Dauer 10 ms angelegt. Thre Uberlagerung lie-
fert eine Treppenkurve, eine grobe Niherung des Trapezverlaufs aus Abb.1.11(a).
Wenn wir nun die Nullzustandsantworten aller Einzelimpulse addieren, ergibt
sich die Nullzustandsantwort auf diese Treppenkurve, eine Niherung des Verlaufs
aus Abb.1.11(b). Intuitiv ist klar: Durch das Aneinanderlegen einer gréferen
Anzahl entsprechend kiirzerer Impulse lisst sich die Ndherung verbessern. Diese
Beobachtung fiihrt uns zu einer Integraldarstellung der Nullzustandsantwort.

Das Superpositionsintegral

Angenommen, ein lineares, nicht notwendig zeitinvariantes System reagiert auf
einen Rechteckimpuls der bezogenen GréBe 1, der zu einem beliebigen aber festen
Zeitpunkt 7; an den Eingang gelegt wird und die (kleine) bezogene Dauer A7; be-
sitzt, mit der Nullzustandsantwort g(7, ;) Ar;. Wenn wir nun ein Eingangssignal
u(7) niherungsweise als eine Reihe von aneinander gelegten Rechteckimpulsen
der GréBen u(7;) und Dauern Ar; nach dem Muster eines Treppenverlaufs dar-

stellen, liefert das Superpositionsprinzip die genaherte Nullzustandsantwort
A

yoz(T) = Zﬁ(f Dg(r AT -1 ‘D"“b < \g

und im Grenzfall Ar; — 0 das exakt giiltige Superpositionsintegral

voa(r) = Sfu(r)igl = [ " g(r, Pyulrt)de. (1.58)

Fiir lineare Systeme haben wir damit eine formale Darstellung der linearen Ab-
bildung Gl.(1.45) gewonnen, aus der wir im Prinzip fiir jedes Eingangssignal u(7)
die zugehérige Nullzustandsantwort ypz(7) berechnen kénnen. Was aber haben
wir uns unter g(r, 7’) vorzustellen?

Tatsichlich hat der Kern g(r,7’) des Superpositionsintegrals eine einfache
Interpretation. Legen wir nimlich an den Eingang in einem Zeitpunkt 71 = 79
einen Dirac-StoB, setzen in Gl.(1.58) also speziell u(r') = d(ry — '), dann folgt
mit der Abtasteigenschaft Gl.(1.22)

0 fiir 7 <7,
g(m,m) fiir 7> 7.

wa(r) = [ ot 7)6tm = )r’ = {
To
Die Funktion g(,7’) ist demnach die Nullzustandsantwort auf einen Dirac-StoB,
der zum Zeitpunkt 7/ an den Systemeingang gelegt wird. Sie heifit deshalb die
Stoflantwort des Systems. Wie Sie in GL.(1.58) sehen, ist g(7,7’) im Wesentli-
chen ein Gewichtsfaktor, der beschreibt, wie stark friihere Werte der Eingangs-
groBe u(r’), 7 < 7, die gegenwiirtige Ausgangsgrofie yoz(7) beeinflussen. Da-
her wird die Stoflantwort hidufig Gewichtsfunktion genannt, manchmal auch
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Abb. 1.156  Veranschaulichung
des Superpositionsprinzips fiir die
Schaltung aus Abb.1.1 mit den
dort angegebenen Systemparame-
tern und den Bezugswerten aus
Abb.1.11. In den ersten vier Bil-
dern der linken Bildhilfte sind
Zeitverldufe der Eingangsspann-
nung in der Form von Rechteckim-
pulsen dargestellt. Rechts davon
sehen Sie die jeweilige Nullzu-
standsantwort. Die Summe (rechts
unten) ist die Nullzustandsantwort
auf die Summe der Eingangsimpul-
se (links unten). Es werden damit
die Verldufe aus Abb.1.11 (diinn
gezeichnet) grob genihert.
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Gedichtnisfunktion des linearen Systems. In der Eigenschaft g(r,7’) = 0 fiir
T < 7 (,Keine StoBantwort vor dem Stofi!“) zeigt sich eine stillschweigend vor-
ausgesetzte Systemeigenschaft, ndmlich Kausalitdt. Darauf komme ich spiiter
zuriick.

Das Faltungsintegral

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn das lineare System zusétzlich zest-
invariant ist. Die Anwendung der Invarianzforderung (1.55) auf die Darstel-
lung (1.58) der Nullzustandsantwort fiir beliebige Eingangssignale liefert zusam-
men mit einer einfachen Variablentransformation die Bedingung g(m — A, 7/) =
g(m, 7" + A) fiir die StoBantwort, die fiir jedes A erfiillt sein muB. Wir schlie-
Ben daraus, dass die StoBantwort g(7, 7’) eines linearen, zeitinvarianten Systems
tatsdchlich nur von der Differenz 7 — 7/ des Beobachtungszeitpunkts 7 und des
StoBzeitpunkts 7/ abhingen kann und schreiben dies ohne Einfiihrung eines neu-
en Funktionssymbols als

lo(r ™) = 9(r —7').] (1.59)

Das Superpositionsintegral (1.58) reduziert sich damit auf das fiir LTI-Systeme
giiltige Faltungsintegral

yoz(7) = S[u(r); 0] = frg('r — 7u(r)dr’. (1.60)

Anstelle einer Funktion g(r,7’) von zwei Variablen ist hier also eine Funkti-
on einer einzigen Variablen zur Charakterisierung des Systems ausreichend: Die
StoBantwort g(7) als die Nullzustandsantwort auf einen Dirac-Stofl zum Zeit-
nullpunkt. Beachten Sie: Bei kausalen LTI-Systemen gilt g(7) = 0 fiir 7 < 0.

Wir konnen hier einige interessante Uberlegungen anschliefien. Da g(r — 77)
fiir 7/ > 7 ohnehin verschwindet, lisst sich die obere Integrationsgrenze 7 in
GL.(1.60) nach co verschieben. Wihlen wir fiir den Anfangszeitpunkt iiberdies
7o = 0— (wir schreiben 0— um mégliche Spriinge und Sté8e im Nullpunkt ein-
deutig zuzuordnen), so gilt

wa(r) = [ o(r = (s (1.61)

Wir kénnen den Anfangszeitpunkt aber auch nach 7y = —co verlegen, sofern der
Verlauf des Eingangssignals u(7’) fiir —co < 7 < 7 bekannt ist. Unter der Vor-
aussetzung, dass sich dann ein beliebiger Anfangszustand im Beobachtungszeit-
punkt nicht mehr auswirkt, erhalten wir gleich die vollstindige Systemantwort

lea]

or) = [ " o(r — Yl dr = [ ot -rar| e

-0 —00

Das zweite Gleichheitszeichen folgt nach einer einfachen Variablentransformati-
on. Schlielich ist auch noch die Aufspaltung des Integrationsintervalls moglich,

0— X 00
y(r) = /; g(r —u(r)dr’ + /0_ g(r — u(r"dr'. (1.63)

yos‘:'(‘r) yozv(ﬂ
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Da das zweite Integral wegen GL(1.61) die Nullzustandsantwort fiir den An-
fangszeitpunkt 7o = 0— représentiert, liefert das erste Integral aufgrund der
Zerlegungseigenschaft G1.(1.53) eine Darstellung der Nulleingangsantwort. Dar-
aus ziehen wir einen wichtigen Schluss: Die Kenntnis des Anfangszustands ersetzt
vollsténdig die frithere Geschichte des Eingangssignals.

Fassen wir zusammen: Ist von einem linearen zeitinvarianten System die StoB-
antwort g(7) bekannt, so lisst sich mit dem Faltungsintegral (1.60) die zu einem
Eingangssignal u(7’),70 < 7’ < 7, gehorende Nullzustandsantwort yoz(7) be-
rechnen. Ist das Eingangssignal u(7’) fiir —co < 7/ < 7 gegeben, liefern die
Faltungsdarstellungen (1.62) sogar die vollstindige Systemantwort y(7).

Methoden zur rechnerischen Bestimmung der Stofantwort aus einem vorlie-
genden Systemmodell werden Sie in den folgenden Kapiteln kennenlernen. Fiir
unsere Schaltung aus Abb.1.1 mit den dort festgelegten Parameterwerten ergibt
sich z.B. mit den Bezugswerten Ugg = Uap = Upg fiir die Spannungen und
Ts = 1 ms fiir die Zeit die StoBantwort

g(r) = {0,10093 ¢~ %202
+0,10147 e~ %997 cos[0, 990( — 3,069)]}e(7), (1.64)

graphisch dargestellt in Abb.1.16. Damit ldsst sich zu irgend einem Eingang u(7)
mit dem Faltungsintegral (1.62) der Ausgang berechnen, hier also

-
y(T) = f {0,10093 e=20%7=7")
—co

+0,10147 e~0099(r=7) (g [0,990(7 — 7/ — 3, 068)] }u(r")dr'.

Lineare zeitinvariante Systeme besitzen hiufig Faltungsintegrale dieses Typs.

0,150
0.125 -+
I 0,100
90,075 Abb. 1.16 StoBantwort (Impul-
santwort, Gewichtsfunktion) der
0.050 Schaltung aus Abb.1.1 mit den
' dort angegebenen Parametern. Als
Bezugswerte in den Gln.(1.1) wur-
0,025 den Tg = 1ms und Ugg = Uap =
( / \ Uy angenommen.
N A~ -
—0.,025

T —

%)
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Wir kénnen dann weiter umformen,

y(r) = 0,10093 e-u,znm—/ eo‘znzr'u(r’)dr’

—00

.

+0,10147 e =299 cos[0, 990(7 — 3,069)] / 0997 ¢o5(0, 9907 )u (T )dr’
-0

+0,10147 e %9997 5in[0, 990(T — 3,069)] / 29997’ 5in(0, 9907 Yu(+')dr’,
—oo

und solche Integrale lassen sich in der Regel ohne grundsitzliche Schwierigkeiten
auswerten. Eine Rampenfunktion

0 T<0,

u(7) = ramp(7) = { fiir

T 720
liefert beispielsweise

y() = {~2, 57500 + 0, 500067 + 2, 47297 e~ %2027
+ 0, 10249 e~ %9997 ¢os[0, 990(7 — 0, 096) (7).

Bei der Nachrechnung dieses Ergebnisses werden Sie bemerken, dass solche Aus-
wertungen recht mithsam sein kénnen, besonders dann, wenn Sie sich nicht der
komplexen Rechnung bedienen. Wir werden deshalb in der Folge direktere Me-
thoden zur expliziten Berechnung von Systemantworten entwickeln.

1.6 Kausalitidt und Stabilitat

Neben der Linearitdt und der Zeitinvarianz gibt es noch weitere Eigenschaf-
ten, nach denen sich Systeme klassifizieren lassen. So habe ich beispielsweise
die Kausalitit schon kurz erwihnt (,Keine StoBantwort vor dem StoB!“). Ein
ganz wichtiger Begriff der Systemtheorie ist die Stabilitdt, die im Wesentlichen
beschrinkte Ausgiinge fiir beschrinkte Eingéinge fordert. Im Folgenden werden
wir diese Eigenschaften fiir LTI-Systeme etwas préziser fassen.

Kausalitat

Wir betrachten ein lineares, zeitinvariantes System und verlegen den Anfangs-
zeitpunkt 79 nach —oco. Das System heifit kausal, wenn fiir einen beliebigen
Zeitpunkt 7; der Zustand des Systems und damit auch der Wert y(7;) des Aus-
gangssignals unabhingig ist vom Verlauf des Eingangssignals u(r) fiir 7 > 71.
Der Eingang kann also nur in der Gegenwart und in die Zukunft, nicht aber in
die Vergangenheit wirken.

Zur Herleitung einer formalen Bedingung spalten wir die Faltungsdarstellung
(1.62) der Systemantwort, die in dieser Form auch fiir nicht kausale LTI-Systeme
gilt, fiir den Zeitpunkt T = 7 in zwei Teilintegrale auf,

v = [ " gy~ yutr)ar+ | " ol iR

T1
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Unsere Definition der Kausalitét ist dann gleichbedeutend mit der Forderung
Lo o]
/ g(m —u(r)dr =0
1

fiir beliebige Eingangssignale u(r), und daraus folgt® g(r; — 7) = 0 fiir 7 > 7,
d.h.

|g(r) =0 fir 7< {Tl (1.65)

Ein LTI-System ist also genau dann kausal, wenn seine Stofantwort fiir alle
negativen Zeiten verschwindet. Die unmittelbare Konsequenz sind zwei weitere
Varianten des allgemeinen Faltungsintegrals (1.62), nimlich

T o]
y(r) = f g(r = Nu(r)dr’ = / g(m"u(r —7)dr’ (1.66)

—co 0—
als die vollstéindige Antwort eines kausalen LTI-Systems auf das Eingangssignal
u(r') fiir —co <7 < 7.

Die Forderung der Kausalitéit realer dynamischer Systeme erscheint ganz
selbstverstindlich, wenn unsere Zeitvariable T die Echtzeit reprisentiert. Trotz-
dem kann es in der Systemtheorie vorteilhaft sein, auch nichtkausale Systeme
zuzulassen, also Systeme, fiir die g(7) fiir 7 < 0 nicht notwendig verschwin-
det. Es konnen sich dadurch erhebliche Vereinfachungen in der Modellbildung
ergeben. Beispielsweise stellt ein idealer Tiefpass ein nichtkausales System dar.
Repriésentiert T nicht die Echtzeit, so lisst sich die Forderung nach Kausalitit
physikalisch nicht begriinden.

Die Sprungantwort

Die StoBantwort g(7) eines LTT-Systems ist die Nullzustandsantwort auf den
Dirac-Sto8 d(7) im Zeitnullpunkt. Thre Bedeutung fiir die Systemtheorie ergibt
sich aus ihrem Auftreten als Kern im Faltungsintegral, weil sie dort das System-
verhalten vollstindig charakterisiert. In der Systemtheorie werden aber auch
noch andere charakterisierende Funktionen verwendet. Die wichtigste davon ist
die Sprungantwort h(7) von LTI-Systemen, definiert als deren Nullzustands-
antwort auf den Heaviside-Sprung &(7) im Zeitnullpunkt.

Fiir die formale Berechnung dieses speziellen Ausgangssignals haben wir le-
diglich im Faltungsintegral (1.62) die Eingangsfunktion u(r) dem in GL(1.12)
definierten Heaviside-Sprung (7) gleichzusetzen. Da £(7) fiir 7 < 0 verschwin-
det und fiir 7 > 0 gleich Eins ist?, erhalten wir

h(r) = /O mg(‘r—r’)dr’= / ' g(r")dr’ (1.67)

und speziell fiir kausale LTI-Systeme

h(t) = /org('r —7Ydr’ = jo.ig('r’)d‘r’ (1.68)

3Streng genommen ist diese Folgerung nur dann zuldssig, wenn g(r) fiir 7 < 0 bis auf -
Anteile stiickweise stetig ist und die Werte an den Sprungstellen endlich definiert sind. Diese
Einschrénkung ist jedoch praktisch immer erfiillt.

“Der Wert an der Sprungstelle wird hier als rechtsseitiger Grenzwert festgelegt.
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als Zusammenhang zwischen der StoBantwort (Gewichtsfunktion) g(r) und der
Sprungantwort (Ubergangsfunktion) h(r). Die Sprungantwort lisst sich demnach
als bestimmtes Integral der StoBantwort berechnen. Daraus folgt umgekehrt die
Beziehung

gir)=Hh{r)= %h{rj, (1.69)

d.h. die StoBantwort ist die Ableitung der Sprungantwort, wobei die Differen-
tiation gegebenenfalls im verallgemeinerten Sinn der Distributionen aufzufassen
ist.

Die Sprungantwort unserer Schaltung aus Abb.1.1,

h{r) = {~0,49959 e~ 02037
— 0,10198 e="9997 ¢os[0, 990(T — 1,583)] + 0, 5}e(7), (1.70)

sehen Sie in Abb.1.17. Sie lisst sich z.B. ilber G1.(1.68) aus der StoBantwort
(1.64) berechnen.

Stabilitét

Qualitativ dhnlich wie unsere Schaltung aus Abb.1.1 verhalten sich viele LTI-
Systeme, wenn an den Eingang ein Sprung gelegt wird. Betrachten wir z.B. in
Abb.1.18 typische Sprungantworten und die zugehdrigen Stofantworten drei-
er hypothetischer Systeme! In allen drei Fiillen strebt die Sprungantwort nach
ausreichend langer Zeit gegen einen konstanten Wert (hier gleich 1) — der Uber-
gangsprozess ist abgeschlossen. Im Fall 1 erfolgt die Anniherung an den stati-
oniren Endwert schwingend (oszillierend), wir sprechen dann von einem schwach
geddmpften System. Kennzeichnend dafiir ist ein relativ starkes Uberschwingen
und eine lange Setzzeit (d.i. der Zeitabschnitt, nach dem der stationire End-
wert im Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit erreicht wird). Im Fall 3 ist
das System stark gedampft; der Ubergangsprozess verliuft dann nicht schwin-
gend, sondern kriechend (monoton). Es findet zwar kein Uberschwingen statt,
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Abb. 1.18 Typische Sprungantworten (a) und zugehiirige Stoflantworten (b) stabiler linearer
seitinvarianter Systeme. Das System ist schwach (Kurven 1), normal (Kurven 2) und stark
(Kurven 3) gedimpft.

die Setzzeit ist aber u.U. ebenfalls lang. Dazwischen liegt der Fall 2 eines Sy-
stems mit normaler Dimpfung. Erwiinscht ist hdufig ein Systemverhalten, das
rasche Reaktion und kleine Setzzeit zeigt. Leichtes Uberschwingen wird dabei in
Kauf genommen.

Die im Wesentlichen gleiche Information betreffend das Schwingungsverhal-
ten und die Setzzeiten kéinnen Sie auch aus den StoBantworten entnehmen, nicht
aber den konstanten Endwert. Zur anschaulichen Charakterisierung des Verhal-
tens linearer Systeme ist deshalb die Sprungantwort in der Regel besser geeignet.

Die Sprungantworten in Abb.1.18(a) nehmen nach hinreichend langer Zeit
einen endlichen, konstanten Wert an - sie gehdren zu stabilen, linearen, zeitin-
varianten Systemen. Eine andere Art von linearem Systemverhalten sehen Sie in
Abb.1.19. So filhrt beispielsweise im Fall der Kurven 1 ein Sprung oder Stofi am
Eingang dhnlich wie in Abb.1.18 zu einer Schwingung der AusgangsgriBe; die
Schwingung nimmt aber nicht ab, sondern zu. Die Kurven 2 zeigen sogar mo-
notones Anwachsen des Betrags der Ausgangsgriie. Systeme dieser Art nennen
wir instabil.

Instabile Vorgénge sind hiufig unerwiinscht und sind selten mit linearen Mo-
dellen zu beschreiben, weil in realen Systemen in der Regel nichtlineare Begren-
zungen das unbeschrinkte Anwachsen von Zustandsgrifien verhindern. Ob und
unter welchen Bedingungen sich ein System stabil oder instabil verhiilt — offen-
sichtlich eine sehr wichtige Frage — kann zwar nicht immer, meistens jedoch mit
linearen Methoden beantwortet werden.

Eine prazisere Fassung des Stabilititsbegriffs geht von der anschaulichen For-
derung aus, dass (ab 75 = —oc) beschrinkte Eingangssignale immer auch zu
beschrinkten Ausgangssignalen fiihren ( Bounded Input - Bounded Output oder
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Abb. 1.18 Typische Sprungantworten (a) und zugehéirige Stofantworten (b} instabiler linea-
rer zeitinvarianter Systeme.

BIBO- Eigenschaft). Ist also ein Eingangssignal u(7) beschrinkt, d.h. gibt es
eine endliche Konstante M, so, dass

|Ju{r)| < M, < co fiir alle 7, (1.71)
dann nennen wir ein System (BIBO-) stabil, wenn auch eine endliche Konstante

M, mit
ly(r)| < M, < oo fiir alle 7 (1.72)

existiert. Ausgehend vom Faltungsintegral (1.62) erhalten wir aus GL(1.71)

(e = \ j: ol Yulr - ')’

<M, ./:: lg(r")| d7".

jm lg(T)| dr < My < oo, (1.73)

=0

</ o) ulr - )] &7’

Gilt nun

d.h. ist die StoBantwort absolut integrierbar, so ist auch die Bedingung (1.72) mit
M, = MM, erfiillt. Umgekehrt liisst sich zeigen, dass sich zu einer nicht absolut
integrierbaren StoBantwort g(r) immer ein Eingangssignal u(—7) = g(7)/|g(7)|
angeben liisst, das zwar wegen |u(7)| = 1 beschriinkt ist, das aber mit Gl.(1.62)
fiir 7 = 0 wegen

oo 2
v0) = [ atryi-rrar’ = [~ & ar' = [ i)l ar

die Bedingung (1.72) verletzt. Wir schlieen daraus: Ein lineares, zeitinvarian-
tes, nicht notwendig kausales System ist genau dann (BIBO-) stabil, wenn seine
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Stoflantwort absolut integrierbar ist, wenn also die Bedingung (1.73) mit einer
endlichen Konstanten M, erfiillt ist. Beschrinkte Eingéinge erzeugen dann stets
beschrinkte Ausgiinge.

1.7 Zusammenfassung

Zeitkontinuierliche Signale dienen zur modellhaften Beschreibung des Zeit-
verlaufs physikalischer GréBen. Wird dabei jedem Zeitpunkt aus einem vorge-
gebenen Intervall genau ein Signalwert zugeordnet, so sprechen wir von einem
determinierten Signal. In der Regel ist es von Vorteil, statt mit den origina-
len physikalischen Variablen mit bezogenen Variablen zu arbeiten. Als Bau-
steine werden elementare Signale wie Sinussignale und Exponentialsignale,
der Heaviside-Sprung und der Dirac-Stof eingefiihrt. Haben wir von einer
ganzen Schar determinierter Signale auszugehen und lassen sich iiber die kon-
krete Auswahl nur wahrscheinliche Angaben machen, so sprechen wir von einem
Zufallssignal. Die Charakterisierung erfolgt dann mit statistischen Methoden
durch diverse Erwartungswerte, wobei fiir die Anwendungen spezielle Signal-
eigenschaften wie z.B. die Ergodizitat (,Zeitmittel = Scharmittel“) besonders
hilfreich sind.

Auch die formale Beschreibung des Eingangs-Ausgangs-Verhaltens von zeit-
kontinuierlichen Systemen geschieht am besten durch Abbildungen: Jedem
Eingangssignal und jedem Anfangszustand wird genau ein Ausgangssi-
gnal, die Systemantwort, zugewiesen. Einerseits reagiert ein System, ausgehend
vom Nullzustand, auf ein Eingangssignal mit der Nullzustandsantwort, an-
dererseits ergibt sich als Reaktion auf den Anfangszustand bei verschwinden-
dem Eingang die Nulleingangsantwort. Ein dynamisches System nennen wir
dann ein lineares System, wenn seine Nullzustandsantwort linear (homogen
und additiv) vom Eingangssignal abhéngt, und wenn die Nulleingangsantwort
linear vom Anfangszustand abhéngt, und wenn sich im kombinierten Fall die
vollstandige Antwort einfach als Summe der Nulleingangsantwort und der Null-
zustandsantwort angeben ldsst. Liegt als zusitzliche Systemeigenschaft noch
Zeitinvarianz vor, d.h. ergibt sich iiberdies bei beliebiger Zeitverschiebung des
Eingangssignals und mitgenommenem Anfangszustand ein genau gleich verscho-
benes Ausgangssignal, so sprechen wir kurz von einem LTI-System.

Das konsequente Ausniitzen der Nullzustandslinearitit fiihrt bei LTT-Syste-
men auf eine Reihe {iberaus niitzlicher Faltungsdarstellungen von Systemant-
worten zu beliebigen Eingingen. Als Kern im Faltungsintegral finden wir die
StoBantwort, d.i. die Nullzustandsantwort auf einen Dirac-Sto im Zeitnull-
punkt. Wenn diese, das System vollstindig charakterisierende Funktion fiir al-
le negativen Zeiten verschwindet, nennen wir das LTI-System kausal (,Kei-
ne StoBantwort vor dem StoB!“). Eine weitere charakterisierende Funktion ha-
ben wir in der Sprungantwort kennengelernt, also in der Nullzustandsant-
wort des LTI-Systems auf einen Heaviside-Sprung im Zeitnullpunkt. Sie ge-
stattet eine anschauliche Darstellung des dynamischen Verhaltens als Reakti-
on auf sprungartige Anderungen des Eingangssignals und damit auch z.B. des
Déampfungsverhaltens bei Einschwingvorgéingen oder der Stabilitdt. Wir nennen
ein LTI-System stabil, wenn beschriinkte Eingangssignale immer auch auf be-
schriankte Ausgangssignale fiihren.



Kapitel 2

LTI-Systeme im Zeitbereich

In Kapitel 1 blieben einige wichtige Fragen offen. Zwar haben wir die Bedeutung
etwa der Sprungantwort und der Stofantwort fiir die Charakterisierung des dy-
namischen Verhaltens von LTI-Systemen erkannt, wie aber werden sie tatsichlich
berechnet? Dies ist das Hauptthema dieses Kapitels. Daneben werden Sie noch
weitere zentrale Begriffe kennen lernen, z.B. die Pol-Nullstellen-Struktur eines
Systems und deren Einfluss auf das Verhalten im Zeitbereich.

2.1 Aufstellen der System-Differentialgleichung

Die modellméiBige Erfassung des Zusammenhangs der bezogenen Ausgangsgrofie
y(7) und der bezogenen Eingangsgrofie u(7) eines linearen, zeitinvarianten dyna-
mischen Systems mit konzentrierten Parametern und ohne Totzeiten ldsst sich
durch eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung

y(ﬂ) 4 an_ly(ﬂ"l) + e+ aly(” + agy = bmu(m} L = b(]ﬂ (2.1)

mit konstanten Koeffizienten a; und b; angeben, wobei die oberen Indizes
in Klammern die Ordnung der Ableitungen nach der bezogenen Zeitvariablen
kennzeichnen. Wir schreiben also

d d? N dly
B Yy o G M_SY
Y=y 3 ¥V =Y Gz 0 Y o

fiir die Ableitungen des Ausgangssignals und analog fiir das Eingangssignal.
Da die Koeffizienten voraussetzungsgemif konstant sind, kann a, ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit gleich Eins gesetzt werden. Die Differentialglei-
chung (2.1) liefert zu einem Eingangssignal u(7) und zu einem Satz von An-
fangsbedingungen oder Periodizitéitsbedingungen als eindeutige Lésung die zu-
gehorige Systemantwort y(7). Wie finden wir aber fiir ein gegebenes System
solch ein Differentialgleichungsmodell?

Physikalische Systeme, wie wir sie hier betrachten, sind aus bestimmten Ele-
menten aufgebaut, die nach gewissen physikalischen Regeln untereinander in
Wechselwirkung stehen. Unsere Schaltung aus Abb.1.1 enthélt beispielsweise ei-
ne Reihe von Stromkreiselementen, und die physikalischen Regeln lassen sich
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in den Kirchhoff-Regeln und den Elementegleichungen zusammenfassen. In me-
chanischen Systemen gibt es dafiir kinematische und kinetische Beziehungen,
etwa die Bewegungsgleichungen von Kérpern und die Zusammenhinge zwischen
Kriften und Verschiebungen an elastischen Elementen.

Bleiben wir bei unserem Beispiel aus Abb.1.1! Maschenregel und Knotenregel
liefern, wenn wir wie iiblich die Elementegleichungen sofort einbauen,

Ug = Rl'u’:l + le'&]jdt + ug,
0= (R, +R3)t'2 + Lodig/dt — ug,
ua = Rz,
0 = —i; + i3 + Cduc/dt.
Aus diesen vier unabhéngigen Gleichungen werden die drei inneren Variablen

i1,% und uc eliminiert. Ubrig bleibt eine Differentialgleichung dritter Ordnung,
namlich

LiLC ) dsuh RL,C + (R2 + R3JL10 ) dzuA

R3 ded R3 dt?

Ly+ Lo+ Ry(R2+ R3)C dupn Ri+ Ry+Rs
+ R T + B uUa (2.2)
= UE.

Nun kommt die Normierung: Wir wechseln in G1.(2.2) von den Originalvariablen
ua,ug und ¢ zu den bezogenen Variablen y,u und 7 gemiB den Gln.(1.1) mit
zundchst allgemeinen Bezugswerten Uxp, Ugp und Tk, setzen also

ua=Uap-y, ug=Ugp-u, t=Tg 7T (2.3)

ein und erhalten
LiL:C Uap d’y  RiLoC+ (Ry+ Rs)[,\C Uap d

Ry T3 dr® R3 T2 dr?
+L1+L2+Rl(R2+R3)C.UAB-d_y+R1+R2+R3.U .
Rs Ty dr Rs L
= Ugp ' u.

Division der ganzen Gleichung durch den Koeffizienten von d®y/d73 stellt schlie-
lich die gewiinschte Form

e

Y +azy” + a1y’ + agy = bou (2.4)

her mit den Koeffizienten
_ Ry Ra+Rs _ 1 1 Ry Ry + Ry 2
ag—(Ll-l' I, )TB, al_(L10+LZC+L1 s )TB!
_ (B 1 Ry+ Rz 1 3 _ Rng Ugs
o= (L1 Le T Iz Llo) Ts bo= L1LsC Ups '’
die natiirlich alle die physikalische Dimension Eins haben miissen. Fiir die Pa-

rameter aus Abb.1.1 und die Bezugswerte Ugg = Uap = Up, T = 1 ms ergibt
sich z.B. der (exakte) Koeflizientensatz

az=0,4; a1=1,03; ag=0,2; by=0,1; (2.5)
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der den meisten Auswertungen in Kapitel 1 zu Grunde liegt.

In G1.(2.4) haben wir die Standardform (2.1) unserer System-Differentialglei-
chung mit n = 3 und m = 0 gefunden. Die Ordnung n der Differentialgleichung
wird auch die Ordnung des Systems genannt; sie entspricht der Anzahl der
unabhingigen Energiespeicher.

2.2 Pole und Nullstellen

Bei der Konstruktion von Losungen fiir Differentialgleichungen des Typs (2.1)
spielt die Exponentialfunktion (1.10) eine herausragende Rolle. Wird nimlich
als Eingangssignal speziell exp(s7) gewihlt, so ldsst sich — abgesehen von einer
multiplikativen Konstanten — die Gleichung mit derselben Funktion als Aus-
gangssignal erfiillen, d.h.

u(t) =e’" — y(r) =G’ (2.6)

mit einer beliebigen, aber festen komplexen Zahl s und einem dazu passend
gewihlten komplexen Ubertragungsfaktor G bildet ein Lésungspaar. In diesem
Sinn sind die komplexen Exponentialfunktionen Eigenfunktionen von LTI-
Systemen.

Um die Bedeutung der Eigenfunktionen zu erkennen, brauchen wir lediglich
die Ausdriicke (2.6) in unsere System-Differentialgleichung (2.1) einzusetzen.
Nach Ausfithrung der Differentiationen und Zusammenfassung folgt

(8" + Gn18" 1 -+ + @15 + ag)Ge'”
= (brns™ + bm—15™ "1 4+ --- + b1s + by) €7, (2.7)
es ergeben sich also auf natiirliche Weise zwei Polynome, in denen die Struktur

der Differentialgleichung vollstéindig erfasst wird: Das der linken Seite zugeord-
nete charakteristische Polynom

P(s) =s"+an_18" 1+t ays+ap
=(s=p1)(s—p2)--(s—pn) (2.8)

und das der rechten Seite zugeordnete Nullstellenpolynom

Q(8) = bns™ + bpp_18™ L -+ bys + by
=bn(s—q1)(s—q2)---(s—qm) (2.9)

mit i.A. komplexen Wurzeln p; bzw. g;. Der Quotient Q(s)/P(s) ist eine rationale
Funktion und heift Ubertragungsfunktion des Systems,

G(s) = Q(s) _ bms™ +bm_15™ " +---+bis+bo
P(s) §" +ap_18"" 1 +--- +a15+ag
(s—aq1)(s—g2) - (5 —gm)
=B _ 2.10
(5= P —p2) (5= pn) G

Wie aus GL.(2.7) ersichtlich, gibt G(s) zu jedem gewihlten s den in (2.6) ein-
gefithrten komplexen Ubertragungsfaktor G an. Uberdies liefert die Auswertung
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der Ubertragungsfunktion auf der imagindren Achse, G(jv), den komplezen Fre-
quenzgang des Systems. Davon werden wir in Kapitel 4 ausgiebig Gebrauch
machen.

Die Wurzeln p;,i = 1,...,n, des charakteristischen Polynoms P(s) sind
Pole der Ubertragungsfunktion und werden deshalb allgemein die Pole des
Systems genannt. Sie spielen eine wichtige Rolle bei der Charakterisierung
des Ubergangsverhaltens und im Speziellen der Stabilitst. Die Wurzeln ¢;,i =
1,...,m, des Nullstellenpolynoms Q(s) sind auch Nullstellen der Ubertragungs-
funktion und heifen deshalb die Nullstellen des Systems. Wie wir spiter
sehen werden, sind auch die Nullstellen wichtig fiir das dynamische Verhalten,

Das charakteristische Polynom und das Nullstellenpolynom der Differential-
gleichung (2.4) mit den Koeffizienten (2.5) sind

P(s) =5 +0,452 +1,03s +0,2
= (s +0,202)(s + 0,099 — O, 990)(s + 0,099 + j0, 990), (2.11)
Q(s)=0,1.
Unser Beispielsystem besitzt also die drei Pole
p1=-0,202; pp =—0,099 + j0,990; p3 = —0,099 — 70,990 (2.12)

und keine Nullstelle, wobei ein Pol reell ist und die beiden anderen Pole als kon-
jugiert komplexes Paar auftreten. Dies ist natiirlich kein Zufall: Jedes Polynom
vom Grad n > 1 mit reellen oder komplexen Koeffizienten besitzt bekanntlich
genau n i.A. komplexe Wurzeln, die Vielfachheiten entsprechend gezihlt. Sind
die Koeffizienten wie in unserem Fall reell, so kommen komplexe Wurzeln immer
als konjugiert komplexe Paare vor. Die Ubertragungsfunktion unseres Systems
ist
0,1
8% +0,45%2 +1,03s +0, 2
- L : . (213)
(s +0,202)(s + 0,099 — j0, 990)(s + 0,099 + j0, 990)

Es ist manchmal hilfreich, die Lage der Pole und der Nullstellen eines Systems
in der komplexen Ebene zu markieren. Fiir die Ubertragungsfunktion (2.13)
sehen Sie das in Abb.2.1(a), und fiir ein anderes Beispiel, dargestellt durch die
Differentialgleichung und die zugehérige Ubertragungsfunktion

G(s) =

y" +4y" + 9y + 10y = 5u” + 200’ + 25u,

G(s) = 5(s? + 45 +5) __ S(s+2-j)(s+2+]))

$2+452+95+10 ~ (s+2)(s+1—j2)(s+1+j2)
in Abb.2.1(b). Dieses System besitzt im Gegensatz zum System (2.13) zwar Null-
stellen, die Pole und Nullstellen liegen aber alle wieder in der linken Halbebene,
d.h. sie haben alle negative Realteile. Dies muss nicht immer so sein, wie das
Beispiel des Systems

(2.14)

y" +y' — 10y = 5u” — 200’ + 25u,

G(S)_5(32——4s+5)_ 5(s =2 —j)(s —2+j)
S 4s5-10  (5-2)(s+1-12)(s+1+12)

(2.15)



2.3 Homogene Lésungen. Stabilitit 39

(a) ) jIm(s) (b) A jIm(s)
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~0,099+j0,990 —1+j2
Bt o -
—2+]
0,202~ Re(s) Re(s)
—7—KX———T1 * T T
| 1 -2 =1 1
- - __] 0 I _j
= -2
-0,099-j0,990 —1-j2
x° L-j2
(c) Aim(s)
X Fi2
~1+j2
: 2t]
_J o
Re(s)
T T AW
=1 1 2
L _j (o]
_ 2-]
=1=j2
x  F-j2

Abb. 2.1 Lage der Pole (x) und Nullstellen (o) des Systems GL(2.13): (a), GL.(2.14): (b)
und G1.(2.15): (c).

zusammen mit Abb.2.1(c) zeigt.

Welche Bedeutung es hat, ob die Pole in der linken oder in der rechten
Halbebene liegen, werden wir im néchsten Abschnitt genauer untersuchen. Die
Auswirkungen der Lage der Nullstellen sind etwas schwerer zu erkennen. Diese
werden wir uns an mehreren Stellen erarbeiten.

2.3 Homogene Losungen. Stabilitéit

Das traditionelle Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen des Typs (2.1)
geht bekanntlich aus von einer Darstellung der Gesamtlosung y(7) als Summe
zweier Funktionen, der homogenen Lésung yn(7) und einer partikuliren
Lésung yp(7),

[y(r) = (r) +v(7). | (2.16)

Dies sieht zwar #hnlich aus wie die Aufspaltung (1.47) der vollstindigen Sy-
stemantwort in die Nulleingangsantwort yog(7) und die Nullzustandsantwort
Yoz(T), ist aber i.A. eine andere Form der additiven Zerlegung. Eine partikulére
Losung ist irgend eine Funktion y,(7), die ab dem Anfangszeitpunkt 7o fiir eine
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vorgegebene Eingangsfunktion u(7),7 > 7, die Differentialgleichung erfiillt. Sie
braucht weder den in der Regel zusitzlich vorgeschriebenen Anfangsbedingun-
gen (entsprechend dem Anfangszustand) zu geniigen, noch ist sie eindeutig, d.h.
es gibt zur selben Eingangsfunktion zunichst nicht nur eine partikulire Lésung.
Meist unterscheiden sich die partikuliren Lésungen um fliichtige Anteile, die mit
fortschreitender Zeit verschwinden, so dass letztlich zu einer bestimmten Ein-
gangsfunktion doch wieder eine eindeutige Antwort gehért. Dies gilt zumindest
fiir stabile Systeme, die ihren Anfangszustand im Lauf der Zeit wvergessen“,

Wie man partikulire Lésungen fiir die wichtigste Klasse von Eingangssigna-
len findet, soll im nichsten Abschnitt behandelt werden. In diesem Abschnitt
wollen wir uns mit der Bestimmung des homogenen Lésungsanteils beschiftigen.
Er beschreibt — unabhéngig von einem speziellen Eingangssignal — die Eigendy-
namik des Systems.

Die homogene Lésung

Die so genannte homogene L&sung yy,(7) ist erklirt als die allgemeine Lésung
der unserer urspriinglichen Gleichung (2.1) zugeordneten homogenen Diffe-
rentialgleichung

U + o1y 4o+ iy +aop =0, (2.17)

d.h. sie wird durch die allgemeine Linearkombination von n linear unabhdngigen
Funktionen gebildet, von denen jede fiir sich der G1.(2.17) geniigen muss.

Es ist nahe liegend, die Basisfunktionen der homogenen Losung in der Klas-
se der Eigenfunktionen der LTI-Systeme zu vermuten. Tatsichlich erhalten wir
nach Einsetzen von exp(s7) fiir yn(7) aus (2.17) die fiir alle 7 zu erfiillende
Bedingung

P(s)e’™ =0,

worin P(s) das in (2.8) definierte charakteristische Polynom bedeutet. Jeder Pol
8 =pi,t = 1,...,n, des Systems liefert also wegen P(p;) = 0 eine Basisfunktion
exp(p;7). Sind alle Pole unterschiedlich, was wir vorerst annehmen wollen,
so haben wir in der Linearkombination

Lyh('r) =c1eP17 +cpeP?T 4 ... f ¢ ePnT | (2.18)

bereits die gesuchte homogene Losung gefunden. Die Koeffizienten (freien Kon-
stanten) c¢i,¢z,...,c, sind mit Hilfe der Anfangsbedingungen festzulegen, aber
erst nach der Bildung der vollstindigen Losung. Wie man dabei vorgeht, werden
wir im Abschnitt 2.5 besprechen.

Der Gleichung (2.4) mit den Koeffizienten (2.5) unserer Schaltung aus Abb.1.1
ist die homogene Gleichung

Yn +0,4yy + 1,03y}, + 0,2y, =0 (2.19)

zugeordnet. Mit den bereits berechneten, in (2.12) angegebenen Polen ergibt sich
die homogene Lésung

yn(7) = c1 602027 o) o(=0,099+i0,990)7 | . (~0,099-i0,990) (2.20)
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fiir beliebige Zahlen ¢y, e2, c3. Sie kénnen das durch Einsetzen in G1.(2.19) leicht
nachpriifen.

Das Auftreten komplexer Pole in konjugiert komplexen Paaren erméglicht
andere, fiquivalente Schreibweisen der homogenen Lésung. Wir kénnen namlich
fordern, dass eine homogene Gleichung (2.17) mit reellen Koeffizienten auch
eine reelle Losung yn(7) besitzt. Dann muss z.B. in GL.(2.20) ¢; reell sein und
¢ muss mit ¢z ein konjugiert komplexes Paar bilden, ¢3 = ¢4 +jcf, e3 = ch—jcf.
Fiir das Polpaar ps = ph+ipy, ps = py—jph fassen wir die entsprechenden Terme
zusammen,

26”2 + c3ePT = (ch + jcll) elPa+ip)T (ch — jck) elPa—ipy)T
= epé’f[cfz(ei?&’r 5 e—jpf;f) i jc_g(eipa’f _ e—jpé'f)]
= o77((2c3) cos(py7) + (~2¢3) sin(p7)],
und erhalten mit den neuen, reellen, sonst aber beliebigen Konstanten as = 2c
und a3 = —2¢j

Yn(7) = 179292 4 a5 €7 00997 c05(0, 9907) + a3 e~ 00997 sin(0, 9907). (2.21)
Eine weitere Darstellungsméglichkeit ergibt sich aus der Identitat

az cos(phT) + az sin(py7) = ba cos(pyT + @2)

mit by = 1/a3 +aj, cos(p2) =az/bs, sin(p2) = —as/bs,

in unserem Beispiel also
Yh(7) = ¢1 e 02027 | by 790997 ¢05(0, 9907 + 3). (2.22)

Wieder stehen drei reelle Konstanten, ¢;, by und s, zur Anpassung der vollstin-
digen Losung an die Anfangsbedingungen zur Verfiigung.

Mehrfache Pole

Die Situation ist nicht viel komplizierter, wenn die Pole nicht alle unter-
schiedlich sind, wenn also Wurzeln des charakteristischen Polynoms mehrfach
vorkommen. Sie brauchen nur der einfachen Regel zu folgen: Fir die k-te Wie-
derholung des Pols p; ist der Term 7" exp(p;7) in die homogene Losung aufzu-
nehmen. Z.B. liefert das charakteristische Polynom

P(s) = $%(s +5)%(s +7)

drei Pole, p; = 0, p» = —5 und pz = —7, wobei aber p; dreimal und p, zweimal
vorkommen. Die homogene Losung ist daher

T

(T) =cr+cam+cam> +cae ™ +csTe ™ fcge .

Komplexe Pole werden in gleicher Weise behandelt. So gehért etwa zu dem
charakteristischen Polynom

P(s) = (s +14+j2)%(s +1—j2)?
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die homogene Liésung
yn(T) = c1 71T gy o(FIHAT 4 oro(-1-iT | (o r (- L+
yn(T) = a1€77 cos(27) +az €7 sin(27) + a3T e~ cos(27) + aqT e " sin(27),
Yn(7) = b1e™7 cos(27 + 1) + bar e cos(27 + @2).

Diese drei Formen sind #quivalent.

Stabilitit

Die n Pole des Systems (Wurzeln des charakteristischen Polynoms) bestimmen
die wesentlichen Eigenschaften der homogenen Lésung und erfassen damit —
unabhéngig vom speziellen Verlauf der EingangsgréBe — die Eigendynamik des
Systems. Auf dieser Grundlage nennen wir ein System stabil, wenn alle seine
Pole in der linken Halbebene liegen, also negative Realteile aufweisen: Jeder
Term der homogenen Loésung klingt dann mit wachsender Zeit gegen Null ab.
Dagegen nennen wir ein System instabil, wenn mindestens einer seiner Po-
le in der rechten Halbebene liegt: Die homogene Liésung wiichst dann mit
zunehmender Zeit unbeschrinkt an.

Besitzt ein System einfache Pole auf der imaginiren Achse und keine
Pole in der rechten Halbebene, dann wird es grenzstabil genannt. Dazu
gehort ein einfacher Pol im Ursprung — der entsprechende Term in der homogenen
Lésung ist eine Konstante — oder ein konjugiertes Paar rein imaginirer Pole, die
eine Sinusschwingung konstanter Amplitude reprisentieren. Mehrfache Pole
auf der imaginiren Achse fiihren dagegen wegen der mit Potenzen von T
multiplizierten Terme in der homogenen Lésung auf instabiles Verhalten.

Die hier verwendeten Benennungen stimmen mit dem in Abschnitt 1.6 ein-
gefiihrten Stabilitdtsbegriff iiberein. Wir werden nimlich noch sehen, dass in
den expliziten Darstellungen der Sprungantwort und der StoBantwort von LTI-
Systemen ohne Totzeiten genau die Exponentialterme exp(p;7) der homogenen
Losung auftreten.

2.4 Partikuldre Lésungen

Der zweite, partikuldre Teil y,(7) in der Lésungsdarstellung (2.16) muss der
vollsténdigen Differentialgleichung (2.1) mit der speziell vorliegenden Eingangs-
funktion u(7) geniigen, muss aber nicht auch schon die Anfangsbedingungen
erfiillen. y, ist also irgend eine Funktion, fiir die

U6 +an19e ) + -+ a1y + aovp = byul™ +-- -+ bou (2.23)

gilt. Es gibt mehrere Methoden zum Auffinden partikulirer Lésungen fiir Glei-
chungen unseres Typs. Ich werde hier nur eine davon entwickeln, die besonders
einfach zu handhaben ist und die sich fiir unsere Art von Problemen bestens
eignet.

Eine spezielle Klasse von Eingangsfunktionen

Betrachten wir dazu eine Menge von Funktionen X (s) der Variablen s, die zu-
sammen einen linearen Raum iiber R darstellen, d.h. wir kénnen beliebige Line-
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u(7) = Ll
1|k = [kE"IZ
2 | ke*™ = [ke'],,
3| kr = % ol P
4 | kreor = % (5] e
5 | keos(ur +py) = Relkelue]

Tab. 2.1 Gebriuchliche Eingangsfunktionen, durch lineare Operationen an exp{st) erzeugt.
k,a, i+ und y sind reelle Konstanten.,

arkombinationen k;X(s) + k2X2(s) mit reellen Koeffizienten k; ks bilden und
erhalten wieder Elemente der Menge. Auf dieser Menge seien lineare Operationen
L definiert, also Abbildungen mit der Eigenschaft

L [ky X1(s) + k2 Xa(s)] = koL [Xa(s)] + k2L [Xa(s)] (2.24)

Eine spezielle Klasse von Eingangssignalen wird nun durch Funktionen u(r)
gebildet, die sich durch die Anwendung solcher linearer Operationen auf exp(st),
betrachtet als Funktion won s, erzeugen lassen,

u(r) = L[e"]. (2.25)

Wenn wir uns zunichst auf diese Klasse beschrinken, so stellt dies keine gra-
vierende Einschrinkung dar: Die meisten, bei rechnerischen Untersuchungen li-
nearer Systeme iiblicherweise verwendeten Eingangsfunktionen werden damit
erfasst. Einige einfache Beispiele sehen Sie in Tab.2.1. Uberzeugen Sie sich, dass
es sich dabei tatsichlich um lineare Operationen mit der Eigenschaft (2.24) han-
delt! So haben wir etwa fiir den Operator in der Zeile 4, wenn X (s) und Xa(s)
irgend welche differenzierbaren Funktionen von s sind,

Lk X(s) + k2 Xa(9)] = oz (B Xa(s) + ko Xa(9))]

= ki (KX )] g + R ()]
=k L [Xﬂs:l-] + koL [Xz{s]} .

Analoges gilt fiir andere Eintriige. Die Tabelle lisst sich nahezu beliebig erwei-
tern.
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Die zugehérigen partikuldren Losungen

Das hier vorgestellte Konstruktionsverfahren fiir partikulire Losungen stiitzt
sich auf die folgende Eigenschaft. Lisst sich die Eingangsfunktion u(r) durch
Anwendung einer linearen Operation auf exp(s7), betrachtet als Funktion der
Variablen s, erzeugen, so ergibt sich eine partikulire Losung yp(7) durch An-
wendung der selben linearen Operation auf G(s) exp(sT),

|u(r) = L' — yp(r) = L[G(s) "], | (2.26)

wobei G(s) die Ubertragungsfunktion des Systems bedeutet. Dies ist leicht ein-
zusehen: Wenn (2.26) ein Lésungspaar von G1.(2.23) bilden soll, muss

4" dn—l
FL [G(s) e’ ] + an—1 S ——L[G(s)e’"] + -+ + aoL[G(s) e"]
N

dm

identisch in 7 erfiillt sein. Nun ist aber L eine lineare Operation an Funktionen
von s und vertauscht daher mit den Ableitungen nach 7, die lineare Operationen
an Funktionen von 7 darstellen,

L{G(s)s" &™] + ani L [G()s" €] + -+ + ao L [G(5) "]
=bpL[s™e*| 4+ - -+ boL [e*].

Die Linearitit von L erlaubt iiberdies die Zusammenfassung

L[G(s)P(s)e’™] = L[Q(s) €],

wobei das charakteristische Polynom P(s) aus Gl.(2.8) und das Nullstellenpo-
lynom Q(s) aus G1.(2.9) benutzt wurden. Wegen G(s) = Q(s)/P(s) sind die
beiden Seiten tatsichlich identisch.

Einfache Beispiele

Als erstes Beispiel nehmen wir die Differentialgleichung und die Eingangsfunk-
tion
Yy +5u=u, u(t)=3e".

Die zugehérige Ubertragungsfunktion ist
G(s) =1/(s+5).
Da sich die Eingangsfunktion nach dem Muster von Zeile 2 in Tab.2.1 bilden

lisst, ergibt sich eine partikulire Lésung zu

= [3G(s)e*"],_, = 3G(2) " 3e2"
was sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung leicht nachpriifen lasst:

d 3 27 3 — 2r
I (7 )+5 2™ = 3e?7.
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Im zweiten Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung und die Ein-

gangsfunktion
Yy +3y +2y=1u'+3u, u(r)==rke .
Die Ubertragungsfunktion des Systems,
s+3 s+3
G — = 5
O =i+ GrDE+2)

weist eine Nullstelle bei —3 und je einen Pol bei —1 und —2 auf. Als partikuldre
Losung erhalten wir

Yp(7) = [kG(s) e*"],_, = kG(a)e* =k

S=a

a+ 3 eﬂT
(a+1)(a+2)

vorausgesetzt, a # —1 und a # —2. Auch dies lisst sich leicht nachpriifen. Was
passiert, wenn @ mit einer Nullstelle des Systems zusammenfillt, in unserem Bei-
spiel also a = —3 ist? Aus G(—3) = 0 folgt dann y,(7) = 0, die Gesamtlésung be-
steht allein aus dem homogenen Teil; der Exponentialverlauf am Eingang schliagt
nicht zum Ausgang durch. Interessant ist noch der Fall ¢ = 0, also u(7) = k.
Es stellt sich auch fiir die partikulire Lésung eine Konstante ein, in unserem
Beispiel yp(7) = G(0)k = k3/2, némlich der zum konstanten Eingang gehdrende
konstante Endwert am Ausgang (vorausgestzt, das System ist stabil).

Wir fassen verallgemeinernd zusammen: Kennen wir von einem linea~
ren, zeitinvarianten System die Ubertragungsfunktion G(s) und besitzt die Ein-
gangsgrofe den Zeitverlauf

N
u(T) = Zk,- M7, (2.27)
i=1

ist also eine Linearkombination natiirlicher Exponentialfunktionen, wobei keines
der a; mit einem Pol von G(s) zusammenfillt, dann enthélt die Systemantwort
den partikuldren Teil

N
Yp(r) = D _Glai)kie™™. (2.28)
i=1
Ist irgend eines der a; gleich einer Nullstelle von G(s), so kommt die ent-
sprechende Komponente in der Partikulirlésung yp(7) und damit auch in der
vollsténdigen Systemantwort y(7) nicht vor. Ubrigens: Fiir die Berechnung von
G(a;) muss die Ubertragungsfunktion nicht in die faktorisierte Form gebracht
werden. Sie brauchen die Pole und Nullstellen dafiir also nicht zu berechnen.
Als drittes Beispiel berechnen wir fiir die Differentialgleichung des zweiten
Beispiels, .
" ! ==l —_ —S +
y' +3y +2y=u'+3u, G(s) 13732
die zur Eingangsfunktion
u(T) = cos(27 + 7/4) = Re [ej”/4 e®" |3=j2]
(vgl. Zeile 5 in Tab.2.1) gehorende partikuldre Losung. Wir erhalten

j T 3+j2 . i

—Re [0, 570 6111305 gi(2T+7/ ‘1] — 0,570 cos(2r — 0,519).

Uberpriifen Sie auch dieses Ergebnis direkt!
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Sonderfille

Wie gehen wir vor, wenn bei Eingangsfunktionen des Typs (2.27) eine der Kon-
stanten a; mit einem Pol der Ubertragungsfunktion zusammenfillt? Offensicht-
lich versagt dann die Vorschrift (2.28) zur Berechnung von Yoo

Angenommen, p; ist ein einfacher Pol. Dann liisst sich eine Eingangsfunktion
kexp(p;7) auch als

() =k ePT = k% [(s — ps) ], (2.29)

darstellen. Bei der Anwendung dieser linearen Operation nach dem Schema
(2.26),

() = k- [( = P)G() €], | (2:30)

kiirzt sich der die Probleme verursachende Faktor (s — p;i) im Nenner von G(s)
heraus und damit wird die Auswertung an der Stelle s = p; moglich. Bei mehrfa-
chen, sagen wir, r-fachen Polen brauchen Sie lediglich an Stelle von (s —p;) den
Faktor (s —p;)"/r! zusammen mit der r-ten Ableitung nach s vorzusehen. Diese
Methode konnen Sie generell immer dann anwenden, wenn der lineare Operator
an einem Pol der Ubertragungsfunktion auszuwerten ist.

Dazu ein Beispiel: Es ist eine partikulire Losung fiir

1

174 r 5 =2 —'r’ G —
Vb by =2e &)= T D679

zu finden. Dies entspricht dem eben behandelten Fall mit einem einfachen Pol
p1 = —1. GL(2.30) liefert sofort

mrd[ e ] _apen e
Wl =25 (s+1)(s+5)],._, ds|s+5 e '

8

Ein weiteres Beispiel: Das System

1

yﬂ' +y =1u, G(S) = m—]:

besitzt die Pole p; = j und ps = —j. Zu der Eingangsfunktion
d 2 8T
ulr) = cos(r) = Rele oey] = Re { (s - e, }
gehort daher die partikuldre Lésung

)= Rs { Lls-9)a() e’*1,=j} = Re {% Leer,}

= i [cos(T) + 27 sin(T)] .

Hier liegt der Resonanzfall in einem ungeddmpften, schwingungsfihigen System
vor.
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2.5 Die vollstdndige Losung

Nachdem wir die allgemeine Lasung 3, des homogenen Teils und eine partikulire
Lasung y, fiir unsere Gleichung (2.1) gefunden haben, kann die vollstiindige
Lésung in ihrer allgemeinen Form als

u(T) = m(7) +3(7) = D _cie®T +yp(7) (2.31)

=1

geschrieben werden, einfache Pole vorausgesetzt. Bei mehrfachen Polen ist die
Summe entsprechend zu modifizieren. Es verbleibt nun die Aufgabe, die Werte
der n freien Konstanten ¢y, s, ...,y 2u bestimmen.

Anfangsbedingungen

Einer analogen Situation sind wir bereits in Kapitel 1 begegnet: Um die vollstéin-
dige Antwort eines Systems zu bestimmen, muss der Systemzustand zum An-
fangszeitpunkt 7o bekannt sein. Die gleiche Information steckt im Wert y(7;") der
Ausgangsgrofe zusammen mit den n — 1 Werten y'( ), ¥" (75 )y, ¥™ U (7g)
der Zeitableitungen aufsteigender Ordnung. Wenn wir unsere allgemeine Lésung
zwingen, diese als bekannt vorausgesetzten Werte anzunehmen (Anfangsbedin-
gungen, etwas allgemeiner: Randbedingungen), ergibt sich ein System von n
linearen Gleichungen zur Bestimmung der n Unbekannten e;.

Dass wir hier 7, anstelle von 7y schreiben, hat folgende Bedeutung: Die An-
passung an die Anfangsbedingungen wird bei diesem Lisungsverfahren immer
nach einer eventuell bei 7y auftretenden Unstetigkeit der Eingangsgrofie (z.B.
Sprung oder Stofl) vorgenommen. Dies ist wichtig, weil solche Unstetigheiten
zwischen 7; und 77" hiufig auf die Ausgangsgrife oder ihre Ableitungen durch-
schlagen. Wir werden diesen Punkt spiter nochmals aufgreifen. Hier setzen wir
voraus, dass die Anfangsbedingungen bei ;" bekannt sind.

Beginnen wir mit dem einfachen Beispiel

v +5u=u, ur)=2e"%, wm=01 »0,1+)=4.

Es ist die vollstindige Lésung fiir 7 > m zu bestimmen. Wegen G(s) = 1/(s+5)
folgt fiir die homogene und fiir die partikulire Lisung

m(t) =c1e”®, y(r) =2G(-3)e™> =77,
Die vollstindige Lésung muss fiir 75 = 0,1 den Wert 4 annehmen,
y(0,1) =c; %% 4773 =0,607¢; +0,741 =4 = ¢ =5,373.
Damit ist die eindeutige, vollstindige Lisung
y(r) =5,373e 5 4273, r>7m=0,1
Sie erfitllt sowohl die Differentialgleichung mit der gegebenen Eingangsfunlktion
wie auch die vorgeschriebene Anfangsbedingung. Beachten Sie: Die partikulire

Losung allein erfiillt natiirlich auch die Differentialgleichung mit der gegebenen
Eingangsfunktion, i.A. aber nicht die Anfangsbedingungen.
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In einem System zweiter Ordnung haben wir zwei freie Konstanten zu be-
stimmen, und dazu miissen entweder die Werte der Ausgangsgrofie zu zwei Zeit-
punkten oder, wie wir hier annehmen, der Wert der Ausgangsgréfie und der
Wert ihrer ersten Ableitung zu einem Zeitpunkt bekannt sein. Sie sehen das im
nichsten Beispiel:

Y'+y +y=u'+2u, u(r)=3+57, y(r/4+)=0, Y (r/4+) = 2.
Mit der Ubertragungsfunktion des Systems
. s+2 s+2
s+s+1 (s+1/2-jv3/2)(s+1/2+iV3/2)
finden wir die beiden Lésungskomponenten?!
yn(7) = c1e” /2 cos(Tv/3/2) + cpe /2 sin(rv/3/2),
Yp(7) = 3G(0) + 5[(1 — 2) + 27] = 1 + 107,

G(s)

und haben daher die allgemeine Lésung und ihre Zeitableitung,
y(7) = c1e™ % cos(7v/3/2) + ca e/ 2 sin(7v/3/2) + 1 + 107, (2.32)
1
y'(r) = = [cl e~ /2 cos(TV/3/2) + cp e /2 sin(‘r\/§/2)]

+ ? [cz e~ /% cos(1v/3/2) — ¢y e~ /2 sin(ﬂ/.'i-/?)} +10
an die Anfangsbedingungen anzupassen:

y(w/4) = 0,525¢; + 0,425¢; + 8,854 = 0,
y/(m/4) = —0,630¢c; + 0, 242¢; +10 = 2.

Dies sind zwei lineare algebraische Gleichungen fiir ¢; und ¢ mit der Losung
c1 =3,171; o = —24,769.

Die vollsténdige Losung folgt durch Einsetzen dieser Konstanten in GL.(2.32).
Ein drittes Beispiel soll die Systematik unterstreichen:

Y +2" -y —2=2u'+8u, u(r)=3e"*"
mit den Anfangsbedingungen
y(0+) =1; ¥ (0+)=-2; ¢"(0+)=3
und der Ubertragungsfunktion des Systems

_ 2(s+4) _ 2(s+4)
G(s)—33+232—s—2 T (s+1D)(s-1)(s+2)

Wegen des Pols p; = 1 in der rechten Halbebene ist das System instabil. Die
allgemeine Lésung besitzt die Form

y(r) =cre”" +cre” +cae 2 4 3G(—4) e, (2.33)

!Sie kénnen die partikulire Lisung natiirlich auch etwas direkter iiber einen Ansatz Yp(T) =
a + br finden,
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wobei aber der letzte Term wegen G(—4) = 0 identisch verschwindet. Anpassen
an die Anfangshedingungen fiihrt auf das lineare algebraische Gleichungssystem

wl)=ci+eata=1, o 1 c1 1
vY(0)=—e1+ez—2e3=-2, | -1 1 =2 aa |=1]-21], (234)
y'(0) =¢; + ez +deg =3, T S €3 3

das wir fiir die Bestimmung der drei Konstanten l8sen miissen.

Das Lisen linearer algebraischer Gleichungssysteme

Bei dieser Gelegenheit méchte ich einige Ergebnisse iiber das Lésen linearer
algebraischer Gleichungssysteme zusammenfassen. Wie in GL(2.34) werden wir
hiufig vor der Aufgabe stehen, aus einem linearen Gleichungssystem der Form

Mz=d (2.35)

mit der nxn - Keeffizientenmatriz M und der nx 1 - Datenmatriz d der ,rechten
Seite* die Elemente der n % 1 - Lisungsmatriz z zu ermitteln. Es gibt viele
Verfahren zur Losung dieses Problems. Ich werde hier eine klassische Methode
verwenden, die sich fiir Handrechnungen eignet, die aber in ihren Varianten auch
die Grundlage einer Reihe von Algorithmen fiir die Behandlung grofler Systeme
bildet.

Die Lésungsstrategie ist einfach: Wir hiingen zuerst die Datenmatrix an die
Koeffizientenmatrix, bilden also die n x (n + 1) - Matrix [M,d]. An dieser er-
weiterten Matrix werden dann systematisch elementare Zeilenoperationen durch-
gefiihrt mit dem Ziel, daraus die Form [E, d'] mit der Einsmatrix E (Diagonalma-
trix mit lauter Einsern in der Hauptdiagonale) herzustellen. Die Lédsungsmatrix
ist dann £ = d'. Elementare Zeilenoperationen sind:

o Die Vertauschung von irgend zwei Zeilen.
» Die Multiplikation irgend einer Zeile mit einer Konstanten ungleich Null.

e Die Addition des Vielfachen (ungleich Null) irgend einer Zeile zu irgend
giner anderen Zeile.

Zur Illustration bearbeiten wir das System (2.34). Wir bilden die erweiterte
Matrix und — in einem ersten Schritt - addieren die erste Zeile zur zweiten und
subtrahieren die erste Zeile von der dritten. In einem zweiten Schritt wird die
zweite Zeile durch 2 und die dritte Zeile durch 3 dividiert:

Fa. 3. 3 11 1 1 11 1 1]
-1 1 -2 -2 |~|0 2 =1 =1|~]|0 1 —1/2 —-1/2
I 1 4 3 00 3 2 00 1 2/3

(~ bedeutet ,dquivalent®). Sie ersehen daraus eine i.A. vorteilhafte Strategie:
Durch elementare Zeilenoperationen den M - Teil der erweiterten Matrix in eine
obere Dreieckform bringen (alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen gleich
Null) und in der Hauptdiagonalen Einsern herstellen. Nach dem klassischen Eli-
minationsverfahren von Gaufl kiinnte man das System jetzt durch Rilckeinsetzen
von unten her aufrollen. Fiir andere, spiiter folgende Anwendungen ist es aber
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giinstiger, die elementaren Zeilenoperationen fortzusetzen, bis anstelle des M -
Teils tatsichlich die Einsmatrix steht: Addieren von 1/2 - mal die dritte Zeile
zur zweiten Zeile und Subtrahieren der dritten Zeile von der ersten; Subtrahieren
der zweiten Zeile von der ersten

110 1/3 100 1/2 e 1/2
~l0 10 <1/6|~|010 —1/6|, e | =| -1/6 |.
001 2/3 lu 01 2/3 ca] [ 2/3

Dies sind die gesuchten Konstanten, und wir kénnen damit die Lésung (2.33)
vervollstindigen,

y(t) = %e‘f - %e" 4 ge'zr.
In welcher Reihenfolge Sie die einzelnen Schritte ausfithren, ist belanglos -
iiberhaupt ist die ganze Prozedur nicht eindeutig vorgegeben. Aber: Das Er-
gebnis ist eindeutig und hiingt nicht von der Art und der Reihenfolge der aus-
gefithrten elementaren Zeilenoperationen ab.

Sehen wir uns noch an, warum dieses Verfahren iiberhaupt funktioniert:
Grundsétzlich ist das Ausfithren elementarer Zeilenoperationen oder einer Kom-
bination solcher Operationen an der erweiterten Matrix [M, d| gleichbedeutend
mit der Multiplikation von links der beiden Seiten der Gleichung (2.35) durch
eine reguliire Matrix N,

NMz=Nd. (2.36)

Wegen der Regularitit von N haben die GIn.(2.35) und (2.36) die selbe Lisung.
Wird N im Speziellen so komponiert, dass N M = E (E ist die Einsmatrix),
dann ist mit N Mz = Ex = N d natiirlich £ = N d die Lésung. Es bleibt noch
zu veranschaulichen, dass jede der angefiihrten elementaren Zeilenoperationen
tatsiichlich der Multiplikation von links mit einer reguliren Matrix N entspricht.
Wir betrachten dazu das lineare algebraische System

010 I i
[zun] .r-,]=[-2] (2.37)
301 I3 6

Bilden der erweiterten Matrix und Multiplikation von links wie angegeben,

010 010 4 2 00 =2
1 00 200 -2|=|010 4],
001 3 01 6 01 &

vertauscht die beiden ersten Zeilen. Weiters,

1/2 0 072 0 0 —2 1
0o1o0|]o10 4|=]o0
oo 1]|3 01 8 3

multipliziert die erste Zeile mit 1/2. SchlieBlich,

1 00 -1
0 B 4| =
3 1 6

(=
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subtrahiert das Dreifache der ersten Zeile von der dritten. Das Ergebnis ist
natiirlich direkt aus GL.(2.37) abzulesen. Aus diesem Beispiel wird deutlich: Die
Kombination der angefiihrten elementaren Zeilenoperationen ist als Matrix das
Produkt der einzelnen Matrizen,

100712 00][0 10 0 1/2 0
N=| 010 o1 0fl]l100]=]1 0 0. (238)
-3 0 1 00 1|/|0oo01 0 -3/2 1

Dass damit NM = E gilt und N d wieder die Lésung darstellt, kénnen Sie
selbst leicht iiberpriifen. Bei der Anwendung des Verfahrens brauchen Sie die
Einzelmatrizen und auch deren Kombination N nicht zu berechnen, weil die
Zeilenoperationen direkt ausgefiihrt werden.

Die selbe Prozedur ist iibrigens auch fiir die Berechnung der Inversen einer
Matrix M brauchbar. M wird dazu mit der Einsmatrix E zur n X 2n - Ma-
trix [M, E| erweitert und diese durch elementare Zeilenoperationen in die Form
[E, N] gebracht. Dann gilt M ~1 = N. Ausgehend von der Koeffizientenmatrix
aus G1.(2.37) erhalten wir z.B.

010100 (2 0 0 0 1 0 1 000 1/2 0
2000160|~|/0101060[~[0101 0080
301001 (301001 3010 01
1 0 0 0 1/2 0 0 1/2 0
~|0 1 0 1 00|, M'=]|1 0 0|,
(0 01 0 =321 0 -3/2 1

was mit dem Ergebnis (2.38) iibereinstimmt.

Dieses einfache Beispiel fiihrt uns zu einem wichtigen Thema. Es zeigt,
warum es rechentechnisch in der Regel viel einfacher ist, die Losung von M .z = d
iiber elementare Zeilenoperationen an [M,d| zu berechnen, als erst die Inversi-
on M~! auszufithren und dann z = M ~1d zu bilden: Die Inversion erfordert
Zeilenoperationen an einer n x 2n - Matrix [M, E| statt an einer n X (n+1)
- Matrix [M,d] . Trotzdem gehort dieses Inversionsverfahren (oder Abwandlun-
gen davon) zu den leistungsfihigsten. Rechentechnisch besonders unginstig fiir
Matrizen groBer 3 x 3 ist die Cramer-Regel: Zur Inversion einer 10 X 10 - Ma-
trix nach der Cramer-Regel miissen etwa 36 Millionen Multiplikationen und eine
shnlich grofie Anzahl von Additionen ausgefiihrt werden! Die selbe Aufgabe mit
elementaren Zeilenoperationen gelost benétigt etwa 1925 Multiplikationen und
1770 Additionen. Um Mz = d mit einer 10 x 10 - Matrix M nach dem hier
beschriebenen Verfahren nach z aufzulésen, sind ungefihr 600 Multiplikationen
und etwa die gleiche Anzahl von Additionen erforderlich.

Der Unterschied zwischen 73" und 75

Wir haben bisher sorgfiltig darauf geachtet, die Anfangsbedingungen fiir Zeit-
punkte nach einer eventuellen Unstetigkeit der Eingangsfunktion zu spezifizieren
und dies durch die Schreibweise ;" ausgedriickt. Solch eine Unstetigkeit kann
beispielsweise durch einen Heaviside-Sprung zur Zeit 7o am Eingang,

0 T2 T0

u(t) =e(r — 1) = { fiir (2.39)

1 T™>70,



52 2 LTI-Systeme im Zeitbereich

oder Ahnliches zustande kommen. Die Ausgangsfunktion und ihre Ableitungen
(im verallgemeinerten Sinn) zeigen dann i.A. bei 7y ebenfalls unstetiges Verhal-
ten.

Angenommen, eine Funktion z besitzt an der Stelle 7y eine Sprungun-
stetigkeit endlicher Grée, die wir unter Verwendung des Sprungsymbols [-]
durch

[z] = 2(f") — z(rg) = Imlz(ro +n) —2(r —n)l, 7>0 (2.40)

quantifizieren. Ist z stetig differenzierbar, ausgenommen natiirlich in 7y, dann
lasst sich die Ableitung von z im verallgemeinerten Sinn der Distributionen als

z’' = {z'} + [z]¢’ (2.41)

erklaren, wobei {z'} die Ableitung von z im gewdhnlichen Sinn fiir 7 # 7
bedeutet und &’ die Ableitung des Heaviside-Sprungs e(r — m) in 79 angibt,
die wir im Zusammenhang mit GI.(1.19) bereits als Dirac-Sto8 &(7 — ) in 7o
identifiziert haben (Fiir den Heaviside-Sprung z = ¢ selbst ist {¢'} = 0 und
[e] = 1). Auch hohere Ableitungen von z lassen sich auf diese Weise erkliren,

k) — {sz)} + [e]e® + [zW]e®=D 4 ... 4 [e*-D]W), (2.42)

vorausgesetzt, die Spriinge existieren.

Im Gegensatz zu unserer bisherigen Annahme sind in der Regel die An-
fangsbedingungen vor einem eventuellen Sprung oder Stof der Eingangsgrofie
bekannt. Fiir unser Losungsverfahren brauchen wir aber die Anfangsbedingun-
gen nach der Unstetigkeit, wir miissen also die Spriinge der Ausgangsgréfe und
ihrer Ableitungen berechnen. Wie man dabei vorgehen kann, soll die Behandlung
des Systems

y" + a1y’ + agy = by’ + bou (2.43)

mit zwei Polen (System zweiter Ordnung) und einer Nullstelle der Ubertragungs-
funktion zeigen. u besitze bei 7y eine Sprungunstetigkeit, die wir dann i.A. auch
fiir y oder dessen Ableitungen erwarten miissen. Bekannt seien die Anfangswerte
y(mo ) und y'(7y ), bestimmt werden sollen y(75") und /(7). Einsetzen der
Darstellungen (2.42) in GI1.(2.43) liefert

{¥" + a1y’ + agy — by’ — bou} + [yle” + ('] + a1ly] — b1 [u])e’ = 0.

Die Erfiillung dieser Gleichung im verallgemeinerten Sinn der Distributionen er-
fordert, dass die zusammengefassten Terme unterschiedlicher Ordnung der Un-
stetigkeiten (unterschiedlicher Ableitungen von ) jeweils fiir sich verschwinden
miissen, neben der Gleichung (2.43) fiir 7 # 79 also auch die Beziehungen

B1=0, [¥]+ailvl—bslu] =0
bestehen miissen. Daraus folgen die gesuchten Anfangsbedingungen in 7" zu
v(rg) =v(r5),  ¥(15) =y (15) + balu(rg’) — u(rg)].

Sie sehen: y ist diesem Fall zwar stetig, aber die erste Ableitung ' springt fiir
b1 # 0 zusammen mit w.
Als konkrete Beispiele untersuchen wir die drei Systeme zweiter Ordnung
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(i) " + 7y + 10y = u,
(ii) ¥+ Ty + 10y = v’ + 3u,
(iii) y"” + 7y’ +10y = v" + 2u' — 3u
mit jeweils gleichem Eingang

0 T <0,
u(7) = 2cos(41)e(T) = { fiir (2.44)
2 cos(4r) >0

und jeweils gleichen, linksseitigen Anfangsbedingungen
y(0-)=0, y'(0-)=0. (2.45)

Die Systeme befinden sich also anfinglich im Nullzustand, und es wird ab 7 =0
an ihre Eingdnge sprungartig das Signal 2 cos(47) gelegt.
In allen drei Fillen ist das charakteristische Polynom

P(s) =8> +Ts+10= (s +2)(s+5)
und damit die allgemeine Form der homogenen Ldsung
5T

Un(T) =cre”? +coe”

Wegen der unterschiedlichen rechten Seiten haben wir aber unterschiedliche
Ubertragungsfunktionen und damit unterschiedliche partikuldre Losungen

yp(1) = Re [G(4))26*7]
niamlich
(i) yp(r) = Re{mm 2 [cos(47) + sin(az-r)]} = —53- cos(4r)+ 2 sin(4r),

(ii) yp(r) = Re{ @ ?2'%_,_10 2 [cos(47) +] sin(df)]} = oL cos(47)+ 2% sin(47),

e i)2 j— . - -
(iii) yp(r) = Rﬁ{zﬁ%‘gfggj—% 2 [cos(47) +] sm(4r)]} = 189 cos(47)— 22 sin(47).

Die vollstindigen Losungen sind als Summen der homogenen und der parti-
kulsiren Teile zu bilden, und dann sind die Konstanten ¢; und ¢z zu bestimmen.
Dazu miissen wir y(0+) und »’(0+) aus y(0-) = 0 und 3'(0-) = 0 (GL.(2.45)
finden, wobei [u] = 2 und [u/] = 0 gilt (GL(2.44)). Die angegebene Prozedur
liefert fiir die drei Fille

(i) vl =0, [¥']+ 70yl =0, d.h. y(0+) =0, y'(0+) =0. Die Funktion y
und ihre Ableitung sind demnach stetig.

(i) [vy] =0, ]+ 7yl = [u], dh. y(0+) =0, ¥'(0+) = 2. Die Funktion
y ist auch hier stetig, aber ihre Ableitung weist zusammen mit u einen
Sprung auf.

(iii) [v] = [ul, 1+ 7] = []+2[u], db. y(0+) =2, y'(0+) = -10.
Sowohl y wie auch ihre Ableitung springen jetzt zusammen mit .
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Mit den Anfangswerten fiir 0+ konnen nun die Lésungen vervollstandigt werden,
die in allen drei Fillen die Form

y(r)=c¢ e fepe T 4 a cos(47) + bsin(47)

mit unterschiedlichen Konstanten ¢y, ¢z, a, b besitzen. Wir erhalten je zwei Glei-
chungen

y(0+) = c1 + ¢3 +a,
Y (0+) = —2¢; — 5co + 4b,

im Speziellen

Q) 1 1)[ea] [ 3/205

-2 =5 || e | | —56/205 |°
(i) 1 1][e ]| _ [ —47/205

-2 =5 || e | | 194/205 |’
(i) 1 1][ea ] _[ 241/205

-2 =5 || e | | —1082/205 |°

und mit deren Lésungen schlieBlich
(i) y(r) =—0,0667e 2" 4+ 0,0813e~5" — 0,0146 cos(47) + 0,0683 sin(47),
(ii) y(r) = —0,0667e~2" —0,1626 e~ + 0, 2293 cos(47) + 0, 2634 sin(47),
(iii) y(7) = 0,2000e~" 40,9756 e~5" + 0, 8244 cos(47) — 1, 1805 sin(4),

giiltig fiir 7 > 0. Uberpriifen Sie die Einhaltung der Anfangsbedingungen!

Verallgemeinernd halten wir fest: Angenommen, ein lineares, zeitinvari-
antes System ohne Totzeiten besitzt m Nullstellen und n Pole, und das Eingangs-
signal enthalte einen Stof k-ter Ordnung®. Dann gilt fiir das Ausgangssignal y
und seine Ableitungen

y enthalt einen StoB (m — n + k)-ter Ordnung,

Y’ enthélt einen StoB (m — n + k + 1)-ter Ordnung,

y" enthilt einen Sto8 (m — n + k + 2)-ter Ordnung,

usw.
Ein System mit m = n, also mit der gleichen Anzahl von Polen und Nullstellen,
liefert zu einem StoB k-ter Ordnung im Eingangssignal wieder einen Sto8 k-ter
Ordnung im Ausgangssignal. Systeme dieser Art werden deshalb auch Systeme
mit direktem Durchgriff genannt.

2.6 Sprungantwort und Stolantwort

In Kapitel 1 haben wir die Sprungantwort oder Ubergangsfunktion h als ein
Objekt zur anschaulichen Charakterisierung des Verhaltens linearer, zeitinvari-
anter Systeme kennengelernt. Wir werden dafiir jetzt die Beziehung zu den Dif-
ferentialgleichungsmodellen herstellen, und zwar fiir Systeme erster und zweiter
Ordnung.

Zentsprechend der k-ten verallgemeinerten Ableitung des Heaviside-Sprungs (s.G1.(1.20)

und den nachfolgenden Text). Ein Sto8 0-ter Ordnung ist der Heaviside-Sprung selbst. Ein
Stofi —1-ter Ordnung ist das Integral des Heaviside-Sprungs, also die Rampenfunktion, usw.




2.6 Sprungantwort und StoBantwort 55

(a) I B L
y=IiR/Ug, u=ug/Us, 7=1t/Ts,
Ug
Y
o ag="Ty ;‘?/L
(b) R Iy=0
lu l " y=uy/Us, u=ug/Usg, 7=1t/Ts,
E A
T ™
o0— : o Boz?gf(RC)
|
) R ”C
(C °_|_= 1 I 0 y:_uaRI/(REUB} ¥ U:UE/UB
R

g Uy
T = !’./TB A ag=T3/{f?gC')
o 0

Abb. 2.2 Einfache elektrische Realisierungsbeispiele fiir ein System mit der Differential-
gleichung (2.46),. Ty ist eine Bezugsdauer, Up eine Bezugsspannung. (a) EingangsgroBe ist
die Eingangsspannung ug, Ausgangsgréfe der aufgenommene Strom i. (b) EingangsgroBe und
Ausgangsgrofie sind die Eingangsspannung bzw. die Spannung am leerlaufenden Ausgang.
(c) Riickwirkungsfreie Realisierung mit idealem Operationsverstirker: Der Ausgang kann frei
beschaltet werden. Zur Ermittlung der Sprungantwort wird an den Eingang die Spannung
ug = Uge(T) gelegt.

System erster Ordnung ohne Nullstelle

Wir betrachten zuerst ein System erster Ordnung (die Ubertragungsfunktion be-
sitzt genau einen Pol) ohne Nullstelle, dargestellt durch die Differentialgleichung
und die zugehorige Ubertragungsfunktion

g

' = = , 2.4
¥iheo=dgny Gla)=_nn _ (2.46)

Die Koeffizientengleichheit by = ag lisst sich durch passende Wahl der Bezugs-
werte immer erreichen. Einfache Realisierungen solch eines Systems durch elek-
trische Schaltungen mit idealen Stromkreiselementen sehen Sie in Abb.2.2. Fiir
einen Heaviside-Sprung am Eingang, u(r) = (1), erhalten wir die partikuldre
Lésung yp(7) = G(0) = 1, und damit wegen des einzigen Pols p; = —ap die
allgemeine Losung y(7) = ¢; exp(—ag7) + 1. Da die Ubertragungsfunktion keine
Nullstelle besitzt, gilt [y] = 0, d.h. y(0+) = y(0-) = 0, und die Sprungantwort
y(T) = h(r) ist schlieflich

h(t) = [1 —e™%7] (7). (2.47)

Zugehorige Verldufe sehen Sie in Abb.2.3. Beachten Sie: Je weiter der Pol in der
linken Halbebene liegt (je gréfier ap > 0 ist), desto rascher reagiert das System,
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A 1.0 ]
-
/ —
08 ’ / /(,(\:
h / )ﬂ
0.6 /
ap=1,0] \
_ =05 Abb. 2.3 Sprungantworten
/N ag=5,0 4o at - .
04 (Ubergangsfunktionen) G1.(2.47) fiir
/ / Systeme, beschrieben durch GL(2.46),
J mit unterschiedlichen Werten ag.
0,2
0,0 |
0 1 2 3 4 S 6

desto schneller wird der stationire Endzustand erreicht. Liegt der Pol dagegen in
der rechten Halbebene (ap < 0), wird kein Endzustand angestrebt: Das System
ist instabil. Die in Abb.2.2 angegebenen Systeme sind alle stabil.

System erster Ordnung mit Nullstelle

Besitzt die Ubertragungsfunktion des System erster Ordnung eine Nullstelle,
so éndert sich zwar der Charakter der allgemeinen Lésung fiir Sprungeingénge
nicht, die Anfangsbedingungen sind aber andere. Nehmen wir z.B.

'+y=—u/q+u, G(s =__3—_q'1_, 2.48

V' +y=—v/a (o) =~ s (2.48)

realisierbar etwa durch die Schaltungen in Abb.2.4. Die partikulire Lésung fiir

einen Heaviside-Sprung am Eingang, u(7) = (7), ergibt sich wie fiir das System

ohne Nullstelle zu y,(7) = G(0) = 1. Wegen der Nullstelle bei g; sind jedoch die
Anfangswerte fiir unstetige Eingéinge ebenfalls unstetig, namlich

Wl = ~[ul/a1 = -1/q1, dh. y(0+)=—1/q:.
Wir erhalten damit die Lésung y(7) = h(r) fiir die Sprungantwort
h(r)=[1—(1+1/q1)e"] &(r), (2.49)

dargestellt in Abb.2.5 mit unterschiedlichen Lagen der Nullstelle des Systems.
In allen Fillen ist das System stabil, gleichgiiltig, ob die Nullstelle in der linken
oder in der rechten Halbebene liegt: Die Stabilitéit wird allein durch die Lage des
Pols bestimmt. Trotzdem hat, wie Sie sehen, die Nullstelle einen starken Einfluss
auf die Art der Systemantwort — besonders ausgepriigt, wenn sie relativ nahe der
imagindren Achse zu liegen kommt.

Interessant ist Folgendes: Immer, wenn die Nullstelle in der rechten Halbebe-
ne liegt (¢1 > 0), zeigt das System eine Anfangsreaktion mit dem umgekehrten
Vorzeichen des stationdren Endwerts. Dieses Verhalten ist typisch fiir Nicht-
Minimalwinkelsysteme — wir kommen in Kapitel 4 darauf zuriick3.

3Vom regelungstechnischen Standpunkt aus gesehen sind Nicht-Minimalwinkelsysteme
schwerer zu beherrschen als Minimalwinkelsysteme. Stellen Sie sich z.B. vor, Sie miissten ein
Auto lenken, das, wenn Sie das Lenkrad nach rechts drehen, immer zuerst nach links fahrt und
sich erst allmahhch nach rechts wendet.
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o—s [1€
! v=1iR /Uy, u=ug/Uy
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R

Abb. 2.4 Beispiele fiir ein Svstem mit der Differentialgleichung (2.48),. Up ist cine Bezugs-
spannung. Zur Ermittlung der Sprungantwort wird an den Eingang die Spannung ug = Uge(r)
pelegt.

A & 5---"1’I=_'E'-5 1

g Abb. 25 Sprungantworten
{Ubergangsfunktionen) GL{2.49) fir
Systeme, beschrisben durch G1.(2.48),
mit unterschiedlichen Werten q,.
-2
]

In dem eben behandelten Beispiel gilt m = n, also der Grad m des Zih-
lerpolynoms der Ubertragungsfunktion des Systems ist gleich dem Grad n des
Nennerpolynoms. Deshalb erscheint eine Sprungunstetighkeit (StoB O-ter Ord-
nung) am Eingang auch am Ausgang als Sprungunstetigkeit. Eine sprungartige
Eingangsiinderung macht sich sofort am ﬁmsgang bemerkbar, ohne irgendwel-
che Verzégerungen: Es handelt sich um ein System mit direktem Durch-
griff. Ubertragungsfunktionen mit m > n werden manchmal unechte Uber-
tragungsfunktionen genannt, solche mit m < n echte Ubertragungsfunk-

tionen®,

41n diesen Fillen ist die Ubertragungsfunktion eine unecht gebrochene bew. eine echt ge-
brochene rationale Funktion.
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System zweiter Ordnung ohne Nullstelle

Wir untersuchen nun, wie Systeme zweiter Ordnung, zunichst ohne Nullstellen,

Qg

_-— 2.50
s2 +a15+ag (2:50)

Y + a1y +aoy = agu, G(s) =
auf einen Heaviside-Sprung u(7) = &(7) reagieren. Die angenommene Koeffizi-
entengleichheit by = ag ldsst sich auch hier durch die passende Wahl der Be-
zugswerte immer herstellen. Unsere partikulire Lésung ist daher wieder yp(7) =
G(0) =1.

Im Fall ag > 0 erweist es sich hiufig als giinstig, die Koeffizienten ay und
ay eines Systems zweiter Ordnung durch die bezogene Kennkreisfrequenz vy >
0 (bezogene Eigenkreisfrequenz des zugeordneten ungedimpften Systems) und
durch den Dampfungsgrad ¥ (d = 29 ist der ,Verlustfaktor®, @ = 1/d der
,Giitefaktor“) iiber ap = v baw. a; = 29 auszudriicken,

v3

"+ 20y + gy = vdu, G(s)= —2—— .
Yy Ty =t (s) 2 + 20ups + 2

(2.51)

In Abb.2.6 sehen Sie Schaltungen fiir Systeme dieser Art. Die Pole der Uber-
tragungsfunktion liegen bei

P2 = —vp £jV1 -9 . (2.52)

Fiir Werte 0 < ¥ < 1 des Didmpfungsgrads sind diese Wurzeln konjugiert kom-
plex, und gleichzeitig ist das System stabil. Wir erhalten dann wegen y(0+) = 0,
y'(0+) =0 (keine Nullstelle) die Sprungantwort

h(r) = { 1—e %07 [cos(m Wo7) + o sin(y/T— O uaf)] }s{r)

Ji—; >
oder
h(T) = [1 - e—%i cos(v1—92vor + 90)] &(7) (2.53)

mit cos(p) = V1 —92 und sin(p) = —9. Abb.2.7 zeigt einige Verliufe mit
unterschiedlichen Dampfungsgraden. Wie sieht der Verlauf fiir ¥ = 0 aus? Ist
das System dann stabil?

System zweiter Ordnung mit Nullstelle

Ahnlich wie fiir Systeme erster Ordnung werden wir auch hier an einem einfachen
Spezialfall (Realisierungsbeispiele in Abb.2.8),

"y +y=—u Bl R 2.54
V' +y+y=—v/a+u, G(s) a@ s D) (2.54)
untersuchen, welchen Einfluss eine Nullstelle der Ubertragungsfunktion auf das
Systemverhalten hat.
Eine Partikulérlosung ergibt sich mit u(7) = &(r) wie fiir Systeme ohne
Nullstelle zu yp(7) = G(0) = 1. Die Anfangsableitung ist jedoch unstetig,

=0, [¥']=—[ul/a1, dh. y(0+)=0, y'(0+)=-1/g:.
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Abb. 2.6 Schaltungsbeispiele fiir Systeme zweiter Ordnung ohne Nullstelle, beschrieben durch
die Differentialgleichung (2.51)1. In jedem Fall ist oszillatorisches Ubergangsverhalten einstell-
bar 0 < ¥ < 1. Ty ist eine Bezugsdauer, Uy eine Bezugsspannung. (a) Realisierung durch RLC-
Schaltung mit leerlaufendem Ausgang. (b) Spulenfreie Realisierung mit einem idealen Trenn-
verstirker (Verstirkung = 1, Eingangswiderstand = oo, Ausgangswiderstand = 0). Ausgang
kann frei beschaltet werden. (¢) Spulenfreie Realisierung mit idealen Operationsverstirkern.
Ausgang kann frei beschaltet werden. Zur Ermittlung der Sprungantwort wird an den Eingang
die Spannung ug = Upe(7) gelegt.
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Abb. 2.7 Sprungantworten (Ubergangsfunktionen) G1.(2.53) fiir Systeme zweiter Ordnung
ohne Nullstelle, beschrieben durch G1.(2.51) mit vy = 1.
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il L 14=0
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o -t
£
=
Oy
o
e
3
o=-o

Ry

Abb. 2.8 Schaltungsbeispiele fiir Systeme zweiter Ordnung mit einer Nullstelle, beschrieben
durch die Differentialgleichung (2.54);. Uy ist eine Bezugsspannung. (a) Realisierung durch
RLC-Schaltung mit leerlaufendem Ausgang. (b) Spulenfreie Realisierung mit idealen Ope-
rationsverstirkern (Erweiterung der Schaltung aus Abb.2.6c mit spezieller Parameterwahl).
Ausgang kann frei beschaltet werden. Zur Ermittlung der Sprungantwort wird an den Eingang
die Spannung ug = Ugse(7) gelegt.
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-0,

//

Abb. 2.9 Sprungantworten (Ubergangsfunktionen) GL(2.55) fiir Systeme zweiter Ordnung
mit einer Nullstelle g1, beschrieben durch G1.(2.54).

Daraus folgt mit den Polen py 2 = (—1+jv/3)/2 die Sprungantwort

K0r) = {1 —el? [cos{ﬁrﬂ} + %{1 + %}sm{ﬁrﬁ}] }E{-r}, (2.55)
dargestellt fiir unterschiedliche Werte von ¢; in Abb.2.9. Da beide Pole in der
linken Halbebene liegen, ist das System stabil, unabhiingig von der Lage der
Nullstelle.

Der Einfluss der Nullstelle zeigt sich, wie bei dem entsprechenden System
erster Ordnung, umso stirker ausgepriigt, je niher ¢; zur imaginiren Achse
riickt. Liegt die Nullstelle in der rechten Halbebene, so stellen wir auch hier das
typische Verhalten eines Nicht-Minimalwinkelsystems fest: Die Anfangsreaktion
erfolgt mit dem umgekehrten Vorzeichen des Endwerts.

Stoflantworten

Die Stoflantwort (Gewichtsfunktion) g(7) ist die Zeitableitung der Sprungant-
wort (Ubergangsfunktion) h(r). Dies haben wir bereits in Kapitel 1 in GL(1.69)
formuliert. Eine Methode zur Berechnung der StoBantwort aus einem Differenti-
algleichungsmodell besteht also darin, zuerst die Sprungantwort zu bestimmen
und dann deren Ableitung zu bilden.

Als Beispiel nehmen wir die Schaltung aus Abb.1.1, fiir die wir die beschrei-
bende Differentialgleichung (2.4) mit den Koeffizienten (2.5) zu

y" +0,4y" + 1,03y’ + 0,2y = 0, 1u (2.56)

bestimmt haben. Aus der zugehérigen Ubertragungsfunktion GI.(2.13) Lisst sich
fiir den Eingang u(r) = £(7) sofort die partikulire Lésung y,(7) = G(0) = 0,5
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und iiber die Wurzelstruktur (s. Abb.2.1(a) und GL(2.21)) die allgemeine Lésung
angeben,

Y(1) = {c1 742027 ¢~ 0,097, cos(0, 9907) +ag sin(0, 9907)] +0, 5}e(7), (2.57)

giiltig fiir alle 7. Dass die AusgangsgroBe fiir + < 0 identisch verschwindet, dafiir
sorgt die Multiplikation mit dem Heaviside-Sprung. Die Ubertragungsfunktion
besitzt keine Nullstelle, daher ist y zusammen mit seiner ersten und zweiten
Ableitung bei endlichen Eingangsspriingen stetig und wir erhalten das lineare
Gleichungssystem

1 1 0 e -0,5
—0,202 —0,099 0,990 as | = 0
0,041 —0,970 —0,196 as 0
zur Bestimmung der Konstanten. Die Auflésung fiihrt schlieSlich innerhalb der
zu Grunde liegenden numerischen Fehlergrenzen® auf

h(r) = [0,500 (1 — e%2927) — 0,102 =% sin(0, 9907)] &(r), (2.58)

graphisch dargestellt in Abb.1.17. Die Ableitung nach 7 liefert die StoBantwort
g(7) = {0,101 e~ %2027

+ %9997 [0, 101 cos(0, 9907) + 0, 010in(0, 9907)] }=(7), (2.59)

entsprechend Gl.(1.64) und Abb.1.16.

Natiirlich lasst sich die Sprungantwort auch direkt durch Anpassung der all-
gemeinen Losung der Gleichung mit u(r) = §(7) = &(7) gewinnen. Fiir Systeme
mit einer echten Ubertragungsfunktion (m < n) kénnen wir dabei das auf der
Beziehung (2.42) fiir die verallgemeinerte Ableitung basierende Schema anwen-
den. In unserem Beispiel Gl.(2.56) erhalten wir y(04+) = 0, ¥'(0+) = 0 und
¥"(0+) = 0,1 zur Bestimmung der drei Konstanten der allgemeinen Lisung, die
sich wegen yp(7) = 0 auf den homogenen Teil reduziert.

Bei der Differentiation der Sprungantwort (2.58) zur Berechnung der StoB-
antwort, (2.59) ist auch der Heaviside-Sprung &(7) abzuleiten. Dies liefert wegen
€'(r) = 6(r) L.A. einen Term {h(7)} (), der in unserem Fall wegen {A(0)} = 0
verschwindet. Die StoSantwort selbst enthilt also keinen Sto8. Dies ist immer
dann der Fall, wenn die’ Ubertragungsfunktion eine echt gebrochene rationale
Funktion ist (m < n).

Angenommen, wir haben ein System erster Ordnung mit unechter Uber-
tragungsfunktion vorliegen, beispielsweise

35412

'+ 2y = 3u + 12
Y +2y=3u"+12u, G(s) PR

(2.60)

Die zugehérige Sprungantwort hat die Form
h(r) = [cre7?" + G(0)] &(7)

mit G(0) = 6, und ¢; ist aus der rechtsseitigen Anfangsbedingungung h(0+) =
€1+ 6 zu bestimmen. Aus G1.(2.60); lasst sich fiir endliche Eingangsspriinge die
Bedingung [y] = 3[u] = 3 ablesen, also y(0+) = h(0+) = 3 und damit ¢; = —3:

h(r) =3 (2—e7%") &(7). (2.61)

5Die Koeffizienten in der entsprechenden GL.(1.70) sind etwas genauer berechnet.
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Fiir 7 # 0 erhalten wir die Zeitableitung
g(r) = K (1) = 6 ¢(7);

dies ist aber nicht die StoBantwort! Wir miissen auch den Sprung beriicksichtigen,
also die verallgemeinerte Ableitung gemif Gl.(2.41) bei 7 = 0 mit einbeziehen:

g(r) = W(7) = {'(7)} + [hle'(r) = 6e*7e(r) + 35(7). (2.62)

Wegen des direkten Durchgriffs schligt der Eingangsstoff u(7) = §(7), mit einem
Gewichtsfaktor versehen, auf den Ausgang durch. Fiir Systeme mit m > n wird
der Eingangsstofl sogar noch verstirkt: Es treten am Ausgang auch Stéle hoherer
Ordnung ”,&", ... ,el™="+1) (DoppelstoB, Dreifachsto8, usw.) auf.

AbschlieBend wollen wir uns noch vergewissern, dass die StoBantwort (2.62)
tatsdchlich die Sprungantwort (2.61) liefert. Ausgangspunkt dafiir ist die Fal-
tungsdarstellung (1.62). Wir erhalten

h(r) = /w g(r = e(r)dr' = /m

—oo —co

[Ge'z(r“”)e(f —7') +36(T — T’)] e(r')dr’
= 66"27/ e2"'dr’ +3=3 (2 - e‘zf) fiir >0
0

und h(7) = 0 fiir 7 < 0, was mit G1.(2.61) iibereinstimmt.

2.7 Zusammenfassung

Der Zusammenhang zwischen dem Eingangssignal und dem Ausgangssignal eines
linearen, zeitinvarianten dynamischen Systems mit konzentrierten Parametern
und ohne Totzeiten lisst sich als lineare gewhnliche Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten formulieren, wobei i.A. auch die Anfangs-
bedingungen bekannt sein miissen (Anfangswertproblem). Sie haben gesehen,
wie solch eine Gleichung aufzustellen ist und wie man ihre normierte Stan-
dardform herstellt. Die vollstéindige Information iiber das System steckt dann
in zwei Polynomen bzw. in deren Wurzeln, den Nullstellen und den Polen der
Ubertragungsfunktion. Die Lage der Pole in der komplexen Ebene bestimmt
die Stabilitét des Systems.

Die traditionelle Lésungsdarstellung fiir Gleichungen des genannten Typs be-
steht in der additiven Uberlagerung der allgemeinen Losung der zugeordneten
homogenen Gleichung, der homogenen L&sung — sie enthilt, entsprechend
der Ordnung des Systems, eine gewisse Anzahl freier konstanter Koeffizienten —
und irgend einer partikuliiren Lésung der vollstindigen Gleichung mit dem
gegebenen Eingangssignal. Fiir unsere Anwendungen erweist sich ein speziel-
les Konstruktionsverfahren fiir partikulire Lésungen als hilfreich, das von
linearen Operationen an natiirlichen Exponentialfunktionen ausgeht.

Zur Vervollstindigung der Gesamtlsung miissen noch die freien Konstan-
ten bestimmt werden. Dies geschieht i.d.R. durch Anpassen der Losung an die
gegebenen Anfangsbedingungen und erfordert das Losen eines linearen alge-
braischen Gleichungssystems. Enthilt das Eingangssignal Spriinge oder
StéBe, sind die Anfangszustinde an den Unstetigkeitsstellen zu iibertragen.
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Voraussetzung dafiir ist die Giiltigkeit der System-Differentialgleichung auch fiir
verallgemeinerte Funktionen (Distributionen).

Die explizite Bestimmung der Sprungantworten und, daraus ableitbar, der
StoBantworten einfach zu realisierender Systeme erster und zweiter Ordnung
vermittelt einen Einblick in den Zusammenhang zwischen dem Zeitverhalten
linearer, zeitinvarianter Systeme und der Lage der Pole und Nullstellen in der
komplexen Ebene.



Kapitel 3
Fourier-Transformation

Es gibt eine Reihe von Funktionaltransformationen mit niitzlichen Anwendun-
gen in der Physik und der Technik. Die wichtigste daraus ist zweifellos die
Fourier-Transformation. Wir finden sie beispielsweise in der Optik und in der
Quantenphysik, sie ist aber auch grundlegend fiir die Systemtheorie und damit
fiir die analoge und digitale Signalverarbeitung in der Kommunikationstechnik
und in der Automatisierungstechnik. Das Ziel dieses Kapitels ist, Sie mit den
unterschiedlichen Formen der Fourier-Transformation und mit den wichtigsten
Rechenregeln vertraut zu machen.

3.1 Motivation und Definitionen

Stellen Sie sich ein lineares, zeitinvariantes System mit einer Sinusschwingung
als Eingangssignal vor. Ist das System stabil und liegt der Anfangszeitpunkt
schon relativ lang zuriick, so sind alle Einschwingvorgénge bereits abgeklungen.
Am Ausgang stellt sich dann ebenfalls eine Sinusschwingung gleicher Frequenz
ein, allerdings mit i.A. gednderter Amplitude und anderem Nullphasenwinkel —
eine typische Eigenschaft von LTI-Systemen.

Die rechnerische Behandlung erfolgt nach dem bewidhrten Vorbild der kom-
plexen Wechselstromrechnung am besten gleich im Komplexen. Zur komplexen
Sinusschwingung exp(jv7) mit der bezogenen komplexen Amplitude Eins' und
der bezogenen Kreisfrequenz v am Eingang geh6rt dann nach unserem Konstruk-
tionsverfahren fiir partikulire Losungen mit der Ubertragungsfunktion G(s) die
komplexe Sinusschwingung G(jv)exp(jur) am Ausgang, d.h.

u(r) = &7 — y(7) = G(jw) &7 (3.1)

bildet ein Losungspaar. Der Wert G(jv) ist dann die komplexe Amplitude des
Ausgangssignals. Als Funktion der Frequenzvariablen v betrachtet heifit G(jv)
der komplexe Frequenzgang und dient zur anschaulichen und iiberdies voll-
stindigen Charakterisierung des Systems. Wir werden diese Uberlegungen im
néchsten Kapitel weiter ausbauen.

1Die ldsst sich durch eine passende Wahl der Bezugswerte und des Zeitnullpunkts immer
erreichen.
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Es gibt noch eine andere Méglichkeit zur Berechnung der Systemantwort,
nédmlich iiber das Faltungsintegral (1.62), das zum Eingang (3.1); bei bekannter
StoBlantwort g(7) den Ausdruck

y(r) = /m g(m")u(r — 7)dr’ = /m g(r) &= gr!

—co —00

liefert, also

o0

u(t) =" — y(r) = (/ g(t") e'j”’d‘r') e, (3.2)
—00

Die beiden Darstellungen (3.1) und (3.2) miissen nebeneinander fiir alle Werte

von v und 7 gelten, und daher besteht zwischen dem komplexen Frequenzgang

G(jv) und der StoBantwort g(7) der Zusammenhang

66 = [ gtr)e#mar = Flg(r) (3.3)

(die spezielle Kennzeichnung der Integrationsvariablen kénnen wir jetzt weglas-
sen). Eine Integralbeziehung dieser Art heifit Fourier-Transformation, und es
gibt dafiir auch eine Umkehrung: Die Stoflantwort eines LTI-Systems lasst sich
aus dem komplexen Frequenzgang iiber die inverse Fourier-Transformation
berechnen,

o) = 5= [ Glw) & = £ (6. (3.4

Das Gleichheitszeichen gilt genau genommen nur fiir stetige Funktionen g(7).
Besitzt g(7) an einer Stelle 7y einen Sprung mit linksseitigem und rechtsseitigem
Grenzwert g(ry ) bzw. g(75), dann liefert die inverse Fourier-Transformation an
der Stelle 79 als Funktionswert den arithmetischen Mittelwert [g(r5") + g(75)] /2.
Wir werden dies und auch die Existenz des Umkehrintegrals (3.4) im Abschnitt
3.5 anschaulich begriinden.

Das Fourier-Transformationspaar

Bei der Fourier-Transformation handelt es sich um einen Vertreter aus der Klasse
linearer Integral-Transformationen, und ihre Anwendung geht weit iiber die
Darstellung des Zusammenhangs zwischen der StoSantwort und dem komplexen
Frequenzgang eines linearen, zeitinvarianten Systems hinaus.

Bezeichnet z(7) eine Funktion der reellen Variablen 7, definiert fiir —co <
T < 00, so ist das Paar der Fourier-Transformationen allgemein erklirt als

Fla(r)] = X () = f_ ” 2(r)e-rar, (3.5)
FAXG) =) = 5 [ X @a (36)

sofern die Integrale existieren (wenn nétig, im verallgemeinerten Sinn). In un-
seren Anwendungen bedeutet 7 eine Zeitvariable und v eine Frequenzvariable,
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z(r) = F X (w)] X(v) = Flz(r)]
1| 8(r) 1
g 3 2md(v)
3| etr) 6(v) + ;i;
4 | rect(t) := ko drbetie si{r/2) 1= %
“ 0, |r|>1/2
8 | ¥(r):= i ar —k) [(je) == 2w Z 8(v — 2xk)
k=-—00 k=—oa
6 | e”%7e(r),Refa) > 0 W :_ =
7 | re~o7e(r), Re(a) > 0 Eﬁ
8 | cos(mT) w[d(r — ) + 8{v + 14)]
| o | sintn) —jl6(v = 1) = 8(v +01)]
10 | cos(urre(r) 30 —m) 480+ + 25
11 | sin(wyr)e(r) ;’_j[a(u — 1) = 8(v + )] + ;.1;:1—”2
jv+a

12 | e7° cos(17)e(7), Re(a) > 0 (v +a)?+u2

3 b
ll 13 | ™07 Eln{HIT]E[:T},RE{Ej =0 m

Tab. 3.1 Einige Fourier-Paare, IThr Zusammenhang ist durch das Transformationspaar
Gln. (3.5), (2.6) erklirt.

meist in bezogener Form, d.h. 7 = ¢/Tg und v = w/wp = f/fp mit der Bezugs-
frequenz fp und der zugehérigen Bezugskreisfrequenz wy = 27 fg. Beachten Sie:
Die Bezugswerte wp und Tg sind nicht unabhiingig voneinander, sondern iiber
wpTe = | miteinander verkniipft. Die Funktion ={+) stellt den Zeitverlauf einer
bezogenen physikalischen Gréfle, eines Signals dar.

Die Fourier-Transformierte X (jv) wird auch die zu z(7) gehdrende Spek-
tralfunktion und X (jv)/(27) die Spektraldichte genannt. Sie ist eine Funk-
tion der reellen Variablen v und ist i.A. komplexwertig, auch dann, wenn z(7)
ein reelles Signal ist. Statt X(jr) kénnten wir auch einfacher X () schreiben,
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was tatsichlich hdufig gemacht wird. Wir werden das hier nicht tun, sondern
die etwas umstindlichere Schreibweise beibehalten. Sie weist einerseits darauf
hin, dass v im Definitionsintegral (3.5) nur in der Kombination jv auftritt, und
fiilhrt andererseits zu einheitlichen Darstellungsformen, wenn die vollstindigen
Ubertragungsfunktionen G(s) und die Zusammenhinge mit der in den Kapiteln
7 und 8 zu besprechenden Laplace-Transformation betrachtet werden.

Wegen ihrer weitreichenden Bedeutung fiir die unterschiedlichsten Anwen-
dungen in der Naturwissenschaft und Technik stehen umfangreiche Tabellenwer-
ke fiir die Fourier-Transformation zur Verfiigung. Einen kleinen Auszug davon
sehen Sie in Tab.3.1, die einige der hiufiger benétigten Fourier-Paare wieder-
gibt. Manche dieser Eintrige lassen sich mit elementaren Methoden berechnen,
bei anderen miissten wir auf die Theorie der verallgemeinerten Funktionen (Dis-
tributionen) zuriickgreifen. Nehmen Sie z.B. die erste Zeile in Tab.3.1: Sie gibt
fiir die Spektralfunktion des Dirac-StoBles die konstante Funktion mit dem Wert
1 an. Tatsachlich folgt aus der Definitionsgleichung (3.5) zusammen mit der
Abtasteigenschaft (1.22) des Dirac-Stofles sofort

Flo(r)] = ]—-w §(r)e ¥ dr =10 =1,

Umgekehrt liefert die inverse Transformation (3.6) den hiufig gebrauchten Zu-
sammenhang

5tr)= 42-1; f_ ~ evrdy. (3.7)

Zwar ist dieses Integral im klassischen Sinn divergent, im Bereich der verall-
gemeinerten Funktionen ist es aber durchaus sinnvoll und als Darstellung des
Dirac-StoBles sehr niitzlich.

Andere Formen der Fourier-Transformation

Wir kénnen die Fourier-Transformation natiirlich auch direkt an den urspriingli-
chen, nicht bezogenen Gréflen vornehmen. Bedeutet u(t) den Verlauf irgend-
einer physikalischen Gréfle mit der Zeit ¢, so gilt

Flu(®)] = U(jw) = /_ ” u(t) e, (3.8)
F U ()] = ult) = o= /_ " Uljw) e, (3.9)

wobei als Frequenzvariable die Kreisfrequenz (Winkelfrequenz) w auftritt. Be-
achten Sie: Die physikalische Dimension der Spektralfunktion U(jw) ist die phy-
sikalische Dimension von u mal der Dimension ,Zeit“

Die Gleichung (3.9) ist ganz anschaulich interpretierbar: Ein Signal u(t) lasst
sich, auch wenn es nicht periodisch verliuft, durch die Uberlagerung aus ei-
nem kontinuierlichen Spekirum von Sinusschwingungen zusammensetzen. Der
Schwingung mit der Kreisfrequenz w ist dabei U (jw) dw/(27) als komplexe Am-
plitude zugeordnet. G1.(3.8) vermittelt umgekehrt die Zerlegung in solch ein
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Spektrum, das — grob gesprochen — angibt, wie die komplexen Amplituden iiber
der Kreisfrequenz verteilt sind.

Der Zusammenhang der Transformationspaare (3.5), (3.6) und (3.8), (3.9) ist
leicht herzustellen: Wir wihlen eine Bezugsdauer T, eine Bezugskreisfrequenz
wp = 1/Tg und einen Bezugswert Ug fiir das Signal. Damit werden die bezogenen
GroBen z(7) = u(rTs)/Us, 7 = /T und v = w/wp definiert. Einsetzen von

u(t) = Upz(r), t=Tp7, w=wpy, wplp=1 (3.10)

in die GIn.(3.8), (3.9) liefert dann das Paar (3.5), (3.6), wobei die Funktionen
u,x, U und X iiber

z(r) = u(rTs)/Us, X(w)=U(v/Ts)/(UsTs),

u(t) = Upz(t/Ts), U(jw)= UsTeX(jTpw) (3.11)

direkt umzurechnen sind.

Erwihnen méchte ich noch die symmetrische Form der Fourier-Trans-
formation, die als Frequenzvariable anstelle der Kreisfrequenz (Winkelfrequenz)
w direkt die Frequenz (Periodenfrequenz) f verwendet. Durch Einsetzen von
w = 2rf in die GIn.(3.8), (3.9) ergibt sich

Flu) =065 = [ " u(t) e redt, (3.12)
#1060 =ut = [ " Uf) et f (3.13)

mit dem Zusammenhang
UGf) = UG2nf), Ulw)=U(w/(2r)), (3.14)

die Werte der Spektralfunktionen U und U stimmen also fiir zusammengehérende
Werte f und w iiberein. Beachten Sie das Fehlen des Faktors 1/(2) in GL.(3.13).

SchlieBlich kénnen wir auch zur symmetrischen Variante der Fourier-Transfor-
mation eine bezogene Form angeben: Nach Wahl der Bezugsdauer Tg, einer
dazu gehérenden Bezugsfrequenz? fg = 1/75 und eines Bezugswertes Up des Si-
gnals, und nach Einfithrung der bezogenen Grien z(7) = u(7Tg)/Us, T = t/T8
und » = f/fg erhalten wir durch Einsetzen von

u(t) =Usa(r), t=1Ts, f=vfs, foTa=1 (3.15)

in die GIn.(3.12), (3.13)

F lz(r)) = X (v) = /Hm z(r) e7 1% dr, (3.16)
F-1 [J’E(ju)] =z(r) = /_ - X (jv) 27 dy (3.17)

2Es gilt hier demnach fgTg = 1, im Gegensatz zu wgTg = 1 bei Verwendung von w als der
‘Frequenzvariablen.
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A\u
U, =5V Uy=5V fiir |t|<T/2=0,5ms
u(t)=
0 flir |[t|>T7/2=0,5ms
L =U rect(¢/T)
T'=1lms

Abb. 3.1 Ein rechteckférmiger Spannungsimpuls. Seine Spektralfunktion soll bestimmt wer-
den.

mit
$(T) = u(TTB)/UB! ‘E(.]V) = U(JU/’{B)X (UBTB) ' (318)
u(t) = Usz(t/Ts), U(if) =UsTsX(jfTs).

Ein Beispiel soll diese wichtigen Zusammenhiinge verdeutlichen. Wir wol-
len die Spektralfunktionen fiir einen rechteckférmigen, symmetrisch um den
Zeitnullpunkt gelegenen Spannungsimpuls der Gréfie U; = 5V und der Dauer
T = 1ms (Abb.3.1) zu den unterschiedlichen Formen der Fourier-Transformation

bestimmen. Rechteckimpulse lassen sich iibrigens bequem mit der dafiir erfun-
denen Rechteckfunktion (1.14),

{ 0 7| > 1/2,
rect(7) = e(r+1/2) —e(r—1/2) = fiir (3.19)
1 | < 1/2,

schreiben?.
Wir beginnen mit der Form (3.8) in nicht bezogenen Gréfen mit der Kreis-
frequenz w als der Spektralvariablen und berechnen

/
Flu®)] =U(jw) = U;/T 2e‘j“""dt = %Ul sin(wT'/2).

-T/2
Die Spektralfunktion

sin(w - 0, 5 ms)

U(jw) =10V (3.20)

ist im vorliegenden Fall also reellwertig.
Als Nichstes fithren wir Bezugswerte und bezogene Gréen gemifi

Ts=T=1ms, Ug=U; =5V,
z(r) =u(rT) /Uy, 7=t/T, v=uT (3.21)
ein. Damit gilt speziell z(7) = rect(r), und GL(3.5) liefert

V2
Flem)=X(w)= [ edr=2sin(u/2),

~-1/2

3Vorsicht: Die Rechteckfunktion rect(r) wird manchmal als (T + 1) — (7 — 1) erklirt, also
iiber dem Trégerintervall (—1;1) anstelle von (—1/2;1/2).
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Abb. 3.2 Die Rechteckfunktion rect{r) und thre Fourier-Transformierte, die Spaltfunktion
si(v/2) nach GL (3.22). Siehe auch Tab. 3.1, Zeile 4.

also die bezogene Spektralfunktion®

sin(v/2)
v/2

Eine graphische Darstellung sehen Sie in Abb.3.2. Der Zusammenhang der Spek-
tralfunktionen (3.20) und (3.22), gegeben durch die Gln.(3.11), lisst sich direkt
iiberpriifen.

Die Fourier-Transformation (3.12) mit der Frequenz f als der Spektralvaria-
blen fiihrt in unserem Beispiel auf

X(jv) = si(v/2). (3.22)

o - Tf2
Flu)] = 06f) = 0y f e %_sin{wrfT},

also auf die Spektralfunktion

sin(f - 3, 14 ms)
f )

deren Werte mit den Werten von GL.(3.20) fiir zusammengehirende f und w =

2 f iibereinstimmen.
Verwenden wir schlieflich die Bezugswerte und die bezogenen Variablen gemi8

Ulif) =1,50V (3.23)

T =T =1ms, UB=U1=5V,
z(r) =u(rT)/Th, 7=t/T, v=fT, (3-24)

was mit den Festlegungen (3.21), ausgenommen die letzte Beziehung, iiberein-
stimmt, so folgt aus (3.16)

JE[:I‘-'(TH = :i‘ﬂy} . fuze—}!tufdr — sin(mwe) ’

Y

1Als Abkiirzung filr die hiiufig vorkommende Funktion sin{z)/z hat sich in der deutschspra-
chigen technischen Literatur das Funktionssymbeol si(z) durchgesetzt, in der englischsprachigen
dagegen sinc(z) . Die Funktion si{z) wird manchmal Spaltfunktion genannt.
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d.h. die bezogene Spektralfunktion ist
X (jv) = si(mv). (3.25)

Sie entspricht der in Abb.3.2 dargestellten Kurve mit geiindertem Abszissenma8-
stab (Nulldurchginge bei v = £1,£2,...).

3.2 Grundlegende Eigenschaften

Im Folgenden werden einige grundlegende, fiir das Arbeiten mit der Fourier-
Transformation wichtige Eigenschaften zusammengestellt. Die meisten davon
sind leicht zu zeigen. Sie werden auBerdem eine weitgehende Symmetrie der Ei-
genschaften im Zeitbereich (auch Oberbereich genannt) und im Frequenzbereich
(Unterbereich, Spektralbereich) bemerken, die sich aus dem #hnlichen Aufbau
der Integrale in den Gln.(3.5) und (3.6) ergibt®.

Wenn wir Funktionen z(7) und X (jv) zusammen verwenden, so setzen wir
stets die Verkniipfung iiber die Fourier-Transformation (3.5) und ihre Inversion
(3.6) voraus. Dabei erweist sich hiufig die Notation mit dem Korrespondenz-
Symbol o—e

| 2(7) o—» X(jv) bedeutet X(jv) = F [¢(r)] und z(r) = F-1 (X(v).| (3.26)

(»z(r) korrespondiert X (jv)“) als bequem. Die Funktion (das Signal) z(7) kann
auch komplexwertig sein.

1. Existenz

Viele, auch fiir die Anwendungen wichtige Funktionen besitzen keine Fourier-
Transformierten im klassischen Sinn, d.h. die zugehérigen Integrale konvergieren
nicht. Oft schafft eine Verallgemeinerung des Funktionsbegriffs Abhilfe, etwa die
Verwendung der Delta-Funktion in der rechten Spalte der Tab.3.1. Falls nétig,
sind die uneigentlichen Integrale iiber ihren Cauchy-Hauptwert zu definieren.
Ich werde auf diese Themen hier nicht niher eingehen, sondern nur eine hinrei-
chende Bedingung angeben: Eine Funktion z(7), definiert fiir —co < 7 < o0,
besitzt eine beschrinkte Fourier-Transformierte, wenn sie die Bedingung

/m |z(T)|dT < M, < o (3.27)

erfiillt, wenn sie also absolut integrabel ist (es existiert eine endliche obere
Schranke M, fiir das Betragsintegral). Diese Bedingung ist keineswegs notwen-
dig. Bemerkenswert ist jedoch, dass sie im Fall der StoBantwort genau mit der
Stabilitdtsbedingung (1.73) fiir lineare, zeitinvariante Systeme iibereinstimmt.
Im Zusammenhang mit der Laplace-Transformation werden wir das Konver-
genzthema nochmals aufgreifen.

5Noch deutlicher zeigt sich diese Symmetrie, die unter Pkt.3 als Dualitit formuliert wird,
bei Verwendung der Transformationspaare (3.12), (3.13) oder (3.16), (3.17).
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2. Linearitit

Die Fourier-Transformation ist eine lineare Abbildung: Sind ¢; und c; irgend
zwei komplexe Zahlen, so gilt

.7:[612:1(1') + 6222(7‘)] = 61.7'_[..“:1(7‘)] +coF [$2(T)] .

und analog fiir die inverse Transformation. Haben wir also z1(7) o—e X;(jv) und
zo(7) o—e X;3(jv), dann folgt

| 2(7) = c121(7) + cama(r) 0—e X () = e1 X1 (jv) + 2 Xa(i)- | (3.28)

Konvergenz vorausgesetzt, lisst sich diese Eigenschaft auch auf unendliche Rei-
hen ausdehnen.

3. Dualitit

Die Formeln (3.5) und (3.6) fiir die Fourier-Transformation und ihre Umkeh-
rung sind formal recht #hnlich aufgebaut. Sie lassen sich daher leicht ineinander
iiberfiihren. Machen wir nimlich im Umkehrintegral (3.6) die Substitutionen
T — —v und v — T, so entsteht die Beziehung

m +
Brplosod] == ] X(jr)e-¥7dr,

die wieder die Form einer Fourier-Transformation (3.5) besitzt. Es gilt also

|z(r) o— X(jv) <= X(jr) oo 2na(-v).| (3.29)

Ist X(jv) die Spektralfunktion des Signals z(), dann besitzt das Signal X (j7)
das Spektrum 27z(—v). Man kann damit aus bekannten Korrespondenzen neue,
die dazu dualen, ableiten.

Zum Beispiel finden wir dual zu der im letzten Abschnitt berechneten und in
Tab.3.1, Zeile 4, aufgelisteten Korrespondenz rect(7) o—e si(~/2) die neue Kor-
respondenz

si(7/2) o—e 27 rect(v) (3.30)

(rect ist eine gerade Funktion). Demnach hat z.B. ein idealer Tiefpass G(jv) =
rect(v) (mit der bezogenen Grenzkreisfrequenz v = 1/2) die StoBantwort g(7) =
si(1/2)/(2x).

Ein weiteres Beispiel liefern die Zeilen 1 und 2 in Tab.3.1: Aus §(7) o—e 1
folgt 1 o—e 27d(v) (4 ist gerade). Das konstante Signal z(7) = 1 hat demnach
das Spektrum X (jv) = 2mr6(v), also einen Dirac-Sto vom Gewicht 27.

4. Zeitdehnung

Wenn z(7) o— X(jv) ein Fourier-Paar darstellt, dann bildet mit einer reellen
Konstanten a 7 0 wegen

o0 . 1 o0 4
z(at) e dr = —/ z(r) e W47
o la /-0

F [z(aT)] =f
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Abb. 3.3 Beispiel zur Zeitdehnung im Anschluss an Abb.3.2. Der kiirzere Rechtockimpuls
besitzt ein vergleichsweise breiteres Frequenzspektrum (dinner gezeichnet),

auch

#(a7) o—e lfrixugj (3.31)

ein Fourier-Paar. Dieses Ergebnis ist wichtig. Es zeigt, dass einer Zeitdehnung
(la| < 1) eine Frequenzpressung entspricht, und umgekehrt, einer Zeitpres-
sung (|a| > 1) eine Frequenzdehnung. Anders ausgedriickt: Wenn man den
Zeitvorgang langsamer (|a| < 1, Zeitlupe) oder schneller (|a| > 1, Zeitraffer) ab-
laufen ldsst, dann zieht sich die Spektralfunktion entsprechend zusammen bzw.
dehnt sich aus. Schnelle Vorgiinge benétigen ein breites Frequenzspektrum, lang-
same Vorginge kommen dagegen mit einem schmalen Frequenzspektrum aus.
Abb.3.3 soll diesen Sachverhalt durch den Vergleich der Spektren zweier Recht-
eckimpulse unterschiedlicher Breite verdeutlichen.

5. Zeitverschiebung

Beschreibt z(r) ein Signal und ist 7 eine reelle Konstante, so stellt z(r — )
den gleichen, allerdings um 7w, verschobenen Zeitverlauf dar. Fiir 75 > 0 tritt das
neue Signal spiter, fiir iy < 0 tritt es frither auf. Wegen

Flzlr —m)] = /:W (T — rg) e ¥Tdr = fm z(r)ewlrtmldr = g~lvre E [z(7)]

=00

haben wir den Zusammenhang

(T — 1) o—e eI X (ju), (3.32)

falls z(7) o—e X(jv) gilt. Da der Faktor exp(—jvrrg) unimodular ist, wird bei der
Zeitverschiebung eines Signals der Betrag des Spektrums nicht geéindert, wohl
aber dessen Winkel: Bei der Verschiebung des Signals um 7 kommt in der Spek-
tralfunktion noch ein Winkel —v7y hinzu, der linear mit der Frequenzvariablen
wiichst,

6. Frequenzverschiebung

Im Zusammenhang mit Modulationsvorgingen tritt auch das Gegenstiick zu
Gl.(3.32) auf, die Verschichung im Frequenzbereich. Ist wy eine relle Konstante,

-
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so folgt aus X (jv) e—o z(7) die Beziehung
X (jv — juy) e—o 7 z(7). (3.33)

Wird beispielsweise die Sinusschwingung cos(v7) mit dem Signal z(7) amplitu-
denmoduliert, dann erhalten wir fiir z(7) o—e X (jv) iiber

z(7) cos(vT) = % (ei"""' 4 e_j"‘“') z(7) o—o % [X (v = jwo) + X (v + jvo))

sofort das Spektrum des modulierten Signals.

7. Zeitdifferentiation

Wir differenzieren die Spektraldarstellung (3.6) der Funktion z(7),
z'(r) = 4 ifm X(jv) e’ dv| = i/m jvX (jv)] € dv
Cdr 27 )_o % L :

und lesen daraus den Zusammenhang

| #/(7) o—e jwX(iv) | (3.34)

ab. Die Differentiation im Zeitbereich entspricht also der Multiplikation mit jv
im Frequenzbereich, oder, etwas allgemeiner,

2™ () o—e ()" X (jv) (3.35)

fiir die n-malige Differentiation. Dies ist ebenfalls ein wichtiges Ergebnis. Un-
terwerfen wir nimlich die Standardform (2.1) unserer Differentialgleichung fiir
lineare, zeitinvariante Systeme der Fourier-Transformation, so ergibt sich mit
y(7) o— Y (jv) und u(7) o—e U(jv) unter Benutzung der Linearitit (3.28) die
algebraische Beziehung

[G0)"™ + @ )" - @1y + a0 | Y (59) = [brm () + -+ Bo]U ),
o) Q)

wobei P(s) das charakteristische Polynom (2.8) und Q(s) das Nullstellenpo-
lynom (2.9), jeweils fiir s =jv, darstellt. Mit der Definition (2.10) der Uber-
tragungsfunktion G(s) folgt daraus

Y (i) = Gv)U (). | (3.36)

Die Spektralfunktion des Ausgangssignals ergibt sich direkt aus der Spektral-
funktion des (fiir —co < 7 < co bekannten) Eingangssignals durch Multiplikation
mit dem komplexen Frequenzgang des Systems (Spektralfunktion der StoBant-
wort). Wir kommen darauf im nichsten Kapitel zuriick.
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8. Zeitintegration

Fiir die Ableitung der Korrespondenz betreffend die Zeitintegration brauchen
wir die aus Zeile 3 der Tab.3.1 folgende Relation

T 00 ca
f ejy'r’d,rr — ejvr/ e—juf’dTr - ejm‘/ E(T")e*‘i”‘r’d‘r; = Liy + wﬁ(u)] ejuT.
—00 0

—00

Integrieren des Fourier-Umkehrintegrals (3.6) ergibt damit

/_ ;x(r’) dr’ = 2—17; f_ ZX(ju) [ f_ ;ej”""dr’} dv
= % /_ :X{ju) Liv + fré(u)J U d,

und daraus lesen wir die gesuchte Korrespondenz

/ " )i o J%X(ju) +1X(0)5(v) (3.37)

—00

ab. Der Wert der Spektralfunktion fiir v = 0,

X(0) = /00 z(7) dr, (3.38)

—00

lésst sich direkt aus GL.(3.5) gewinnen.

9. Frequenzdifferentiation
Fiir die Differentiation im Spektralbereich folgt aus GL.(3.5)

dX(v) _dX(w)
d(jv) LD

o —T1z(T), (3.39)

was sich natiirlich sofort auf Ableitungen héherer Ordnung verallgemeinern liisst.
Unter Verwendung von Zeile 2 in Tab.3.1 kénnen Sie damit z.B. Polynome in 7
Fourier-transformieren.

10. Frequenzintegration

Auch die Integration im Spektralbereich kann dual zur Korrespondenz (3.37) in
den Zeitbereich iibertragen werden,

f X(Gv')dv e—o %9:(1') + 7z(0)d (7). (3.40)
—oo
Beachten Sie die direkt aus GI.(3.6) ablesbare Beziehung
z(0) = i/ X(jv)dv (3.41)
27 J o

und priifen Sie den Zusammenhang mit der Frequenzdifferentiation!
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3.3 Symmetrieeigenschaften

Neben den grundlegenden Eigenschaften sind fiir die Anwendungen der Fourier-
Transformation vor allem die Symmetrieeigenschaften niitzlich. Es ist deshalb
lohnend, sie mit einer gewissen Systematik zu untersuchen.

1. Konjugiert komplexe Zeitfunktion

Angenommen, wir kennen zu einer i.A. komplexwertigen Zeitfunktion bereits
das zugehérige Spektrum, z(7) o—e X (jv). Wie sieht dann das Spektrum der
konjugiert komplezen Zeitfunktion z* (7) aus? Schreiben wir zuerst die Defini-
tionsgleichung (3.5) der Fourier-Transformation in ihrer konjugiert komplexen
Form an und ersetzen dann v durch —v,

X"(J‘V)=fm:c‘('r}ej”dr, X’(—jy}=/mx¢(r)e—jwdr,

-0

so erscheint mit dem letzten Ausdruck bereits die gesuchte Relation:
z*(1) o—e X*(—jv). (3.42)

Daraus werden wir nun einige Schliisse ziehen.

2. Reelle Zeitfunktion

Fiir reellwertige Zestfunktionen gilt z*(7) = z(7). Dann miissen aber auch die
zugehorigen Spektralfunktionen gleich sein, also

(1) = 3(r) <= X(—jv) = X*(jv). | (3.43)

Ein Signal ist genau dann reell, wenn sein Spektrum bei Frequenzspiegelung die
konjugiert komplexen Werte annimmt. Spalten wir die Spektralfunktion in Real-
und Imaginirteil auf,

X(jv) = X'(v) +iX"(v),

X'(v) = Re[X(0)], X"(v)=Im[X()], (3.44)
so folgt daraus

X'(=v)=X'(v) und X"(-v)=-X"(v). (3.45)

Der Realteil des Spektrums eines reellwertigen Signals ist demnach eine gerade,
der Imagindrteil eine ungerade Funktion der Frequenzvariablen. Andererseits
erhalten wir fiir die Polardarstellung

X(v) = |X| (v) &),
1X](v) = 1X(Gv)|, @(v) =arc[X(jv)] (3.46)
die Relationen
|X|(=v) = |X|(v) und @(-v) = —p(r) mod(27), (3.47)

d.h. das Betragsspektum ist gerade und das Winkelspektrum ungerade (modulo
2m). Bei reellwertigen Signalen lisst sich also mit dem Spektrum fiir Frequenz-
werte v > 0 das Auslangen finden.
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3. Imaginire Zeitfunktion

Ganz analog haben wir: Ein Signal ist genau dann imagindr, wenn in den
Gln.(3.43) zusiitzlich ein Vorzeichenwechsel auftritt,

(1) = —z(1) <= X(-jv) = -X"(jv). (3.48)
In diesem Fall ist der Realteil X' des Spektrums ungerade und der Imagindrteil
X" gerade.

4. Konjugiert komplexe Spektralfunktion
Als Gegenstiick zur Eigenschaft 1 finden wir

X*(j) o—0 2" (~1), (3.49)
d.h. zum konjugiert komplexen Spektrum gehért das zeitgespiegelte, konjugiert
komplexe Signal.
5. Spiegelung
Die Variablentransformationen 7 — —7 und v — —v in GL(3.6) zeigen

z(—T) o—e X (—ju). (3.50)

Zeitspiegelung und Frequenzspiegelung sind also dquivalent.

6. Gerade Zeitfunktion und gerade Spektralfunktion

Aus der Spiegelungseigenschaft leiten wir ab: Wenn ein Signal z(7) gerade ist,
dann ist auch seine Spektralfunktion X (jv) gerade, und umgekehrt,

z(—-7) = z(1) = X(-jv) = X(jv). (3.51)
Manchmal ist es zweckmiBig, die Fourier-Transformation (3.5) und ihre Umkeh-
rung (3.6) in diesem Fall umzuschreiben. Aus der Geradheit von = und X folgt
namlich -

X(jv) = 2 f 2(7) cos(vr) dr, (3.52)

0

1 = o]
o(r) = / X (jv) cos(ur) du, (3.53)

0

die Grundform der Fourier-Kosinus- Transformation.

7. Ungerade Zeitfunktion und ungerade Spektralfunktion

Analog gilt: Wenn ein Signal z(7) ungerade ist, dann ist auch seine Spektral-
funktion X (jv) ungerade, und umgekehrt,

z(-7) = —z(1) <= X(-jv) = -X(jv). (3.54)
Ahnlich wie fiir gerade Funktionen erhalten wir dann

X(jv) = -—2j/:0x(1') sin(v7) dr, (3.55)
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z(r) = %/OOOX(_;V) sin(v7) dv, (3.56)

die Grundform der Fourier-Sinus-Transformation.

8. Zerlegung in gerade und ungerade Teile

Ein Signal z(7), definiert fiir alle 7, lisst sich immer und auf eindeutige Weise
als Summe
z(1) = zg(7) + zu(7) (3.57)

seines geraden Teils 74(7) und seines ungeraden Teils 2,,(7) darstellen, wobei
1 1
zg(r) = 5 [o(r) +2(-7)],  u(7) = 3 [&(7) — 2(=7)]. (3.58)

Auf die gleiche Weise lisst sich auch die zugehérende Spektralfunktion X (jv)
gemal
X () = Xg(iv) + Xu(i) (3.59)

in einen geraden und einen ungeraden Teil
Xgliv) = £ [X() + X()], Xul) = 51X@) - X(-0)] (3.60)

zerlegen. Die geraden und die ungeraden Teile bilden jeweils fir sich ein Fourier-
Transformationspaar,

Tg(T) o— Xg(jv) und zy(7) o—e Xu(jv), (3.61)

und die G1.(3.52), (3.53) bzw. (3.55), (3.56) liefern

Xg(jv) = 2/ummg('r) cos(vr)dr, zg(r)= -:;/ng(jv) cos(vT) dv,

Xu(jv) = —ijuma‘:u(r) sin(vr)dr, z4(7) = % ; X (jv) sin(vT) dv.

Als Sonderfille erhalten wir:

e Ein Signal z(7) ist genau dann reell und gerade, wenn auch seine Spektral-
funktion X (jv) reell und gerade ist.

e Ein Signal z(7) ist genau dann reell und ungerade, wenn seine Spektral-
funktion X (jv) imagindr und ungerade ist.

Weiters entspricht fiir reelle Signale z(r) die Aufspaltung (3.59) offensichtlich
(s.GIn.(3.45)) der Zerlegung seines Spektrums X(jv) in den Real- und Ima-
ginirteil,

Xg(jv) = X'(v) e—o zg(7), Xu(iv) =3iX"(v) e—o zu(7). (3.62)

Zum Realteil des Spektrums eines réeliwertigen Signals gehort also dessen gera-
‘der Teil, zum mit j multiplizierten Imaginérteil der ungerade Signalteil.

o/



80 3 Fourier-Transformation
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9. Rechtsseitige Zeitfunktion (kausales Signal)

Eine Funktion z(r) nennen wir rechtsseitig®, wenn sie fiir negative r identisch
verschwindet,

]z(-r) ist rechtsseitig: z(r) =0 fiir 7-<0.| (3.63)

Fiir rechtsseitige Funktionen (kausale Signale) folgt aus den Definitionen (3.58)

fir7>0: z4(7) = zu(7) = 2(1),
fiirt<0: z:(r) o —I:(T) .:2 %I(—T). (3.64)

Die geraden und ungeraden Teile sind hier also ganz eng verkniipft, wie Abb.3.4
anschaulich zeigt.

Aus den Beziehungen (3.64) folgt zusammen mit den Integraldarstellungen
unter der letzten Ziffer, dass fiir ein kausales Signal der gerade und der ungera-
de Teil des Spektrums nicht voneinander unabhingig sind: Xg(jv) kann durch
Xu(jv) ausgedriickt werden, und umgekehrt. Weiters schlieBen wir fiir reellwer-
tige kausale Signale wegen der Korrespondenzen (3.60), dass sich dann auch
der Realteil X’(v) der Spektralfunktion X (jv) aus dem Imaginarteil X”(v) be-
rechnen lasst, und umgekehrt”. Dieser wichtige Spezialfall trifft insbesondere
auf den Frequenzgang G(jv) als Fourier-Transformierte der StoBantwort eines
reellen, kausalen LTI-Systems zu5.

3.4 Faltung und Korrelation

Wir haben die Faltung im Abschnitt 1.5 als eine Operation kennen gelernt,
mit der sich bei bekannter StoBantwort eines linearen, zeitinvarianten Systems
aus dem Eingangssignal die Nullzustandsantwort oder, wenn der Anfangszeit-
punkt nach —co verlegt wird, die vollstandige Systemantwort bestimmen lisst.
Im Grunde handelt es sich um eine Verkniipfung zweier Signale, der StoBant-
wort g(7) und des Eingangssignals u(7), und das Ergebnis ist wieder ein Signal,

6In Anlehnung an die StoBantwort kausaler Systeme nennt man rechtsseitige Signale auch
kausale Signale.

"Diese Zusammenhinge werden durch die Hilbert-Transformation hergestellt.

8In der physikalischen Literatur werden diese Beziehungen meist Kramers-Kronig-Relatio-
nen genannt.
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nimlich die Systemantwort y(7). Formal gesehen hat diese Verkniipfung manches
mit einer gewohnlichen multiplikativen Verkniipfung gemeinsam. Sie wird des-
halb auch Faltungsprodukt genannt und wird allgemein als innere, zweistellige,
multiplikativ geschriebene Verkniipfung in einem linearen Signalraum eingefiihrt.

Das Faltungsprodukt

Nach dem Muster von Gl.(1.62) definieren wir das Faltungsprodukt z;(7) *
zo(1) zweier Signale z,(7) und z2(7) durch

o0

z1(T) * 22(T) = / z1 (7")z2(r — 7')dr. (3.65)

—00

Dabei wird ,*“ als ,gefaltet mit“ gesprochen, und es entsteht wieder ein Signal.
Eine Variablentransformation 7/ — 7" = 7 — 7/ im definierenden Integral,
(e e} o0 o0
] z1 (7 )za(r —7')d7’ = / Ty (1 = 1"z (7")dr" = f zo(m)zy (7 — 7')dr,

—o0 —0a —00

zeigt die Vertauschbarkeit der beiden ,Faktoren®. Das Faltungsprodukt ist dem-
nach kommutativ,
Ty * Ty = Ty * Tq. (3.66)

Die Faltung ist iiberdies assoziativ,
(z1* T3) * T3 = Ty * (T2 * 23), (3.67)

d.h. bei hintereinander ausgefiihrten Faltungen kénnen die Klammern weggelas-
sen werden, und sie ist offensichtlich auch distributiv iiber der gewdhnlichen
Addition,

zy % (T2 + T3) = T1 * Ty + T * T3, (3.68)

immer vorausgesetzt, die Integrale existieren. Der Dirac-Stof 4(7) iibernimmt
iibrigens die Rolle des Einselements im Faltungsprodukt,

d*xz =1, (3.69)

Aufgrund der Eigenschaften (3.66) bis (3.69) spricht man auch von der Fal-
tungsalgebra.

Faltung im Zeitbereich
Wir fithren jetzt eine Fourier-Transformation des Faltungsprodukts durch,

Flzi(7) * z2(7)] = fw [/oo zy (7" zo (T — ‘r')d'r’] e Tdr

—00 —00

= [_ 0;::1(1"') [ [_ Zzg(f ) e—ivfdr] ar’

-/ " 21 () F [malr — )] dr.

—0o0
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Auf die Transformierte im letzten Integral kann der Zeitverschiebungssatz (3.32)
angewendet werden, was schlielich

Fla1(7) x za(7)] = / . z1(7") e F [zg(r)] dr’ = F [a1(7)] F [e2(7)],

—Ca

also

|24(7) * z5(7) o—e Xi(j¥) Xa(jv) | (3.70)

liefert: Das Faltungsprodukt zweier Signale entspricht dem gewdhnlichen Produkt
threr Spektren.

Ein Beispiel: Nach Gl.(1.62) lisst sich die Antwort y(7) eines linearen, zeit-
invarianten Systems als Faltungsintegral in einer Form darstellen, die genau dem
Faltungsprodukt der Stofantwort g(7) mit dem Eingangssignal u(7) entspricht.
Bilden u(7),y(7) und g(7) mit U(jv), Y (jv) bzw. G(jv) jeweils Fourier-Paare, so
folgt aus (3.70)

[y(r) = g(r) = u(r) o—e Y () = G(i»)U(iv), ] (3.71)

die bereits in G1.(3.36) festgestellte Beziehung zwischen den drei Spektren.

Faltung im Frequenzbereich
Auch Spektralfunktionen kénnen gefaltet werden,

Xy (jv) * Xa(jv) = ]_ ~ Xa () Xl — 1), (3.72)

und daraus ldsst sich, dual zu (3.70), die Korrespondenz

&l )ma{r) 5 —;;Xl(jv) o X5} (3.73)

ableiten. Abgesehen von dem Vorfaktor 1/(27) entspricht das gewdhnliche Pro-
dukt zweier Signale dem Faltungsprodukt ihrer Spekiren®.

. Die Parseval-Gleichung

Wenn wir in der Korrespondenz (3.73) auf der linken Seite statt () die kon-
jugiert komplexe Funktion z3(7) nehmen, dann haben wir nach der Regel (3.42)
rechts statt X (jv) die Funktion X{(—jv) einzusetzen. Wir berechnen damit die
Fourier-Transformierte von z}(7)z2(7),

s o]

Fleimml = [ sinmmemar= o [~ X300 - )Xl

und werten sie fiir » = 0 aus (der Strich an v’ wird anschlieBend weggelassen):

[ siomnar = 2 [ X1 Xaw)a. (3.74)

—00

9Bei Verwendung der Periodenfrequenz anstelle der Kreisfrequenz als der Spektralvariablen
(Transformationspaare (3.12), (3.13) oder (3.16), (3.17)) tritt der Vorfaktor 1/(2x) nicht auf.
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Setzen wir speziell z1(7) = z2(7) = z(r) und entsprechend X;(jv) = Xa(jv) =
X (jv), so ergibt sich schliellich die als Parseval-Gleichung bekannte Bezie-
hung

f ” la(r)Pdr = *2%? /_ Z 1X () 2dv, (3.75)

—00

und GI1.(3.74) ist eine verallgemeinerte Form davon.
Eine niitzliche Beziehung ergibt sich durch Anwendung der Parseval-Glei-
chung zusammen mit den Gln.(3.28) auf die Differenz zweier Funktionen,

/ Z |21(7) — za(r) 2 dr = % /_ : X1 () — Xa(jp)[* dv. (3.76)

Angenommen, z;(7) ist eine vorgegebene Funktion und z3(7) ist eine Funktion
mit freien Parametern, die so bestimmt werden sollen, dass z; () méglichst gut
durch zo(7) approximiert wird. Als Ma$ fiir die Abweichung kann nun das lin-
ke Integral — der integrierte quadratische Fehler — herangezogen werden. Dann
besagt G1.(3.76), dass sich die Approximation unter Benutzung des gleichen Feh-
lermaBes genauso gut im Spektralbereich durchfiihren ldsst.

Energiebegrenzte und leistungsbegrenzte Signale

Es ist iiblich, die linke Seite der Parseval-Gleichung (3.75) Signalenergie zu
nennen, auch wenn es sich dabei in der Regel nicht um eine Energie im physika-
lischen Sinn handelt. Die Parseval-Gleichung besagt nun, dass die Signalenergie
auch im Spektralbereich berechnet werden kann. Die Funktion |X (j»)|* /(27)
ist deshalb als spektrale Signalenergiedichte aufzufassen'®. Wir nennen ein
Signal energiebegrenzt, wenn seine Signalenergie einen endlichen Wert besitzt.
Hiufig sind Signale nicht energiebegrenzt — denken Sie z.B. an periodische
Signale. In solchen Fillen erweist sich die Einfiihrung der Signalleistung

- L _]; A M2 .t
zip = lim lz(7")|" dr (3.77)
—7/2

als giinstig. Der Effektivwert z.g ist eine Verallgemeinerung des bei periodi-
schen Zeitverldufen iiblichen Begriffs. Ein Signal ist dann leistungsbegrenzt,
wenn es eine endliche Signalleistung, d.h. einen endlichen Effektivwert besitzt.

Das Korrelationsprodukt

Eng verwandt mit der Faltung ist eine andere Verkniipfurg zweier Signale x(7)
und z(7) zu einem neuen Signal r5(7) = z1(7) ® z2(7), das wir Korrelati-
onsprodukt (fiir energiebegrenzte Signale) nennen und durch

o0

(1) = 21(7) @ z2(7) = / zy (7" zo(T + 7")dr’ (3.78)

—0oa

definieren. Dabei wird ,,®*“ als , korreliert mit“ gesprochen.

108ei Verwendung der Periodenfrequenz als der Spektralvariablen entfillt der Faktor 1/(2).

L
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Im Gegensatz zum Faltungsprodukt ist das Korrelationsprodukt offensicht-
lich nicht kommutativ,
ria(7) = 37 (=7). (3.79)
Fiir seine Fourier-Transformierte ergibt sich nach einem zur Herleitung der Kor-
respondenz (3.70) dhnlichen Vorgehen

1) ® a(r) o—e X (iv) Xa2(i¥), | (3.80)

worin Sie mit der Korrespondenz (3.49) ebenfalls die Vertauschungsbeziehung
(3.79) erkennen.

Einen wichtigen Sonderfall stellt das Korrelationsprodukt eines Signals z(7)
mit sich selbst dar, (1) = z2(7) = z(7), X1(jv) = X2(jv) = X(jv). Wir nennen
rE (1) = z(7) ® () das Autokorrelationsprodukt von z und die allgemeine
Form 7%, (7) dann das Kreuzkorrelationsprodukt von z; und ;. Wie Sie mit
der Korrespondenz

2(7) ® z(T) o—e | X (jv)|* (3.81)

sehen, hingt die Fourier-Transformierte des Autokorrelationsprodukts nur von
den Betragswerten, nicht aber von den Winkelwerten des Spektrums des Signals
ab.

Die Wiener-Khintchine-Gleichung

Ausfiihrlich angeschrieben bedeutet die Korrespondenz (3.81), wenn wir die rech-
te Seite als Fourier-Umkehrintegral darstellen,

f " o ()a(r +1)dr = % /_ : X ()| ™ dv. (3.82)

—0C0

Dies ist die Wiener-Khintchine-Gleichung (fiir energiebegrenzte, determi-
nierte Signale), offensichtlich eine Verallgemeinerung der Parseval-Gleichung
(3.75), die sich daraus fiir 7 = 0 ergibt.

3.5 Riicktransformation

Sehen wir uns abschliefend etwas genauer an, was bei der Fourier-Riicktransfor-
mation geschieht, d.h. wie sich die komplexen Sinusschwingungen, in die wir
unser Signal zerlegt haben, wieder zum urspriinglichen Signal zusammensetzen.
Eintragen des iiber Gl.(3.5) berechneten Spektrums X (jv) eines Signals z(7) in
das Umkehrintegral (3.6) liefert zunichst

co 0
F-l [X(Jy) - .2_];}./ [f :B(T") e—jur’d_r_;:l o’Tdy
—oo LJ—o0

1. o= ; °°‘( " P
=E£mz(r)[ﬁmé dv]d*r.

Ersetzen wir dann die eckige Klammer im letzten Integral mit Hilfe der aus der
Theorie der verallgemeinerten Funktionen folgenden Beziehung

/ eTdv = 2mwé(7)

-0
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durch (7 —7"), so ergibt sich

FHX ()] = / 2(r")8(r - ')dr", (3.83)
—o0
mit der Abtasteigenschaft des Dirac-Stofles also tatsdchlich wieder das Aus-
gangssignal z(7), vorausgesetzt, z(r) ist stetig. An Sprungstellen koénnen sich
aber Abweichungen des durch Riicktransformation gewonnenen Signals vom ur-
spriinglichen Signal ergeben. Diesen Sachverhalt miissen wir noch klaren.

Frequenzbegrenztes Signal

Ein Signal z(7) besitze das Spektrum X (jv). Angenommen, wir verwenden fiir
die Riicktransformation nicht X (jv), sondern schrianken das Spektrum durch ein
ideales Tiefpassfilter auf den Bereich —v; < v < v ein, d.h. fiir [v| < vy nimmt
die Spektralfunktion die urspriinglichen Werte an, fiir || > v; verschwindet sie
identisch. Wir sprechen dann von einem frequenzbegrenzten, genauer: von einem
tiefpassbegrenzten Signal mit der bezogenen Grenzkreisfrequenz'! 1. Rech-
nerisch bedeutet dies die Multiplikation des Spektrums mit dem Frequenzgang
G(jv) =rect[v/(2v,)] des idealen Tiefpassfilters, und im Zeitbereich wegen der
Korrespondenz (3.70) die Faltung mit seiner StoSantwort g(7) = sin(vg7)/(77)-
Das tiefpassbegrenzte Signal ist daher aus

) = [ o)l (380

zu berechnen'?. Weiters lisst sich im Bereich der verallgemeinerten Funktionen
der Grenziibergang
sin(v7
lim )
V=0 T

= 5(7) (3.85)

zeigen und damit fiir eine wachsende Frequenzgrenze wieder auf den Zusammen-
hang

lim z,.(7) = /m z(t")é(r — ")dr’ (3.86)

e —00

schlieflen, entsprechend der rechten Seite von G1.(3.83): Mit steigender Grezfre-
quenz strebt das zu einem Signal z(7) gehérende tiefpassbegrenzte Signal z,¢(7)
fiir alle 7 gegen z(7), vorausgesetzt, das Signal ist stetig.

Das Gibbs-Phinomen

Nun aber zum Verhalten an Sprungstellen! Das Wesentliche ldsst sich am tief-
passbegrenzten Heaviside-Sprung erkennen, fiir den wir aus G1.(3.84) zuerst

*® si -7 s -,
Eug('a") — /;me(,rr) m[VS(T )] dr’ = [J n{vg(-r )] dr :

w(r—1') 7 (r—1')

st Ty die gewihlte Bezugsdauer und dem gemi wg = 1/Tp die Bezugskreisfrequenz, so
gehort zu vg die Grenzfrequenz fg = vg/(2nTg).

12Djes zeigt iibrigens, dass ein tiefpassbegrenztes Signal, streng genommen, nicht auch zeit-
begrenzt sein kann. Dual dazu kann ein zeitbegrenztes Signal nicht auch tiefpassbegrenzt sein.
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und dann durch eine Variablentransformation den Ausdruck
1 [“7 sin(7’)

EUE(T) = ;;‘/;m TdT’ {387)
gewinnen. Der zugehérige Verlauf ist in Abb.3.5 wiedergegeben. Sie sehen einen
stetigen, oszillierenden Ubergang mit den Haupt-Extremwerten bei £7/v;. Wenn
wir die Frequenzgrenze v, erhéhen, wird zwar der Ubergang steiler, die GroBe
der Extremwerte bleibt aber selbst fiir ; — oo konstant. Dieses eigenartige
Verhalten wird Gibbs-Phiinomen genannt.

T 5 Abb. 3.5 Der tiefpassbegrenz-
te Heaviside-Sprung nach GL(3.87).
Mit steigender Grenzfrequenz fg =
_ﬂ/vg 0,5+ vg/(2nTg) wird der Ubergang zwar

steiler, die Hohe des Uberschwingens

0 ; %{ bleibt jedoch konstant (Gibbs-Phéno-
0 - men).

T/,

Im Gegensatz zu stetigen Signalen nihert sich eine tiefpassbegrenzte Sprung-
funktion bei wachsender Grenzfrequenz nicht an jeder Stelle der urspriinglichen
Sprungfunktion an. Es ldsst sich aber zeigen, dass der integrierte quadratische
Fehler im Sinn von GL.(3.76) mit steigender Grenzfrequenz beliebig klein wird.

Dem Verlauf in Abb.3.5 entnehmen wir an der Stelle 7 = 0 den Funktions-
wert €,4(0) = 1/2, der selbst fiir ; — oo erhalten bleibt. Auch darin driickt
sich eine allgemeine Eigenschaft aus: Die Fourier-Riicktransformation liefert an
einer Sprungstelle immer das arithmetische Mittel aus dem linkseitigen und dem
rechtsseitigen Grenzwert der Originalfunktion, unabhingig davon, welcher Wert
dort urspriinglich festgelegt wurde.

3.6 Zusammenfassung

Signale lassen sich einerseits im Zeitbereich, andererseits im Frequenzbereich
darstellen. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Darstellungsformen wird
durch die Fourier-Transformation hergestellt, den wichtigsten Vertreter aus
der Klasse der linearen Funktional-Transformationen.

Fiir das Arbeiten mit der Fourier-Transformation ist die Kenntnis der grund-
legenden Eigenschaften und die Beherrschung der wichtigsten Rechenregeln
unerlésslich. Dazu gehéren insbesondere die Linearitéitseigenschaft, das reziproke
Verhalten bei Zeit- und Frequenzdehnung und die Frage, wie sich eine Differen-
tiation im Zeitbereich im Frequenzbereich auswirkt.

Weitere niitzliche Erkenntnisse lassen sich aus der Untersuchung von Sym-
metrieeigenschaften gewinnen. Beispielsweise zeigt sich, dass fiir reellwertige
Signale auf die Einbeziehung negativer Frequenzwerte verzichtet werden kann,
weil der Betrag des Spektrums immer eine gerade, der Winkel immer eine un-
gerade Funktion der Frequenzvariablen ist. Fiir reelle kausale Signale besteht
sogar eine universelle Verkniipfung zwischen dem Realteil und dem Imaginirteil
des Spektrums.
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Ganz besonders attraktiv verhilt sich die Fourier-Transformation beziiglich
der Faltung und damit verwandter Operationen: Das Faltungsprodukt zwei-
er Signale im Zeitbereich wird im Frequenzbereich zum gewdéhnlichen Produkt
der Spektren. Damit kénnen wir z.B. das Spektrum des Ausgangssignals eines
LTI-Systems ganz einfach durch Multiplikation des Eingangsspektrums mit dem
komplexen Frequenzgang des Systems gewinnen.

Frequenzbegrenzte Signale kénnen nie auch streng zeitbegrenzt sein, und
zeitbegrenzte Signale nie auch streng frequenzbegrenzt. Dies zeigt eine genauere
Betrachtung der Fourier-Riicktransformation. Bei sprungunstetigen Signa-
len ist iiberdies das Gibbs-Phinomen zu beachten.



Kapitel 4

LTI-Systeme im
Frequenzbereich

Als besonders attraktive Eigenschaft der Fourier-Transformation haben wir fest-
gestellt, dass sich das Faltungsprodukt auf das gewshnliche Produkt der Trans-
formierten abbildet. Abgesehen vom Nulleingangsteil der Systemantwort lisst
sich damit das Spektrum des Ausgangssignals einfach durch Multiplikation des
Eingangsspektrums mit dem komplexen Frequenzgang gewinnen. Diese Beobach-
tung bildet die Grundlage fiir die Beschreibung des Verhaltens von LTI-Systemen
im Frequenzbereich.

4.1 Systemantworten bei Sinus-Eingingen

Am Eingang eines stabilen, linearen, zeitinvarianten Systems, beschrieben durch
ein Differentialgleichungsmodell der Form (2.1), liege die bezogene Sinusschwin-
gung

u(7) = Re [ej""] = cos(vT). (4.1)

Als Bezugswert fiir die Eingangsgrée wurde deren als konstant vorausgesetzte
Amplitude gewéhlt. 7 = t/Tp ist die bezogene Zeitvariable und v = w/wp =
f/fs mit wg = 2nfp die bezogene (Kreis-)Frequenz. Die Bezugswerte wg und
Ty werden meist passend verkniipft, hier durch wpTs = 1, so dass wt = vr.
Manchmal wird auch die Verkniipfung fgTs = 1 festgelegt, als Bezugsdauer 75
also die zur Frequenz fp gehorende Periodendauer gewihlt. In diesen Fillen ist
Gl.(4.1) durch u(7) = cos(2mv7) zu ersetzen.

Eingeschwungener Zustand

Wenn alle transienten (fliichtigen) Vorginge in unserem stabilen System ab-
geklungen sind, dann stellt sich am Ausgang eine stationire Sinusschwingung
Yst(T) ein, der eingeschwungene Zustand. Bei bekannter Ubertragungsfunktion
G(s) ldsst sich ys(7) als partikulire Losung der System-Differentialgleichung
nach dem in Kapitel 2 vorgestellten Konstruktionsverfahren sofort angeben,

Yst(T) = ¥p(7) = Re [G(jv) 7] = |G|(v) cos[vT + pc(v)), (4.2)
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wobei in der Polardarstellung

G(jv) = |G|(v) e#e) (4.3)

der Ausdruck |G|(v) = |G(jv)| den Betrag und pg(r) =arc[G(jv)] den Winkel
der fiir s =jv im Allgemeinen komplexwertigen Ubertragungsfunktion angibt.

Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wir wieder un-
sere Schaltung aus Abb.1.1, die zugehorige Differentialgleichung (2.4) mit den
Koeffizienten (2.5) und die Ubertragungsfunktion (2.13),

y" +0,4y” + 1,03y + 0,2y =0, 1u ; (4.4)

0,1
$340,452+1,0354+0,2

Das Eingangssignal (4.1) liefert hier nach Gl.(4.2) am Ausgang die stationére
Schwingung

G(s) = (4.5)

0,1ev"
bu(7) = Re l(juf +0,4(2)° +1,03(») +0, 2]
0,1e*7
=R’e[o,2—0,4u2 +j(1,03—~v3)] (4.6)
oder
Yat(7) = |G|(¥) cos [vT + pc(V)] (4.7)
mit
0,1
|G|(v) = - i
V(0,2 - 0,42 + (1,03 - 12)
ey 2
cos [pa(v)] = 2222 [6l(w), (48)
Y
sinfpo(4)] =~ — I61(»)

Zu jedem Wert der Frequenzvariablen v lassen sich demnach die bezogene Am-
plitude |G|(v) und der Nullphasenwinkel ¢ (v) des Ausgangssignals berechnen.

Einschwingvorgang

In Abb.4.1 sehen Sie, wie sich fiir unser Beispiel, ausgehend vom Nullzustand,
die stationire Ausgangsschwingung bei gleichen Amplituden aber unterschiedli-
chen Frequenzen der Eingangsspannung einstellt. Die Ausgangsgrofie setzt sich
additiv zusammen aus dem transienten Teil y, und dem stationdren Teil Y,
entsprechend der Aufspaltung der Gesamtlésung in die homogene und in die
partikuldre Losung,

y(T) = yh('r) + yp(T) = ytr(T) + Yst (T)
= Yer(7) + |G|(v) cos [vT + e (V)] - (4.9)
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Abb. 4.1 Einschwingvorginge fiir die Schaltung aus Abb. 1.1 mit den dort angegebenen
Parameterwerten. An den Eingang werden die bezogenen Spannungen u = cos(vr)e(7) gelegt.
Mit der Bezugsdauer Ty = 1 ms entsprechen die bezogenen Frequenzen v = w2, n/4, 7/8 den
Periodendavern T = 4 ms, 8 ms, 16 ms.

In stabilen Systemen verschwindet ye.(7) = yn(7) mit der Zeit, wiihrend y(7) =
Yp(T) zusammen mit der eingeprégten Schwingung am Eingang bestehen bleibt.
Yst(7) heiBt deshalb auch erzwungene Schwingung.

Beachten Sie: In unserem Beispiel wird fiir groe Werte von v die Amplitude
der Ausgangsschwingung sehr klein, weil |G|(¢) — 0 fiir ¥ — co. Das System
wirkt demnach als Tiefpass.

Durch die messtechnische Erfassung des eingeschwungenen Zustands der Aus-
gangsgriife zu einer Sinusgrofe fester Frequenz am Eingang lassen sich der Be-
trag |G| und der Winkel arc(G) experimentell bestimmen. Messungen {iber ein
ganzes Frequenzband, durchgefithrt meist mit eigens dafiir konzipierten Mess-
geriiten (Frequenz-Analysatoren, Spektrum-Analysatoren), liefern den Betrags-
frequenzgang und den Winkelfrequenzgang. Es gibt unterschiedliche Arten
der Darstellung dieser Frequenzgiinge. Mit einer hiufig gebrauchten, den Bode-
Diagrammen, werden wir uns in den Abschnitten 4.3 und 4.4 befassen.

4.2 Der komplexe Frequenzgang

Der komplexe Frequenzgang G(jv) liefert, wie G1.(4.2) zeigt, fiir ein stabiles, li-
neares und zeitinvariantes System zu einer Sinusschwingung beliebiger Frequenz
am Eingang die zugehérige stationire Sinus-Ausgangsschwingung gleicher Fre-
quenz. Seine Bedeutung reicht jedoch weit iiber diese spezielle Signalform hinaus.
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Fourier-Transformation der StoBantwort

Ein LTI-System lésst sich bekanntlich durch seine Stoflantwort g() vollstindig
charakterisieren. Andererseits haben wir bereits im Abschnitt 3.1 die fundamen-
tale Fourier-Korrespondenz

g(T) o—e G(jv) (4.10)

festgestellt, d.h. auch der komplexe Frequenzgang G(j) reicht zur vollstindigen
Charakterisierung des Systems aus.

Ich mochte dies wieder mit dem Beispiel unseres Systems aus Abb.1.1 ver-
deutlichen. Spalten wir die zugehérige Ubertragungsfunktion (2.13) durch eine
Partialbruchzerlegung geméif8

G(s) = - = (4.11)
(s +0,202) [(s +0,099) + (0,990) ]
0,101 —0,101 (s + 0, 099) 0,011 - 0,990

T 8+0,202 ° (5+0,099)% + (0,990)° (s +0,099) + (0,990)*
auf, so ergibt sich der komplexe Frequenzgang in einer Form

_ 0,101 —0,101 (s 4 0,099) 0.011 - 0,990
¥ +0,202  (ju+0,099)* + (0,990)% " (jv +0,099)* + (0,990)* ’

G(w)

die unter Anwendung der Linearitétseigenschaft direkt der Fourier-Riicktransfor-
mation iiber Tab.3.1 (Zeilen 6, 12, 13) zuginglich ist. Somit ldsst sich die StoB-
antwort,

g(r) = F[G(w)]
= [0,101 %2927 _ 0,101 =997 cos(0, 9907)
+ 0,011 e~%9997 gin(0, 9907)]e(r)

in Ubereinstimmung mit G1.(2.59) und Abb.1.16 durch inverse Fourier-Transfor-
mation aus dem komplexen Frequenzgang berechnen. Die Differentialgleichung
braucht dabei nicht gelést zu werden.

Systemanalyse im Frequenzbereich

Einer Darstellung der Systemantwort y(7) als Faltungsprodukt der Stoantwort
mit dem Eingangssignal u(7) korrespondiert im Frequenzbereich die Angabe des
Ausgangsspektrums Y'(j») als gewohnliches Produkt des komplexen Frequenz-
gangs mit dem Eingangsspektrum U (jv),

[u(r) = 9(r) x u(r) o~ Y () = G(w)U (jv). | (4.12)

Diese zuletzt in Gl.(3.71) festgestellte und in Abb.4.2 nochmals veranschaulichte
Eigenschaft ist grundlegend fiir die ganze Theorie der LTI-Systeme.

Sie ist aber auch fiir die Anwendungen sehr wichtig, weil sich die Analyse
linearer Systeme hiufig im Frequenzbereich deutlich einfacher durchfiihren lésst

S
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u(r) a(t) y(7) = g(r) + u(r)
U(jv) Gljv) Y(jv) = G(jv) U(jv)

Abb. 4.2 Wird der Anfangszeitpunkt nach —oo verschoben, so lisst sich das Ausgangssignal
cines LT1-Systems im Zeitbereich als Faltungsprodukt im Frequenzbereich als gewdhnliches
Produkt darstellen.

als im Zeitbereich. Dies gilt insbesondere fiir elektrische Schaltungen in Verbin-
dung mit der komplexen Wechselstromrechnung.

In unserem Beispiel der Schaltung Abb.1.1 liefern die Kirchhoff-Regeln und
die Elementegleichungen im Komplexen!

Up=(Ri+jwl) [, +Ug,

0= (R + Ry +jwLla) I, - Ug ,
Uy = Rsl,

0=—I, + I + jwCl ,

und nach Elimination von I, [, und U,

Us = AL LaC () + [RuLoC + (Ra + Re)L:C] ()?
+[L1 + Lz + Ri(Ry + R3)C (jw) + Ry + Ra + Ry}l ,.

Nun ist der komplexe Frequenzgang einfach des Verhaltnis der bezogenen kom-
plexen Effektivwerte der Ausgangsgréfe zur Eingangsgrife. Ausgedriickt durch
die bezogene Frequenzvariable v = w/wp = wTq ergibt sich daher

EanhB - UEB H.:L bl.‘l

Us/Uss  Uas Ue  (j0)° + a2 (0)° + a1 Gv) + a0

mit den nach GL.(2.4) zusammengefassten Koeffizienten. Halten wir fest: Durch
eine komplexe Wechselstrom-Analyse kénnen wir den komplexen Frequenzgang
G(jv) und mit ju — s auch die Ubertragungsfunktion der Schaltung auf rein
algebraischem Weg bestimmen. Die System-Differentialgleichung braucht dabei
nicht aufgestellt zu werden.

G(jv) = (4.13)

Déampfungsmaffi und Phasenmafl

Die Werte des komplexen Frequenzgangs werden manchmal komplexe Ver-
stirkung, die Reziprokwerte D(jv) = 1/ G(jv) hiufig komplexe Dimpfung
genannt. Als logarithmisches Ma8 geschrieben, ergibt sich durch die Aufspaltung
in Real- und Imaginiirteil,

n[G(jv)] = In [G(jv)| +jarc[G(jv)] = In|G|(v) + jpc(v), (4.14)

! Die komplexen Effektivwerte von Stromen und Spannungen werden hier der Deutlichbeit
halber durch Unterstriche gekennzeichnet,

"\...rj



4.3 Betragsfrequenzgang als Bode-Diagramm 93

auf natiirliche Weise eine additive Zerlegung in den Betragsteil und in den Win-
kelteil des Frequenzgangs. Entsprechend liefert die Zerlegung der logarithmierten
Démpfung in Real- und Imaginérteil,

In[D(iv)] = a(v) + ib(v), (4.15)

das Déampfungsma$ a(v) und das Phasenma8 (den Dampfungswinkel) b(v),
wobei

a(v) = —In|G|(v), b(r)=—pc(V). (4.16)
Als weitere KenngréBen sind speziell fiir Ubertragungsglieder die (bezogenen)
Werte der Phasenlaufzeit 7, und der Gruppenlaufzeit 7, definiert durch?

b db
Tp = -I; ) Tg = E ; (417)

in Verwendung.

4.3 Betragsfrequenzgang als Bode-Diagramm

Die Darstellung des Betragsfrequenzgangs als Bode-Diagramm, d.h. das Auf-
tragen der Werte |G| in einem logarithmischen MafBstab iiber der ebenfalls loga-
rithmisch geteilten Frequenzskala, bietet eine Reihe von Vorteilen. Insbesondere
lisst sich meist eine gute Niherung an den tatséchlichen Verlauf ohne weitere
Rechnung allein durch Inspektion von G(s) angeben.

Wir fassen die Werte der Ubertragungsfunktion hier stets als Verhéltnisse
der physikalischen Dimension 1 von , Feldgrofen“ auf und definieren dem gemaf
als logarithmisches Maf8 ihrer Betrige

|In|G| = 201g|G]| dB, | (4.18)

wobei die Pseudo-Einheit dB (Dezibel) fiir den Zahlenfaktor 1dB = 0, 1-In(y/10)
= 0,1151... steht und deshalb nicht ohne Weiteres weggelassen werden darf.
Die zugehérige Achse im Bode-Diagramm wird meist in Dezibel skaliert. Es ist
iiblich, die Frequenzachse entweder mit den absoluten Werten der Frequenz bzw.
der Kreisfrequenz zu beschriften, oder mit den Werten der bezogenen Frequenz
(nicht in Dezibel!), die Achse aber dekadisch logarithmisch zu teilen. Wir gehen
von reellwertigen StoBantworten aus, kénnen uns also auf positive Frequenzwerte
beschrinken®.

Pole und Nullstellen

Wie das Bode-Diagramm des Betragsfrequenzgangs eines Systems bei bekannter,
rationaler Ubertragungsfunktion G(s) aufgebaut ist, soll das folgende Beispiel
zeigen. Wir untersuchen

Gls) = bis + bo _ bi(s—aq)
st +azs® +ags2 +ars  s(s—pp) (52 +20ups + 1)

 s(s/p—1) (/8 + (29/v)s + 1]

2Mit der Bezugsdauer Tq gilt wegen wgTqg = 1 in Originalvariablen t, = 7,75 = b/w und
tg = 7gTp = db/dw.
3|G|(v) ist eine gerade Funktion (s. Abschnitt 3.3, Pkt.2).
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mit reellen Zahlen by, q1,p1,9, v und mit k = (byq1)/(p1v3) = bo/a;. Es ist

_ k (v/ar — 1)
G lo = 1) [(v)2/17 + @0wo)iw +1]

G(jv) (4.20)

und damit

In|G(jv)| = In|k| +In|jv/q — 1| = In|jy| = In|jv/p1 — 1
—In |(jv)?/vg + (29/wo)jv + 1. (4.21)

Das logarithmische Mafl des Betrags von G ergibt sich demnach als Summe der
logarithmischen MaBe der Betrige der einzelnen Faktoren — mit positivem Vor-
zeichen, wenn sie im Zahler stehen, mit negativem Vorzeichen fiir Faktoren im
Nenner. Das gesamte Bode-Diagramm ist die algebraische Summe dieser Einzel-
diagramme, die im Folgenden gesondert besprochen werden.

o |In [k| = 201g |k|dB |

In k| ist eine Konstante, ihr Graph damit eine Gerade parallel zur v-Achse.
Die ,, Verstirkung“ k verschiebt das Bode-Diagramm um den Betrag des Wertes
20lg |k|dB nach unten (k| < 1) oder nach oben (|k| > 1).

o |In|jv/qy — 1| = 201g [jv/q, — 1|dB]|

Fir v < |q1| gilt In|jv/q1 — 1| = In(1) = 0. Fiir v = |q1| ist In|jv/q1 — 1| =
In|£j — 1| = 201g(v/2)dB = 3,01dB, und fiir » > |q;| haben wir In |jv/q; — 1| =
In|jv/q1| = 201g(v)dB —201g |q;|dB. Der letzte Ausdruck reprisentiert bei de-
kadisch logarithmischer Teilung der Frequenzachse eine Gerade der Steigung
+20dB/Dekade.

Das Bode-Diagramm dieses Faktors mit den in Gl.(4.22) verwendeten Koef-
fizienten zeigt Abb.4.3. Dargestellt ist dort auch die geniherte Angabe durch die
beiden Grenzwertgeraden. Sie schneiden einander bei der (bezogenen) Knickfre-
quenz v = |q1|. Der Bode-Graph verliuft 3,01dB oberhalb des Knickpunkts und
nihert sich fiir v < |q1| und v > |q;| den Asymptoten.

o [~Inj¥| = —201g |jv|dB|

Der Pol im Ursprung liefert —In|jr| = —20lg(v)dB, also eine Gerade mit der
negativen Steigung —20dB/Dekade und dem Nulldurchgang bei » = 1. Abb.4.3
zeigt auch diese Kurve. '

o |—Infjw/p1 — 1| = —201g|jv/p1 — 1|dB|

Die Behandlung des einfachen reellen Pols p; erfolgt analog der Behandlung der
einfachen reellen Nullstelle ¢,

0 fir v< |p1| )
—Ihnfjy/pr -1 =4 -3,01dB fir v=|p,
—201g(v)dB +201g|p1|dB fiir v > |py|.

Die bezogene Knickfrequenz betragt hier » = |p1|, und der Bode-Graph verliuft
3,01dB unterhalb des Knickpunkts. Sie sehen das in Abb.4.3.

L/
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Abb. 4.3 Die Faktoren der Ubertragungsfunktion erscheinen im logarithmischen MaBstab
des Bode-Diagramms als Summanden. Dargestellt sind der zweite, dritte und vierte Term auf
der rechten Seite der Gl (4.21) mit q; = —0,1 und p; = —-1.

o | =In|(v)?/vg + (20/vo)jv + 1| = —201g | —v?/1} + (29/wo)jv + 1|dB

Fiir 0 < ¥ < 1, was wir hier voraussetzen wollen, liegt ein konjugiert komple-
xes Polpaar vor. Bei niedrigen Frequenzen, v < vy, ist der Term nidherungsweise
Null. Dagegen erhalten wir fiir grofie Frequenzen, v > g, ndherungsweise
—401g(v)dB +401g(r)dB, also eine Asymptote mit der negativen Steigung
—40dB/Dekade und dem Nulldurchgang bei ¥ = vy. Zu dieser Frequenz gehort
der Wert —201g(29)dB, der Kurvenverlauf hingt dort also im Wesentlichen vom
Dimpfungsgrad 9 (bzw. vom Verlustfaktor d = 29 oder dem Giitefaktor @ =
1/d) ab. Typische Kurven fiir unterschiedliche Ddmpfungsgrade zeigt Abb.4.4.

Erinnern Sie sich an die Eigenschaften schwach geddmpfter Systeme (0 < 9 <
0,5) im Hinblick auf die Sprungantwort: Starkes Uberschwingen, lange Setzzeit.
Fiir Sinus-Einginge zeigt Abb.4.4 die andere Seite dieses Verhaltens, nun aber
in jeweils eingeschwungenen Zustinden. Die Amplitude der stationdren Sinus-
schwingung am Ausgang nimmt fiir kleine Dampfungsgrade in der Umgebung
der Kennfrequenz stark iiberhéhte Werte an (Resonanz).
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Abb. 4.4 Bode-Diagramm des Betragsfrequenzgangs der Ubertragungsfunktion G(s) =
1/(s% + 29s+ 1) entsprechend dem letzten Term in GL. (4.21) mit der bezogenen Kennkreisfre-
quenz vg = 1.

Der zusammengesetzte Verlauf

Der Betragsfrequenzgang als Bode-Diagramm ist die additive Uberlagerung der
zu den einzelnen Faktoren gehérenden Beitrige. Dies kann natiirlich exakt durch-
gefiihrt werden, mit etwas Ubung lisst sich jedoch allein aus der » Verstiarkung “
k und den Lagen der Pole und Nullstellen eine i.A. gute Niherung angeben.
Abb.4.5 zeigt die Zusammensetzung fiir die Ubertragungsfunktion (4.19) mit
k=10;q1 = —0,1; py = —1; yp = 10; 9 =0,2; also

L 10(s/0,1 +1)
Gls) = s(s+1)[s2/100 + (0,4/10)s + 1] °

(4.22)

Beachten Sie: Es ist fiir den Verlauf des Betragsfrequenzgangs belanglos, ob die
Pole und Nullstellen in der linken oder in der rechten Halbebene liegen. Erst
gemeinsam mit dem Winkelfrequenzgang ist diese Lage der Pole und Nullstellen
erkennbar,

4.4 Winkelfrequenzgang als Bode-Diagramm

Auch der Frequenzgang des Winkels lisst sich in der Darstellung als Bode-
Diagramm durch die ﬁberlagerung der Einzelbeitriige der Faktoren in der Uber-
tragungsfunktion gewinnen. Die Frequenzskala wird auch hier iiblicherweise de-
kadisch logarithmisch geteilt, die Winkelskala ist jedoch linear zu teilen.

Als Beispiel nehmen wir wieder die Ubertragungsfunktion (4.19). Fiir die
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Abb. 4.5 Zusammensetzen der Teilkurven zum Bode-Dingramm fiir den Betragsfrequenzgang
der Ubertragungsfunktion Gl. (4.22). Die Nummerierung der Teilkurven entspricht der Position
des zugehirigen Terms auf der rechten Seite der GI (4.21). Das approximierende Polygon st
strichliert eingetragen.

Winkelwerte gilt

arc|G(jv)] = arc(k) + are(jv/q — 1) — are(jv) — arc(jv/p — 1)
— are[(iv)?/vd + (20/w)jv + 1], (4.23)

dargestellt in Abb.4.6 mit k = 10; ¢ = -0, L, ;1 = =i vy = 10: ¢ =0,2;
entsprechend GL.(4.22). Auch hier stellt die Beschriinkung auf positive Frequenz-
werte filr Systeme mit einer rellen StoBantwort keinen Verlust an Information
dar: arc|G(jv)] ist eine ungerade Funktion von v.

Jeder einfache, reelle Pol p; in der linken Halbebene trigt zum Winkel an
der Stelle v = —p; den Wert —m/4 und asymptotisch, fiir » — oo, den Wert
—7/2 bei. Jede einfache, reelle Nullstelle g; in der linken Halbebene liefert bei
der Frequenz v = —gq; den Winkelbeitrag +m/4 und fiir v — oo den Beitrag
47 /2. Nullstellen vergroBern also den Winkel, Pole verkleinern ihn.
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Abb. 4.6 Zusammensetzen der Teilkurven zum Bode-Diagramm [iir den Winkelfrequenzgang
der Ubertragungsfunktion GL (4.22). Die Nummerierung der Teilkurven entspricht der Position
des zugehirigen Terms auf der rechten Seite der GL (4.23),

Pole und Nullstellen in der rechten Halbebene

Wenn man die Bode-Diagramme des Betragsfrequenzgangs und des Winkelfre-
quenzgangs jeweils fiir sich allein betrachtet, so bleibt immer noch eine Mehr-
deutigkeit beziiglich der Pole und Nullstellen und ihrer Lage in der linken oder
rechten Halbebene bestehen. Erst beide Diagramme zusammen lassen eindeutige
Aussagen zu. Beispielsweise gehiirt zu den Ubertragungsfunktionen

Gi(s) =(s+1)/(s+10), Gafs)=(s+1)/(s~10),
Ga(s) =(s—1)/(s+10), Gu(s)=(s—1)/(s—10) (4.24)

jeweils der gleiche Betragsfrequenzgang, sie besitzen aber unterschiedliche Win-
kelfrequenzgiinge (Abb.4.7).

Wir nennen ein System dann ein Minimalwinkelsystem (Minimalphasen-
system, Phasenminimumsystem), wenn sowchl die Pole wie auch die Nullstellen
in der abgeschlossenen linken Halbebene liegen. Von den Ubertragungsfunktionen
(4.24) reprasentiert nur Gy(s) ein solches System, und nur Gy(s) und Ga(s)
gehoren zu stabilen Systemen. Es lisst sich zeigen: Unter allen stabilen Syste-
men mit gleichem Betragsfrequenzgang weist das Minimalwinkelsystem in jedem
beliebigen Frequenzintervall die kleinste Winkelinderung auf - daher der Name.
Und: Der Winkelfrequenzgang eines Minimalwinkelsystems lisst sich eindeu-
tig aus dem Betragsfrequenzgang berechnen. Umgekehrt ist die Berechnung des
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Abb. 4.7 Die vier als Gln. (4.24) angegebenen Ubertragungsfunktionen besitzen den gleichen
Betragsfrequenzgang, aber unterschiedliche Winkelfrequenzglinge. Nur Gy (s) reprisentiert ein
Minimalwinkelsystem.,

Betragsfrequenzgangs aus dem Winkelfrequenzgang nur bis auf eine konstante
» Verstirkung* moglich — allerdings auch nur fiir Minimalwinkelsysteme. Wesent-
lich unterschiedliche Ubertragungsfunktionen kénnen niimlich gleiche Winkelfre-
quenzgiinge besitzen, beispielsweise G(s) aus (4.24) und

Gs(s) = (s —10) /(s = 1), (4.25)

dargestellt in Abb.4.8. Gg(s) ist kein Minimalwinkelsystem. Wir halten fest: Bei
Minimalwinkelsystemen geniigt zur vollstindigen Charakterisierung allein die
Angabe des Betragsfrequenzgangs.

4.5 Totzeitsysteme

Bei der expliziten Behandlung von LTI-Systemen im Zeitbereich und im Fre-
quenzbereich haben wir uns in der Regel auf solche Systeme beschrénkt, die
sich durch System-Differentialgleichungen in der Standardform (2.1) beschrei-
ben lassen: Eingangsgrisfe, AusgangsgriiBe und deren Ableitungen werden zum
jeweils gleichen Zeitpunkt miteinander verkniipft. Modelle dieser Art sind nicht
immer brauchbar, beispielsweise dann, wenn Reaktionszeiten von Komponenten
oder Laufzeiten von Signalen beriicksichtigt werden miissen. Treten solche Ef-
fekte auf, so sprechen wir von Totzeitsystemen oder Laufzeitsystemen oder
Systemen mit Zeitverziigerung. Sie kénnen — milssen aber nicht — linear und
zeitinvariant sein.

LTI-Systeme mit Totzeiten lassen sich zwar durch StoBantworten g(7) mit ei-
ner einzigen Zeitvariablen charakterisieren, trotzdem gestaltet sich ihre Behand-
lung im Zeitbereich meist wesentlich komplizierter als die von LTI-Systemen
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Abb. 4.8 Die Ubertragungsfunktionen G1(s) (GL (4.24))1 und Gs(s) (GL (4.25)) besitzen
unterschiedliche Betragsfrequenzginge, aber den gleichen Winkelfrequenzgang. Nur G1(s) re-
présentiert ein Minimalwinkelsystem.

ohne Totzeiten. Warum das so ist, kénnen wir uns mit dem Zeitverschiebungs-
satz (3.32) klar machen.
Nehmen wir als Beispiel das durch die Gleichung

Y (7) +y(r — ) = u(7) (4.26)

mit einer festen (bezogenen) Verzogerungszeit 7, beschriebene LTI-System. Tat-
séchlich ist (4.26) keine Differentialgleichung, sondern ein Mischtypus aus einer
Differential- und einer Differenzengleichung, weil die Werte von ¥/, y und u nicht
zum jeweils gleichen Zeitpunkt, sondern zu unterschiedlichen Zeitpunkten r und
T — Ty miteinander verkniipft sind.

Die Fourier-Transformation von Gl.(4.26),

WY () + e ¥ ™Y (ju) = U(jv),

liefert ohne Weiteres den komplexen Frequenzgang G(jv) und damit die Uber-
tragungsfunktion G(s),

Y@y 1 . 3
G(_]V) = U(_]U) = jb’ e G(S) = Ee__-"_‘r"_" . (427)

Im Gegensatz zu den bisher meist benutzten Ubertragungsfunktionen (vgl.(2.10))
ist dieses G(s) wegen des fiir Totzeitsysteme typischen exp(—st,)-Terms aber
keine rationale Punktion. Damit geht auch das bewihrte einfache Konzept der
Pole und Nullstellen verloren.

Sie konnen fiir ein Totzeitsystem ohne Schwierigkeiten den Frequenzgang als
Ortskurve darstellen (Abb.4.9a) oder als Bode-Diagramm angeben (Abb.4.9b).
Auch lasst sich die StoBantwort als inverse Fourier-Transformierte zwar formal
leicht hinschreiben,

o(r) = FLG(w), (4.28)
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Abb. 4.9 Frequenzgang des Totzeitsystems (4.26), dargestellt als Ortskurve (a) und als
Bode-Diagrammi(b).

tatsichlich ist die Riicktransformation aber meist nicht geschlossen ausfithrbar.
Selbst unser einfaches Beispiel (4.26) besitzt bereits die nur umstindlich anzu-
gebende StoBantwort?

el S Y
g(t) = Z{ ;!} (r = kn) e(r — k), (4.29)
k=0

ausgewertet in Abb.4.10.

4.6 Erregung durch Zufallssignale

In den Anwendungen kommen neben den determinierten Signalen hiufig auch
Zufallssignale Z(r) vor, die wir bekanntlich als eine ganze Schar (ein Ensemble)
von determinierten Signalen — den Realisierungen - aufzufassen haben. Das Un-
sichere liegt nicht im unsicheren Verlauf einer bestimmten Realisierung, sondern
in deren Auswahl als das Ergebnis eines Zufallsexperiments.

Angenommen, ein lineares, zeitinvariantes System mit der StoBantwort g(7)
wird durch ein Zufallssignal %(7) erregt. Im konkreten Fall liegt dann am Ein-
gang eine Realisierung wug(7), also ein determiniertes Signal, und das zugehirige
Ausgangssignal kann im Prinzip als Faltungsprodukt

W)=y e = f“ o Yua(r — )’ (4.30)

-

4Die Rethe bricht fiir k > /7y ab.
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Nt

Abb. 4.10 StoBantwort GL{4.20) des Totzeitsystems GL.(4.26) mit der bezogenen Verziige-
rungszeit v, = 1.

dargestellt werden. Die y;(7) sind nun wieder als Realisierungen eines Zufallspro-
zesses yJ(7) aufzufassen. Ziel der Untersuchungen ist, aus der bekannten statisti-
schen Charakterisierung des Eingangssignals auf die statistische Charakterisie-
rung des Ausgangssignals zu schliefen, d.h. aus den Erwartungswerten von ()
die entsprechenden Erwartungswerte von §(7) zu berechnen.

Wir werden uns hier auf die einfachsten Situationen beschriinken. Im Spe-
ziellen setzen wir voraus, dass die betrachteten LTI-Systeme stabil sind, die
Eingangssignale reell sind und nicht nur als stationdr (Zeitunabhiingigkeit der
statistischen Eigenschaften), sondern auch als ergodisch (,, Zeitmittel = Scharmit-
tel) betrachtet werden kénnen und dass sie auBerdem schon iiber hinreichend
lange Zeiten anliegen, Ausgleichsprozesse also schon abgeklungen sind. Mit dem
Eingangssignal sei dann auch das Ausgangssignal reell, stationir und ergodisch.

Mittelwert

Die einfachste statistische KenngriBe ist der fiir stationire Eingangssignale kon-
stante Scharmittelwert m, = E[ii(7)|, der wegen der vorausgesetzten Ergo-
dizitit auch als Zeitmittelwert ug(7) einer beliebigen Realisierung angegeben
werden kann. Ausgehend von GL(4.30) erhalten wir dann fiir den Mittelwert des
Ausgangssignals

- 1 4T 1 T2 ; ’
B = fim 7 [ ww(ridr = Jim £ [ [ [ o yustr - 7| ar

T/2 o0
= f,:. (™" [T%% _ngu;_.{'r —-r'}d-r] dr’ = Elu(r)] j: Wg{f’}dr’ ;
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Unter Beachtung von GL{3.3) folgt daraus

|my = GO)m,, , (4.31)

wobei G(0) den Wert des komplexen Frequenzgangs G(jv) filr » = 0 angibt. Der
Mittelwert. eines stationdren Zufallssignals wird demnach wie der Gleichanteil
eines determinierten Signals fibertragen.

Autokorrelation

Ein wichtiges MaB fiir das Zeitverhalten eines Zufallssignals ist seine Auto-
korrelationsfunktion (AKF), die sich fiir ergodische Signale iiber G1.(1.43)
ebenfalls aus einer beliebigen Realisierung berechnen lisst. Davon ausgehend
erhalten wir mit der Faltungsdarstellung (4.30) zundéichst

1 (T2
()= Jim 7 [ st +7)dr

T/2 oo
lim - [ f fm g(A)g(plue(r’ — Nup(r +7' = _u]d)nd_u] dr’

T T=T -T2 |/~

oa  pog " e 1 T/2 - ) :
a ./--m./:my{ Jo(k) |:T—-m ?-[-T,.f:u*{‘r — Ahug(r + 1" - p,}d'r] dAdye.

In der letzten eckigen Klammer steht, wie sich durch eine Variablentransforma-
tion 7~ 7" = 7' — ) zeigen lisst, die verschobene AKF r (7 + A — p) des
Eingangssignals. Es gilt also

= [ [ d0ara(r + A~ drdu

= f:: [j:g{.h]lgl:r" +A}d}n] Fuu(T = 7')d7’,

wobei der Ubergang zum letzten Ausdruck durch die Variablentransformation
g — 7' = p— A\ erfolgt. Nun steht in der letzten eckigen Klammer das in G1.(3.78)
fiir energiebegrenzte, determinierte Signale eingefiihrte Korrelationsprodukt, ge-
nauer: das Autokorrelationsprodult ‘.I'"HE’{T} = g(7) @ g(7) der StoBantwort unse-
res Systems, und der ganze Ausdruck hat die Form eines Faltungsprodukts. Das
einfache Ergebnis

ryy(T) = ffg{ﬂ * Ty (T) (4.32)

wird Wiener-Lee-Beziehung genannt. Sie zeigt, dass sich die AKF des Aus-
gangssignals aus der AKF des Eingangssignals durch Faltung mit dem Autokor-
relationsprodukt der StoBantwort berechnen lisst.

Leistungsspektrum

Der in GL(1.43) fiir die Autokorrelationsfunktion reeller, ergodischer Zufallssi-
gnale angegebene Ausdruck

1 T/2
rea(r) = Jlim 7 [ o PRI 47 (4.33)
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stimmt fiir 7 = 0 mit der in GL.(3.77) eingefiihrten Signalleistung iiberein,

T—oo

1 T/2
wde=fim 7 [ ()P dr = rea(0) (43
T/ 12

Betrachten wir nun das Fourier-Transformationspaar der AKF (4.33),

Rez(jv) = Flree(T)] = [ :rm(r) e ¥7dr, (4.35)
Tax(7) = F 1 [Req(iv)] = % /_ ” Rz (jv) &7 dv, (4.36)

so gilt mit GL.(4.34) fiir die Signalleistung

1™ -
T = = f R (jv)dv. (4.37)
—o0

Die Funktion R;.(jv)/(2r) ist deshalb als spektrale Signalleistungsdichte
aufzufassen®. Die Funktion R..(jv) selbst, also die Fourier-Transformierte der
AKF 155(7) des stationiren Zufallssignals Z(7), wollen wir kurz das Leistungs-
spektrum von Z(7) nennen. Ubrigens ist, wie sich durch eine einfache Varia-
blentransformation in G1.(4.33) zeigen lisst, die AKF eines reellwertigen Signals
stets reell und gerade. Damit ist auch das zugehérige Leistungsspektrum reell
und gerade.

Was bedeutet Gl.(4.32) im Frequenzbereich? Ihre Fourier-Transformation lie-
fert mit der Korrespondenz (3.81) die Beziehung

Ryy(jv) = |G(j¥))|* Ruuu(iv)- (4.38)

Die Leistungsspektren werden demnach mit dem Betragsquadrat des komplexen
Frequenzgangs iibertragen.

‘Weifles Rauschen

Ein stationdres Zufallssignal w(7) mit einem konstanten Leistungsspektrum wird
weifles Rauschen genannt,

| B (¥) = K o—0 ryn (r) = K5(7).| (4.39)

Es handelt sich um die Abstraktion eines nicht leistungsbegrenzten Signals, das
— grob gesprochen — Komponenten aller Frequenzen zwar gleich verteilt, aber
vollig unkorreliert enthilt.

Angenommen, wir beschrinken das unendlich ausgedehate Spektrum des wei-
Ben Rauschens durch ein ideales Tiefpassfilter mit der bezogenen Grenzfrequenz
Vg, also mit dem Frequenzgang G(jv) = rect[v/(21)]. Das so entstehende, wie-
derum stationére Zufallssignal 7i(7) heift frequenzbegrenztes weies Rau-
schen und besitzt nach G1.(4.38) das Leistungsspektrum

rect Y
2vg

5Bei Verwendung der Periodenfrequenz als der Spektralvariablen entfillt der Faktor 1 /(2%).

Rnn(j”J =K

2={K fir |v] < g, (4.40)

0 fir |v|>wy,.
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Die zugehérige AKF,
Pan(7) = F ! [Run(iv)] = K== si(v7), (4.41)
liefert im Speziellen die Signalleistung
n2g = rnn(0) = Kvg/m. (4.42)

n(7) ist demnach leistungsbegrenzt.

Das frequenzbegrenzte weifie Rauschen wird hiufig als einfaches Modell fiir
das thermische Rauschen elektrischer Widerstinde benutzt. In einer Ersatz-
schaltung wird dabei ein idealer Widerstand R in Reihe mit einer idealen Span-
nungsquelle gelegt, die das Rauschsignal mit dem Effektivwertquadrat

uZg = 4kTRf, (4.43)

liefert, wobei k die Boltzmann-Konstante, T’ die absolute Temperatur und fg
die Grenzfrequenz angibt. Der ,rauschende“ Widerstand, als Spannungsquelle
mit dem Innenwiderstand R betrachtet, kann die maximale Leistung (,, Rausch-
leistung“) Pr = u2g/(4R) = kT f; abgeben.

Es ist instruktiv, G1.(4.43) in die bezogene Form (4.42) zu bringen. Mit der
Bezugsspannung Up und der Bezugsdauer Tj, also uZ; = n2;U% und® f, =
vg/(2mTg), erhalten wir

e 2kTR vy '
© UiTg =

(4.44)

Dies identifiziert K = 2kT'R/(U2Tg) als die Konstante K im Leistungsspektrum
(4.40).

Kreuzkorrelation

Ganz analog zur Autokorrelationsfunktion (4.33) lisst sich fiir zwei reelle, er-
godische Zufallssignale Z(7) und y(r) unter der Voraussetzung, dass die bei-
den Signale auch gemeinsam ergodisch sind, die Kreuzkorrelationsfunktion
(KKF)

= M L[ d "dr’ | 4.4
o) = fim 7 [ st + )i (.45)
als statistisches MaB fiir deren , Verwandtschaftsgrad“ angeben. Ihre Fourier-
Transformierte Ry (jv) heiBt Kreuzleistungsspektrum, und die Fourier-Trans-
formierte der AKF wird in diesem Zusammenhang auch Autoleistungsspektrum
genannt.

An einem LTI-System mit der StoBantwort g(7) liege ein ergodisches Ein-
gangssignal %(7), dessen AKF 7y, (7) bekannt sei. Wir fragen nun nicht nach
der mit Gl.(4.32) berechenbaren AKF des Ausgangssignals, sondern interessie-
ren uns fiir die KKF von %(7) und 7(7). Zusammen mit G1.(4.30) berechnen wir

61st T die gewiihlte Bezugsdauer und dem gemil wg = 1/Tg die Bezugskreisfrequenz, so
gehdrt zu vy die Grenzfrequenz fg = vg/(2nTg).
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aus Gl.(4.45)

T/2
reo(r) = Jim 7 [ ) | [ ot A= iuatua] an

=]:m9(‘r—'r)

wobei vor der Vertauschung der beiden Integrationen die Variablentransforma-
tion g — 7’ = p — A vorgenommen wurde. In der eckigen Klammer des letzten
Ausdrucks steht jetzt die AKF ry,(7) des Eingangssignals, und das Ganze hat
die Form des Faltungsprodukts

T/2
— ! !
Jim f Tﬂuk(/\)uk(‘r +A)dA| dr

|ruy(7) = 9(7) * ruu(r).| (4.46)

Die KKF zwischen dem Eingangs- und dem Ausgangssignal wird demnach als
Faltungsprodukt der Stoflantwort mit der Eingangs-AKFE ermittelt. Entspre-
chend erhalten wir im Frequenzbereich das Kreuzleistungsspektrum

[Buy(iv) = G(i¥) Ruu i), | (4.47)

Dies bringt uns zu einem interessanten Thema: Wihlen wir als Eingangssi-
gnal speziell ein weiBles Rauschen (4.39) mit dem Leistungsspektrum’ K = 1,
so ergibt sich als dessen KKF' mit dem Ausgangssignal genau die Stofantwort
g(7) des Systems bzw. als zugehoriges Kreuzleistungsspektrum der kompleze
Frequenzgang. Damit lassen sich LTI-Systeme auf sehr bequeme Weise experi-
mentell identifizieren.Tatsichlich muss das Rauschen nicht ideal weifl, son-
dern nur hinreichend breitbandig sein. Die Bildung der KKF erfolgt mit analogen
Korrelatoren oder iiber entsprechende Algorithmen mit Signalprozessoren.

4.7 Zusammenfassung

Bei der Beschreibung des Verhaltens von LTI-Systemen im Frequenzbereich
kommt dem komplexen Frequenzgang, der Fourier-Transformierten der Stof-
antwort, eine entscheidende Rolle zu. Er ldsst sich experimentell bestimmen
— etwa durch' die Beobachtung eingeschwungener Zusténde bei Sinuserregung
— oder, bei Vorliegen eines mathematischen Modells, durch Auswertung der
Ubertragungsfunktion entlang der imagindren Achse. Fiir lineare elektrische
Schaltungen kénnen wir den komplexen Frequenzgang auch mit den Methoden
der elementaren Wechselstromrechnung gewinnen.

Die graphische Darstellung des komplexen Frequenzgangs erfolgt in der Regel
getrennt als Betragsteil und als Winkelteil. Dabei haben sich inshesondere
die Bode-Diagramme bewiihrt, weil sie sich einerseits fiir Systeme mit ratio-
nalen Ubertragungsfunktionen allein durch Inspektion der Pole und Nullstellen
relativ leicht zeichnen lassen, und weil andererseits durch die logarithmischen
Skalen die Erfassung grofler Bereiche bei angepassten Auflésungen gelingt. Bei
Minimalwinkelsystemen reicht zur vollstindigen Charakterisierung allein das
Betragsdiagramm aus.

TDies lasst sich durch geeignete Wahl der Bezugswerte immer erreichen.
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Systeme mit Totzeiten erweisen sich meist als deutlich schwieriger zu be-
handeln als solche ohne Totzeiten, auch wenn es sich um LTI-Systeme handelt.
Die Ubertragungsfunktion ist dann keine rationale Funktion, so dass die Pole-
Nullstellen-Techniken in ihren einfachen Formen nicht anwendbar sind.

Im Gegensatz zu determinierten Signalen werden Zufallssignale nicht durch
die Angabe des konkreten Zeitverlaufs seiner Realisierungen beschrieben, son-
dern durch statistische Kenngréfien wie den Mittelwert, die Autokorrela-
tionsfunktion (AKF) und die Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) bzw.
deren Fourier-Transformierten, das Autoleistungsspektrum und das Kreuz-
leistungsspektrum. Hier interessiert vor allem, wie sich solche Kenngréfien bei
der Ubertragung des Zufallssignals durch ein LTI-System verindern.



Kapitel 5
Fourier-Reihen

Wenn sich ein Vorgang auf immer die gleiche Weise wiederholt, sprechen wir
von einem periodischen Vorgang. Zeitverliufe dieser Art sind einer speziellen
Darstellung durch trigonometrische Reihen zuginglich, die man Fourier-Reihen
nennt und die wegen ihrer grofien Bedeutung fiir die Anwendungen in den unter-
schiedlichsten Varianten zu finden sind. Ich werde hier die komplexen Fourier-
Reihen in ihrer allgemeinen Form vorstellen. Die Varianten ergeben sich daraus
als Sonderfille.

5.1 Periodische Signale

Ein zeitlich periodisch verlaufender Vorgang, beschrieben durch eine GroBe
u(t), erfiillt bekanntlich die Bedingung

lu(t +T) = u(t) fiir alle t] (5.1)

und bestimmte Periodendauern T' > 0. Die kiirzeste Periodendauer, mit der
sich diese Bedingung erfiillen lisst, nennen wir fundamentale Periodendau-
er Tj, die zugehorige Periodenfrequenz f; = 1/7; heifit Grundfrequenz und
w1 = 27 fi heiBt Grundkreisfrequenz. Alle anderen Periodendauern sind als
ganzzahlige Vielfache der fundamentalen Periodendauer angebbar. Ein Aus-
schnitt der Dauer T; des Vorgangs heifit fundamentale Periode. Umgekehrt
lésst sich natiirlich ein zeitbegrenzter Vorgang der Dauer T}, als fundamenta-
le Periode aufgefasst, durch beidseitiges Wiederholen zu einem T)-periodischen
Vorgang erweitern.

Diskretes Spektrum

Die Spektralfunktion periodischer Signale zeigt eine interessante Besonderheit:
Sie existiert nicht im klassischen Sinn, sondern ergibt sich als eine Reihe von
Dirac-Stofien unterschiedlichen Gewichts, die bei allen (positiv und negativ)
ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz platziert sind. Aus der Wiederga-
be des Signals durch sein Spektrum — etwa durch G1.(3.13) - resultiert dann mit
der Abtasteigenschaft des Dirac-StoBes an Stelle des Integrals eine beidseitig
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unendliche Reihe der Form
m -
u(t)= ) Cpel?mhhe, (5.2)
k=—oc0

wobei als Koeffizienten C} die Gewichte der Dirac-Sté8e auftreten. Da wir die
Moglichkeit solch einer Reihendarstellung periodischer Signale nun begriindet
haben, kénnen wir mit Hilfe der fiir ganze Zahlen k,[ giiltigen Orthogona-
litdtsrelationen

1 (T ontety/Tia, _ 1 fir k=1
ﬁ/; ¢ ld’:‘{o fiir k1 (5.3)

den direkt aus (5.2) folgenden Ausdruck’
1 [ ;
Ci=— f u(t) e 2kt gy (5.4)
T Jy

fiir die Koeffizienten angeben. Zusammenfassend haben wir in

Y L ; N ;
Cr== [ wu(t)ei?™khtqs = —/ u(t) e Ikentde (5.5)
Ti Jo Ti Jo
o0 o0
u(t)= Y Crel?™hit= 3" O elkurt (5.6)
k=—o0 » k=—00

die Grundgleichungen fiir die Fourier-Reihenentwicklung T;-periodischer
Signale gewonnen.

Die Beziehung (5.6) wird manchmal Synthesegleichung genannt, weil sie
die Zusammensetzung einer periodischen Funktion u(¢) aus ihren Fourier-Kom-
ponenten oder Harmonischen angibt. Das konstante Glied @ = Cj, der
Gleichanteil, ist der lineare Mittelwert von u(t). Der Rest, nimlich der Wech-
selanteil, besteht aus der Grundschwingung

u(t) = C_y e 1t 4 C) el (5.7)
und den Oberschwingungen oder héheren Harmonischen
ug(t) = C_pe ikt L gy ekt =23 . (5.8)

Die Beziehung (5.5) zur Berechnung der i.A. auch fiir reellwertige Funktionen
u(t) komplexen Fourier-Koeffizienten Cj heiBt dann Analysegleichung, und
das Bestimmen des Gleichanteils, der Grundschwingung und der Oberschwin-
gungen eines periodischen Verlaufs nennt man Fourier-Analyse oder harmo-
nische Analyse.

IMultiplizieren Sie GL.(5.2) mit exp(—j2nifit) und integrieren Sie iiber ¢ von 0 bis Ty. Nach
Division durch T bleibt wegen der Orthogonalititsrelationen (5.3) von der ganzen Summe nur
C) iibrig. Setzen Sie dann [ — k.
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Orthogonalreihen

Historisch gab es die Fourier-Reihen vor den Fourier-Transformationen. Von
einem etwas allgemeineren Standpunkt aus gesehen handelt es sich dabei um
die Entwicklung einer zunichst iiber einem beschrinkten Intervall der Dauer
T definierten und dann periodisch fortgesetzten Funktion nach den Elemen-
ten exp(jkwit), k € Z, eines speziellen orthogonalen Funktionensystems. Sie
konnen sich das bildhaft so vorstellen: Die Menge aller? komplexwertigen, nach
geeignetem Variablenbezug 1-periodischen Funktionen z(7) einer reellen Variab-
len 7 bildet zusammen mit der gewshnlichen Addition und der Multiplikation
mit komplexen Zahlen einen linearen Raum (einen ,Vektorraum®). Solch ein
Funktionenraum ist i.A. zwar abz#hlbar unendlich-dimensional, wir kénnen
fiir irgend zwei Elemente z,(7) und z3(7) aber ein inneres Produkt

(1 |22) = fn 23(7)wa(r)dr (5.9)

entsprechend dem Skalarprodukt von Vektoren definieren, vorausgesetzt, das
Integral existiert. Verschwindet fiir zwei Elemente das innere Produkt, so nennen
wir sie zueinander orthogonal. Ist das innere Produkt eines Elements mit sich
selbst gleich 1, dann heifit das Element normiert. Aus den Elementen unseres
Raums wihlen wir nun eine Folge e;(7), k = 0,41, 42, ... normierter Elemente
aus, die gegenseitig orthogonal sind?®,

1 fir k=1
(ek|el)=5ﬁ:£:{ 0 fu: k41 (5.10)

— wir sprechen von einem orthonormierten Funktionensystem — und fassen
diese als Basis, die einzelnen ex(7) als Basiselemente (,Basisvektoren®) auf —
alles in Analogie zur Konstruktion eines Satzes kartesischer Basisvektoren im
gewohnlichen Ortsraum unserer Anschauung. Die Reihendarstellung

g(r) = ) crex(r) mit cp = (exla), (5.11)

k=-—00

d.h. die Entwicklung irgend eines Elements x(7) nach den Basiselementen ey (7),
entspricht dann der Zerlegung eines Vektors in seine kartesischen Komponenten,
und die Entwicklungskoeffizienten ¢;, entsprechen den Normalprojektionen auf
die Basisrichtungen, zu berechnen als Skalarprodukt des zu zerlegenden Vektors
mit dem jeweiligen Basisvektor.

Wie Sie sehen, sind die Beziehungen (5.3) mit 7 = ¢/T} genau von der Form
(5.10), und unsere Grundgleichungen (5.5), (5.6) sind von der Form (5.11) mit
den speziellen Basiselementen er(7) = exp(j2mk7). Man nennt allgemein jede
Entwicklung einer periodischen oder iiber einem beschrinkten Intervall definier-
ten Funktion nach einem orthogonalen Funktionensystem eine Fourier-Reihe.
Wir werden uns hier aber nur mit den Fourier-Reihen im engeren Sinn befas-
sen, d.h. mit den Entwicklungen nach Exponentialfunktionen mit imaginirem
Argument.

?Manche besonders ,wilden* Funktionen miissen wir ausschlieBen, s. Abschnitt 5.2, Pkt.1.
381 heiBt Kronecker-Symbol.
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Bezogene Formen

Zuerst eine wichtige Feststellung: Weil mit u(t) auch der Integrand in der Analy-
segleichung (5.5) T'-periodisch ist, brauchen Sie zur Berechnung der komplexen
Fourier-Koeflizienten nicht notwendig von 0 bis 7} zu integrieren, sondern Sie
konnen irgend ein Zeitintervall der Dauer T} wihlen:

/:{-}dt-i-_/:l {-}dt+/:l+tu {-}dt].

Wegen der Periodizitét ist das Integrationsintervall (T}, Ty + to) offensichtlich
durch (0, t9) ersetzbar, das erste und das dritte Integral in der eckigen Klam-
mer unterscheiden sich also nur um das Vorzeichen und es bleibt der zweite
Ausdruck iibrig, das Integral der urspriinglichen Analysegleichung. Sie erhalten
damit genau die gleichen Koeffizienten C.

Fiir das Rechnen mit bezogenen Grofien brauchen wir die bezogenen Formen
der Fourier-Grundgleichungen. Wir wihlen zuerst die Bezugsdauer Ty gleich der
fundamentalen Periodendauer T}, also 7 = /Ty = fit. Mit einem Bezugswert
Us, d.h. dem bezogenen Signal z(7) = u(T)7)/Us, erhalten wir dann durch
Einsetzen von

1 ftotT Rt 1
r= t)e IFWbl ¢ —
7 f: {uty ety de = -

u(t) =Upz(7), t=Ti7r, Ci=Usck (5.12)
in die GIn.(5.5) und (5.6) das Analyse-Synthese-Paar

1 )
Ck =f z(r)e 2 kTdr,  z(r) = Z cpel?rkr, (5.13)
0

k=—co

Beachten Sie: Die Funktion x(7) ist 1-periodisch. Damit stellt das Paar (5.13) die
Grundgleichungen dar fiir die Fourier-Reihenentwicklung 1-periodischer
Signale.

Eine zweite bezogene Form ergibt sich, wenn wir als Bezugsdauer an Stel-
le der fundamentalen Periodendauer T} den Wert Ty/(2w) wahlen, also 7 =
2nt /Ty = wyt schreiben. Nach der Wahl des Bezugswertes Ug folgt dann mit
z(1) = u[T17/(27)]/Ug durch Einsetzen von

u(t) = Upz(r), t=Ti7/(2r), Ci = Ugcs (5.14)

in die GIn.(5.5) und (5.6) das Analyse-Synthese-Paar

1 27

Cp = —
2?1'0

z(t) e ¥7dr, ()= i cx &7, (5.15)

k=—c0

Wichtig ist: Wegen des unterschiedlichen Zeitbezugs erhalten Sie, ausgehend
von einer Funktion wu(t), selbst bei gleichen Bezugswerten Ug fiir die beiden
bezogenen Formen unterschiedliche Funktionen z(7). Die Funktion z(7) in den
Gln.(5.15) ist nicht 1-periodisch, sondern 2n-periodisch. Das Paar (5.15) stellt
somit die Grundgleichungen dar fiir die Fourier-Reihenentwicklung 27-peri-
odischer Signale.
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(a) Au (b) A x =u/J

T=w1t

T T/2|T/2 2m T T

Abb. 5.1 Rechteckférmige Spannungsschwingung in den urspriinglichen Variablen (a) und in
bezogener Form (b) mit £ = u/% und 7 = wyt.

Analyse und Synthese

Vor dem Zusammenstellen der wichtigsten Eigenschaften von Fourier-Reihen
wollen wir uns an einem einfachen Beispiel orientieren: Zu bestimmen sind
die komplexen Fourier-Koeflizienten der rechteckférmigen Spannungsschwingung
aus Abb.5.1a. Einsetzen der stiickweise konstanten Werte von u(t) in die Ana-
lysegleichung (5.5) liefert (beachten Sie f; = 1/T})

1 T . ﬁ T:/2 : T .
Cr =7 f u(t) ei2kt/Tige = — f o IR Tigy f e 2rkt/Tigy
Ti Jo Ty | Jo Ty /2

_ U imk _q _ g=i2wk L —irk] _ % o qyk
2wk © L—em eV = o =1
also
Ce=0 fir k=0,42,44,...,
% :
Ci=— fiir k==£1,+3,+5,... (5.16)
ik

Wir bemerken

e C_; = Cf : Dies gilt, wie wir in Abschnitt 5.3 sehen werden, fiir alle
Fourier-Entwicklungen reeller Funktionen.

e C_p = —Cj : Eine Eigenschaft der Fourier-Koeffizienten aller ungeraden
Funktionen. Zusammen mit der vorstehenden Eigenschaft schliefen wir,
dass die Fourier-Koeffizienten imaginar sein miissen.

e Alle Koeffizienten mit geraden Werten von k verschwinden. Dies folgt aus
der Symmetrieeigenschaft u(t + 711 /2) = —u(t).

Die Berechnung der Koeffizienten fiir die bezogene Form (Abb.5.1b) erfolgt
ghnlich, z.B. {iber Gl.(5.15);:

G = w1—/%93(1'-) edbrgr = L /re‘jk"dr - /%e‘j""df
"= 2m 0 - 2 0 T

-] ; ; ; 1
= ok [e7imk — 1 — gmi2mk 4 gimk] = o [1-(-1)¥],
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Abb. 5.2 Fourier-Synthese der Rechteckschwingung aus Abb. 5.1 b. Dargestellt sind die Werte
der Partialsummen GI. (5.18) fiir K = 5 und K = 50 mit den komplexen Fourier-Koeffizienten
¢y aus GL(5.17).

also
e =0 fiir k=0,+2,+4,...,
== fir k=x1,43,45,... W)
jmk
Es ist instruktiv, in unserem Beispiel auch die Synthese zu betrachten, d.h.
das Zusammensetzen der Schwingung z(7) aus den Fourier-Teilschwingungen

durch Bilden der Partialsummen

K

zr(r) = Z cx eF7 (5.18)
k=—K

fiir steigende Werte K. Dies ist auch fiir die Anwendungen wichtig, weil durch
Tiefpass-Begrenzung eines periodischen Signals immer eine endliche Fourier-
Reihe dieser Art entsteht. Abb.5.2 zeigt zwei solche Auswertungen. Deutlich
erkennbar ist das Uberschwingen unmittelbar vor und nach den Sprungstellen.
Interessant ist dabei, dass der Maximalwert des Uberschwingens keineswegs, wie
man vermuten kénnte, mit zunehmendem K verschwindet, sondern er strebt fiir
K — oo einem Grenzwert ungleich 0 zu. Diese als Gibbs-Phénomen bekannte
Erscheinung tritt bei der Fourier-Approximation von Sprung-Unstetigkeiten im-
mer auf, wobei der Maximalwert des Uberschwingens vor und nach der Sprung-
stelle fiir grofe K etwa 9% des vollen Sprungs betrigt. Das Gibbs-Phénomen
bedeutet, dass die abgebrochene Fourier-Reihenniherung eines periodischen Si-
gnals in der Umgebung von Sprung-Unstetigkeiten ein héherfrequentes ,, Zittern*
und ein Uberschwingen mit sich bringt. Wollen Sie solch eine Niherung verwen-
den, so miissen Sie K hinreichend groff wihlen, um sicher zu stellen, dass die mit
dem Uberschwingen verkniipfte Signalenergie im Niherungsfehler verschwindet.

5.2 Grundlegende Eigenschaften
Die folgenden, fiir die Anwendungen wichtigen Eigenschaften der Fourier-Reihen

folgen meist unmittelbar aus den Analyse-Synthese-Gleichungen. In dieser Zu-
sammenstellung werden wir die bezogenen Formen (5.15) fiir 2w-periodische Si-
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gnale verwenden. Uberdies erweist sich, wie schon bei der Fourier-Transforma-
tion, die Schreibweise mit dem Korrespondenz-Symbol o—e als bequem. Dabei
bedeutet z(7) o—s ¢; den Zusammenhang der 2n-periodischen Funktion z(7)
und ihrer komplexen Fourier-Koeffizienten c;, iiber die Gleichungen (5.15).

1. Existenz

Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der Fourier-Reihenentwicklung einer
2m-periodischen Funktion z(7) lassen sich in den drei Dirichlet-Bedingungen
zusammenfassen. Die wichtigste davon ist die Forderung nach der absoluten
Integrierbarkeit iiber dem Grundintervall,

/ " ll)iaF <0y =i (5.19)
0

Die beiden anderen Bedingungen fordern, dass es im Grundintervall nur eine
endliche Anzahl von Maxima und Minima gibt (beschréinkte Schwankung) und
dass dort auch nur eine endliche Anzahl von Spriingen auftritt. Sind alle drei
Dirichlet-Bedingungen erfiillt, so konvergiert die Folge der Partialsummen (5.18)
mit wachsendem K fiir fast alle festen 7 gegen den entsprechenden Funktionswert
z(r).* An einer Sprungstelle liefert die Fourier-Reihe das arithmetische Mittel
aus dem links- und rechtsseitigen Grenzwert.

2. Linearitit

Sind z(7) und z3(7) jeweils 27-periodische Funktionen und cix baw. ¢y die
zugehdrigen komplexen Fourier-Koeffizienten, dann gilt mit beliebigen Zahlen
@y, a2

|—'~"(‘*") = a171(7) + a2x2(T) o—e ¢ = a1k + azcak , | (5.20)

wobei z(T) o—e ¢;. Linearkombinationen der Signale iibertragen sich also direkt
auf die Fourier-Koeffizienten.

3. Zeitverschiebung

Ersetzen wir in G1.(5.15) die Funktion z(7) durch die zeitverschobene Funktion
z(T — 79), so folgt aus z(7) o—e ¢ die Korrespondenz

z(T — 79) 0—e e 70 (5.21)

Sie lsst sich insbesondere zur bequemen Auswertung von Verschiebungssymmet-
rien verwenden. Besitzt ein 27-periodisches Signal z.B. dhnlich der Sinusfunktion
die Symmetrie z(T — 7) = —z(7), so bedeutet dies fiir seine Koeffizienten

e e =~y = =0 fiir k=0,+2,+4, ...

Es gibt in diesem Fall also keine geradzahligen Harmonischen (8.(5.17)).

“Die Signalenergie der Differenz zwischen der Fourier-Reihe und z(7), iiber eine fundamen-
tale Periode genommen, ist gleich Null.
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u(r) (1)
- G(s) —22T
=50 e]k'r :\-.C e;k'r
-L-(- -k T:' vk

Abb. 5.3 In linearen zeitinvarianten Systemen kénnen die Fourier-Komponenten getrennt
behandelt und anschlieBend iiberlagert werden.

4. Differentiation
Beidseitige Ableitung der G1.(5.15)2 nach 7 liefert

|&/(r) o—s ke, . (5.22)

Differentiation des Signals bedeutet also Multiplikation seiner Fourier-Koeffizien-
ten ¢ mit jk oder, etwas allgemeiner,

(™) (1) o—e (jk) ¢ (5.23)

fiir die n-malige Differentiation. Ganz #hnlich wie bei der entsprechenden Eigen-
schaft der Zeitdifferentiation unter Fourier-Transformationen kommen wir auch
hier zu einem wichtigen Ergebnis: Ist von einem LTI-System der komplexe Fre-
quenzgang G(jv) bekannt und fiihrt eine 27-periodische Schwingung »(7) am
Eingang wieder zu einer 27-periodischen Schwingung y(r) am Ausgang®, dann
hingen die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, des Eingangssignals und ¢, des

Ausgangssignals gemif
(e = Glk)ews (5.24)

zusammen. Sie kénnen demnach jede Fourier-Komponente getrennt behandeln
und am Ausgang alle Komponenten iiberlagern — eine typische Eigenschaft li-
nearer Systeme. Abb.5.3 soll dies nochmals verdeutlichen.

Wir bemerken noch den folgenden Zusammenhang: Die Fourier-Reihe einer
2m-periodischen Sequenz von Dirac-StéBen (eines Dirac-Kamms) mit dem Ge-
wicht 1 ist '

(=]

o0
> dr—2mk)= )" zie““". (5.25)
k=—00 k=—c0 -

Liegt am Eingang eines LTI-Systems solch ein Dirac-Kamm mit dem Gewicht
2m, so erscheint unter obigen Voraussetzungen am Ausgang die periodische
Stofantwort

go(r) = D (k)& (5.26)
k=—0o

Wie G(jv) die Fourier-Transformation der StoBantwort g(7) ist, sind die Zahlen
G(jk) die Fourier-Koeffizienten der periodischen StoBantwort gp(7).

®Diese Zusatzbedingung ist nicht selbstverstindlich. Denken Sie beispielsweise an einen
Integrator mit nicht mittelwertfreiem Eingangssignal.
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5. Integration

Das Integral einer 27-periodischen Funktion z(r) o—e ¢ liefert nur dann wieder
eine periodische Funktion, wenn sie mittelwertfrei ist, also cy = 0. Wir erhalten
in diesem Fall die Korrespondenz

/ z(7')dr’ o—e JEE , ¢ =0, (5.27)

-0

als Gegenstiick zur Korrespondenz (5.22).

5.3 Symmetrieeigenschaften

Die Beachtung von Symmetrieeigenschaften kann Erhebliches an Rechenarbeit
sparen, liefert niitzliche Kontrollméglichkeiten und erlaubt unterschiedliche Zu-
sammenfassungen. Fiir reellwertige Signale kénnen wir daraus andere, héufig
verwendete Formen trigonometrischer Reihen gewinnen.

1. Konjugiert komplexe Funktion

Sind von einem Signal z(r) die Fourier-Koeffizienten cy bekannt, so lassen sich
nach einem Blick auf die Gln.(5.15) die Fourier-Koeffizienten des konjugiert kom-
plexen Signals z*(7) sofort angeben. Wir notieren

z*(1) o—e ", (5.28)

als Vorbereitung auf das Folgende.

2. Reelle Funktion

Die Reellwertigkeit eines Signals bedeutet formal, dass es sich beim Bilden seines
konjugiert Komplexen nicht dndert. Aus den Korrespondenzen z(7) o—e ¢ und
(5.28) folgt deshalb die Aquivalenz

Lz’('r) =z(r) <= c_r=c}. (5.29)

Die Fourier-Koeffizienten mit negativem Index lassen sich demnach als konjugiert
Komplexe der entsprechenden Koeffizienten mit positivem Index ausdriicken,
und wir brauchen nur iiber positive k zu summieren:

-1

o0 o0 (s =]
z(r) = Z ck &7 + co + ch JFT = Zc-k e *T 4oy + ch kT

k=—co k=1 k=1 k=1
m - - m i
=co+ ) (cke +cpe ) = ¢ + > Re (2c; 7). (5.30)
k=1 k=1

Die Fourier-Reihe einer reellen Funktion ist also auch in rein reeller Form an-
gebbar. Ubrigens lesen wir daraus sofort den Zusammenhang der komplexen
Fourier-Koeffizienten mit den komplexen Amplituden %) und den komple-
xen Effektivwerten X; = ./ V2 der Fourier-Teilschwingungen ab:

=T, c==x/2=X;/V2 k=12,... (5.31)
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T ist der lineare Mittelwert (Durchschnittswert, Gleichanteil).

Fiir reelle Fourier-Reihen reeller Funktionen sind unterschiedliche Darstellun-
gen in Gebrauch. So folgt z.B. aus den Gln.(5.30) und (5.31) iiber die Polarform
der komplexen Amplituden, T) = |Zi| exp(jer),

o0
(1) =Z+ ) |8kl cos(kT + ¢x), ok = arc(y), (5.32)
k=1
mit
1 27 1 2w .
T = g‘/u z(rt)dr, Zp= ;fu z(r) e *"dr. (5.33)

Wir kénnen die komplexen Amplituden T der Fourier-Teilschwingungen aber
auch in ihren Realteil Z}, und ihren Imaginirteil T}/ aufspalten, T = Z}+jz}.
Dazu gehort die reelle Darstellung der Fourier-Entwicklung

oo o0
x('r) =T4 Z:’:.?‘E:;= COS(kT) = ZEL Si!l(k‘-") (534)
k=1 k=1
mit
1 2 1 2 1 27
T = % A 3.."'(7') dr, T = ;T-fo I(T) COS(kT)dT, Ty = _;-[D I(T) SIH(kT)dT’

die meist in der nicht bezogenen Form

(=] o0
a :
u(t) = —29 + Zak cos(kw1t) + Zb;, sin(kwyt) (5.35)
k=1 k=1
mit
2 2 o

u(t) cos(kwyt)dt, by u(t) sin(kw, t)dt (5.36)

aj

" Ty " T

benutzt wird. Dabei bestehen die Zusammenhinge

ao/2 = UsT,
ar = UZ}, = Up |Zk| cos(pk), (5.37)
by = ~Us&]! = —Usg [5x| sin(ox).

Wie erwihnt, miissen die Integrale bei der Berechnung der Fourier-Koeffizienten
nicht notwendig iiber das Intervall von 0 bis 2x bzw. von 0 bis T; erstreckt
werden. Jedes Integrationsintervall von der Dauer einer fundamentalen Periode
ist gleichwertig.

3. Spiegelung

Bei Zeitspiegelung eines Signals z(7) o—e ¢ sind die Koeflizienten ¢; durch c_
Zu ersetzen,
z(—T) o—e e . (5.38)

Dies folgt unmittelbar aus (5.15) iiber 7+ —7.
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4. Gerade Funktion

Gerade Funktionen sind invariant gegeniiber Spiegelungen T — —7. Das bedeutet
wegen GL(5.38)
z(-1)=z(r) &= ck=c, (5.39)

und wir kénnen Reihenglieder mit positivem und negativem k zusammenfassen:

a(r) =co+ Y ek (5 +e 7Y = oy + 3 2e cos(kr), (5.40)
k=1 k=1

2
& 3% 51? /0 () coel(h) a7 (5.41)

Geraden periodischen Funktionen sind einseitige Kosinus-Reihen zugeordnet, Sind
die Funktionen zusitzlich reell, so sind auch die Fourier-Koeffizienten reell.

5. Ungerade Funktion

Ungerade Funktionen wechseln unter der Spiegelung 7 — —7 ihr Vorzeichen.
Zusammen mit der Korrespondenz (5.38) schlieflen wir daraus auf

z(-1)=-2(1) <= c_p=-—ck, (5.42)

was wieder die Kombination von Reihengliedern mit positivem und negativem
k erméglicht®:

z(t) =D e (M —e ) =" jocg sin(kr), (5.43)
k=1 k=1
+ p2mw
e i
e =3= ] z(7) sin(kr) dr. (5.44)

Ungeraden periodischen Funktionen sind einseitige Sinus-Reihen zugeordnet. Bei
zusitzlich reellen Funktionen sind die komplexen Fourier-Koeffizienten imaginir.

5.4 Faltung und Korrelation

Als die wichtigsten Verkniipfungen haben die Faltung und die Korrelation auch
fiir periodische Signale eine gewisse Bedeutung. Wir werden sie jedoch geringfiigig
andern, indem wir uns jeweils auf eine fundamentale Periode beschrinken.

Periodische Faltung

Die periodische Faltung von zwei T} -periodischen Funktionen definieren wir ana-
log zum gewdhnlichen Faltungsprodukt (3.65), wihlen als Integrationsbereich
aber ein Intervall von der Dauer T} und dividieren durch diese Dauer. Fiir 27-
periodische Signale z;(7) und z3(7) schreiben wir demnach”

27
zy(7) ;xg('r) = %/ﬂ 1 (") z2(T — 7')dr. (5.45)

SUngerade Funktionen sind natiirlich mittelwertfrei, eg = 0.
7Auch diese modifizierte Verkniipfung ist u.a. kommutativ.
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Einsetzen der Fourier-Reihen fiir z; und xa liefert
l 2x . ; ’
21(7) ¥ 22(7) = E;?f., [gcxke’**] [);cm elr=r }J de'
2z
= zzﬂlkﬂm Eﬂf‘zlf ellk=r' gt = Zcmczk elkr,
k1 TJa k

wobei die Orthogonalititsrelationen

T 1 fir k=1
E,[.;. ellk=0) dr={ﬂ i kA1 (5.46)

benutzt wurden. Dies zeigt die Gilltigkeit der Korrespondenz

z1(7) ;Iz{r} o— CLiCak (5.47)

entsprechend dem Faltungssatz (3.70).

Als einfache Anwendung schlieBen wir mit Bezug auf Abb.5.3 und GL(5.26):
Liegt an einem stabilen LTI-System der 27-periodische Eingang u(7), so er-
scheint am Ausgang die periodische Faltung des Eingangssignals mit der peri-
odischen StoBantwort,

() = gp(T) *u(r) o—e ey = Glik)ew (5.48)
vorausgesetzt, das System antwortet periodisch auf die periodische Erregung.

Periodische Korrelation

Ahnliches wie fiir die periodische Faltung ergibt sich auch fiir die periodische
Korrelation, definiert fiir 27-periodische Signale durch

L 1™ .
xL{T}?szT]=E j; (7 )za(r + )dr. (5.49)

Die Korrespondenz

z1(7) ? Tg(T) o—» €] on (5.50)

zeigt, wie die Fourier-Koeffizienten eines durch periodische Korrelation entstan-
denen Signals zu berechnen sind.

Produkt

Durch die gewdhnliche Produktbildung von zwei Ty-periodischen Funktionen
entsteht i.A. wieder eine T -periodische Funktion. Wie lassen sich die zugehérigen
Fourier-Komponenten berechnen?
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Wir schreiben die Reihen fiir 27-periodische Signale an und fassen gesignet
Zusamimen,

T1{7)z2(7) = [Zc;;eﬂ"} |rzc«1m eJ““'I e ZZC” C2m plli+m)r
m ! L

]
- zzcuﬂﬂ k—1 &FT, (5.51)
&

und lesen daraus die Korrespondenz

Ti(r)za(r) o—e D e11ca ket (5.52)

{==0ng

ab. Sie entspricht bei Fourier-Transformationen der Faltung im Frequenzbereich.

Die Parseval-Gleichung

Die Korrespondenz (5.50) fiir die periodische Korrelation bedeutet, ausfiihrlich
angeschrieben,

10 -
= f zy () za(7 + 7')dr' = Z el &,
0 k=—pa
und ausgewertet bei r = 0,
1 2r o0
o f zi(T)za2(r)dr = Z einlok . (5.53)
T Jo e,

Der linke Ausdruck entspricht dem im Zusammenhang mit GL(5.9) erwihnten
inneren Produkt, hier im Raum der 2w-periodischen, quadratisch integrablen
Funktionen. Die daraus fiir £y = 2 = z entstehende Beziehung

2z e
E—lﬂ-j; 2(r)fPdr =3 jel? (5.54)

k==co

wird Parseval-Gleichung fiir Fourier-Reihen genannt und spielt eine zentrale
Rolle bei Untersuchungen zur Approximation von Funktionen durch Fourier-
Reihen. Die linke Seite stellt iberdies die bezogene Signalleistung dar, d.h. das
Quadrat des Effektivwert-Betrags |X| der periodischen Funktion z. Handelt es
sich speziell um eine reellwertige Funktion, so folgt daraus wegen c_; = ¢cj, und
wegen des Zusammenhangs (5.31) der komplexen Fourier-Koeffizienten mit den
komplexen Effektivwerten die wichtige Beziehung

X =, |22+ 1%l (5.55)
k=1

Der Effektivwert eines (reellen) periodischen Vorgangs ist die Wurzel aus der
Summe der Quadrate des linearen Mittelwerts und der Effektivwerte der Fourier-
Teilschwingungen. Mit diesen und dhnlichen Eigenschaften periodischer Vorgiinge
und den daraus resultierenden Benennungen werden wir uns im folgenden Ka-
pitel beschiftigen.
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5.5 Zusammenfassung

Periodischen Signalen ist ein Spektrum zugeordnet, in dem nur Komponenten
mit ganzzahligen Vielfachen einer Grundfrequenz vorkommen. Dem entspricht
die Entwicklung in eine unendliche Reihe elementarer komplexer Sinusschwin-
gungen. Die Bestimmung der zugehérigen Entwicklungskoeffizienten, die eng mit
den komplexen Amplituden der Teilschwingungen verkniipft sind, nennt man
Fourier-Analyse.

An Signalen im Zeitbereich durchzufiihrende Operationen lassen sich nach
bestimmten Ubersetzungsregeln, die wir als elementare Eigenschaften for-
muliert haben, auch an den Fourier-Koeffizienten vornehmen. So kénnen wir
etwa die Fourier-Reihen von Linearkombinationen, von zeitverschobenen, diffe-
renzierten oder integrierten Signalen direkt angeben, ohne erneut eine Analyse
durchfiihren zu miissen.

Auch die Symmetrieeigenschaften von Signalen wirken sich direkt auf die
Koeffizienten aus, was sich hiufig vorteilhaft nutzen lasst. Beispielsweise werden
gerade Funktionen durch reine Kosinus-Reihen, ungerade Funktionen durch reine
Sinus-Reihen wiedergegeben.

Fiir die Verarbeitung periodischer Signale fithren wir die periodische Fal-
tung und die periodische Korrelation ein. Werden diese Verkniipfungen iiber
die Fourier-Koeffizienten vorgenommen, ergeben sich in der Regel erhebliche re-
chentechnische Vorteile.



Kapitel 6
Oberschwingungen

Sie werden nun eine Reihe von Begriffen kennen lernen, die im Zusammenhang
mit periodischen Vorgéngen Verwendung finden, im Speziellen mit periodisch
verlaufenden elektrischen Strémen und Spannungen. Wir betrachten dazu reell-
wertige, zeitlich periodische GréBen® und ihre Fourier-Darstellungen

= o] o0
u(t)= ) Creltit = Uy + > |Uk| V2 cos(kwrt + puk), (6.1)

==-—00 k=1

Clips Cr Up=Cy, Up= v"ﬁC‘k = |Uk|ej“’“", (6.2)

T1 Tl
Vo=t=o | ut)dt, U= / u(t)eertds. |  (6.3)
T_‘[ 0 T_]_ 0

Ty ist die fundamentale Periodendauer des Vorgangs und w; = 2x/T} ist die
Grundkreisfrequenz. Den linearen Mittelwert oder Durchschnittswert T be-
zeichnen wir mit Uy, den komplexen Effektivwert der k-ten Fourier-Teil-
schwingung (der k-ten Harmonischen) mit U, k = 1,2,3,.... Thr Betrag |Ug| ist
der (reelle) Effektivwert der k-ten Fourier-Teilschwingung.

6.1 Mischgrofien

Eine zeitlich periodisch verlaufende Grifle u mit nicht verschwindendem Durch-
schnittswert Up wird allgemein MischgréBe genannt, speziell Mischspannung
oder Mischstrom. Der Maximalwert ihres Betrages, i = %] yay» DEIBE GréBtwert
oder Maximalwert der MischgréBe. Der Durchschnittswert Uy heift auch Gleich-

anteil. Der Wechselanteil
64

ist natiirlich mittelwertfrei und kann in die Grundschwingung und in die
Oberschwingungen zerlegt werden. Wir nennen

1Sie ksnnen u(t) hier zunéchst als elektrische Spannung auffassen. Die gleichen Beziehungen
gelten aber auch fiir periodische Stréme und andere periodisch verlaufende Griflen.
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U Effektivwert der Mischgréfe,

U. Effektivwert des Wechselanteils,

|U7| Effektivwert der Grundschwingung,
[Ua,|Us|,-++ Effektivwerte der Oberschwingungen,

wobei, entsprechend G1.(5.55), die Zusammenhinge

8}
U= /L/ wldt = /U3 + [ + [0+ |UsP + -, (65)
T Jo

U = IO + 0 + USP + - = TT=TF (6:5)

bestehen. Als Kenngrélen sind weiters in Gebrauch:

e Schwingungsgehalt
Effektivwert des Wechselanteils U,

= — 6.7
Effektivwert der Mischgrofe U (&7}
o Effektive Welligkeit
Effektivwert des Wechselanteils _ Vs (6.8)
Betrag des Gleichanteils U] '
 Scheitelwelligkeit (Riffelfaktor)
Scheitelwert des Wechselanteils _ Un |u—Uplpay (6.9)
Betrag des Gleichanteils — |U| [Ty ’

6.2 Wechselgrofien

Eine zeitlich periodisch verlaufende Gré8e u mit verschwindendem Durchschnitts-
wert, Up = 0, heift allgemein WechselgroBe, z.B. Wechselspannung oder Wech-
selstrom. Den Maximalwert ihres Betrages, & = |t] pay » EONE man hier den
Scheitelwert der WechselgréBe®. Mit den gleichen Bezeichnungen wie fiir Misch-
groBen reduziert sich der Ausdruck fiir den Effektivwert auf

U= |0 + |0l + U5 - . (6.10)
Weitere gebriuchliche Kenngroen sind:

e Scheitelfaktor

Effektivwert der Wechselgréfe U

Scheitelwert der WechselgrsBe u

(6.11)

?Die Benennung Amplitude bleibt in der Regel dem Scheitelwert von SinusgréBen vorbe-
halten.
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e Grundschwingungsgehalt
_ Effektivwert der Grundschwingung  |U;|

94 = T Effektivwert der WechselgréBe U (8:12)
e Oberschwingungsgehalt (Klirrfaktor)
2 2
B= Effektivwert der Oberschwingungen \/jUzi +|Us|" +--- (6.13)
u - .

Effektivwert der Wechselgrofe U

1- (Ul /U)* = V1= g2

6.3 Leistungsgroflen

Zur Bewertung des elektrischen Energieflusses iiber ein Anschlusspaar werden in
der Elektrotechnik spezielle Leistungsgréfien verwendet. Die wichtigsten davon
werden wir jetzt mit den Fourier-Gréfien in Verbindung setzen.

Fiir allgemeine zeitliche Verldufe ist der Momentanwert p der Leistung unter
Beachtung der Bezugssinne durch das Produkt der Momentanwerte von Span-
nung v und Strom i gegeben. Haben wir nun speziell eine Mischspannung und
einen Mischstrom vorliegen, so ergibt sich aus deren Fourier-Darstellungen

u(t) =Up + i |Uk| V2 cos(kuwnt + Puk), (6.14)
k=1
i(t) = I + i 11| V2 cos(lwyt + i) (6.15)

=1
nach Multiplikation der umfangreiche Ausdruck fiir die Momentanleistung

o0
p(t) = Uslo+ Y _ |Uk| |Ii| cos(ipur — ik

k=1
oo o0
+Uo Y Ikl V2 cos(kwit + wix) + Io» . |Uk| V2 cos(kwit + puk)
k=1 k=1
o0 o0
+ 3 > Ukl | ] cos|(k + Dwit + ouk + il
k=1l=1
o0 OO
+> > Ukl || cos[(k — Dwit + puk — @u] - (6.16)
k=1l=1

k#l

Thr zeitunabhéngiger Durchschnittswert steht auf der rechten Seite der ersten
Zeile. Er wird ~ wie bei Kreisen mit Sinusspannungen und Sinusstrémen nur
einer Frequenz — Wirkleistung genannt,

oo o0 o0
P=Uolo+ ) |Ukl [kl cos(puk — k) = > Re(Urly) = > Pi.| (6.17)
k=1 k=0 k=0
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Die restlichen Terme repriisentieren den i.A. mit der Grundfrequenz periodischen
Wechselanteil der Leistung.

Aus GL(6.17) folgt ein wichtiges Ergebnis: Sie kénnen die Wirkleistung F
fiir die Gleichanteile, P, fiir die Grundschwingung und Py, k = 2,3,..., fiir
die Oberschwingungen getrennt berechnen und dann zur gesamten Wirkleistung
P summieren. Ist das betrachtete System iiberdies linear oder handelt es sich
um ein linearisiertes Ersatzsystem, so sind dabei die Methoden der elementaren
Wechselstromrechnung anwendbar.

Es ist wilnschenswert, fiir Stréme und Spannungen mit Oberschwingungen
neben der Wirkleistung auch Verallgemeinerungen der bewihrten Begriffe Schein-
leistung und Blindleistung zur Verfilgung zu haben. Es gibt dafiir mehrere sinn-
volle Moglichkeiten, und dem entsprechend werden Sie in der Literatur diese
Griiflen in unterschiedlichen Formen antreffen. Achien Sie daher immer auf die
Definitionen!

Wir verwenden hier die einfachsten Formen: Die Schelnleistung 5 wird als
Produkt der Effektivwerte von Spannung und Strom erklirt,

S=UI (6.18)

U= O+ +(UaP 4+, T=\B+ILP 1B+,
und die Blindleistung @Q, abgesehen vom Vorzeichen, durch die Bezichung
§2=pP2 QL (6.19)
Wir kiinnen auch eine komplexe Scheinleistungsgréfie

=]
S =) Uil} (6.20)
k=0

definieren, deren Betrag i.A. aber nicht der Scheinleistung entspricht. Thr Real-
teil ist, wie Sie aus den Gln.(6.17) ersehen, gleich der Wirkleistung P, und ihr
Imaginirteil heift Verschiebungsblindleistung,

Q=) Qu=> ImUs}), S,=P+jQ,. (6.21)

k=10 k=0

Sie ist, wie die Wirkleistung, filr die einzelnen Fourier-Komponenten getrennt
berechenbar und wird durch die Verzerrungsleistung D zur Gesamtblindlei-
stung quadratisch erginzgt,

@P=@*+D* §*=|5°+D" (6.22)
Graphisch kénnen Sie sich diese Zusammenhinge wie in Abb.6.1 veranschauli-
chen,

Periodisches Schalten

Ein einfaches Beispiel zu den erweiterten Leistungsbegriffen: Ein Widerstand
R liege iiber einen periodisch betédtigten Schalter mit dem Einschaltverhiltnis
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Abb. 8.1 Veranschaulichung der Zusammenhinge der Leistungskenngréfen bei allgemein
periodischen Spannungen und Strémen.

B an einer starren Gleichspannungsquelle (Abb.6.2). Wir interessieren uns fiir
die LeistungsgroBen beziiglich der Anschliisse AB. Aus den Definitionen folgt
unmittelbar fiir die Gleichanteile Iy, Uy und die Effektivwerte I ,U von Strom
und Spannung

Iy =BUo/R, I=+/BUy/R, U ="U,.

Scheinleistung S, Wirkleistung P und Blindleistung @ sind daher und wegen
U.=0firk>1

S=UI=+/BU}/R, P =Ul,=pU2/R,
Q=+VS2-P*= /G- B2UZ/R.
Schliellich erhalten wir

Sy=Ulp=P, Qy,=0, D=qQ;

BT, t

Abb. 6.2 Ein Widerstand liegt iiber einen periodisch betétigten Schalter an einer starren
Gleichspannungsquelle.
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die Verschiebungsblindleisung @), verschwindet, und die gesamte Blindleistung
@ ist Verzerrungsleistung D. Trotz des rein ohmschen Charakters der Last tritt
wegen ihrer zeitlichen Variabilitdt von der Quelle aus betrachtet Blindleistung
auf. Wie Sie sehen, ist der Begriff der Blindleistung hier etwas weiter gefasst als
bei Kreisen mit monofrequenten Sinusgréfen, wo er an Phasenverschiebungswin-
kel gekniipft ist. Dem traditionellen Blindleistungsbegriff entspricht am ehesten
die Verschiebungsblindleistung.

Sinusspannung und Wechselstrom

Ein wichtiger, weil im Zusammenhang mit Stromrichterschaltungen hiufig vor-
kommender Sonderfall ist das Produkt einer Sinusspannung mit einem allgemei-
nen Wechselstrom gleicher Grundfrequenz. Die Effektivwerte von Spannung und
Strom und die Scheinleistung sind dann

U=[0il, I=yILfP+IBf+ P+,

S=UI =U\|LP+ Bl +|LF +--- (6.23)

Die Wirkleistung P hingt hier nur von den Grundschwingungen ab, dagegen
sind fiir die Blindleistung ¢ auch die Strom-Oberschwingungen maBgebend,

P =Re(UI}) = U |1 cos(py) = S s cos(ipn), (6.24)

Q=VS-P2= \/IU || sin(er)]* + U2 (”2'2 + s+ )‘ e

wobei ) den Phasenverschiebungswinkel der Sinusspannung gegen die Strom-
Grundschwingung und g den Grundschwingungsgehalt (GL(6.12)) des Stroms
bedeutet. In die komplexe Scheinleistungsgriife GL.(6.20) gehen ebenfalls nur
die Grundschwingungen ein, S, = U;I}. Thr Realteil ist die Wirkleistung., Ihr
Imaginirteil, die Verschiebungsblindleistung, wird dann Grundschwingungs-
blindleistung

Q1 = Im(UyI7) = U |I|sin(y1) = S g;sin(ip;) (6.26)

genannt. Thr Betrag, S; = |S,| = U ||, heifit Grundschwingungsscheinlei-
stung. Den Quotienten Wirkleistung durch Scheinleistung nennt man wie iiblich
Leistungsfaktor,

A= P[S = g cos(ip). (6.27)

Er unterscheidet sich, wie Sie sehen, vom Wert cos(ygy) = P/, der hier als
Verschiebungsfaktor oder Grundschwingungsleistungsfaktor bezeichnet
wird. Schlieflich ist die Verzerrungsleistung D gegeben durch

D=\/8? =82 =U\/ILf +|Lf +-- =k, (6.28)

mit dem Oberschwingungsgehalt k; des Stroms (GL(6.13)). Die entsprechenden
Begriffsbildungen fiir mehrphasige symmetrische Systeme sind ganz dhnlich
vorzunehmen. Beim Arbeiten mit StranggréBen brauchen Sie die weinphasigen®
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e o L u=UvZsin(ut)
. S : A
o—e 4a_ 5 .
Lu Ua= \ o -
o i cos{n] \ L
2—}2 23—3 %EL?T I = = ..,_,./ —iy
tm e 2m

Abb. 8.3 Gleichrichterbrilcke mit gesteverten Halbleiterventilen und zugehfirige Verliufe von
Spannung und Strom auf der Netzseite.

Leistungen lediglich mit der Strangzahl zu multiplizieren, um die entsprechenden
Werte fiir das Gesamtsystem zu erhalten®.

Abschlieflend noch ein Beispiel: Wir betrachten den Gleichrichtteil einer
Stromrichterschaltung, die aus einem Einphasen-Wechselstromnetz gespeist wird
{Abb. 6.3). Die Glittungsdrossel sorgt fiir einen annihernd welligkeitsfreien
Strom Iy auf der Gleichstromseite. Die Schaltung enthilt vier gesteuerte Halb-
leiterventile, die erst dann in Durchlassrichtung leitend werden, wenn an den
jeweiligen Steueranschluss ein geeigneter Spannungsimpuls gelegt wird. Durch
eine gegeniiber den Spannungsnulldurchgiingen um den Steuerwinkel & (ent-
sprechend der Zeitdifferenz a/w;) verzigerte Ansteuerung der Ventile 1 und 3
bzw. 2 und 4 lisst sich der Gleichspannungswert /4 einstellen. Auf der Netzseite
erscheint dann ein Wechselstrom, der rechteckfrmig verlduft und gegeniiber der
anliegenden Sinusspannung um den Steuerwinkel & verschoben ist.

Die komplexen Effektivwerte der Fourier-Komponenten dieser WechselgriBen
lassen sich mit den Gln.(6.1) bis (6.3) oder iiber die Ergebnisse des Beispiels aus
Abb.5.1 zusammen mit dem Verschiebungssatz (5.21) leicht angeben:

Up=-jU, Upx=0 fiir k=0,2,3,...,
Ik=—je‘3"“%§fd fiir k=1,3,5,...,
I =0 firk=0,24,....

Ohne Rechnung erhalten wir fiir den Gesamt-Effektivwert des Stroms und fiir
die Scheinleistung

I=I, S=Ul,

und damit fiir den Grundschwingungsgehalt g, und den Oberschwingungsgehalt
ky des Stroms

g = L] /T =2V2/x =0,900 ,

kj=1£1_§i==\/1__w=ﬂ,435,

3Uber die Begriffsbildungen bei mehrphasigen unsymmetrischen Systemen konnte bisher
keine Einigung erreicht werden,
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und fiir die Grundschwingungsscheinleistung Sy, die Grundschwingungsblindlei-
stung €y, die Wirkleistung P, die gesamte Blindleistung @ und die Verzerrungs-
leistung D,
Sl = Ulfli = giS = U,QOOde y
@1 = g Ssin(a) = 0,900 U4 sin(c),
P = g; Scos(a) = 0,900 U4 cos(a),
Q=8%—P?=/1-0,811cos?(cx) Ul ,
D=FkS=0,435U1, .

Der Leistungsfaktor

A = P/S = g; cos(ar) = 0,900 cos(cx)

ist etwas kleiner als der Verschiebungsfaktor (Grundschwingungsleistungsfak-
tor) P/S; = cos(p;) = cos(e). Das letzte Ergebnis kénnen Sie auch direkt
aus Abb.6.3 rechts ablesen: Die Spannungsschwingung ist gegeniiber der Strom-
Grundschwingung um den Steuerwinkel o phasenverschoben. Weil diese Phasen-
verschiebung durch die verzégerte Ansteuerung der Ventile entsteht, nennt man
die Grundschwingungsblindleistung @Q; hier auch Steuerblindleistung. Eine
genauere Untersuchung des Kommutierungsvorgangs, d.h. der Stromiibergabe
von der einen Ventilgruppe auf die andere zeigt, dass in Stromrichterschaltun-
gen dieser Art bei der Berechnung der Grundschwingungsblindleistung neben
der Steuerblindleistung i.A. noch ein weiterer Blindleistungsbeitrag, die Kom-
mutierungsblindleistung, zu beriicksichtigen ist.

6.4 Nichtlineare Systeme

Fourier-Analysen kénnen grundsitzlich auch fiir Signale in nichtlinearen Sy-
stemen durchgefiihrt werden, das Superpositionsprinzip steht jedoch als Sy-
stemeigenschaft nicht zur Verfiigung. Sie konnen also z.B. eine periodisch
verlaufende Eingangsgréfie und, wenn daraus eine periodisch verlaufende Aus-
gangsgrofie entsteht, auch diese in Fourier-Komponenten zerlegen, Sie kénnen
aber nicht, wie bei linearen Systemen, die Antworten auf die Komponenten ein-
zeln bestimmen und diese anschlieBend zur Ausgangsgrofe synthetisieren. Ein
typisches Beispiel dafiir ist die Gleichrichterbriicke aus Abb.6.3, die wesentlich
nichtlineare Elemente, ndmlich die vier Halbleiterventile, enthilt.

Entstehen von Oberschwingungen

Um die Nichtgiiltigkeit des Uberlagerungsprinzips deutlich zu sehen, betrachten
wir ein speicherfreies, nichtlineares System, dessen Ausgangsgréfie y von der
EingangsgréBe u iiber eine Polynom-Funktion dritten Grades* abhiingt,

y=F(u), F(u)=ag+au+au®+asud. (6.29)

Diese Abbildung F : u ~— y = F(u) erfiillt nur dann die Linearititsforderung
(1.49), wenn die Koeffizienten ag, a und as gleich Null sind.

*Es kann sich z.B. um die ersten Glieder einer Potenz-Reihenentwicklung handeln, als Ap-
proximation eines allgemeineren Funktionsverlaufes im betrachteten Intervall von .
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Angenommen, die Eingangsgrofie verlauft sinusformig gemi8 u(r) = @ cos(7).
Am Ausgang unseres Systems erscheint dann®

Y(7) = ag + a1 cos(7) + ax@i? cos?(7) + azti® cos®(7)

1 - -~ -
=ap+ Eagug + (a;u + %agu?') cos(T)

: B 1
+ 5&21;2 cos(27) + Ea3u3 cos(37), (6.30)

also eine Schwingung bestehend aus einem Gleichanteil, einer Grundschwingung
mit der Frequenz der Eingangsgrofe aber auch aus Oberschwingungen der zwei-
fachen und dreifachen Grundfrequenz. Gibt es in der Darstellung von F' Terme
bis zur n-ten Potenz von u, so entstehen aus einer einfachen Sinusschwingung
harmonische Komponenten bis zur n-fachen Frequenz. Man nennt diese Erschei-
nung Erzeugung héherer Harmonischer. Beachten Sie, dass auch fiir ag =0
i.A. ein Gleichanteil auftritt. Wenn dagegen F' eine ungerade Funktion ist, dann
gibt es keinen Gleichanteil und auch keine geradzahligen Oberschwingungen.

Sattigungserscheinung

Als Beispiel untersuchen wir qualitativ den eingeschwungenen Stromverlauf in
einer Spule, an der die Sinusspannung u = U+/2 cos(w;t) liegt und die einen un-
terhalb der S#ttigung ideal magnetisierbaren Riickschluss besitzt. Eingangsgrofie
unseres Systems ist also die Spannung, Ausgangsgréfe der Spulenstrom. Den als
bekannt vorausgesetzten Zusammenhang zwischen dem Verkettungsfluss @, der
Spule und dem Spulenstrom ¢ wollen wir durch eine Kurve aus Geradenstiicken
anniahern (Abb.6.4). Magnetische Hysterese wird nicht beriicksichtigt, auch den
Spulenwiderstand werden wir vernachléssigen.

Reicht die Amplitude &, des Verkettungsflusses nicht fiir Sittigungserschein-
ungen aus, #, < P, dann liefert unsere Niherung den Strom Null. Erst im
Sittigungsbereich ist ein Strom feststellbar:

1B,| < By ¢ i(t) =0
P> D i i) = P [o sin(wy ) — 1] (6.31)

By,
P, <Py : i(t)= T [o sin(wyt) + 1]
. 5
Die Spiegelung der Sinusfunktion an der nichtlinearen, ungeraden Magnetisie-
rungskurve liefert wieder eine ungerade Funktion mit der Symmetrie der Sinus-
funktion und deshalb als Fourier-Reihe eine Sinusreihe mit Gliedern nur unge-
rader Ordnungszahl,

oo
i(t)= > besin(kwit), (6.32)
k=1:3;::
wobei
2 T 8 T1/4
b= / D sinliepiat = [ i) sin(kutdt.
T Jo T Jo

SSie zeigen dies durch Ausrechnen der Potenzen von cos(r) = (ei™+e~i7)/2 und erneutes
Zusammenfassen.
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P, A ~ A&, =d,sin(w t), &, =UV2/w,
{/_,.4 &, -
“i’vs
v
i Ots ¢ \ ¢
L il T
P {pvs ~ 21 1
e — &,

tsJ\ =0 fir |&,|< &,

fiar &, > é,,

T1/2 j:(‘pv_qsvs)/‘{‘s
< J‘ = (gb\' + ¢VS)/LS fu-r {65\.'< _éus
> i“:(U_I-)E‘J!"'vs/"{“s mit Uzqsv/‘i’va%l

Vil

Abb. 6.4 Eingeschwungener Stromverlauf in einer Spule mit séttigharem magnetischem
Riickschluss bei eingeprigter Sinusspannung. Die Magnetisierungslinie des Kreises ist stark
idealisiert mit charakteristischen Konstanten Dys und L.

Fiir die Berechnung der Fourier-Koeffizienten setzen wir
wit=7, wits=17, osin(r)=1

und erhalten mit (6.31) iiber

B 4 [ il
b, = . ;[ﬁ [osin(7) — 1] sin(k7)dT
schlieBlich
_ Pys ™ — 275 — sin(27;) 1 &y
LBy L w sin(7s) v gin(n)= o o,
_ Py 2 sin[(k — 1)75] | sin[(k + 1)7] »
b = L, ﬂsin(‘rs){ (k—1)k = k(k+1) i =80 o

Damit ist die Reihe (6.32) fiir den Spulenstrom i(t) vollstandig bestimmt. Wie
sich die wichtigsten Fourier-Koeffizienten mit der Amplitude des Verkettungs-
flusses éndern, sehen Sie in Abb.6.5.
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1,5

bI:Ls."J#w /
1,0
0,5

G, 0
-----ﬁ.-
0,5 Eeb_lhos
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

'#vf@vg=a' P

Abb. 8.5 Fourier-Koeffizienten by, bz, bs und by des Spulenstroms { aus Abb.64 in
Abh#ingigheit vom Verhiiltnis o = a‘,f‘ﬁ". Filr o >> 1 stellen sich die asymptotischen Werte
by Lo/ Pon = o — 47, baw. by Ly f Pye = =4/ (kr), k=3,5,..., ein

6.5 Zusammenfassung

Im Hinblick auf die Fourier-Analyse periodischer Zeitverliufe physikalischer
Gréflen sind in der elektrotechnischen Fachsprache einige spezielle Benennun-
gen eingefiihrt. Beispielsweise werden periodische elektrische Stréme und Span-
nungen, wenn sie auch einen Gleichanteil besitzen, Mischstrom baw. Misch-
spannung genannt.

Mittelwertfreie periodische Stréme und Spannungen heiflen Wechselstrime
bzw. Wechselspannungen. Sie lassen sich in die Grundschwingung und in
die Oberschwingungen (héhere Harmonische) zerlegen, wobei Kenngréflen wie
etwa der Oberschwingungsgehalt (Klirrfaktor) als besondere Mafle Verwen-
dung finden.

Die aus der elementaren Wechselstromrechnung bekannten Begriffe der Wirk-
leistung, Scheinleistung und Blindleistung kénnen sinnvoll verallgemeinert
werden. Wir treffen dabei auf einen neuen Leistungsbegriff, die Verzerrungs-
leistung.

Ein stabiles, lineares und zeitinvariantes System antwortet auf eine Sinus-
schwingung am Eingang mit einer Sinusschwingung gleicher Frequenz am Aus-
gang. Bei nichtlinearen Systemen geht diese Eigenschaft verloren. Selbst
wenn die Antwort wieder periodisch mit der gleichen Grundfrequenz verlduft,
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so ist sie i.A. nicht mehr rein sinusférmig, sondern enthilt neben einem Gleich-
anteil auch Oberschwingungen. Dies liisst sich als Erzeugung héherer Har-
monischer interpretieren.



Kapitel 7
Laplace-Transformation

Mit Hilfe der Fourier-Transformation fithren wir zeitliche Vorginge oder Si-
gnale auf Sinusschwingungen zuriick. Dies bietet, wie Sie gesehen haben, bei
linearen, zeitinvarianten Systemen entscheidende Vorteile. Gelegentlich stofen
wir aber bei der Anwendung der Fourier-Transformation auch auf Schwierigkei-
ten. So besitzen viele einfache, aber praktisch wichtige Signale keine Fourier-
Transformierten im klassischen Sinn. Die in solchen Fillen notwendige Erweite-
rung auf verallgemeinerte Funktionen verhindert oft die Anwendung funktionen-
theoretischer Methoden.

Die nun zu besprechende, mit der Fourier-Transformation eng verwandte
Laplace-Transformation ist diesbeziiglich toleranter. Allerdings miissen wir bei
ihrer Anwendung darauf verzichten, alle uns interessierenden Signale direkt durch
sinusférmige Signale darzustellen. Es ist also nicht méglich, die Vorteile bei-
der Verfahren gleichzeitig zu nutzen, so dass sowohl die Fourier- wie auch die
Laplace-Transformation ihre Daseinsberechtigung hat. Im Allgemeinen ist die
Fourier-Transformation fiir die informationstechnische Systemtheorie attrakti-
ver, die Laplace-Transformation dagegen fiir die Untersuchung von Ausgleichs-
vorgéngen, insbesondere in Systemen der Automatisierungstechnik. Sie liefert
eine bequeme, parallel zu den im Kapitel 2 besprochenen Verfahren anwendbare
Methode zur Losung linearer, gewshnlicher Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten. Uberdies bildet die Faltungseigenschaft der Laplace-Transfor-
mation die Grundlage besonders einfacher Regeln fiir das Kombinieren linearer
Teilsysteme zu Gesamtsystemen. Diese Themen werden wir im néchsten Kapitel
aufgreifen.

7.1 Einseitige Laplace-Transformation

Fiir die hier interessierenden Anwendungen eignet sich am Besten die einsei-
tige Laplace-Transformation, d.h. die Transformation rechtsseitiger Signale.
Wir werden deshalb im Folgenden fiir die bezogenen Zeitfunktionen in der Re-
gel z(r) = 0 fiir 7 < 0 voraussetzen bzw. sie durch Multiplikation mit dem
Heaviside-Sprung entsprechend beschneiden.
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Das Laplace-Transformationspaar

Ausgehend vom Fourier-Transformationspaar (3.5), (3.6) verallgemeinern wir die
imagindre, bezogene Frequenzvariable jv zu einer komplexen Frequenzvariablen
§ = o+jv mit reellem, konstantem o. Wegen ds =jdv definieren wir damit
direkt die Beziehungen fiir die einseitige Laplace-Transformation und ihre
Umkehrung,

Llz(r)]=X(s) = /:or(r) e~*7dr, (7.1)
1 o+joo
L [X(s)] =z(r) = ey X (s)e*"ds, (7.2)

vorausgesetzt, die Integrale existieren. Die gréfte untere Schranke (das Infimum)
von o = Re(s), fiir die das Integral (7.1) noch konvergiert, heift die Konver-
genzabszisse von z. Die Schreibweise 0~ der unteren Grenge soll andeuten,
dass der Zeitnullpunkt noch in das Integrationsintervall einzubeziehen ist, et-
waige St6Be von = bei 7 = 0 also mitgenommen werden. Das ist wichtig, weil wir
damit beim Lésen von Differentialgleichungen die meist bei + = 0— vorgeschrie-
benen Anfangsbedingungen direkt beriicksichtigen kénnen - eine der Stirken der
Laplace-Transformation.

Die GroBe s heiit Laplace-Variable oder (bezogene) komplexe Frequenz-
variable. Wir schreiben statt X(s) = £ [z(7)] auch z(7) o— X(s) und sagen:
X(s) ist die Laplace-Transformierte von (7). Oder: Der Funktion z(7) im Zeit-
bereich (Originalbereich, Oberbereich) korrespondiert die Funktion X (s) in der
komplexen Frequenzebene (Bildbereich, Unterbereich).

Im Prinzip kénnten wir den Ubergang von der Fourier- zur Laplace-Transfor-
mation auch so durchfiihren, dass wir die Funktion z(7) exp(—o7)e(r) an Stel-
le von z(7) Fourier-transformieren und anschlieBend ¢ und v zu s = o+jv
zusammenfassen. Die hinreichende Bedingung (3.27) fiir die Existenz einer be-
schrénkten Fourier-Transformierten wird damit zu

-/:0 |z(7)| e™7Tdr < M, < oo, (7.3)

einer hinreichenden Bedingung fiir die Existenz einer beschrinkten Laplace-
Transformierten. Abgesehen von der Einschrinkung auf rechtsseitige Funktionen
ist damit die Klasse der zugelassenen Signale so erweitert, dass sie praktisch
alle interessierenden Verliufe umfasst. Da o grundsitzlich frei gewihlt werden
kann, erfiillt selbst eine so stark wachsende Funktion wie z(7) = exp(at)e(r)
mit reellem a > 0 die Bedingung (7.3), sofern! ¢ > a. Damit existiert z.B. die
Laplace-Transformierte der StoBantwort eines instabilen LTI-Systems, nicht aber
deren Fourier-Transformierte. Es gibt aber auch Funktionen, die keine Laplace-
Transformierte besitzen?, z.B. exp(r2).

In Tab.7.1 sind die Laplace-Korrespondenzen einiger hidufig vorkommender
Funktionen zusammengestellt. Umfangreichere Listen finden Sie in fast jedem
mathematischen Handbuch.

!'Die Konvergenzabszisse ist in diesem Fall gleich a.
*D.h. es gibt keine endliche Konvergenzabszisse.
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Laplace-Transformation

z(r) = L7 X(s)]

X(s) = Llz(7)]

1| é&(r) 1
1
2| elr) B
Tl
|| 3 E{T = rﬂ] L] 'n] 2 u 5
1
4 | rel(r) =
- i |
5 mE{T} ,MeEN F
ﬂ 1
G -aT
s elr) s+a
e L 1
T | e % g(r) Gial
8 . i e *elr), neN L
(n—1)! ' (s +a)"
8
" 9 | cos(wr)e(r) R
10 | sin(wy7)e(T) 3;’:-1_1:12
11 | e cos(vy7)e(T) —fa 1l
? (s+a)* + v
—ar o 1
12 | & Sm{H1T]E(T} m
13 _dmfﬂn{vl—ﬁimf} 1
. AR, )y 0S| s

Tab.7.1 Korrespondenzen der einseitigen Laplace-Transformation (7.1) fir hiufig vorkom-

mende Funktionen.

J
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Hin- und Riicktransformation

Das Berechnen der Laplace-Transformierten einer gegebenen Zeitfunktion ist
meist nicht schwierig. Beispielsweise lisst sich die Zeile 9 in Tab.7.1 leicht nach-
vollziehen:

o0 oo
L [cos(ny7)e(T)] = f cos(vyT)e *Tdr = %/ [e_(’+j”‘}" - e_{“"‘j”‘)’"] dr
0 0

1 1 1 ]
-5 [s+jV1 = _jle ol e Re(s) > 0.
Beachten Sie gegeniiber der Zeile 10 in Tab.3.1 (s +—jv) das Fehlen der §-
Funktion.

Natiirlich kénnen Sie auch die Laplace-Tabellen in Verbindung mit den im
Abschnitt 7.3 zu besprechenden Eigenschaften — im Besonderen der Linearitit
— verwenden. Fiir die Zeitfunktion

z(r) = [bre~% 4 773 cos(47)] e(7)
folgt z.B. aus den Zeilen 7 und 11 der Tab.7.1 ohne jede Rechnung

I 7(s+3)
) = GG+22  5+32+16 "

Etwas umsténdlicher gestaltet sich in der Regel die Riicktransformation, al-
so der Ubergang von der komplexen Frequenzebene in den Zeitbereich. Eine
Bildfunktion z.B. der Form

5(s —2)
X(s) = ——
() s2+4s+3
ist zuerst im Nenner zu faktorisieren und dann einer Partialbruchzerlegung zu
unterwerfen,
5(s — -15/2  25/2
X5y _5E=2) _-15/2 %5/2
(s+1)(s+3) s+1  s+3

Anschlieflend liefert Zeile 6 der Tab.7.1 die zugehdrige Zeitfunktion:

z(r) = (—g e” 7+ 225 e"a") (7).

Manchmal ist es zweckmiBig oder notwendig, die Riicktransformation durch
Auswertung des Integrals (7.2) vorzunehmen. Dabei erweist sich die Anwendung
von Methoden der Funktionentheorie, insbesondere der Residuenrechnung, als
vorteilhaft.

7.2 Partialbruchzerlegungen

Bei der Anwendung der Laplace-Transformation zum Lésen linearer System-
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten haben wir fiir {ibliche Ein-
gangsfunktionen fast immer rationale Funktionen von s riickzutransformieren.
Wir brauchen dazu eine gewisse Fertigkeit in der Technik der Partialbruchzerle-

gungen.
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Nehmen wir also an, im Bildbereich liegt die rationale Funktion

_Z(s) _ bms™+ bp_18™ "1 4+ -+ bys+ by
BO= N6 =" G-m)o—0) 5D (74)

vor. Ist der Grad m des Zahlerpolynoms Z(s) groBer oder gleich dem Grad n
des Nennerpolynoms N(s), so ldsst sich ein Polynom vom Grad m — n durch
Division abspalten. Dessen Riicktransformation wird im Abschnitt 7.3 unter der
Ziffer 5 behandelt. Im Folgenden kénnen wir deshalb m < n, d.h. echt gebrochene
rationale Funktionen R(s) voraussetzen und auBerdem annehmen, dass Z(s)
und N(s) teilerfremd sind. Gesucht ist dann die einfach riickzutransformierende
Darstellung von R(s) als®

n
T3 T1 Ty Tn
R(s) = B A e
(s) Z;S—Pi S—n S—Pi $—Pn

(7.5)

oder eine dhnliche Form —eben die Partialbruchzerlegung. Die Konstanten r;, i =
1,2,...,n, heiflen die zu den Wurzeln p; gehérenden Residuen. Sie lassen sich
grundsitzlich durch Koeffizientenvergleich und dem daraus resultierenden Glei-
chungssystem, oder mit den folgenden, abkiirzenden Verfahren bestimmen.

Einfache Wurzeln

Ist p; eine einfache Wurzel des Nennerpolynoms (ein einfacher Pol von R(s)), so
finden wir das zugehorige, i.A. komplexe Residuum r; aus

ri=(s—p)E(s)|,_, = Jim (s — p:)R(s)] (7.6)
_ ) _ me , (7.7)
hiig) )
I=1,1#i

wobei N’(s) = dN(s)/ds, und g die Wurzeln des Zihlerpolynoms bezeichnen.
Fiir konjugiert komplexe Paare p; und p;4, sind auch die Residuen 7; und 7;14
konjugiert komplex, falls die Polynomkoeffizienten reell sind.

Ein Beispiel:

R(s) = s3+5s5—1 - s 4+5s5—1
T os(s+1)(s2+4s+13)  s(s+1)(s+2—j3)(s +2+j3)
1 T2 T3 T4
= —= 7.8
s ter1itsre—p Tare+e (7.8)
mit
ri1 = sR(s)|,_o=-1/13 = —0,0769;
r2 = (s+1)R(8)|ye_y =7/10 = 0,T;
r3 = ($+2=J3)R(S)|,e_pys = 0,1885+j0,5910;
re = 13 = 0,1885 — j0,5910.

3Die Entwicklung (7.5) ist in dieser Form méglich, wenn alle n Pole p; unterschiedlich sind.
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Einfache, konjugiert komplexe Wurzeln

Wenn bei Polynomen mit reellen Koeffizienten einfache Wurzeln konjugiert kom-
plex auftreten, lohnt sich hiufig eine Zusammenfassung. Angenommen, das Nen-
nerpolynom N (s) besitzt k reelle Einfachwurzeln P1;---,Pr und ! Paare konju-
giert komplexer Einfachwurzeln oy +jus, . . -,01Ejuy, wobei k + 21 = n. Gesucht
ist die Partialbruchzerlegung

— Z(s)
Hig) = (s=p1)---(s—pu)(s—o1 —jun)(s — o1 + 1) -~ (s — o1 — ju1)(5 — 01 + 1)
_ Z(s)
(s=p1)--(s—px)[(s —01)2 + il [(s—ay)2 + v
£ Ti : a;s+b;
- ;s—ps +Z;(s~—0‘,')2+v§ ’ (7.9)

die einer Riicktransformation iiber die Zeilen 6, 11 und 12 in Tab.7.1 zugiinglich
ist.

Wir bestimmen zuerst die Residuen r; mit Hilfe der Beziehung (7.6). Um
anschlieBend die 2/ unbekannten Koeffizienten a; und b; zu berechnen, wird ein
System von 2! linearen Gleichungen durch Einsetzen von 2{ passend gewiihlten
Werten fiir s in G1.(7.9) aufgestellt und gelsst. Meist ist es giinstig, nacheinander
$ =0y mit i = 1,...,l zu setzen, falls R(c;) existiert. Fiir unterschiedliche o
ergeben sich damit | Gleichungen. Die restlichen { Gleichungen folgen aus der
Annahme von [ weiteren, beliebigen s-Werten.

Als Beispiel nehmen wir R(s) aus GL(7.8):

R(s) = 2 +55—1 B 3 +5s—1
Cs(s+1)(s+2-33)(s+2+j3) s(s+1)[(s+2)2+9
T as+b

s s+1 (s4+2)249° (7.10)

Die Residuen r; und r; sind mit r; = —1/13 und 73 = 7/10 bereits berechnet.
Wir setzen nun in G1.(7.10) s = —2,

19  -1/13  7/10 K —2a+b
18~ -2 = 9

R(-2)= -
und erhalten daraus die erste Gleichung
—2a+ b= —3,5462 .

Fir die zweite Gleichung haben wir noch einen s-Wert anzunehmen. s = 0 ist
hiufig giinstig, in unserem Beispiel aber nicht moglich. Wir setzen s = 1,

5 1 7 a+b
) =g="G*t%* 1

Daraus folgt die zweite Gleichung

a+b=-24154 ,
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zusammen mit der ersten Gleichung also
~2 1] [a] _ [-3,5462
1 1] [&]  |—2,4154
mit der Lisung ¢ = 0,3769 und b = —2, 7923, Die gesuchte Partialbruchzerle-

gung ist daher

0,0769 0,7 " 0,3769 s — 2, 7923
8 s+1 (s+2)2+9

Mehrfache Wurzeln

Bei mehrfachen Wurzeln des Nennerpolynoms, also mehrfachen Polen von R(s),
gestaltet sich das Verfahren grundséitzlich dhnlich, wenn auch etwas komplizier-
ter. Angenommen, R(s) besitze die Form

Z(s)
(5 = p1)*(s = prsr) - (s —pn)

d.h. die Wurzel py besitzt die Vielfachheit &, und die restlichen Wurzeln sind
einfach. Wir haben dann die Koeffizienten r; der verallgemeinerten Partialbruch-
zerlegung

R(s) = (7.11)

T1 Tz Tk Ty
R(s) = + Bl e iy 7 o —— 7.12
( s—p (s- I"ll'2 (s =m)* iﬂ%ﬂ =D { )

zu bestimmen. Die Residuen 74y, ..., der einfachen Wurzeln lassen sich wie
gewohnlich iiber GL(7.6) berechnen. Ahnlich erhalten wir ry aus der Beziehung

= [(s — p)*R(s)],_,, - (7.13)
Die restlichen Koeflizienten folgen durch Differentiation:
1 d
Th-1= 37 7= [(s “Pl}kaﬂ],_m :

1 :d® e
Tk=2= 57 342 [{3 -p) R[s}]‘#l '

(7.14)
1 d*-1 k
™= o aeet (e~ PR, -

Zu der rationalen Funktion
1
B = 5 +9)
gehéirt beispielsweise die Partialbruchzerlegung
R(ﬂ') - 1 ra Ta Ty

+ - +
s+1 (s+1)2 (s+1PF  s+3
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mit den Koeflizienten

ra. = [(s+3)R(s)],__5 = -1/8,
o= [e+0RGN., = 1,
ry = % [:Es - 1)3R(3]]3=—1 = -1/4,
Ty = —;— % [(s+1)°R(s)],__, = 1/8.

Das Ergebnis einer komplizierteren Partialbruchzerlegung sollten Sie jedenfalls
tiberpriifen, z.B. durch Einsetzen konkreter s-Werte.

7.3 Grundlegende Eigenschaften
Die elementaren Eigenschaften der Laplace-Transformation sind analog denen

der Fourier-Transformation und lassen sich auf dhnliche Weise zeigen. Auch hier
erweist sich die Anwendung des Korrespondenzsymbols

2(r) o~ X(s) bedeutet X(s) = £ [¢(r)] und 2(r) = £ [X(s)]|  (7.15)

als bequem. Die Zeitfunktionen sind immer als rechtsseitige, in jedem endlichen
Intervall bis auf §-Anteile stiickweise stetige (bzw. stiickweise glatte) Funktionen
aufzufassen.

1. Linearitit

Die Laplace-Transformation ist eine lineare Abbildung. Sind ¢; und ¢, irgend
zwei Zahlen, so folgt aus z,(7) o—e X;(s) und z5(7) o—e X3(s) die Beziehung

|:B(T) = c;xl('r] -+ ngg(‘r) c—e X(s) = C1X1(S} + Cng(S),I (7.16)

sofern z(7) o—e X(s).

2. Zeitdehnung

Wenn z(r) o—e X(s) ein Laplace-Paar bildet, dann ist mit einer reellen, positiven
Konstanten a auch

z(ar) o—e %X (2) , a>0, (7.17)

ein Laplace-Paar.

3. Zeitverschiebung

Fir alle reellen, nicht negativen 7y folgt aus z(r) o—e X (s) die Korrespondenz

(26— m)e(r =) = = X(s), > 0] (r18)

Die linke Seite ist explizit mit dem Heaviside-Sprung multipliziert, um zu unter-
streichen, dass die nach rechts verschobene, rechtsseitige Funktion nun beziiglich
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Te(T) Te(T—10)
20 \ 20
104 10 1
(T—-10) e(T—10)

T = ! T T =

10 20 T 10 20 30 7T
—10 - —10

(T—10) &(1)

Abb. 7.1 Unterschiedliche Kombinationen der Funktion z(7) = 7 und des Heaviside-Sprungs
&(7) bei Zeitverschiebung um 79 = 10. Die rechisseitige Funktion Te(T) geht bei korrekter
Zeitverschiebung iiber in (7 — 79)e(r — 7).

7 = 7 rechtsseitig ist. Fiir eine allgemeine, nicht notwendig rechtsseitige Funkti-
on z(7) besitzen nimlich 2(7—y)e(t) und z(r—79)e(r —7) i.A. unterschiedliche
Laplace-Transformierte. Abb.7.1 soll dies fiir z(7) = 7 und 79 = 10 verdeutli-
chen.

Der Zeitverschiebungssatz wird u.a. fiir die Bestimmung der Laplace-Trans-
formierten rechtsseitig periodischer Funktionen oder abschnittsweise angegebener
Funktionen verwendet. So liisst sich z.B. der abschnittsweise angegebene Trapez-
verlauf aus Abb.7.2,

u(r) =0 foe 0
u(t)=0,171 fir 0<7<10,
w(r) =1 fir 10<7<30,
u(t)=4-0,17 fiir 30<7<40,
u(t) =0 fiir 72> 40,

geschlossen durch
u(r) = 0,17¢(7) — 0,1 (1 — 10)e( — 10)
—0,1(7 —30)e(r — 30) + 0,1 (T — 40)&(T — 40) (7.19)
darstellen. Der Zeitverschiebungssatz liefert dann zusammen mit T(T) 0—® 572
(Tab.7.1, Zeile 4) den Ausdruck

0,1

U(s) = 3 (1— e~108 _ =305 4 Ca)

fiir die zugehérige Laplace-Transformierte.

4. Frequenzverschiebung

Das Gegenstiick zum Zeitverschiebungssatz ist die Verschiebung der Laplace-
Variablen: Aus z(7) o—e X (s) folgt fiir eine beliebige komplexe Konstante sq

| X(s — s0) o0 e®7a(r). j (7.20)

Mehrere Anwendungen davon sehen Sie in Tab.7.1, z.B. den Ubergang von Zeile
5 zu Zeile 8 oder von Zeile 9 zu Zeile 11.



7.3 Grundlegende Eigenschaften 143

0.1 7e(7) 0,1(T-40)&(7—-40)

u(7r)A /?/ ‘.//;

) ] 2

1
10 20 30\ 40 50 -

=0,1(r—-30)e(T-30)
s

—-14

5
-0,1(7—10) e(T-10)

Abb. 7.2 Darstellung GL(7.19) des Trapezverlaufes aus Abb. 1.11 durch zeitverschobene
Funktionen des Typs kre(T). Diese Methode ist allgemein anwendbar zur geschlossenen Angabe
stiickweise angegebener Verliufe.

5. Zeitdifferentiation

Die einseitige Laplace-Transformation der Zeitableitung z’(7) =dz(7)/dT nicht
notwendig rechtsseitiger Signale liefert ein bemerkenswertes Ergebnis. Durch
partielle Integration erhalten wir

(s 4]

L' (7)] :/0‘ z'(r)e™*"dr

= [z() e””]:f +s [ =z(r)e™*"dr
0-

= —x2(0-) + sL [z(7)],

d.h. aus (7) o—e X(s) folgt

|#/(7) o—e 5X(s) — 2(0-). | (7.21)

Die Laplace-Transformierte der Ableitung von z enthilt explizit den Randwert
von x bei 0-. Dies ist, wie Sie im nichsten Kapitel sehen werden, wichtig fiir
die Anwendung der Laplace-Transformation zur Losung linearer Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten.

Fiir hohere Zeitableitungen ergibt sich durch mehrmaliges Anwenden der
gleichen Prozedur

|.r“‘)(7') o—e s5 X (s) — s*~1(0-) — sF-22M(0-) —... — z:-1D(0-).| (7.22)

Bei der Laplace-Transformation der k-ten Ableitung sind also auch die Rand-
werte der Ableitungen bis zur Ordnung k — 1 zu beriicksichtigen.
Tab.7.1 enthilt mehrere Anwendungen der Ableitungsregel. Im Speziellen
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gilt
e(rt) o 1/s,
dr)=¢€(r) o—e 1,
: (7.23)
B (1) =ektD(r) o k.
Ein Polynom in s korrespondiert demnach einer Linearkombination von Ablei-
tungen des Dirac-Stofles:

cs® +cr1857 + -+ cp 00 8™ (1) + 185D (7) + -+ + (7). (7.24)

Diesen Zusammenhang brauchen wir z.B. dann, wenn bei der Riicktransformation
rationaler Funktionen der Art (7.4) mit m > n vor der Partialbruchzerlegung
ein Polynom vom Grad m — n durch Division additiv abzuspalten ist.

6. Zeitintegration

Fiir die Herleitung der Integrationsregel wird wieder partiell integriert:

£ [er] = [ [[ ] e-rer
—- [[=trar] < : +1 [Camerran

Der erste Term der zweiten Zeile verschwindet an beiden Grenzen, so dass

/T:c('r")d'r’ e lX(s). (7.25)
0- 3

Gesetzt den Fall, z(7) ist nicht notwendig rechtsseitig. Das von —oo bis 7 > 0

erstreckte Integral
T 0- T
/ z(r')dr’ 2/ x(r')dr'+[ z(r")dr’
Lo —co 0-

kénnen wir aber, wenn es existiert, der rechtsseitigen Laplace-Transformation
unterwerfen und erhalten, weil das erste Integral rechts lediglich eine Konstante

darstellt,
0-

z(7")dr’,
o0

/T z(r")dr’ o—e iX(s) + %f

—00 P

mit X(s) berechnet iiber GL(7.1).

7. Differentiation der Laplace-Transformierten
Differentiation der G1.(7.1) liefert die Korrespondenz

d
35X (s) &0 —72(r) (7.26)
oder, etwas allgemeiner,
dk
35 X(5) oo (—=7)* z(7). (7.27)

Auch fiir diese Regel finden Sie in Tab.7.1 Anwendungen, z.B. den Ubergang
von Zeile 2 zu den Zeilen 4 oder 5.
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7.4 Spezielle Sitze

Die Schliisseleigenschaft der Laplace-Transformation, die ihre weite Verbreitung
bei der Behandlung linearer Systeme begriindet, wird im Faltungssatz formuliert.
Der Endwertsatz und der Anfangswertsatz erméglichen Aussagen iiber Grenz-
werte der Zeitfunktion direkt aus der Transformierten, ohne die Riicktransfor-
mation tatsdchlich ausfiihren zu miissen.

Faltungssatz

Ausgangspunkt fiir die Formulierung des Faltungssatzes ist die Definition (3.65)
des Faltungsprodukts zweier Signale und dessen wichtigste Eigenschaften, zu-
sammengefasst in den Gln.(3.66) bis (3.69). Wegen der Beschriinkung auf rechts-
seitige Funktionen (kausale Signale) reduziert sich die Integration allerdings auf
die abgeschlossene positive Zeitachse?,

z1(T) * 2o (T) = /wml(‘r'):c;;('r —7)d7r. (7.28)

Die Laplace-Transformierte des Faltungsprodukts berechnen wir unter Vertau-
schung der Reihenfolge der Integrationen und Anwendung des Zeitverschiebungs-
satzes (7.18),

Lzi(7) *2a(7)] = /:o [fnmn:l(-r’)xg(r = T’)dT'J e Tdr

= f& " (T-’) [ L " gl e“"d‘r] dr’

= /wzl('r’)!l [z2(r — 7] dr’ = /wzl(r’) e™*" L [z5(7)] dr’
0- 0-
= L[z1(T)] £ [2(7)],
erhalten mit z;(7) o—e X;(s) und z3(7) o—e Xp(s) also

| 21(7) * za(r) o—e X, (5)Xa(s). | (7.29)

Das Faltungsprodukt zweier Zeitfunktionen korrespondiert dem gewdhnlichen
Produkt ihrer Laplace-Transformierten.

Endwertsatz

Ist X(s) die Laplace-Transformierte von (), so bedeutet die Regel (7.21) fiir
die Differentiation im Zeitbereich

sX(s) =z(0-) + /o_mz:'('r) e *Tdr. (7.30)

Wir eliminieren daraus 2(0-) mit Hilfe von

Y Tatsichlich ist fiir kausale Signale auch die obere Integrationsgrenze endlich, ndmlich gleich
T
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und erhalten dann die Beziehung
sX(s) = z(c0) +/ z'(7)(e™" — 1)dr, (7.31)
0-

vorausgesetat, (o) existiert. Die Bildung des Grenzwerts s — 0 liefert schlie-
lich die als Endwertsatz bekannte Aussage

z(c0) = lim [sX(s)]. (7.32)

3—0

Der Endwert einer Zeitfunktion lisst sich also direkt aus der Laplace-Transfor-
mierten berechnen. Aber Vorsicht: Wir mussten ausdriicklich voraussetzen, dass
es diesen Grenzwert auch wirklich gibt. Es ist nicht zulissig, aus der Existenz
des Grenzwerts auf der rechten Seite von GL.(7.32) auf die Existenz von z(o0)
zu schliefen. Typische Beispiele fiir das Versagen des Endwertsatzes liefern die
Zeilen 9 und 10 in Tab.7.1, aber auch die Zeile 6 mit reellem a < 0.

Anfangswertsatz
Anstelle von G1.(7.30) kénnen wir auch schreiben
o0
sX(s) = z(0+) +[ z'(r)e”*"dr,
0+

falls z(0+) existiert. z(7) kann bei 7 = 0 zwar einen endlichen Sprung aufweisen,
darf dort aber keine Unstetigkeit vom Typ eines Dirac-Stofles besitzen. Lassen
wir nun s entlang der reellen Achse gegen Unendlich wandern, so verschwindet
das Integral und es gilt der Anfangswertsatz

z(0+) = ali.n(}u [sX(s)]. (7.33)

Aus der Laplace-Transformierten kénnen Sie demnach auch ohne Riicktransfor-
mation den Anfangswert der Zeitfunktion bestimmen. Beachten Sie: G1.(7.33)
liefert den rechtsseitigen Grenzwert.

7.5 Zusammenfassung

Die Laplace-Transformation ist eine natiirliche Erweiterung der Fourier-Trans-
formation, grob gesprochen, deren Fortsetzung von der imagindren Achse in die
komplexe Ebene. Dies bietet einige Vorteile hinsichtlich der Konvergenz und
der ErschlieBung funktionentheoretischer Methoden, bringt aber meist die Ein-
schrinkung auf rechtsseitige (kausale) Signale mit sich.

Fiir die Laplace-Transformation und ihre Umkehrung steht grundsitzlich
wieder ein Paar von Integralen zur Verfiigung, praktisch wird jedoch in der
Regel mit Tabellen gearbeitet. Die Riicktransformation der hiufig vorkommen-
den rationalen Funktionen setzt eine gewisse Vertrautheit mit der Technik der
Partialbruchzerlegungen voraus.

Das Arbeiten mit Laplace-Tabellen erfordert in jedem Fall die Kenntnis ei-
niger grundlegender Eigenschaften. Hier zeigt sich die enge Verwandtschaft
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mit der Fourier-Transformation, es treten aber auch charakteristische Unter-
schiede auf. Beispielsweise enthilt die Laplace-Transformierte der Zeitableitung
eines Signals auch dessen Anfangswert — eine Eigenschaft, die sich bei der Be-
handlung von Anfangswertproblemen vorteilhaft nutzen lisst.

Besonders wichtig fiir die Anwendungen in der linearen Systemtheorie ist
der Faltungssatz, der auch hier in der vertrauten Form erscheint: Das Fal-
tungsproduckt im Zeitbereich wird zum gewshnlichen Produkt im (komplexen)
Frequenzbereich. Der Anfangswertsatz und der Endwertsatz liefern Grenz-
werte fiir die Zeitfunktionen unter Umgehung der Riicktransformation. Sie sind
allerdings nur mit Vorsicht zu benutzen, weil sie manchmal — auch in praktisch
wichtigen Fillen — versagen.



Kapitel 8

LTI-Systeme und
Laplace-Transformation

Den im Kapitel 2 entwickelten Verfahren zur Behandlung linearer, zeitinvarian-
ter Systeme werden wir nun eine Methode zur Seite stellen, die ebenfalls die
explizite Bestimmung der Systemantwort auf ein Eingangssignal und einen An-
fangszustand zum Ziel hat, die aber in mancher Beziehung einfacher und direkter
anzuwenden ist als das traditionelle Lésungsverfahren.

8.1 Anfangswertprobleme

Die Regel (7.22) zur Laplace-Transformation der Zeitableitung von Signalen lie-
fert die Grundlage einer wirksamen L&sungsmethode fiir lineare gewshnliche
Differentialgleichungen des Typs (2.1) mit konstanten Koeffizienten und vorge-
schriebenen Anfangswerten: Beide Seiten werden zuerst der Laplace-Transfor-
mation unterworfen. Es folgen algebraische Manipulationen, und dann wird die
Losung durch Riicktransformation gewonnen.

Losen der System-Differentialgleichung

Wir beginnen mit einem konkreten Beispiel, um die wesentlichen Ziige des
Lésungsverfahrens deutlich zu machen. Fiir ein System, das durch die Differen-
tialgleichung

y" + 4y’ + 3y = 5u’ + 10u (8.1)

beschrieben wird, soll zu der Eingangsfunktion
u(r) =37 fir 7>0 und u(0-) =1 (8.2)
die Ausgangsfunktion y(7) fiir 7 > 0 unter den Anfangsbedingungen
y(0-) =4 und y'(0-) =0 (8.3)

bestimmt werden. Wir wenden die Laplace-Transformation zunichst allgemein
auf beide Seiten der Differentialgleichung an, benutzen dabei die Bezeichnungen
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Y (s) e—o y(7), U(s) o u(7), bauen die Anfangswerte gemafl der Differentiati-
onsregel (7.22) ein,

$2Y (s) —sy(0-) =y (0-) +4 [sY (s) — y(0-)]+3Y (s) = 5 [sU(s) — u(0-)]+10U(s),
und lésen dann nach Y(s) auf:

_ sy(0-) +y'(0-) + 4y(0-) — 5u(0-) 55+ 10
- s2 +4s+3 2 +45+3

Y(s) U(s). (8.4)

Im letzten Term erscheint als Multiplikator von U(s) genau die Ubertragungs-
funktion

(85)

_Q(s)  5s+10
Gls) = P(s) s2+4s+3

unseres Systems, wobei P(s) = s® + 4s + 3 das charakteristische Polynom be-
zeichnet. G1.(8.4) kann deshalb auch in der Form

v(o - LV IO =2 o) (56)

geschrieben werden.
Die Anfangswerte der Funktionen y und u legen den Anfangszustand fest.
Wiiren sie alle gleich Null, so wiirde sich Y'(s) auf

[ Yoz(s) = G(s)U(s) | (8.7)

reduzieren. Ein Vergleich mit der Faltungsdarstellung (1.61) der Nullzustands-
antwort,

Joz(r) = fu (= 7yutr)dr’ = g(r) e ulr), (8.8)

zeigt einerseits zusammen mit der Faltungseigenschaft (7.29): Yoz(s) = G(s)U(s)
ist die Laplace-Transformierte der Nullzustandsantwort, und es gilt

g(7) o—= G(s), (8.9)

d.h. die Ubertragungsfunktion ist die Laplace-Transformierte der Stofantwort.
Im Gegensatz zur entsprechenden Fourier-Darstellung g(7) o—e G(jv) ist (8.9)
auch fiir instabile Systeme brauchbar.

Ein Blick auf die Faltungsdarstellung (1.63) der vollstindigen Systemantwort
lasst uns andererseits den ersten Summanden rechts in G1.(8.6) als die Laplace-
Transformierte der Nulleingangsantwort yog(7) identifizieren,

sy(0-) +¢'(0-) +4y(0-) — 5u(0-)

0 (8.10)

Yor(s) =

Sie sehen: Die Laplace-Transformation liefert auf natiirliche Weise die additive
Aufspaltung der vollstindigen Antwort eines Systems in die Nulleingangsantwort
und die Nullzustandsantwort.
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Um unser Anfangswertproblem tatsichlich zu l6sen, setzen wir U(s) = L [37] =
3/s* zusammen mit den Anfangswerten aus (8.2) und (8.3) in GL.(8.4) ein,

_ ds+11 3 (5s 4 10)
T 2445 +3  s2(s2+4s+3)

Y (s) (8.11)

Nun ist riickzutransformieren. Getrennt fiir die beiden Summanden folgen iiber
die Partialbruchzerlegungen

_T7/2 1/2
s s
-25/3 10  15/2 5/6
Y = — _— —_—
0z(s) s +.‘sg-i-s+1+s+3
die Funktionen
Yor(T) = Ze™" + 3737, T3>0, (8.12)
Yoz (7) = —=F + 107 + Le 7 + S, >0, (8.13)

zusammen also die vollstindige Lésung
y(r) =11e™" + 3737 — £ +107, 7>0. (8.14)
Die im Kapitel 2 beschriebene, klassische Methode! fiihrt auf
yn(T) =1le™" + 3737, yo(7) = -% 4107, 7>0.

Die Gesamtlésung ist natiirlich fiir beide Methoden die selbe, die additive Auf-
spaltung aber eine andere. Im Allgemeinen enthilt namlich die Nullzustandsant-
wort im Gegensatz zur Partikuldrldsung auch natiirliche Transienten, die sich
durch Anlegen des Eingangssignals an das urspriinglich im Nullzustand befind-
liche System einstellen. Ist das System stabil, so gehen yoz und y, mit dem
Abklingen dieser Transienten ineinander iiber, wihrend yog wie y, verschwin-
det.

Verschobener Anfangszeitpunkt

Die Methode der Laplace-Transformation lasst sich auf jedes System, das durch
eine Differentialgleichung des Typs (2.1) beschrieben wird, und fiir jede Laplace-
transformierbare Eingangsfunktion anwenden. Die Losungsschritte erfolgen im-
mer so, wie in unserem Beispiel skizziert. Bevor wir die damit verkniipfte Be-
trachtungsweise weiter ausbauen, méchte ich noch kurz auf die Frage der Be-
handlung von Anfangsbedingungen fiir 79 # 0 eingehen.

Grundsitzlich kénnten wir dabei den Zeitverschiebungssatz der Laplace-
Transformation benutzen. Es ist aber in der Regel einfacher, von vornherein
gleich eine Zeitverschiebung durch Verwendung der Zeitvariablen A\ = 7 — 75 an
Stelle von 7 durchzufiihren. Am Schluss kann wieder auf 7 iibergegangen werden.

Betrachten wir dazu als Beispiel das System

Y +2y=3u, y(1)=4,

!An Stelle der Durchfithrung der Partialbruchzerlegung ist dabei ein lineares Gleichungs-
system zu l6sen.
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mit der Eingangsfunktion®
u(r) = [1 + 59‘(1"1)] g(r—1).

Nach der Variablentransformation 7 — X\ = 7 — 1 arbeiten wir mit den Funktio-
nen z(\) = y(A + 1) und v(A) = u(A + 1), haben also ein Anfangswertproblem

Z+22=3u, z(0)=4, v(\)=(1+ 5e“"‘) g(A)
in der iiblichen Form vorliegen. Die Laplace-Transformation liefert

z(0)

s+ 2
4 3 15

512 3642  GI2E)

Z(s) + FE‘ZV(S)

und, nach Partialbruchzerlegung,
4 3/2 3/2 15 15
Z(s) = S -
(s) 3-!-2+ s s+2 3+2+s+1
25/2 15 3/2
s+2 s+1 s

mit der Laplace-Inversen

z(A\) =-Be 2 +15e*+ 2, A>0.

Riickkehr zur urspriinglichen Zeitvariablen fiihrt schlieBlich auf die gesuchte
Lésung
y(r) = —Be 2D 157N + 3
=-92,36e 2" +40,77e " +1,5; 7> 1L

Priifen Sie die Erfiillung der Differentialgleichung und die Einhaltung der Rand-
bedingung!

8.2 Die Sprungantwort

In den beiden ersten Kapiteln haben wir die Sprungantwort (Ubergangsfunktion)
als ein wichtiges Hilfsmittel zur anschaulichen Charakterisierung des dynami-
schen Verhaltens von LTI-Systemen kennen gelernt. Die Laplace-Transformation
vermittelt hier weitere Einsichten.

Berechnen der Residuen
Wir wollen fiir ein System mit der Ubertragungsfunktion

B 5000 (s +1,01) (s +0,1)
Gla)= (s+1)(s+10) (s +2+j5) (s +2—j5) (FaE)

2Da die Eingangsfunktion keinen Stof enthilt und die Ubertragungsfunktion eine echt
gebrochene rationale Funktion ist (mm < n), besitzt das System keinen direkten Durchgriff und
y(7) verliuft stetig. Wir brauchen daher nicht zwischen y(1-) und y(1+) zu unterscheiden.
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den Kern des dynamischen Verhaltens erkunden. Die Sprungantwort h(7) ist
bekanntlich die Nullzustandsantwort des Systems auf den Heaviside-Sprung g(7),
d.h. wir haben, ausgehend von GL.(8.7) mit U(s) = 1/s, wegen

G
h(r) = g(r)  &(r) o—e H(s) = Z) (3.16)
den Ausdruck
5000 (s +1,01) (s +0,1)
H(s) = - -
G+ (s +10)(s+2+5) (s +2—5)3
1 T2 T3 T4 Ts
= — AT
s+1 75410 s¥24p sta-m s (3:17)
riickzutransformieren:
h(‘r) = |:?-1e—‘r + rze—ll)'r +f‘3€_(2+j5)T K8 7.48—(2—*]5)7 + T5J E(T). (818)
Die Residuen r; bis r5 lassen sich z.B. iiber GL.(7.7) berechnen,
2
[T (pi —ax)
re=50002 — i—1,...5 (8.19)
(pi —p1)
=111
wobei die Pole und Nullstellen der rationalen Funktion H(s) mit
pr=-1 pa=-10; p3=—(2+]5); ps=—(2—j5); ps=0;
q =-1,01; ¢ =-0,1
bekannt sind. Wir erhalten
ry =0,19231; 1o = 55, 556;
ry = —28,745 + j44,077; 14 = —28, 745 — jd4, 07T; (8.20)

rs = 1,7414.

Die Zéhlerfaktoren in G1.(8.19) sind die gerichteten Abstinde des Pols p; von
den Nullstellen. Die Nennerfaktoren sind die gerichteten Abstinde des Pols Di
von den anderen Polen. Sie kénnen diese Faktoren auch graphisch bestimmen
und den Winkel des gesuchten Residuums durch Subtraktion der Nennerwinkel
von den Zihlerwinkeln ermitteln.

Dominierende Pole und Nullstellen

Die Berechnung der Residuen liefert einen wertvollen Einblick in das allgemeine
Zeitverhalten des Systems fiir den betrachteten Eingang. Nehmen wir z.B. den
Pol pp = —10 : Verglichen mit den anderen Polen bewirkt er einen zeitlich
sehr rasch verénderlichen Term, der schnell wieder verschwindet. Das zugehorige
Residuum 73 ist aber relativ groB, was zeigt, dass dieser Pol einen merkbaren
Einfluss auf das dynamische Verhalten besitzt. Sie sehen das am besten durch



8.2 Die Sprungantwort 153

60

40
|

20

-20

Abb. 8.1 Vergleich der zu den Ubertragungsfunktionen G(s) (GL(8.15)) und G1(s) (GL(8.21))
gehtrenden Sprungantworten A(r) baw. k(7).

den Vergleich der Sprungantworten des Systems (8.15) und eines entsprechenden
Systems®

500 (s +1,01) (s +0,1)
(s+1)(s+2+35)(s+2—j5)

Gy(s) = (8.21)

das diesen Pol nicht enthilt (Abb.8.1).

Der Pol py = —1 gehirt zu einem vergleichsweise langsam abklingenden
Term und wiirde deshalb normalerweise die Sprungantwort dominieren. Aller-
dings liegt in unserem Beispiel knapp neben dem Pol p; die Nullstelle g, der
Abstandsfaktor p; — g, = 0,01 ist deshalb klein, und dies fiihrt auf den relativ
kleinen Wert r; = 0,19231 des zugehérigen Residuums. Eine benachbarte Null-
stelle hebt also die Wirkung eines Pols weitgehend auf. Den geringen Einfluss
dieser Pol-Nullstellen-Kombination zeigt der Vergleich mit dem System!

5050 (s +0,1)
(s+10) (s +2+i5) (s +2-j5) '

Ga(s) = (8.22)

bei dem gegeniiber G1.(8.15) diese Kombination fehlt (Abb.8.2). Wie Sie sehen,
stellt das durch GL(8.22) beschriebene System dritter Ordnung eine sehr gute
Niherung des urspriinglichen Systems vierter Ordnung dar.

Eine weniger gute, aber immer noch zumindest qualitativ brauchbare Ni-

IGegeniiber G1.(8.15) wird die Verstirkung von 5000 auf 500 zuriickgenommen, damit beide
Sprungantworten den gleichen Endwert rs = 1, 7414 annehmen,

4Die Verstirkung wird wieder so angepasst, dass sich gleiche Endwerte der Sprungantworten
einstellen.
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Abb. 8.2 Vergleich der zu den Ubertragungsfunktionen G(s) (G1.(8.15)) und Ga(s) (G1.(8.22))
gehérenden Sprungantworten h(r) bzw. ha(7). Sie stimmen nahezu vollstindig iiberein.

herung durch ein System zweiter Ordnung wird durch die Ubertragungsfunktion

505 (s +0,1)

Gals)= (s+2+35)(s+2—5)

(8.23)

reprisentiert. Gegeniiber Gl.(8.15) wurden der “schnelle” Pol p, = —10 und
die Pol-Nullstellen-Kombination p; = —1, ¢ = —1,01 entfernt. Wie sich das
auswirkt, sehen Sie in Abb.8.3.

Es sind also die relativ nahe bei der imaginiren Achse liegenden und da-
her ,schwach geddmpften® konjugiert komplexen Pole p3 4 = —2¥Fj5 und die
ebenfalls nahe an der imagindren Achse liegende Nullstelle go = —0,1 , die das
dynamische Verhalten unseres Systems bestimmen. Dass tatséchlich das Zusam-
menwirken beider, der Nullstelle und des komplexen Polpaars, wesentlich sind,
zeigt Abb.8.4.

Hier ist die Sprungantwort des urspriinglichen Systems mit den Sprungant-
worten der Systeme

172,42(s +1,01) (s +0,1)
Guls)= (s+1) (s +10)

(8.24)

und
500 (s +1,01)

TGN (s+10)(s+2+15) (s+2—15)
verglichen, wobei gegeniiber dem urspriinglichen System in G4(s) das konjugiert

komplexe Polpaar und in Gs(s) die Nullstelle g, entfernt wurde. Das dynamische
Verhalten wird dadurch radikal geéindert.

Gs(s)

(8.25)
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Abb, 8.3 Vergleich der zu den Ubertragungsfunktionen G{s) (G1.(8.15)) und Ga(s) (GL(8.23))
gehirenden Sprungantworten h(T) baw. ha(r). Als Niherung wird der Verlauf von h{r) durch
ha(r) sumindest qualitativ richtig wiedergegeben,

200
150
100
__,_-r'-m{""}
50 l &
hi7)
U_ dal
LY
hs(T)
=50
0 1 2 3 4

Abb. B.4 Vergleich der zu den {Tbertragungsfunktionen G(s) (GL(8.15)), Ga(s) (GL(8.24))
und G5(s) (GL{8.25)) gehfrenden Sprungantworten (T}, ha(7) baw. hs(r). Die Pole p3 und py
sowie die Nullstelle gz des urspriinglichen Systems sind wesentlich fiir die richtige Darstellung
des dynamischen Verhaltens.
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Abb. B.5 Vergleich der zu den Ubertragungsfunktionen G(s) (GL(8.15)} und Gs(s)
(GL(8.26)) gehirenden Sprungantworten hit) bzw. ha(7). ha(r) reprisentiert ein Nicht-
Minimalwinkelsystem.

Nicht-Minimalwinkelsystem

Uberlegen wir noch, was geschieht, wenn die Nullstelle 2 anstatt in der linken
Halbebene in der rechten liegt, die Ubertragungsfunktion also z.B. gegeniiber
GL(8.15) die Form

5000(s+1,01) (s —0,1)
(s+1)(s+10) (s +2+j5)(s + 2 - j5)
besitzt. Die Residuen fiir die Sprungantwort ergeben sich dhnlich denen unseres
urspriinglichen Systems (s.GL(8.20)),

r =0, 23504, Tg = 56,6?3;

r3 = —27,586 + j45,668; ry = —27,586 + j45, 668; (8.27)

rs = —1,Tdl4,
Lediglich die Vorzeicheninderung des Residuums rs = G(0), das den stati-
ondren Endwert angibt, ist wesentlich. In Abb.8.5 sehen Sie den Unterschied.
Sie erkennen das typische Verhalten eines Nichi- Minimaluwinkelsystems: Die An-

fangsreaktion erfolgt entgegengesetzt zu dem sich schlieflich einstellenden End-
wert,

Ggls) = (8.26)

8.3 Kombinieren von Teilsystemen

Einer der grofien Vorteile, den die vorgestellten Transformationsverfahren bieten,
betrifft das Zusammensetzen von Teilsystemen zu u.U. komplizierten Gesamt-
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fa)

o G e g2 = =] SF) ST

(b)
=G Gds)= = —+Gi(s)Cals) =

Abb, 8.6 Reibenkombination zsweier linearer, zeitinvarianter Systeme. Das Ersatzsystem wird
im Zaitbereich durch das Faltungsprodukt der beiden Gewichtsfunktionen charakterisiert. Die
(Tbertragungsfunktion des Ersatzsystems ist daher das gewshnliche Produkt der Ubertragungs-
funktionen der beiden Teilsysteme.

systemen. Ausgehend von den Faltungseigpenschaften werden wir dafiir einfache
Kombinationsregeln finden.

Wichiig ist folgende Voraussetzung: Wir nehmen an, dass die betrachte-
ten Teilsysteme — zumindest ndherungsweise — rilckwirkungsfrei sind, d.h.
das Eingangs-Ausgangs-Verhalten eines Teilsystems, im Speziellen seine Uber-
tragungsfunktion, durch das Zusammenschalten mit anderen Systemen nicht
gefindert wird. Darauf miissen Sie insbesondere bei elektrischen Realisierungen
durch Zweitore achten. Beispielsweise ist die in Abb.2.2b angegebene Schaltung
nicht riickwirkungsfrei, weil die Ausgangsspannung von der Ausgangsbeschal-
tung abhdngt. Wir mussten daher ausdriicklich i, = 0 fordern. Die Realisierung
durch die Schaltung in Abb.2.2¢ ist dagegen rilckwirkungsfrei. Falls nétig, sind
die zu kombinierenden Teilsysteme durch geeignete Entkopplungsmafinahmen —
z.B. durch Einfiigen von Trennverstirkern — riickwirkungsfrei zu machen.

Reihenkombination

Wir betrachten als Erstes die Reihenkombination zweier Systeme mit den Stofi-
antworten g1(r) und ga(7): Der Ausgang des ersten Systems bildet den Ein-
gang des zweiten. Da das Ausgangssignal eines LTI-Systems durch die Faltung
des Eingangssignals mit der StoBantwort entsteht®, erhalten wir die StoBantwort
g(7) der Reihenkombination als Faltungsprodukt der Einzel-StoBantworten, g(7)
= g1{r)*g2(7), dargestellt in Abb.8.6. Wegen der Kommutativitit des Faltungs-
produkts ist die Reihenfolge formal vertauschbar®,

Da nun die Laplace-Transformation der StoBantwort die Ubertragungsfunktion
G(s) liefert und das Faltungsprodukt dem gewdhnlichen Produkt der Laplace-
Transformierten korrespondiert, erhalten wir als Zusammensetzungsregel fiir die
Ubertragungsfunktionen bei Reihenkombination

| G(s) = Gi(s)Ga(s). (8.28)

Die Erweiterung auf eine Reihenkombination mehrerer Systeme ist offensichtlich.

#Wir betrachten hier ausschiieBlich Nulizustandsantworten,
%In realen Systemen sind solche Vertausehungen natiirlich nicht immer méglich, weil die
ainzelnen Signale physikalisch wiilliz unterschiedlich realisiort sein kinnen.
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)
{

Gi(s)+Ga(s)—=

Abb. 8.7 Parallelkombination zweier linearer, zeitinvarianter Systeme. Die Ubertragungsfunk-
tion des Ersatzsystems ist die Summe der Ubertragungsfunktionen der beiden Teilsysteme.

—>Gi(s) —1 G((s) Ga(s)

Gl =

—>1G(s) —>1 Gz(s) Ga(s)

Abb. 8.8 Beispiel fiir die Kombination dreier linearer, zeitinvarianter Systeme. Die dquiva-
lente Umformung entspricht einer Verlegung des Summationspunktes an den Systemausgang.

Parallelkombination

Unter der Parallelkombination zweier Systeme verstehen wir die folgende An-
ordnung: An beiden Systemeingingen liegt das gleiche Signal, und die beiden
Ausgangssignale werden additiv iiberlagert (Abb.8.7). Aus den Eigenschaften
des Faltungsprodukts folgt fiir die Nullzustandsantworten

Yy=y1+ty2=g1*u+ge*xu= (g1 +g2)*u,

also fiir die StoBantwort des Gesamtsystems g = g1 + g2. Dem entspricht die
Zusammensetzungsregel fiir die Ubertragungsfunktionen bei Parallelkombina-
tion

| G(s) = Gi(s) + Ga(s).] (8.29)

Auch hier ist die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Systeme klar.
Die beiden Grundkombinationen kénnen Sie nach den angegebenen Regeln
beliebig erweitern. Abb.8.8 zeigt ein Beispiel dafiir.

System mit Riickfiihrung

Eine wichtige Standardkombination der linearen Systemtheorie sehen Sie in
Abb.8.9. Es handelt sich um ein System mit Riickfiihrung: Das Ausgangssignal”
Y (s) des Vorwiirtszweigs G1(s) wird iiber das System G(s) wieder an den Ein-
gang zuriickgefiihrt und dort mit dem Eingangssignal U(s) des Gesamtsystems
verglichen. Die Differenz dieser beiden Signale, die Abweichung E(s), bildet das
Eingangssignal des Vorwiirtszweigs.

"Wir arbeiten hier gleich mit den Laplace-Transformierten der Nullzustandsantworten.
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E e
Uls)—m % Gls) Yis) = Uls)— Gis) | . v(s)

. I + Gyi(s)Gels)

(als)

Abb. 8.8 Eine Standardkombination: Lineares, zeitinvariantes System mit Riickfilhrung,

Aus dem Diagramm in Abb.8.9 lisst sich unmittelbar entnehmen:
E=U-GY, Y=0GE=6GU-GGY.

Daraus folgt fiir die Ubertragungsfunktion G = ¥/U des Systems mit Riick-
fiihrung

Gi(s)
1+ Gi(s)Ga(s)

Um den Einfluss der Riickfithrung deutlicher zu sehen, stellen wir die beiden
Ubertragungsfunktionen durch G; = @/F; und Gz = Q2/F; als Quotienten
der entsprechenden Nullstellenpolynome und charakteristischen Polynome dar.
Einsetzen in GL.(8.30) fithrt auf

G(s) = (8.30)

 QuePs)
C6) = B Ps) + @1(59020) &at)

Die Nullstellen des Systems mit Rilckfilhrung werden demnach durch die Null-
stellen des Vorwiirtszweigs und durch die Pole der Riickfiihrung gebildet, Q(s) =
€)1(s) Ps(s). Die Pole des Systems mit Rilckfiihrung sind die Wurzeln des cha-
rakteristischen Polynoms

P(s) = Pi(s)Pa(s) + Q1(s)Qa(s). (8.32)

Eine Riickfiihrung kann das Systemverhalten damit ganz wesentlich dndern.
Einen Sonderfall der Konfiguration aus Abb.8.9 sehen Sie in Abb.8.10. Der
Vorwirtszweig besteht hier aus einer Reihenkombination von zwei Systemen mit
den Ubertragungsfunktionen Ggr(s) und Gs(s), und das Ausgangssignal wird
ungeiindert an den Eingang zuriickgefiihrt. In regelungstechnischen Anwendun-
gen stellt z.B. Gs(s) einen dynamischen Prozess (eine Regelstrecke) dar. Das

. EG) - 9| GG
U —p—r] Gl [ Gl [ 19 = U9 ) TE

L ¥(s)

Abh. 8.10 Lineares, zeitinvariantes System mit direkter Rilckfiihrung. Vereinfachte Darstel-
lung eines Regelkreises.
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Abb. 8.11 Sprungantwort des Systems mit der Ubertragungsfunktion Gl (8.34). Das
unglinstige dynamische Verhalten soll durch eine Regelung verbessert werden.

Ausgangssignal, die Regelgrofle Y(s), soll dem Eingangssignal, der Zielgrdfie
(FiihrungsgréBe) /(s) auf vorgeschriebene Weise miglichst gut folgen. Durch
Differenzbildung wird deshalb die Abweichung E(s) festgestellt und mit dieser
ein Regler Ggr(s) aktiviert, der den Prozess im gewiinschten Sinn beeinflusst.
Das Schema gibt also — in stark vereinfachter Form — das Prinzip eines linea-
ren, zeitinvarianten Regelkreises an. Fiir seine gesamte Ubertragungsfunktion
G = Y/U erhalten wir aus GL(8.30) mit G, = GrGs (Reihenkombination) und
Ga =1 (direkte Riickfithrung)

_ _Gr(s)Gs(s)

Dazu ein Beispiel: Angenommen, ein dynamischer Prozess besitze die Uber-
tragungsfunktion

(8.33)

200(s+0,1)
s 425429 °
Die zugehdrige Sprungantwort hg(7) in Abb.8.11 zeigt wegen der relativ nahe an
der imaginiiren Achse liegenden Nullstelle ein ungiinstiges Ubergangsverhalten:
Starkes Uberschwingen und eine lange Einschwingdauer auf den Endwert
hs(ca) = Gs(0) = 1. Wir binden den Prozess nun in einen Regelkreis nach dem
Schema der Abb.8.10 ein und verwenden als Regler ein System erster Ordnung
mit Nullstelle, 50
g+

20(s+0,1)

Die Art der zugehérigen Sprungantwort kénnen Sie Abb.2.5 entnehmen. Ggr(s)
wurde so gewiihlt, dass in der Reihenkombination mit G5 die ungiinstig liegende

Gs(s) = (8.34)

Gr(s) = (8.35)
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Abb. 8.12 Sprungantwort des Systems mit der Ubertragungsfunktion GL (8.36). Das dyna-
mische Verhalten wird durch die Regelung bedeutend verbessert. Beachten Sie die gegeniiber
Abb. 8.11 gefinderten Mabstibe!

Nullstelle kompensiert und durch eine weiter links liegende ersetzt wird. Uber
GL.(8.33) erhalten wir die neue Ubertragungsfunktion

14,5 (s +20)
52 + 16,55 + 319

Gis) = (8.36)
und die dazu gehérende Sprungantwort mit dem Endwert h{co) = G(0) = 0,909
in Abb.8.12. Wie Sie sehen, ist die Verbesserung ganz erheblich: Der geregelte
Prozess zeigt gegenilber dem ungeregelten nur mehr kleines Uberschwingen, und
der Endwert wird relativ rasch erreicht,

Wurzelortskurve

Im Anschluss an das eben behandelte Beispiel méchte ich noch kurz eine Betrach-
tung betreffend die Pol-Nullstellen-Struktur eines System mit direkter Riick-
fithrung anstellen: In der Ubertragungsfunktion (8.35) des Reglers haben wir
einen Vorfaktor 1/20 angenommen. Welchen Einfluss hat dieser Wert auf das
dynamische Verhalten des Gesamtsystems? Zur Beantwortung dieser Frage er-
setzen wir den Vorfaktor durch eine allgemeine, reelle Konstante K, im Folgen-
den kurz Verstirkung genannt, betrachten K als ein eigenes Teilsystem (idealer
Verstiirker) und fassen den Rest des Reglers und den Prozess zu einem zweiten

Teilsystem mit der Ubertragungsfunktion

290 (s + 20)

Gils) = 52 +25429

(8.37)
zusammen (Abb.8.13). Die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems lisst sich
dann in der Form

KGi(s)

Cl®) = 17 &G (3)

(8.38)
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. K(s+20) 2sos+o0)f
e e T "|s=+2s+20 =Y(s)
Usl=o—= K ~  Gls) —+—=Y(s)

|

Abb. 8.13 Zur Untersuchung des Einflusses der nReglerverstirkung® K wird ein idealer
Verstiirker als Teilsystem definiert und der Rest der Reihenschaltung zu einem sweiten Teilsy-
stem mit der Ubertragungsfunktion G'1(s) (GI. (8.37)) susammengefnsst,

schreiben. Offensichtlich sind die Nullstellen von {s) unabhingiz von der Ver-
stirkung K und gleich den Nullstellen von G, (). Dies gilt allgemein fiir Systeme
mit direkter Riickfilhrung.
Um den Einfluss von K auf die Pole zu sehen, setzen wir GL(8.37) in (8.38)
ein,
290K (s +20)
200K (s +20) + s +25+29

Bei beschriinkten Werten von s wird mit wachsenden Werten von K der erste
Term im Nenner dominierend, d.h. einer der beiden Pole wandert gegen die
Nullstelle des Systems. Explizit erhalten wir die beiden Pole als

G{S} =

Pra = £/(145K)? — 38 (145K) — 28 — (1 + 145K), (8.39)

ﬂlﬁﬂﬁ.2=—1ij\f§§ﬁirff=ﬂuudp1—-—Eﬂ,pg—r-mfﬂrffﬂm.

(0.267) (K)
hY (0) o Re(s)
(=) LY [ (=) -
-60 —:‘m*\ -30 -20 —mm} 10
-10
(K)
-20

Abb. 8.14 Wurzelortskurven des Systems Gl (8.38) mit G, aus GL(8.37), Mit wachsanden
Werten der Verstirkung K wandert der Pol P, von —1 + 5,29 fiir K = 0 ausgehend, entlang
des oberen Kreishogens und der reellen Achse zur Nullstelle § = —20 des Systems. Der Pol
p2 wandert, von —1 —j5,29 fiir K =0 ausgehend, entlang des unteren Kreishogens und der
reellen Achse gegen —co. Fiir 0 < K < 0, 267 sind die beiden Systempole konjugiert komplex,
filr K > 0, 267 sind sie reell und negativ,
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Darin zeigt sich ebenfalls eine allgemeine Eigenschaft von Systemen mit direkter
Riickfiihrung: Mit wachsender Verstirkung K wandern m der n Systempole zu
den m festen Nullstellen. Die restlichen n —m Pole wandern entlang bestimmter
Asymptoten in das Unendliche®. Eine graphische Darstellung der Wege, die die
Pole einer Ubertragungsfunktion (8.38) durchlaufen, wihrend der Parameter
K von Null nach Unendlich strebt, nennen wir die Wurzelortskurven des
Systems. Abb.8.14zeigt die Wurzelortskurven fiir unser Beispiel.

Diese Uberlegungen beleuchten nochmals die Bedeutung der Nullstellen eines
Systems. Liegt im Speziellen eine Nullstelle in der rechten Halbebene (Nicht-
Minimalwinkelsystem), so wird in einer Regelkreis-Konfiguration der betrachte-
ten Art mit steigender Verstirkung auch ein Pol in die rechte Halbebene gezogen:
Der Kreis verhilt sich dann instabil.

8.4 Zusammenfassung

Die einseitige Laplace-Transformation erweist sich als ein niitzliches Werk-
zeug fiir die Behandlung von LTT-Systemen. Wird die Suche nach der Systemant-
wort auf ein vorliegendes Eingangssignal und einen Anfangszustand als An-
fangswertproblem formuliert, liefert das hier vorgestellte Verfahren die Lésung
auf natiirliche Weise als Summe der Nulleingangs- und der Nullzustandsant-
wort.

Als Nullzustandsreaktion auf einen sprungartigen Verlauf der Eingangsgrofie
eignet sich die Sprungantwort besonders gut zur anschaulichen Charakterisie-
rung von LTI-Systemen. Wie sie aufgebaut ist, welche ihrer Komponenten im
konkreten Fall wichtig und welche untergeordnet sind, ldsst sich aus den bei der
Laplace-Riicktransformation zu berechnenden Residuen erkennen. Wir kénnen
so zum Kern des dynamischen Verhaltens eines Systems vordringen und in man-
chen Fillen auch einfachere Ersatzsysteme finden, die sich im Wesentlichen
gleich verhalten.

Das Zusammensetzen rickwirkungsfreier LTI-Systeme zu komplizierteren
Strukturen erfolgt nach einfachen Kombinationsregeln, die ihren Ursprung in
der Faltungseigenschaft der Laplace-Transformation haben. Neben den Reihen-
und Parallelkombinationen sind fiir die Anwendungen vor allem Systeme
mit Riickfithrungen, insbesondere Regelkreisstrukturen, von Interesse.

8Fiir m > n wandern auch Pole aus dem Unendlichen kommend zu Nullstellen.



Kapitel 9
Systeme im Zustandsraum

Bevor wir auf die Details der Zustandsraum-Darstellung von LTI-Systemen ein-
gehen, werden wir kurz einen allgemeineren Standpunkt einnehmen. Angenom-
men, es ist ein dynamisches System ohne Totzeiten zu beschreiben, nicht notwen-
dig linear oder zeitinvariant, aber mit p Eingangsgré8en und mit ¢ Ausgangs-
groBen, zusammengefasst in den p x 1- bzw. ¢ x 1-Matrizen (,,Spaltenvektoren“)

u(r) = [u(r), -, wp)]", (9.1)

y(r) = [, -, w@®]". (9.2)

Lisst sich der momentane Zustand des Systems durch n Zustandsgréfien

gr) = [ma(r), -, zalr)]” (9:3)

vollstdandig erfassen, so nennen wir
/() = flz(r),u(r); 7], (9.4)
y(7) = hlz(r),u(r); 7] (9.5)

mit i.A. nichtlinearen Abbildungen f und h ein Zustandsmodell des Systems.
Den Kern der Beschreibung des dynamischen Verhaltens bildet der Satz (9.4) von
n gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Existenz und Eindeutig-
keit der Losungen vorausgesetzt, konnen wir daraus zu einem Anfangszustand
z(70) und einem fiir 7 > 79 bekannten Eingang u(7) den Zustand z(7) zu jedem
Zeitpunkt 7 > 79, und iiber GL.(9.5) dann auch den Ausgang y(7) bestimmen.

Fiir lineare Systeme sind die Abbildungen f und h beziiglich z und u linear,
also in der Form

/(1) = A(T)z(7) + B(m)u(7), (9:6)
y(r) = C(7)z(r) + D()u(r) (9.7)

mit geeigneten, i.A. zeitabhingigen Matrizen A, B, C, D darstellbar. Fiir lineare,
zeitinvariante Systeme sind diese Matrizen schlielich zeitunabhingig, und wir
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Abb. 9.1 Veranschaulichung der Zustandsgleichungen (9.8), (9.9) durch ein Struktur-
Diagramm. A, B, C, D sind die in (9.10) benannten Zustandsmatrizen.

erhalten ein Zustandsmodell fitr MIMO-LTI-Systeme' chne Totzeiten

|#(7) = Ax(r) + Bu(r)| (9.8)
y(r) = Cz(r) + Du(r) (9.9)

wobei die vier Zustandsmatrizen die Namen und Formate

A Systemmatrix nXn

B Eingangsmatrix nxp (9.10)
€ Ausgangsmatrix gxn ;

D Dorchgriffsmatrix g=xp

besitzen. Eine Veranschaulichung der Zusammenhiinge finden Sie in Abb.9.1.
In den folgenden Abschnitten werden Sie sehen, wie man Zustandsmodelle
des Typs (9.8), (9.9) aufstellt, wie man allgemeine Lisungsdarstellungen findet
und wie man solche Lésungen in einem gesigneten Vektorraum — dem Zustands-
raum - zu interpretieren hat. Die dabei entwickelten Methoden bilden eine gute
Grundlage fiir die rechnerunterstiitzte Behandlung dynamischer Systeme.

9.1 Aufstellen der Zustandsgleichungen

Die Angabe eines Zustandsmodells in der Form (9.8), (9.9) erfordert die Bestim-
mung der Matrizen (9.10). Allerdings ist — wie Sie gleich sehen werden - die
Wahl der ZustandsgréiBen nicht eindeutig,

Phasen-Variablen fiir SISO-Systeme

Angenommen, wir kennen von einem SISO-System n-ter Ordnung mit der Ein-
gangserife v und der AusgangsgréBe y die System-Differentialgleichung in der
Standardform (2.1) und die zugehérige Ubertragungsfunktion (2.10),

™ 4 anqy™ Y o+ a ™ +agy = bnu™ 4o+ bou, {9.11)

Q(s)  bnps™+ br—18™ " 4 oos + by + by

= ’ 9.12
PES} 3“+ﬂﬂ_13 _1+“‘+ﬂ1$+ﬂ1} ( 1,'

G(s) =

IMIMO: Multiple Input - Multiple Output
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und wir méchten ein Zustandsmodell fiir dieses System als

2 =Az+Bu, (9.13)

y=Cz+Du (914)

angeben. Wegen der SISO-Eigenschaft (p = ¢ = 1) reduziert sich die Eingangs-

matrix B auf eine n x 1-Matrix, die Ausgangsmatrix C auf eine 1 x n-Matrix

und die Durchgriffsmatrix auf eine 1 x 1-Matrix, wihrend die Systemmatrix A

fiir unser System n-ter Ordnung jedenfalls durch eine n x n-Matrix dargestellt
wird.

Eine einfache Moglichkeit des Ubergangs auf ein Zustandsmodell finden wir

in der Einfithrung von Phasen-Variablen. Ich méchte dies zuniichst an einem
Beispiel zeigen: Fiir das System dritter Ordnung

V' + 4y +y —6y=u (9.15)
definieren wir die drei Zustandsvariablen speziell als die Phasen-Variablen
Ty=y, Ta=YyY, xzz3=19" (9.16)
und erhalten an Stelle von GI.(9.15) den Gleichungssatz

’.4.""1=$2,
!
Iy =23,
2y =6z —T0 —4z3+u
und
y=x .

Die zugehérige Matrix-Darstellung

33'1 0 1 0 Iy 0
h|=|0 0 1 2| + |0 u, (9.17)
z’3 6 -1 —4 I3 1

Ty
y=[1 0 0] [xz] (9.18)

I3

besitzt dann die gesuchten Formen (9.13), (9.14), wobei hier speziell D = 0 gilt2.
Das Vorgehen im allgemeinen Fall der Differentialgleichung (9.11) ist ganz
dhnlich. Wir setzen der Reihe nach

=Y, Te= yu]s I3 = yl:z;l) ciiy Ip = y(n-l)!

erhalten fiir die n x n-Systemmatrix A und die n x 1-Eingangsmatrix B

0 1 0o -- 0 0

0 0 .. 0 0
A=|: ¢ i (v B= (9.19)

0 0 0 1 0

—¢o —a1 —G2 -** —Gnp-] 1

*Unser Beispiel-System hat keinen direkten Durchgriff.
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und fiir die 1 x n-Ausgangsmatrix C' und die 1 x 1-Durchgriffsmatrix D im Fall
m < n, also fiir eine echt gebrochene Ubertragungsfunktion G(s),
_Q::[bg by o+ by 0 .- 0], Q=[0] (920)

Fiir ein System mit direktem Durchgriff, d.h. m = n, ergeben sich an Stelle von
(9.20) die Matrizen

Q o [bﬂ - bna(h bl —Unp@yy, -7, bn—l = bnan—l] 1 .Q = [bn] . (92]—)

Die Formen (9.20) sind darin als Spezialfille mit b, = 0 enthalten.

Den Beweis dafiir, dass die GIn.(9.13), (9.14) mit den Matrizen (9.19) und
(9.21) tatsiichlich unser System (9.11) beschreiben, fiihren wir am einfachsten fiir
die Nullzustandsantworten im Laplace-Bereich: Ausgeschrieben bedeutet (9.13)
mit (9.19)

¥ ! /
$1=..I":2., I»z:.'ra, ey zn_]_:.rni
!

n = —QT] —01T2 — *** — Gn-1Tn + U, (9.22)

x
nach Laplace-Transformation mit verschwindenden Anfangswerten also
Xo=5X1, X3=8X3=5X1, Xp=8Xp1=5""1X;. (9.23)

Damit lassen sich in der Laplace-transformierten G1.(9.22) alle X bis auf X,
eliminieren,
(s" + Gn-18""t +-eeays+ ap) X1 =U.

In der Klammer links erscheint das charakteristische Polynom P(s). Somit gilt
einerseits

P(s)X:(s) = U(s). (9.24)

Andererseits bedeutet die Laplace-transformierte Ausgangsgleichung (9.14) mit
den Matrizen (9.21)

Y = (bO == bﬂaO)Xl == (bl = bnal)X2 g SR o (b -1 bnanv—l)Xn =+ bﬂ.U!
nach Elimination von X3, ..., X, mit Hilfe von (9.23) daher
Y= (b _18n—1 4+ o+ hs+ bu)Xl = bn(an_;s“'l + a8+ ao)X1 + by U.

Mit dem Nullstellenpolynom Q(s), dem charakteristischen Polynom P(s) und
der Beziehung (9.24) folgt schliefilich

Y=(Q- bns“)% — b (P — 3“)% +b,U = %
was den Quotienten Y (s)/U(s) tatsichlich als die Ubertragungsfunktion G(s) =
Q(s)/P(s) unseres Systems (9.12) ausweist.

Halten wir fest: Ist von einem SISO-System die Differentialgleichung in der
Standardform (9.11) oder die Ubertragungsfunktion (9.12) bekannt, so lisst sich
ein Zustandsmodell (9.13), (9.14) mit den Phasen-Variablen als Zustandsgrofien
durch Aufstellen der Matrizen (9.19) bis (9.21) sofort angeben.

U,
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Als Beispiel schreiben wir fiir unser System dritter Ordnung aus Abb.1.1
mit der Differentialgleichung (2.4) und den Koeffizienten (2.5),

y!ﬂ + a2y” + Gviy( 4= al}y — bo?.&, (9‘25)

az=0,4; a1 =103; ap=0,2; by=0,1 (9.26)

die Zustandsmatrizen fiir die Phasen-Variablen als ZustandsgréBen an. Wir er-

halten

0 1 0 0

A= 0 0 1, B=|0f, (9.27)
-0,2 -1,03 -0,4 1

c=[01 0 0], D=0]. (9.28)

Die Durchgriffsmatrix D ist gleich der Nullmatrix, weil das System keinen di-
rekten Durchgriff besitzt.

Anfangsbedingungen

Um die Losungen der Zustandsgleichungen (9.13) konkret anzugeben, bentigen
wir neben der Eingangsfunktion u(r) die Werte der Zustandsgrofien z fiir den
Anfangszeitpunkt 7p.

Angenommen, Sie kennen die Eingangsfunktion u(7) und die Anfangswerte
¥(10), y™M (1), ..., ¥V (79) der AusgangsgréBe. Die benstigten Anfangswerte
€1(70), ..., Tn(70) der ZustandsgroBen lassen sich dann in folgenden Schritten
bestimmen.

1. Schreiben Sie die Ausgangsgleichung (9.14) explizit an.

2. Differenzieren Sie diese Gleichung nach 7 und ersetzen Sie dann ' mit
Hilfe der Systemgleichung (9.13) durch z und w.

3. Differenzieren Sie weiter bis zur Ordnung n — 1 und driicken Sie in jedem
Schritt y*) mit Hilfe von (9.13) durch z und u, uV, ..., u® aus. Es
ergeben sich insgesamt n Gleichungen.

4. Setzen Sie die bekannten Werte y(7o), ..., ¥ () konsistent fiir 5"
oder 7; ein und lésen Sie dieses lineare Gleichungssystem nach den Unbe-
kannten z(7p), ..., Zn (1) auf.

Ob Sie sich fiir 7" oder 7o als Anfangszeitpunkt entscheiden, ist belanglos,
wenn das Eingangssignal u(7) keinen Dirac-Stop enthalt. In diesem Fall verlau-
fen némlich die Zustandsgrifien immer stetig, weil die Zustandsgleichung (9.13)
keine Ableitungen von u(7) enthalt.

Physikalische Zustandsvariablen fiir SISO-Systeme

Wie schon mehrmals erwahnt, ist die Ordnung n eines Systems gleich der An-
zahl der enthaltenen unabhingigen Energiespeicher. Wir kénnen deshalb jedem
unabhéngigen Energiespeicher eine Zustandsgrofie als (bezogenen) Wert jener
physikalischen Variablen zuordnen, die zu jedem Zeitpunkt den Energieinhalt
bestimmt. Bei Spulen sind dies die Momentanwerte der Verkettungsfliisse oder

S
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der Strome, bei Kondensatoren der elektrischen Ladungen oder der Spannungen.
Diese Beobachtung liefert ein weiteres Verfahren zum Aufstellen der Zustands-
gleichungen.

Als Beispiel kann wieder die Schaltung aus Abb.1.1 dienen: Wir habenn =3
unabhingige Energiespeicher, nimlich die beiden Spulen und den Kondensator,
und deshalb in Originalvariablen die drei ZustandsgroBen i1 (t), iz(t) und uc(%).
Ausgehend von den Elementegleichungen ergeben sich dann die drei Zustands-
gleichungen

lei1/dt = —Ryi, —uc +ug ,
Lgd‘ig/dt = —(Ra2+ R3)is +uc (9.29)
Cd‘uo/dt = i]. —— ig

und die Ausgangsgleichung
UA = 333'2‘ {930)

Um sie in der bezogenen Standardform zu schreiben, wihlen wir eine einheitliche
Bezugsspannung Ug, einen einheitlichen Bezugsstrom I = Up/(R1 + Rz + R3)
und eine Bezugsdauer Tg, also

iw=1Ig-z1, t2=1Ig-zg mit IB=UB/(R1+R2+R3),
uc=Ug-z3, up=Up-u, ua=Up-y, t=Ts-7,

und erhalten mit den in Abb.1.1 angegebenen Parameterwerten sowie der Be-
zugsdauer T = 1 ms die Zustandsgleichungen

Ty = —0,1zy — 0,423 4+ 0,4u ,
zh = —0,3z + 0,423 , (9.31)
zh = 1,252, — 1,25z

und die Ausgangsgleichung
y =0,5z3 . (9.32)

Dies ist die gesuchte Standardform (9.13), (9.14) mit den Matrizen

-0,1 0 —0,4 0,4
A= 0o -0,3 04|, B=]| 0 (9.33)
1,25 -1,25 0 0

c=[0 o5 0], D=0 . (9:34)

Abgesehen von der Nullmatrix D, die ein System ohne direkten Durchgriff cha-
rakterisiert, sehen diese Matrizen ganz anders aus als (9.27) und (9.28). Dass
trotzdem das gleiche System beschrieben wird, kénnen Sie durch Elimination
von 1, T» und z3 aus den Gln.(9.31) und (9.32) zeigen: Es ergibt sich wieder
G1.(9.25) mit den Koeffizienten (9.26).

Sie sehen: Die Wahl der Zustandsvariablen ist nicht eindeutig.
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U ~ G —t('l)'{_—-Yl
~G21
G1a

v, G f——sO—v

Abb. 9.2 Systeme mit mehreren Eingangs- und AusgangsgriBen lassen sich als Kombinatio-
nen von Systemen mit jeweils nur einer Eingangs- und AusgangsgréBe auffassen.

MIMO-Systeme

Das Aufstellen eines Zustandsmodells in Form der Gleichungen (9.8), (9.9) fiir
Systeme mit mehreren Eingangs- und Ausgangsgrofien gestaltet sich im Prinzip
ahnlich wie fiir Systeme mit nur einer Eingangs- und Ausgangsgrifie, kann aber
deutlich komplizierter sein. Insbesondere stofien wir hier auf das Problem redun-
danter ZustandsgréBen, selbst dann, wenn die Ubertragungsfunktionen bereits
bekannt sind.

Ich werde dies an einem System mit zwei Eingangs- und zwei Ausgangsgréfien
demonstrieren, dessen Beschreibung (fiir Nullzustandsantworten) im Laplace-
Bereich vorliegt, d.h. in

Yi(s) = Gu(s)Ui(s) + Gra(s)Uz(s),

Ya(s) = Ga1(s)Ui(s) + Gaz(s)Uz(s) (9-35)
oder in der Matrixform
Y(s) = G(s)U(s) (9.36)
e Y; U G G

seien die Teiliibertragungsfunktionen G;;(s) bekannt. Wir kénnen das System
dann, wie in Abb.9.2 dargestellt, als eine Kombination von SISO-Systemen auf-
fassen und fiir jedes dieser Teilsysteme die Zustandsgréfien als Phasen-Variablen
einfiihren. Die dazu benétigten Matrizen lassen sich, wie in den Ausdriicken
(9.19) bis (9.21) angegeben, aus den Koeffizienten der Zahler- und Nennerpoly-
nome der G;(s) gewinnen,

Gu : &’1 =Aiz, +Bjur, yu= Cizy +Dyuy
Gz : sz = Ayzy + Boua , yi12 = Cozy + Dayua ,
Go1: 23 = A3zy+Bgur, ya1 =C3z3+ Daur,
Gay : _4=_A42:,4+_Bi4u2, y32=Q4§4+Q4u2,

(9.38)

wobei
Yi=Yu+Y%2, Y2=1ya +y2 (9.39)
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i

m

Ry Ly
uE uc l —

o

Ry = Ry =201, Ry =400
Ly =L, =0,2H, C = 10uF

Abb. 9.3 Einfaches Beispiel filr ein MIMO-System. ug und iy werden als Eingangegriiflen,
ig und uy als Ausgangsgrifen aufgefasst. Abgesehen von der Wahl des Bezugssinns fiir 14
entspricht dies im Frequenzhbereich der Zweitor-Damtellung der Schaltung in der Parallel-
Reibenform.

und jedes g, die erforderlichen Phasen-Variablen des entsprechenden Teilsystems
enthilt. Fiir das Gesamtsystem ist dies alles in der Matrixform

z) A 0 0 0} |z B, 0
zz| _ |0 4; 0 0] |z 0 Bl |wm
5 =lo 0 4 of|n|T|E ﬂz[uz]‘ e
0 0 0 A |z 0 By
Ly
c, 0 0|z D, Ezjl"“l}
[][ g,,g];y,*g,&_m (9.41)
z,

zusammenzufassen. Wie Sie sehen, gelangt man auf diese Weise rasch zu recht
groBen, in der Regel aber hoch redundanten Gleichungssystemen.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen: Wir betrachten die Schaltung aus Abb.
9.3. Es handelt sich wieder um die Schaltung aus Abb.1.1, jedoch chne die Be-
schrinkung iy = 0. Vielmehr sollen ug und i, als bekannte Eingangsgrofien
und, als Reaktion darauf, iz und u, als Ausgangsgrifien aufgefasst werden. Ab-
gesehen vom umgekehrten Vorzeichen von i4 entspricht dies im Frequenzbereich
der Zweitor-Darstellung der Schaltung in der Parallel-Reihenform (inverse Hy-
bridform). Die Standard-Wechselstromanalyse mit anschlieBender Einfiihrung
bezogener GrisBen gemil

ug=Up-wy, ie=Is -y, Is=Us/(Ri+ Ra+ Rs),

ian=Ig-u, ura=Ug-y2, jwr—s/Ts (R42)

liefert mit den in Abb.9.3 angegebenen Parameterwerten, einer beliebigen Be-
zugsspannung Ug und der Bezugsdauer Ty = 1 ms die Teiliibertragungsfunktionen
Gii(s) = (0,4s® 4+ 0,125 +0,2)/P(s),
Gi2(s) = Ga(s) = 0,1/P(s), (9.43)
Ga2a(s) = (0,58 = 0,15 — 0,505s — 0,05)/P(s),
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mit dem fiir alle G;; gleichen Nennerpolynom
P(s) =5 +0,45% + 1,035 4+0,2 .

Entsprechend Abb.9.2 handelt es sich um eine Kombination von vier Teilsy-
stemen je dritter Ordnung, wobei Ga3 ein System mit direktem Durchgriff re-
prisentiert®. Wir erhalten damit zwélf (!) Phasen-Variablen als Zustandsgrofen.
Die in den Zustandsgleichungen (9.40) aufgefiihrten Matrizen ergeben sich zu

0 1 0 0
Ai = 0 0 1 ¥ Ei = 0 1 5= 1| 21 31 4! (944)

-0,2 -1,03 —0,4 1
wiihrend sich die fiir die Ausgangsgleichungen (9.41) erforderlichen Matrizen zu

¢;=[02 0,12 04], C;=C;=[0,1 0 0],
C,=[0,05 0,01 0,1], (9.45)
L_)I:_QZ=23:[U] , &:[_0,5]
berechnen lassen. Allerdings ist dieses Gleichungssystem hoch redundant. Tat-
sdchlich reichen fiir die Beschreibung des Systems drei Zustandsgrofien aus, wie
die folgenden Uberlegungen zeigen.
Wir setzen das System nun nicht aus Teilsystemen zusammen, sondern fithren
physikalische Zustandsvariablen ein, namlich fiir jeden unabhéngigen Energie-
speicher die ihm entsprechende ZustandsgréBe. Fiir die Schaltung in Abb.9.3

sind dies die beiden Spulenstréme i,,i, und die Kondensatorspannung uc. In
Originalvariablen erhalten wir dann die Zustandsgleichungen

L]_dl‘lfdt = —Rl'!'; —uc +UE ,
Lgdig/dt = —Rots + ug — Rg(ig = i,\) " (9.46)
Cduc/dt = i) —is

und die Ausgangsgleichungen
g =11,
up = Ra(ia —1a). (9.47)

Die Normierung der Eingangs- und AusgangsgréBen durch die GIn.(9.42) und
der ZustandsgréBen und der Zeit entsprechend

ty=Ig-z1, ta=Ig-22, uc=Ug-23, t=Tg-T (9.48)

fiihrt mit den in Abb.9.3 angegebenen Parameterwerten, einer beliebigen Be-
zugsspannung Up und der Bezugsdauer T = 1 ms auf

T —0,1z; — 0,423 + 0, 4u, ,

=

1=
zh = —0,3z5 + 0,4z3 + 0, 2us , (9.49)
Ig =1,25z; — 1,25z

. ®Eine sprungartige Anderung von i bewirkt iiber den Widerstand Rs eine sprungartige
Anderung von ua.
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und

In=1I,
Y2 =015I2 _01532 1

also auf die Standardform (9.8), (9.9) des Zustandsmodells fiir MIMO-LTI-
Systeme

z'(r) = Az(r) + Bu(r), (9.50)
y(r) = Cz(r) + Du(r) (9.51)

mit den Matrizen

I 5
z= |z |, y=[y1], g=[l},
= Y2 u2
T3

-0,1 0 -0,4
A= 0 _013 014 1 ,‘8.:

4 0
6 0.2 | (9.52)
1,25 —1,25 0 0 0

Q

“=[(1] o,g g] Q=[g —o,g]' (Y

Offensichtlich ist dieses Modell iibersichtlicher und wesentlich einfacher zu be-
handeln als das kombinierte System (9.40), (9.41).

9.2 Loésung der Zustandsgleichungen

Der vorangehende Abschnitt war dem Auffinden von Zustandsmodellen fiir LTT-
Systeme gewidmet. Jetzt wollen wir uns mit der Losung der resultierenden Zu-
standsgleichung befassen. Die Losungsdarstellungen im Zustandsraum prisen-
tieren sich dabei als Alternative zu dem im Kapitel 2 behandelten klassischen
Losungsverfahren bzw. zur Methode der Laplace-Transformation, mit der sich
insbesondere MIMO-Systeme sehr gut beschreiben lassen.

Ein System erster Ordnung

Wir beginnen mit dem einfachsten Zustandsmodell eines SISO-Systems mit re-
ellwertigen Eingangs- und Ausgangsgréfen u(r) bzw. y(7) und nur einer Zu-
standsgrofie z(7), beschrieben durch das Modell

7' (1) = az(r) + bu(r), (9.54)
y(1) = cx(r) + du(7) (9.55)

mit reellen Konstanten a,b,c,d. Die dabei entwickelten Methoden lassen sich
leicht auf Systeme mit n Zustandsgréfen und mehreren Ein- und Ausgingen
erweitern.

Laplace-Transformation der Zustandsgleichung (9.54) liefert mit dem An-
fangswert 2(0-) der Zustandsgréfie zunéichst

X(s) = (s —a) " 'z(0-) + (s — @)~ 'bU(s). (9.56)
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Der erste Term auf der rechten Seite ist der Nulleingangsteil der Zustandsgrofe
und fithrt nach der Riicktransformation auf

Xog(s) = (s —a) " z(0-) e—o zop(r) =e*"z(0-), T >0. (9.57)

Den zweiten Term auf der rechten Seite von GI.(9.56), den Nullzustandsteil der
Zustandsgrofe, konnen wir im Zeitbereich als Faltungsintegral darstellen,

Xoz(s) = (s —a)~'bU(s) e—o zgz(7) = [*"e(7)] * [bu(r)], (9.58)
bei Beschriankung auf rechtsseitige Eingéinge also

T T
zoz(T) = /0 e bu(t —7')dr’ = f e pu(r")d7. (9.59)
P 00—

Der Verlauf der vollstindigen ZustandsgréBe fiir 7 > 0 ldsst sich demnach als
z(7) = zoe(T) + zoz(7) = *"2(0-) + e’“/ e~ bu(7')dr’ (9.60)
00—

schreiben, sofern der Anfangswert z(0-) und der Verlauf der Eingangsgréfe u(r’)
fiir 0 < 7’ < 7 bekannt sind. Enthélt u(7) bei 7 = 0 keinen Dirac-StoB, brauchen
wir nicht zwischen x(0-) und #(0+) zu unterscheiden. Dies setzen wir voraus,
wenn wir einfach 2(0) schreiben.

Die bisherigen Uberlegungen lassen sich fiir einen beliebigen Anfangszeitpunkt
7o verallgemeinern. Wir erhalten

P

z(7) = ¥ T ™)z (757) + ear_/‘ e~ bu(r')dr’, T>7, (9.61)

To

als die allgemeine Losung. Uberpriifen Sie, dass dieser Ausdruck tatsichlich die
Zustandsgleichung (9.54) erfiillt und der Anfangsbedingung geniigt!

Fiir die Ermittlung der Ubertragungsfunktion G(s) = Yoz(s)/U(s) ist die
Laplace-transformierte Ausgangsgleichung (9.55) fiir den Nullzustandsteil, Ypz(s)
= ¢Xoz(s)+dU(s), heranzuziehen. Einsetzen von Xoz(s) = (s—a)~'bU(s) liefert

G(s) =c(s —a) b +d, (9.62)

wobei die Konstante d einen direkten Durchgriff gewichtet.

Das allgemeine Zustandsmodell

Wir betrachten nun ein LTI-System n-ter Ordnung ohne Totzeiten mit p Ein-
gangsgroBen und ¢ Ausgangsgrofen, beschrieben durch die Gleichungen

z'(r) = Az(r) + Bu(r), (9.63)
y(r) = Cz(r) + Du(r). (9.64)

Wie bereits in (9.1) bis (9.3) notiert, werden die Eingangsgréfien in der p x 1-
Matrix u, die Ausgangsgréfien in der g x 1-Matrix y und die Zustandsgrofien
in der n x 1-Matrix z zusammengefasst. A ist die n x n-Systemmatrix, B
die n x p-Eingangsmatrix, C die g x n-Ausgangsmatrix und D die ¢ X p-
Durchgriffsmatrix. Der Anfangszustand z(0) sei bekannt.
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Analog zur Behandlung des SISO-Systems erster Ordnung bilden wir die
Laplace-Transformierte der Zustandsgleichung (9.63),

8X(s) —z(0) = AX(s) + BU(s),
und l6sen nach X(s) auf,
X(s) = (sE — A)~'z(0) + (sE — A)~'BU(s), (9.65)

wobei E die n x n-Einsmatrix (Einser in der Hauptdiagonalen, alle anderen
Elemente Null) bedeutet. Dies ldsst sich wieder in den Nulleingangsteil und in
den Nullzustandsteil aufspalten,

Xog(s) = (SE— A)7'z(0), Xoz(s) = (sE—A)~'BU(s). (9.66)

Uber die Laplace-Transformation von G1.(9.64) ergibt sich dann
Y (s) = You(s) + Xoz(s), (9.67)
You(s) = C(sE — A)7'z(0), Yoz(s) = [C(sE—A)~'B+D]U(s). (9.68)

Fithren wir in Erweiterung des SISO-Falls die g x p-Ubertragungsmatrix G(s)

gemif
Yoz(s) = G(s)U(s) (9.69)

ein, so liefert der Vergleich mit (9.68)2 unmittelbar

[G(s) =C(sE-4)"'B + D) (9.70)

als Verallgemeinerung des Ausdrucks (9.62).

Die Resolvente

Bei der Losungsdarstellung im Laplace-Bereich spielt die n x n-Matrix (sE —
A)~!, auch Resolvente genannt, eine fundamentale Rolle.

Orientieren wir uns an einem einfachen Beispiel: Angenommen, wir haben
ein System zweiter Ordnung mit der Systemmatrix?

a=[ 3 3],
also
e-a-[3 9]-[ 3 3]-[5.33]
Die Inversion liefert hier
(sE—A)"! =% [ Stg i } ; (9.71)
P(s) =det(sE — A) = s*> +3s+2 = (s +1)(s +2). (9.72)

4entsprechend z.B. einem SISO-System mit den Koeffizienten agp = 2 und a1 = 3 des
charakteristischen Polynoms; vgl.(9.19)1
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Dass det(sE — A) gerade das charakteristische Polynom unseres Systems liefert,
ist kein Zufall. Tatsichlich stellt

det(sE— A) = P(s) =s"+ap-15"" '+ +a1s+ap (9.73)

immer das charakteristische Polynom des Systems dar, wenn dieses auf die mini-
male Ordnung reduziert wurde. Das folgt aus (9.19); und der Tatsache, dass die
Determinante einer Matrix invariant gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen
ist. Durch solch eine Transformation kénnten wir insbesondere auf Zustandsva-
riablen iibergehen, mit denen die Systemmatrix die zugeordnete Diagonalform

s [ 5 - ] = diag[ -1 -2 ] (9.74)

mit den Wurzeln des charakteristischen Polynoms als Elemente annimmt.
Fiir die Darstellung der Lésung im Zeitbereich benétigen wir die inverse
Laplace-Transformation der Resolvente, die sich in unserem Beispiel (9.71) zu

£ [~ 7] = | (9.75)

2T — 27 e~ T — a2
—2¢T + 272 —e T 42 }

ergibt, giiltig fiir 7 > 0. Tatséchlich erscheinen die Elemente der n x n-Matrix
L' [(s£ — A)~'] immer als Linearkombinationen der Funktionen e, wobei
die p;,i = 1,...,n, die Wurzeln des charakteristischen Polynoms (9.73), also
die Pole des Systems sind. Wihlen wir speziell ZustandsgréBen, fiir welche die
Systemmatrix in der Diagonalform erscheint, so ist auch £L=! [(sE — A)~!] eine
Diagonalmatrix mit den Elementen e?:™. Beispielsweise ergibt sich mit (9.74)

1
0 e 0
e er-a) =t FT [0 S e
s+2

Ubrigens gelten die gleichen Uberlegungen auch fiir komplexe Wurzeln des cha-
rakteristischen Polynoms.

Die Matrix-Exponentialfunktion
In Analogie zur skalaren Beziehung

L7 (s = a)”l] = e""e(7)

schreiben wir fiir die inverse Laplace-Transformierte der Resolvente

LV [(sE - A)71] = e47e(7) (0.77)

mit einer n X n-Matrix eA”, deren Elemente Linearkombinationen von e?™ mit
den Wurzeln p;,i = 1,...,n, des charakteristischen Polynoms (9.73) sind. Be-
sitzt A die Diagonalform Ay =diag[py, ..., pn], so erscheint auch e47 in der
Diagonalform

ed™ = diag [em7, ..., ePnT]. (9.78)
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Es gibt eine Reihe von Techniken zur Berechnung der Matrix-Exponential-
funktion ™. Wir wollen uns hier zunichst mit (9.77) als Definitionsgleichung
und als Berechnungsvorschrift begniigen, im Ubrigen aber einige Eigenschaften
aus der weitgehenden Analogie mit der gewohnlichen Exponentialfunktion dar-
legen.
So besitzt die gewdhnliche Exponentialfunktion die bestindig konvergente
Potenzreihe @)  (ar)?
ar at at
N BT
die auch als Definition von e®™ aufgefasst werden kann. Gleiches gilt fiir e4”. Die
Matrix-Reihe

_l_...}

3

2
eéf=§+47+42;—!+43%+---, (9.79)

besitzt eine grofle grundsitzliche Bedeutung. Beispielsweise kénnen Sie daraus
unmittelbar die wichtige Beziehung

ded/dT = Aed” = eATA (9.80)

als Matrix-Differentialgleichung fiir e ableiten. Sie stellt, zusammen mit der
ebenfalls aus (9.79) folgenden Anfangsbedingung e4° = E, ein wirksames Hilfs-
mittel zur numerischen Berechnung von e4" fiir variable T dar.

Eine ebenfalls leicht mit der Reihendarstellung (9.79) begriindbare Eigen-
schaft betrifft die Integration:

f oA dr’ = A7} (eA7 — E) = (e&" — E) 4™, (9.81)
0

vorausgesetzt, die Matrix A ist reguldr (invertierbar). Weiters gilt wie fiir die
gewohnliche Exponentialfunktion

e (ni+72) = pdmigdn | (9.82)

Vorsicht ist jedoch bei einer Summe von Matrizen im Exponenten geboten:

olA +4) — ediTedaT A A, = 4241 (9.83)

Abschliefiend méchte ich noch die Grenzwerteigenschaft

lim e4” =0 fir Re(p:) <0,i=1,...,n, (9.84)

T—00

erwihnen, d.h. e7 strebt fiir wachsende 7 dann gegen die Nullmatrix, wenn alle
Eigenwerte (Wurzeln des charakteristischen Polynoms (9.73), Pole des Systems)
der Matrix A in der linken Halbebene liegen.

Die allgemeine Lésung im Zeitbereich

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, die allgemeine Lésung fiir das Zustands-
modell (9.63), (9.64) als inverse Laplace-Transformierte der GIn.(9.65) bis (9.68)
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anzugeben. Mit den Beziehungen (9.77), (9.82) und der Faltungseigenschaft
der Laplace-Transformation erhalten wir, aufgespalten in die Nulleingangs- und
Nullzustandsanteile, fiir die Zustandsgréfien

(1) = 2o (T) + Zoz(7), zor(T) = A7(0),
Tog(T) = A7 / e~ 4" Bu(r')dr’ (9.85)
(1]

und fiir die Ausgangsgréfien
E(T)=HQE( )+gnz( ) Yop(T) = CeA7(0),
/ u(r")dr’ + Du(r), (9.86)
giiltig fiir 7 > 0.

Es ist iiblich, die einer Systemmatrix 4 zugeordnete Matrix-Exponentialfunk-
tion mit dem Symbol @ zu bezeichnen und Transitionsmatrix zu nennen®,

&(r) = edre(r). | (9.87)

Die zusammengefassten Lésungen lassen sich dann fiir einen beliebigen Anfangs-
zeitpunkt 7y in der Form

y(r) = Cz(r) + Du(7), (9.88)

z(7) = &(r — 70)z(75 ) + /;Q(T — 7" )Bu(r")dr’ (9-89)

schreiben. Trotz ihrer Klarheit erweisen sich diese Gleichungen fiir die Hand-
rechnung als eher miithsam anzuwenden. Thre wahre Kraft entwickeln sie bei der
rechnerunterstiitzten Behandlung von LTI-Systemen und im Zusammenhang mit
Schliissen, die sich daraus fiir den Systementwurf und fiir regelungstechnische
Probleme ziehen lassen.

9.3 Stof3- und Sprungantworten

In der klassischen Analyse von SISO-LTI-Systemen erfiillen die Stof- und Sprung-
antworten wichtige Aufgaben als charakterisierende Funktionen. Eine #hnliche
Rolle kommt ihnen auch bei der Beschreibung von MIMO-Systemen mit Zu-
standsmodellen zu.

Angenommen, das MIMO-System n-ter Ordnung, beschrieben durch die Glei-
chungen

(1') + Bu(Tt), (9.90)
) + Du(r), (9.91)

Z
z(r

z(r)=A4A
yr=¢C

5Wir multiplizieren jedes Matrixelement zusitzlich mit dem Heaviside-Sprung (1), um die
Rechtsseitigkeit sicherzustellen.
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befinde sich anfinglich im Nullzustand, z(0-) = 0. Aus dem Satz der p Ein-
gangsgrofen withlen wir eine beliebige, sagen wir, die j-te, gleich dem Dirac-Stof§
und halten gleichzeitig alle anderen Einginge auf Null. Die zugehdrige p x 1-
Matrix der Eingangsgréfen wird mit

w(r)=[0 - 0 5r) 0 --- 07 (9.92)

bezeichnet, wobei 6(7) an der j-ten Stelle steht. Die resultierende g x 1-Matrix
der Ausgangsgréfen heifle gj(fr). Schreiben wir alle g j(-r), j=1,...,p, neben-
einander als Spalten auf, so entsteht die ¢ x p-StoBantwort-Matrix

g(r) = [gl () PR gp(r)] : (9.93)

Ahnlich denken wir uns auch die konstante n x p-Eingangsmatrix B und die
q x p-Durchgriffsmatrix D jeweils aus ihren Spalten aufgebaut,

EI [Q]_! =y !_)p] ] Q= [.d_b Sy C_ip] ] (9-94)
so dass mit den Dirac-Eingiingen (9.92) speziell

ﬁﬁj("") = éjé('r)a Qﬂj(f) = .d’j‘s{T)r J=1...,p (9.95)

entsteht. Diese Notationen werden im Folgenden benutzt.

Die Stoflantwort

An den j-ten Eingang werde also zum Zeitpunkt 7 = 0 ein Dirac-Sto8 gelegt, alle
anderen Eingiinge seien Null, und das System starte vom Nullzustand z(0-) = 0.
Mit (9.88) und (9.89) zeigt sich dann am Ausgang die StoBantwort

=7

g,(r) = / "C (1, 87 + 4y,

worin &(7) = e27(r) die Transitionsmatrix (9.87) des Systems bedeutet. Aus
der Abtast-Eigenschaft des Dirac-Stofles folgt

QJ-(T) = .Q..Q(T)QJ + QJJ(T)! J=L...,p (QQGJ

oder, gemifl (9.93) kombiniert, die ¢ x p-StoBantwort-Matrix

g(r) = C &(7)B + Dé(7). (9.97)

Sehen wir uns die zugehérige Laplace-Transformierte an: Wegen L [(7)] =
L [e27e(r)] = (sE—A)~! und £ [§(7)] = 1 ergibt sich genau die Ubertragungs-
matrix G(s) aus GL.(9.70). Wir finden den grundlegenden Zusammenhang

G(s) = L [g(7)] (9.98)

demnach auch bei MIMO-Systemen.
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Die Sprungantwort

Ersetzen wir nun in (9.92) den Dirac-Sto8 é(r) durch den Heaviside-Sprung =(7),
so entsteht an Stelle von (9.96) der Ausdruck

h;(r) = /0 Co(r—1")b;e(r)dr’ + d;e(r)
= fTQ_Q(T')ﬁj (T — 7)d7’ + d;e(7),
0-

mit der Integrationsregel (9.81) also
éj (T) = Q [Q(T) o .EE(T}] "—4._ 1!_)’1 + .d.jE(T)’ J - 1? L ] p$ (9'99)

und, nach Kombination dieser Spalten entsprechend (9.93), die gx p-Sprungant-
wort-Matrix

h(r) = C[9(7) — Ee(r)] A~' B + De(r). (9.100)

Durch Integration von (9.97) und Differentiation von (9.100) kénnen Sie sich
iibrigens von den erwarteten Zusammenhingen

W) = [ g(rdr', gr) = dnr)/dr (9.101)
0-
direkt iiberzeugen.
Ein stabiles System hat alle Eigenwerte p;i der Systemmatrix A in der
linken Halbebene, so dass die Grenzwertregel (9.84)
lim &(r) =0 (9.102)
T—00
liefert. Unter dieser Voraussetzung nimmt die Sprungantwort-Matrix den stati-
onédren Endwert
by = lim h(r) = ~CA™'B +D. (9.103)
an. Ein Vergleich mit der Darstellung (9.70) der Ubertragungsmatrix G(s) fiihrt
uns auf den niitzlichen Zusammenhang®

h

-5

¢ = lim A(7) = G(0), (9-104)

T—00

dem wir in analoger Form auch schon bei SISO-Systemen begegnet sind.

9.4 Vektorriaume

In diesem Abschnitt mochte ich Sie an einige Ergebnisse der linearen Algebra er-
innern, also der Theorie endlich-dimensionaler, linearer Riume (Vektorriume).
Wir kénnen uns dabei auf das kanonische Modell des R™ beschriinken und werden
speziell auch die Existenz eines inneren Produkts in der gewdhnlichen euklidi-
schen Form von vornherein voraussetzen. Alle Ergebnisse lassen sich leicht auf
den komplexen Vektorraum C" verallgemeinern.

5Vergleichen Sie damit den Endwertsatz der Laplace-Transformation.

N
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Der Vektorraum R"

Die Elemente v (,, Vektoren*) unseres Vektorraums R™ (C") sind die geordneten
n-Tupel reeller (komplexer) Zahlen, geschrieben als (transponierte) Spalten

gz[vl Vg =oe 'un]T. (9.105)

Die Addition und die Multiplikation mit rellen (komplexen) Zahlen sind wie
iiblich koordinatenweise definiert, so dass beliebige, endliche Linearkombinatio-
nen der Elemente wieder Elemente unseres Raums ergeben. Der Nullvektor 0
(das n-Tupel von Nullen) gehért in jedem Fall dazu. In einem Vektorraum R™
lassen sich als Teilmengen Unter-Vektorrdume der Dimension m < n bilden,
die selbst wieder Vektorrdaume sind. Fiir n = 3 stellen Sie sich diese Unterrdume
am besten als den R? selbst (m = 3), als Ebenen durch den Ursprung (m = 2),
als Geraden durch den Ursprung (m = 1) und als den Ursprung selbst (m = 0)
VOr.

Norm und inneres Produkt

Als Norm (Betrag) von Vektoren v € R™ reicht fiir unsere Zwecke die gewéhnliche
euklidische Norm

lull = /o2 403 + - + 02 (9.106)

aus. Sie erfiillt die iiblichen, an Normen gestellten Bedingungen, nimlich, dass
llzll = 0, und ||»|| = 0 genau dann, wenn v = 0, dass fiir zwei Vektoren v, w € R®
stets |12+ ] < lull+ | (Dreiecks-Ungleichung) und dass [la]| = |af [[z] - Ein
Vektor v heit normiert, wenn ||| = 1.

Damit vertriglich ist das innere Produkt zweier Vektoren v,w € R" die
reelle Zahl”
cw = v w = viwy +vows + - - + Vpwn, (9.107)

|2

so dass speziell ||v [|2 = p-p gilt. Die beiden Vektoren v und w heifien orthogonal,
wenn v-w = 0.

Linearkombinationen und Unter-Vektorridume

Sind a,,a, € R™,n > 2, zwei gegebene Vektoren, so bilden alle méglichen Line-
arkombinationen
V=018 + a8y, 01,02 €ER, (9.108)

einen Unter-Vektorraum, der in diesem Spezialfall zweidimensional ist (eine Ebe-
ne durch den Ursprung), oder, wenn @, und a, kollinear sind ( @, = ka,, k € R),
sogar nur eindimensional (eine Gerade durch den Ursprung). Fiir gegebene Vek-

toren g,,...,a,. € R"®,r < n, nennen wir die Menge aller Linearkombinationen
span(ay,...,q,) = {o1a, +---+ara,. | ER} CR™ (9.109)
die lineare Hiille der Vektoren g, ...,a,. oder den von gy, ..., a, aufgespann-

ten Unterraum. Es handelt sich jedenfalls wieder um einen Vektorraum und
um eine (nicht notwendig echte) Teilmenge des R™.

TFiir komplexe Vektoren v, w wird das innere Produkt durch v-w = v*Tw definiert, wobei
v* der Vektor mit den zu v konjugiert komplexen Koordinaten ist.
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Beachten Sie: Ist z.B. a4 eine Linearkombination von a; und a,, so gilt
span(ay,ay,a3) = span(a,,a,). Die Dimension m eines gegebenen Unter-Vek-
torraums V™ ist die minimale Anzahl von Vektoren, die benétigt werden, ihn
aufzuspannen.

Lineare Unabhingigkeit und Basis

Ein r-Tupel (a,,...,a,) von Vektoren des R" heifit linear unabhiingig,
wenn sich das Verschwinden ihrer Linearkombination,

o8y + - +ape, =0,

nur mit @; = 0,...,a, = 0 erreichen lisst. Andernfalls heien die Vektoren li-
near abhingig. Daraus folgt: Die Vektoren a,,...,a, € R" sind genau dann
linear unabhéngig, wenn sich keiner von ihnen als Linearkombination der an-
deren darstellen ldsst. Betrachten wir einen Unter-Vektorraum V™, so ist seine
Dimension m gleich der mazimalen Anzahl linear unabhingiger Vektoren, die
sich in ihm finden lassen.

Eine Basis eines m-dimensionalen Unter-Vektorraums V™ ist ein m-Tupel
(by;- - -, by,) linear unabhingiger Vektoren aus V™, fiir die span(b,,...,b,) = V™
gilt. Solch eine Basis spannt also den ganzen Unter-Vektorraum auf, d.h. jeder
Vektor v € V™ lisst sich als Linearkombination

v=p5by + -+ Bmdy, (9.110)

angeben. Offensichtlich ist die Wahl einer Basis nicht eindeutig, weil sich z.B.
der Basisvektor b, durch by + ab, ersetzen lisst. Ist eine Basis aber festgelegt,
dann gibt es zu jedem Vektor v € V™ genau ein m-Tupel (By,...,Bm) von
Koeflizienten.

Basisvektoren unterliegen zunéichst keiner Beschriinkung hinsichtlich ihrer
Norm oder ihres inneren Produkts, sie miissen nur linear unabhéingig sein. Wenn
aber fiir je zwei Basisvektoren deren inneres Produkt verschwindet, b;-b; = 0 fiir
i # j, so sprechen wir von einer orthogonalen Basis. Ist iiberdies jeder Basis-
vektor normiert, ||b;|| = 1 bzw. b, -b; = 1, nennen wir die Basis orthonormiert.

Im R™ (oder C™) wird haufig die offensichtlich orthonormierte kanonische
Basis

1 0 0
0 1 0
e=lu|l » &=l s E=. (9.111)
0 0 1
verwendet. In der Darstellung (9.110) eines Vektors v = [v1 wo - ‘un]T
erscheinen dann als Koeffizienten die Koordinaten vy, ... s Un, also
U=1U¢€; +Uz€g+---+ Un€p- (9112)

Fiir andere Basen, die auch orthonormiert sein kénnen, treten i.A. andere Koef-
fizienten auf.
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Transformation von Basen

Im R™ und in jedem seiner Unter-Vektorriume gibt es unendlich viele Basen.
Fiir die Anwendungen ist es wichtig zu wissen, wie man von einer Basis zu
einer anderen gelangt und wie sich dabei die Darstellungen (9.110) eines Vektors
verhalten.

Beginnen wir mit einem Beispiel: Angenommen, ein Vektor v ist im R3 in
Bezug auf die kanonische Basis £ = (e;, e,,€5) gegeben,

. P

Wir wollen die Darstellung des selben Vektors v in Bezug auf eine neue Basis
B = (by, by, by) finden, deren Vektoren in der alten Basis durch

1 0 1
f_h: 1, b=]1 ) .{33‘—‘ 0
0 0,5 1

bestimmt sind, also die Koeflizienten (1, 82,33 in

v 1 0 1
v=|wv |=6|1|+p 1 (+6(0
U3 0 0,5 1

ermitteln. Dies ldsst sich als lineares Gleichungsproblem formulieren,

1 01 i n i 1 0 17" [wn
1 1 0 | = |va| , oder |G| =|1 1 0 val .
a 0,5 1 B3 U3 i 0 0,5 1 U3

Schreiben wir fiir die beiden Koeffizienten-Tripel des Vektors v mit Bezug auf
die kanonische Basis

17, ug=[8 B B,

Yg=[v1 v2 wvs

1 0171
=1 10 g -
0 0,5 1

Wir fassen verallgemeinernd zusammen: Sei P die Matriz, deren Spalten von
den Darstellungen (Koordinaten) der neuen Basisvektoren in der alten Basis
gebildet wird. Dann gilt fiir die Darstellungen (Koordinaten) des selben Vektors
v in Bezug auf die beiden Basen

so gilt

Qineue Basis E_l Elalte Basis (9113)

' gla]t& Basis = £ g[neue Basis | (9-114)

Die Koordinaten transformieren sich in diesem Sinn gegenldufig zu den Basis-
vektoren.
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Transformation von Zustandskoordinaten

In den hier betrachteten Anwendungen werden die eben besprochenen Trans-
formationen fiir den Ubergang von einem Zustandsmodell zu einem anderen,
dquivalenten Zustandsmodell des gleichen Systems benétigt.

Seien — in vereinfachter Schreibweise — z(7) die Koordinaten (Zustandskoor-
dinaten, Zustandsgrofien) des Zustandsvektors in Bezug auf eine alte, und Z(t)
die Koordinaten des gleichen Zustandsvektors in Bezug auf eine neue Basis, so
dass

z(r) = P(r) (9.115)

mit einer konstanten, reguliren Transformationsmatrix P. Einsetzen in das alte
Zustandsmodell

z'(r) = Az(r) + Bu(r),
y(r) = Cx( )+Du(‘r)
liefert das neue Zustandsmodell
&(r) = AZ(r) + Bu(r),
y(r) = C&(r) + Du(7)
mit den Matrizen
A=P'AP, B=pP'B, C=CP, D=D. (9.116)

Die Durchgriffmatrix verhilt sich dabei invariant, weil sie direkt die ungeéndert
bleibenden Eingangs- und Ausgangsgrofen verkniipft.

9.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Bei der Losungsdarstellung im Zustandsraum kommt der Transitionsmatrix
&(1) = eA¢(r) eine zentrale Rolle zu. Wir werden diese Matrix jetzt etwas
genauer untersuchen und dabei auch einige Ergebnisse iiber lineare Gleichungs-
systeme zusammenstellen.

Eigenwertprobleme

Wir betrachten wieder den R™ (oder C") als Vektorraum und seine Elemente v,
die n-Tupel von Zahlen, geschrieben als Spaltenvektoren. Die nxn-Matrizen spie-
len dann die Rolle von linearen Abbildungen (Transformationen): Durch Mul-
tiplikation eines Vektors v mit einer n x n-Matrix A von links entsteht wieder
ein Vektor Awv unseres Raums. Wir stellen uns nun die Frage: Gibt es Vektoren
v # 0, die durch eine gegebene Matrix A auf ein skalares Vielfaches von sich
selbst abgebildet werden, d.h.

Av = . (9.117)

Die Zahlen A und Vektoren v, die diese Gleichung erfiillen, heifien Eigenwer-
te bzw. Eigenvektoren der Matrix A, und ihre Ermittlung nennen wir das
zugehorige Eigenwertproblem. Schreiben wir G1.(9.117) in der Form

(AE - Ay =0, (9.118)
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ist sofort ersichtlich: Die reellen oder komplexen Eigenwerte A miissen solche
Zahlenwerte annehmen, dass die Matrix (AE — A) singuliir (nicht invertierbar)
ist. Wiire sie regulir, giibe es nur die triviale Lésung v = 0.

Eine Bedingung fiir die Singularitit der n x n-Matrix (AE— A) ist bekanntlich
das Verschwinden ihrer Determinante

det(\E — 4) = P())

=AM+ e A b aid e = [J(A - M), (9.119)
i=1
die das zur Matrix A gehérige charakteristische Polynom P()) definiert. Die
gesuchten Eigenwerte sind also die (unterschiedlichen) Wurzeln \; von P()),
wobei n; die Vielfachheit der Wurzel \; und 7i die Anzahl der unterschiedlichen
Wurzeln bezeichnet. Insgesamt gibt es genau n =57 1 ni Wurzeln. Besteht die
Matrix nur aus reellen Elementen, so sind die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms reell, und die Wurzeln sind entweder reell, oder sie treten in konjugiert
komplexen Paaren auf.
Ein einfaches Beispiel: Die Matrix

WEH

besitzt das charakteristische Polynom

A-1 =2

P()\)=det[ 1"

] =AM -5 +6=(A-2)(A-3),

also die beiden Eigenwerte A; = 2 und A, = 3. Die Eigenvektoren v; = [v1; 2] T
und v, = [vm 1122]T sind aus den beiden homogenen Gleichungssystemen

. __1—2'!)11_0 - _2—2'!)21__0
ou-a=[; 3 2]-] we-amf; 3Jf2]-[
mit singuliren Koeflizientenmatrizen zu berechnen. Daraus folgt

v =a [:1!] ,  Up=0p [ﬂ (9.120)

mit beliebigen Zahlen ay,cq. Mit GL.(9.118) ist klar, dass die Eigenvektoren
grundsitzlich nur bis auf skalare Vielfache bestimmt sind.

Eigenwerte und Systempole

Bedeutet A im Speziellen die in den Zustandsgleichungen auftretende System-
matrix, so sind, wie aus GL(9.73) ersichtlich, ihre Eigenwerte genau die Pole des
Systems. Sie sind unabhingig von der Wahl einer speziellen Basis: Die durch
eine Transformation (9.116); mit einer regulidren Matrix P entstehende System-
matrix A = P_IAP — es handelt sich um eine Ahnlichkeitstransformation
— liefert wegen®

det(AE — A) = det(A\E — P~ AP) = det[P"'(\E — A)P]
= det(P~') det(AE — A) det(P) = det(\E — A)

8Fiir regulire Matrizen P gilt det(P~!) = 1/ det(P).
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die gleichen Eigenwerte.

Lineare Gleichungssysteme

Im Abschnitt 2.5 haben Sie einige Ergebnisse iiber das Losen linearer algebrai-
scher Gleichungssysteme kennen gelernt. Ich mochte diese Diskussion jetzt von
einem etwas allgemeineren Standpunkt aus weiterfiihren.

Wir untersuchen ein Gleichungssystem der Form

Mg=d (9.121)

mit der bekannten m x p- Koeffizientenmatriz M, der gesuchten p x 1- Lisungsma-
triz z und der bekannten m x 1-Datenmatriz d. Die Matrix M kann auch als
Koordinaten-Darstellung einer linearen Abbildung von einem p-dimensionalen
Vektorraum VP in einen m-dimensionalen Vektorraum V™ betrachtet werden.
Gesucht sind dann jene Vektoren v € VP, die unter dieser Abbildung den Vektor
d € V™ liefern.

Unabhingig davon, ob die Dimension m gréfer, gleich oder kleiner p ist,
treffen wir auf eine der drei Situationen:

(i) Es gibt eine eindeutige Losung.
(i) Es gibt unendlich viele Lésungen.
(iii) Es gibt keine Lésung.

Das Eigenvektorproblem ist ein Sonderfall von (ii). Die Koeffizientenmatrix ist
dann die n x n-Matrix (AE — A), die Unbekannten sind die Eigenvektoren und
die Datenmatrix ist der Nullvektor. Die beiden Vektorriume kénnen miteinander
identifiziert werden.

Mit der Anordnung von M als Spaltenvektoren,

M. = [m_[ ﬂz i &p] 1 (9'122)
nimmt das System (9.121) die Form
Tymy + Tomg + -+ + zpm, =d

einer Bedingung fiir eine Linearkombination der m; an. Die Menge aller Line-
arkombinationen dieser Spaltenvektoren, also deren lineare Hiille, ist offensicht-
lich die Menge aller Ergebnisse der durch M definierten linearen Abbildung
VP — V™ und bildet einen Unter-Vektorraum von V™, den wir mit

M(M) = Span(mp Mgy :mp) (9.123)

bezeichnen und Bildbereich nennen. Wir schlieffen daraus: Unser Gleichungssy-
stem Mz = d hat genau dann eine Losung (eindeutig oder nicht), wenn d €
im(M), wenn also der Datenvektor d in dem von den Spaltenvektoren von M
aufgespannten Unter-Vektorraum liegt.

Die allgemeine Form der Lésung — wenn es eine gibt — kann als Summe
Z =z, + zy, irgendeiner partikuliren Lésung z, und der homogenen Losung z;,
geschrieben werden, die M z,, = 0 in allgemeinster Weise erfiillt. Ahnlich wie bei
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den linearen Differentialgleichungen enthilt z;, freie Konstanten, auf die wir in
den Ergebnissen (9.120) unseres letzten Beispiels bereits gestoBen sind.
Die prinzipielle Lésungstechnik méchte ich an Hand des Beispiels

Iy

1 -2 0 1 z2| _ |5

[0 0 1 2] T3 _[6] \9-124)
Ty

erliutern: Einfiigen von Nullzeilen in die Koeffizientenmatrix und, entsprechend,
in die Datenmatrix dndert die Losung nicht, d.h. wir kénnen auch

Iy
TIa e

I3
T4

(9.125)

OO o =
o O O
oo o
(=10 B =B
oo W

nehmen. Dies ist bereits die gesuchte Form, die i.A. durch Zeilenoperationen erst
hergestellt werden muss. Sie heit modifizierte Hermite-Normalform und
besitzt die folgenden Eigenschaften: Die modifizierte Koeffizientenmatrix M’

(i) hat mindestens so viele Zeilen wie Spalten (hat sie urspriinglich weniger
Zeilen als Spalten, werden Nullzeilen eingefiigt);

(ii) hat die obere Dreiecksform (alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale
sind Nullen);

(iii) hat entweder 0 oder 1 in der Hauptdiagonale.

(iv) Jede Spalte mit 1 in der Hauptdiagonale hat sonst nur Nullen.

Wegen dieser besonderen Form kénnen wir eine partikulire Lésung und zwei
unabhéngige homogene Lésungen von (9.125) durch Inspektion bestimmen:®

5 1
0 -1 0
g:..p — 6 1 ghl = 0 H th = 2
0 0 -1

z,, ist die rechte Seite der Normalform (9.125). zy,; und z;, sind der zweite bzw.
der vierte Spaltenvektor von M’, nimlich die Spalten mit 0 in der Hauptdia-
gonale, wobei zusitzlich eine —1 in der Reihe entsprechend der Spaltennummer
einzufiigen ist (hier in der zweiten bzw. in der vierten Zeile). Die vollstindige
Lésung ist

5 -2 1
0 -1 0
z= 6 + o 0 + g 9
0 0 -1

mit beliebigen Zahlen o, ag. Es gibt also unendlich viele Lésungen.

9Priifen Sie die Losungseigenschaft!
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Die homogenen Lésungen bilden einen Unter-Vektorraum von VP , in unserem
Fall span(zy,, zy,). Es ist dies der Kern der durch M représentierten linearen
Abbildung V? — V™. Wir schreiben

ker(M) = span(zyy, Zya, - - - » Zn,, ) (9.126)

wobei zy,;, 2y, ..., Zy, die linear unabhingigen Lésungen des homogenen Pro-
blems M z, = 0 sind. Thre Anzahl ist gleich der Dimension des Kerns unserer
linearen Abbildung, v = dim[ker(M)], mit'® 0 < v < p- Weiters gilt, wenn
v = ran(M) = dim[im(M)] den Rang der Matrix M, also die Anzahl ihrer line-
ar unabhéingigen Spaltenvektoren bezeichnet, die bekannte Dimensionsformel
fiir lineare Abbildungen VP —s ym

dim[ker(M)] + dim[im(M)] =p bzw.
dim[ker(M)] + ran(M) =p oder v+ =p. (9.127)

Uberpriifen Sie dies an der Hermite-Normalform (9.125) unseres Beispiels und
machen Sie sich dabei auch ker(M) = ker(M’) klar.

Es folgen einige interessante Bigenschaften des Rangs einer m x p-Matrix
M bzw. der durch sie reprisentierten linearen Abbildung VP — Y™ ;

(i) ran(M) ist die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten von M.
(ii) ran(M) ist die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von M.
(ii) ran(M) = ran(7)

(iv) ran(M) < min(m,p)

(v) Quadratische m x m-Matrizen M besitzen genau dann eine Inverse M !
(sind regulir), wenn ran(M) = m.

(vi) Der Rang einer Matrix bleibt ungesindert, wenn sie von links oder von
rechts mit einer quadratischen, reguliren Matrix multipliziert wird.

(vii) Mit ran(M,) = und ran(M,) = v, gilt ran(M, M,) < min(vyy,72).

Zusammenfassend halten wir fest: Ist M eine m x p-Matrix, so hat das lineare
Gleichungssystem M z = d genau dann eine Losung, wenn d € im(M). Gibt es
solch eine Lésung, so hat sie die Form z = Z, + 2y, mit irgend einem speziellen
Losungsvektor z, und einem allgemeinen Element z, ker(M). Sie ist genau
dann eindeutig, wenn ker(M) = {0}, d.h. wenn ran(M) = p.

Zeilenoperationen

Die tatséchliche Berechnung der Lésungen des Gleichungssystems M z = d mit
der m x p-Koeffizientenmatrix M kann nach einer Erweiterung des im Abschnitt
2.5 beschriebenen Verfahrens erfolgen: Falls nétig, erginzen wir zuerst M und d
durch Nullzeilen zu M’ und d’ so, dass M’ mindestens so viele Zeilen wie Spalten
besitzt. Dann werden an der erweiterten Matrix [M',d'] systematisch elementare

19Es ist v = p genau dann, wenn M eine Nullmatrix ist.
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Zeilenoperationen mit dem Ziel durchgefiihrt, daraus die Form [ﬂ M N _cf] her-
sustellen, worin N M’ die modifizierte Hermite-Normalform von M bedeutet.'!
Die vollstindige Losung ist dann aus N M'z = N d', wie im letzten Beispiel
beschrieben, durch Inspektion abzulesen.

Wir bemerken: Soll unser Gleichungssystem eine Lésung besitzen, muss der
Datenvektor d eine Linearkombination der Spaltenvektoren m; von M sein. So-
mit existiert eine Losung (eindeutig oder nicht) genau dann, wenn ran(M) =
ran [M,d] .

Transformation auf Diagonalform

Nach dem Exkurs in die Welt der linearen Gleichungssysteme wenden wir uns
wieder dem Themenkreis der Eigenwerte und Eigenvektoren von n x n-Matrizen
und deren Verwendung zu. Ein wichtiger Punkt fiir unsere Anwendungen ist z.B.
die Diagonalisierbarkeit: Lésst sich eine Basis finden, in der die Systemmatrix
die Diagonalform A = diag[\;,A2,...,An] annimmt, so sind die zugehdrigen
Zustandsgleichungen entkoppelt und die Transitionsmatrix besitzt fiir 7 > 0 die
einfache Form

el = diagleM ™, e, ... M7 (9.128)

Angenommen, eine n x n-Matrix A hat die Eigenwerte A1, Ag, ... s An (reell
oder komplex, alle unterschiedlich oder teilweise wiederholt) und n zugehérige,
linear unabhingige Eigenvektoren vy, v,,. . .,2,. Wenn wir damit die so genannte
Modalmatrix

P=[v; v - ] (9.129)

bilden, entsteht durch eine Ahnlichkeitstransformation aus A die Diagonalform

P AP = diag[Ai, M2, - -+ An)- (9.130)

Dies liisst sich mit Hilfe der Eigenwertgleichung (9.117) zeigen.

Die Spaltenvektoren von P sind also die Eigenvektoren v,,i =1,...,n, von A.
Aber auch die Zeilenvektoren von P~*, nennen wir sie w?,i = 1,...,n, haben
spezielle Eigenschaften. Die w; heifen linke oder reziproke Eigenvektoren
von A, und sie erfiillen

(ME—AT)w; =0 baw. wlf(ME-A)=0. (9.131)
Aus P7'P = [w]v;] = E schlieBen wir iiberdies

et 1 fir i=yj,
Wil =\ 0 fir i#7,

was sich anschaulich als Orthogonalitit interpretieren lésst.

11%je im Abschnitt 2.5 beschrieben, lisst sich die Kombination aller ausgefiihrten elemen-
taren Zeilenoperationen in der Multiplikation von links mit einer reguldren Matrix N zusam-
menfassen. Fiir quadratische, reguldre Matrizen M ergibt sich als Hermite-Normalform von M
die Einsmatrix.
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Jordan-Normalform

Es kann vorkommen, dass fiir die n x n-Matrix A bei mehrfachen Eigenwerten die
Eigenvektoren linear abhingig sind und sich damit keine Modalmatrix P finden
lisst, die A diagonalisiert. Wir miissen uns dann mit einer ,fast diagonalen“
Form, der Jordan-Normalform, zufrieden geben. In ihr treten die Eigenwerte
zwar wieder in der Hauptdiagonalen auf, zusdtzlich aber noch 1 iiber jedem
wiederholten Eigenwert fiir jeden fehlenden Eigenvektor. Beispielsweise ist

2 0 00

I~
Il
cCoOo N

0 0 0
0 0 0
0 3 1
0 0 3

S O K=

die Jordan-Normalform einer Matrix mit dem charakteristischen Polynom P()\) =
(A—2)3(A—3)? und mit nur je einem Eigenvektor v, fiir \; = 2 und v, fiir Ay = 3.

Im Zusammenhang mit dem aus SISO-Systemen abgeleiteten Modell fiir
Phasen-Variablen (Abschnitt 9.1) trifft man h&ufig auf diese Situation, dass zu
jedem unterschiedlichen Eigenwert nur je ein Eigenvektor gehort. Zum Beispiel
ist der Systemmatrix (vgl. (9.19);)

0 1 0
A=10 0 1
8 —12 6

mit dem charakteristischen Polynom P(\) = (A—2)3, also dem Eigenwert \; = 2
mit der Vielfachheit n; = 3, der einzige Eigenvektor

v=[1 A M =0 2 4

zugeordnet. Zum Aufstellen der regulidren Matrix P brauchen wir aber drei un-
abhingige Vektoren. Wir setzen dann eine Kette linearer Gleichungssysteme fiir
verallgemeinerte Eigenvektoren 9,179, o+ -+ 80, in unserem Fall

(ﬁ_Al:E.)gl‘l :1{1, (A_/\lﬁ)gl‘z =£1.1‘

Das erste dieser Systeme,

-2 10 1
0 -2 1 g9,,= 2 | 5
8 —-12 4 ’ 4
liefert iiber elementare Zeilenoperationen
-2 1 01 1 -0,5 0 -0,5 1 0 -0,25 -1
0 -2 1 2]|~1]0 1 -0,5 -1|~]01 -0,5 -1
8 -12 4 4 0 1 -0,5 -1 00

eine partikuldre Losung

g,,=[-1 -1 0] .

=1,
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Entsprechend erhalten wir aus dem zweiten System

-2 1 0 -1 0,75
0 -2 1]g.=|-1|,. g,=| 05].
8 —12 4 ' 0 : 0

Wir bilden damit

1 -1 0,75 0 0 0,25
P=u g, Em]: 3—1 05|, Pl=|2 -3 1

0 0 4 —4 1

Ein weiterer, in den Anwendungen hiiufig auftretender Spezialfall verdient eine
besondere Erwiihnung: Reelle n x n-Matrizen, fiir die A = AT gilt, die also
symmetrisch beziiglich Spiegelung an ihrer Hauptdiagonale sind. Wir kéinnen
dann notieren:

(i) Alle Eigenwerte A; sind reell.

(ii} Jedem Eigenwert A; mit der Vielfachheit n; sind n; linear unabhiingige
Eigenvektoren zugeordnet.

und erhalten in

P'AP=

(=1 = ]
= B &
1 B =

die gesuchte Jordan-Normalform.

Heelle symmetrische Matrizen

(iii} Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

(iv) Auch wenn Eigenwerte mehrfach vorkommen, gibt es immer eine orthogo-
nale Matrix @ (d.h. @QQ = E), so dass Q™' AQ = diag[A;, Mg, ..., An]-

Wegen (ii) und (iii) kéinnen wir fiir jeden Eigenvektor-Raum der Dimension ny ei-
ne orthonormale Basis konstruieren'? und damit auch fiir den ganzen Raum. Die
so gebildete Modalmatrix @ der Eigenvektoren hat also orthonormale Spalten

und besitzt deshalb die Eigenschaft Q_T = g'l. Dies begriindet (iv).

Eigenwerte und Eigenvektoren der Transitionsmatrix

Von unserem pegenwirtizen Standpunkt aus ist die Theorie der Eigenwerte und

Eigenvektoren vor allem in ihren Anwendungen auf die Systemmatrix 4 baw.
die Transitionsmatrix &(7) = e72(r) interessant.
Wir betrachten die Matrix-Potenzreihe (9.79),

72 =

e =E+Ar+ A ¥+_zsl,aﬁ+u-. (9.132)

Hat die n x n-Matrix A die marimale Anzahl n linear unabhingiger Eigenvek-

toren, so gilt bekanntlich A = PAP™', wobei P die mit den Eigenvektoren

12z B. mit dem belkannten Orthonormalisierungsverfahren nach Erhard Schmidt




192 9 Systeme im Zustandsraum

gebildete Modalmatrix und A die Diagonalmatrix der (entsprechend ihrer Viel-
fachheit wiederholten) n Eigenwerte bedeutet. Einsetzen in die rechte Seite des
Ausdrucks (9.132),

3

2
=E+(PAP)r+ (AP T+ (RARTP L 4+,

hefertwegenE PEP ' (PAP )2 =PAP'PAP ' = PA?P™!, allge-

mein (PAP~')* = P A" P~!, die wichtige Relation

ed™ = pedp1, (9.133)

Da sich
= diag[eM™,eM", ..., eM7] (9.134)

relativ leicht berechnen Iasst stellt (9.133) einen niitzlichen Ausdruck zur expli-
ziten Bestimmung von e2” fiir variable T dar.

Wir konnen noch einen Schritt weiter gehen. Die Komposition von P durch
die Eigenvektoren v; und von P! durch die in (9.131) definierten reziproken
Eigenvektoren w; ergibt

eMT 0 ... 0

A" =[y; v - u,]| . SN |

=y v, - En]

‘el\n T 12’1"

Dies wird meist in der Form einer ,,dyadischen Summe*

n
edr = Ze"""'y,gg? (9.135)

i=1

geschrieben und liefert einen expliziten Ausdruck fiir e2”. Beachten Sie: Jeder
der Terme v,w? ist eine n x n-Matrix!

Modaldarstellung

GL.(9.135) zeigt die explizite Abhéngigkeit der Transitionsmatrix von den Ei-
genwerten \;, den Eigenvektoren v; und den reziproken Eigenvektoren w; der
Systemmatrix A (kurz: des Systems) In Verbindung mit den Ldsungen (9 89)
der Zustandsgleichungen lisst sich diese explizite Abhéngigkeit auch auf die Dar-
stellung (9.88) der Ausgangsgrofie iibertragen:

y(r) = i[Qﬂi][w?g('rg )] e}é(r—o)
=1

+Z[g—ul][w“" B / M=)y (r)dr’ + Du(r), (9.136)

i=1
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giiltig fiir 7 > 79. Diese Form heit Modaldarstellung der Systemantwort,
weil sie angibt, auf welche Weise die einzelnen, jeweils durch einen Eigenwert
reprisentierten Moden in der Systemantwort erscheinen.

Berechnen der Transitionsmatrix aus der Jordan-Form

Es ist noch der Fall zu erledigen, in dem die n x n-Systemmatrix A weniger als
die maximale Anzahl n linear unabhingiger Eigenvektoren aufweist. Zwar kann
A dann nicht auf die Diagonalform A, wohl aber auf die Jordan-Normalform J
gebracht und entsprechend als A = PJ P! geschrieben werden. Die Spalten
von P werden durch die Eigenvektoren und die verallgemeinerten Eigenvektoren
gebildet. In J stehen entlang der Hauptdiagonalen einzelne Blocke (die ,, Jordan-

Kistchen®), z.B.
A 100
0 A 1
0 0 N\

fiir einen Eigenwert \; der Vielfachheit n; = 3, zu dem nur ein Eigenvektor
gehort. Auch hier gilt entsprechend G1.(9.133) die Relation

ed™ = Pel" P!, (9.137)

wir miissen uns also e£™ ansehen.
Mit J nimmt auch eZ” eine entsprechende Block-Diagonalform an. Fiir die
dabei auftretenden Standard-Blécke finden wir

(s §)-[5 %]

A1 0O A el (122Dt
exp[ |0 XN 1|7]|=]0 € Tl .
0 0 A 0 0 e

usw. In Verbindung mit GL.(9.137) kann damit e#” fiir den allgemeinen Fall
berechnet werden.

Der Satz von Cayley-Hamilton

Bei der Besprechung von Manipulationen mit Matrizen darf ein beriihmter Satz
nicht unerwiihnt bleiben: Das Cayley-Hamilton-Theorem besagt, dass jede
quadratische Matrix ihrer eigenen charakteristischen Gleichung geniigt. Besitzt
also eine n x n-Matrix A das charakteristische Polynom

P(X) = det(AE — A) = A" + an—1 X" + -+ + 1) + ao, (9.138)
so gilt
At a1 AV 4 a1A+aE =0 (9.139)

Das Cayley-Hamilton-Theorem hat viele Anwendungen. Unter ihnen findet
sich z.B. die Moglichkeit, unendliche Matrix-Potenzreihen wie etwa (9.132) auf
eine Summe von nur n Termen zu reduzieren, weil sich mit G1.(9.139) jede hohere
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als die (n — 1)-te Potenz von A auf eine Linearkombination der n Matrizen

E,A,..., A" ! guriickfiihren lisst. Wir kénnen also sofort
4™ = ag(1)E + a1 (T)A + 02(1) A2 + -+ + gy (1) A™! (9.140)

hinschreiben. Wie aber sind die Funktionen oy (7) zu ermitteln?
Den Schliissel zur Lésung dieses Problems liefert die Beobachtung, dass mit
GL.(9.140) auch

M = qg(7) + a1 (T)A; + aa(T)AZ 4 - + an-1(T)AF (9.141)

besteht. Sie kénnen namlich in der Potenzreihe fiir eX™ hohere als die (n—1)-ten
Potenzen von \; in gleicher Weise mit der charakteristischen Gleichung P(A;) =0
eliminieren und bekommen deshalb die gleichen Koeffizienten ay (7). Sind die
Ai alle unterschiedlich, brauchen wir nur (9.141) fiir jeden dieser Eigenwerte
anzuschreiben und das lineare Gleichungssystem

I At A o AP T ao(r) eMT
1 Ag /\é /\g—l C!;_(’T) e‘\’"’
1 A A2 ver AV G () etnT

zu lésen. Die spezielle Koeffizientenmatrix heiBt iibrigens Vandermonde-Ma-
trix.

Hat ein Eigenwert \; eine Vielfachheit n; > 1, ist grundsitzlich das gleiche
Verfahren anzuwenden. Man benutzt jedoch zusitzlich Ableitungen der Zeilen
nach A; bis zur Ordnung n; — 1, um wieder auf ein System von n unabhéngigen
Gleichungen zu kommen. Besitzt z.B. der Eigenwert A, die Vielfachheit n; = 3
und sind alle anderen ); einfach, dann ist

-1 Al A:'f it /\?_I T ’- Ct'g(']") T i EAIT |
0 1 2\ .- (n—1)AF2 a1(7) TeMT
00 2 v (n—1)(n—=2)A73 aa(T) T2eMT
IEP VERDY SRS AP ag(t) | = | eM7
(1 A A2 ... X4 ] lanaa(r)] [ et |

zu schreiben. Beachten Sie, dass die urspriinglichen Gleichungen und daher auch
die rechten Seiten nach \; abzuleiten sind.

Die Berechnung von e4" fiir variable + mit Hilfe des Cayley-Hamilton—
Theorems ist recht bequem anzuwenden und auch fiir Handrechnungen mit ei-
nem Taschenrechner gut brauchbar.

9.6 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

In der modernen Systemtheorie sind die Steuerbarkeit und die Beobachtbar-
keit von Systemen wichtige Themen. Dies gilt in gleichem Ma8 auch fiir die
Anwendungen. Ich kann hier nicht auf die vielen damit verkniipften Details ein-
gehen, méchte in diesem letzten Abschnitt aber wenigstens erldutern, worum es
grundsitzlich geht.
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Angenommen, wir haben ein Zustandsmodell

z'(1) = Az(r) + Bu(r), (9.142)
y(7) = Cz(r) + Du(r) (9.143)

mit z € R™ vorliegen. Die Steuerbarkeit des damit beschriebenen Systems be-
trifft die Frage: Wenn wir vom Nullzustand aus starten, in welche Bereiche des
Zustandsraums kénnen wir dann mit geeigneten Eingingen (Steuerungen) u(7)
mit 7 € (0,71] wihrend eines endlichen Zeitintervalls gelangen? Zusténde, die
sich erreichen lassen, heifien ansteuerbare Zustiinde. Ist jeder Zustand z € R™
erreichbar, so nennen wir das System vollstindig steuerbar.

Die Beobachtbarkeit eines Systems bezieht sich auf seine Nulleingangsant-
wort: Gibt es, abgesehen vom Nullzustand, irgend welche z € R™, die als An-
fangszustand eine identisch verschwindende Nulleingangsantwort liefern? Solche
Zustinde heiien nicht beobachtbar. Sie tragen nie etwas zur Systemantwort
bei und kénnen deshalb von auBen nicht identifiziert werden. Wenn es diese
Zustinde nicht gibt, heifit das System vollstindig beobachtbar.

Steuerbarkeit

Beginnen wir mit einem System, das nur eine einzige (skalare) Eingangsgrofie
u(7) besitzt (SI-System). Dann reduziert sich die Eingangsmatrix B auf einen
n-dimensionalen Spaltenvektor b, und die Nullzustandsantwort lasst sich fiir 7 €
(0,71] im Zustandsraum als

Zoz(T) = fo A= Vpy(r')dr' = fo A" bu(T —1')dr’ (9.144)

angeben. Daraus folgt unter Verwendung der mit Hilfe des Cayley-Hamilton-
Theorems gewonnenen Darstellung (9.140) der Transitionsmatrix edr

n—1 =
Zgz(T) = Zﬁk(‘r)_ffé . Br(T) =/ ar(Tu(r — 77)d7’, (9.145)
k=0 0

d.h. z4y(7) ist eine Linearkombination der n Vektoren AFb k=0,1,...,n -1
Nun miissen aber alle diese Linearkombinationen im Bildbereich der durch die
Matrix

M,=[b Ab --- A™'Y (9.146)
repriisentierten linearen Abbildung R™ — R™ liegen, und G1.(9.145); besagt
Zoz(7) € im(M). (9.147)

Tatsachlich ist im(M,), ein (méglicherweise unechter) Unter-Vektorraum von
R™, der ansteuerbare Unterraum unseres Systems: Liegt ein Zustand z nicht
in im(M,), so ist er durch die Linearkombination (9.145) nicht erreichbar, wie im-
mer auch u(7) gewihlt wird'®. Umgekehrt ergibt sich der nicht-ansteuerbare
Unterraum unseres Systems, ebenfalls ein Unter-Vektorraum von R”, als der

13Kine Basis von im(M,) lisst sich durch Ausfiihren von Zeilenoperationen an MT gewinnen.
Die Basisvektoren sind dann die nicht verschwindenden Zeilen der resultierenden Hermite-
Normalform von MT.
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Kern ker( MST) der transponierten Abbildung. Offensichtlich ist das System dann
vollstindig steuerbar, wenn M, den maximalen Rang n aufweist. Fiir ran(M_) =
¥s < n ist das System n-ter Ordnung auf ein System der Ordnung ~y, reduzierbar
(hinreichende Bedingung).

Die bisherigen Uberlegungen lassen sich ganz leicht auf Systeme mit P>
1 Eingangsgrofien, zusammengefasst in u(7), 7 € (0,7), verallgemeinern (MI-
Systeme). Wir komponieren dann die n x p-Eingangsmatrix durch ihre Spalten,

§=[Q1 by - é,,],

und schliefen iiber die Darstellung der Transitionsmatrix mit Hilfe des Cayley-
Hamilton-Theorems

%Z(T) € Span(él ’ Aél! o ’én_lf_)lm LI | Qp:.‘iép! v !ﬂn_lép)

oder, dquivalent,

Zoz(7) € im(M,) (9.148)
mit der n x np-Steuerbarkeitsmatrix
M,=[B AB --- A™'B]. (9.149)

Die Bedingung fiir die vollstindige Steuerbarkeit des Systems ist wieder ran(M,)
=n.

Ubrigens lisst sich zeigen, dass, wenn ran(B) = p, was iiblicherweise der
Fall ist, die Eintrige nach A"7”B in (9.149) bei der Rangbestimmung von M,
keine Rolle spielen. Die n x np-Matrix M, kann also in der Regel durch die
n x [(n — p+ 1)p|-Matrix

B AB --- A"PB] (9.150)

ersetzt werden.

Beobachtbarkeit

Wir untersuchen nun die Bedingungen fiir die zur Steuerbarkeit in gewissem
Sinn duale Eigenschaft der Zustands-Beobachtbarkeit und gehen dabei von der
Nulleingangsantwort

Uop(7) = CeA™2(0), T30, (9.151)

aus. Gibt es Zusténde z,, € R, z ,, # 0, die — als Anfangszustinde genommen
— ein immer verschwindendes y . (7) liefern, fiir die also

Yop(T) =Cef7z,, =0 fiiraller >0 (9.152)

gilt? Solch ein nicht beobachtbarer Zustand z,,;, muss notwendig zum Kern der
durch Ce47 reprisentierten linearen Abbildung gehoren.

Einsetzen der mit Hilfe des Cayley-Hamilton-Theorems gewonnenen Darstel-
lung (9.140) der Transitionsmatrix 4™ in (9.152) liefert

n—1
> on(r)C Az, =0 fiiralleT >0 (9.153)

k=0
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und, weil die Funktionen ay(7) linear unabhiingig sind, die n Bedingungen
CA*z, =0, k=0,1,...,n—1, (9.154)
die wir auch in der Form eines linearen, homogenen Gleichungssystems

Mz, =0 (9.155)

M,=| . (9.156)

schreiben kénnen.

Hat M, den maximalen Rang n, so besitzt (9.155) nur die triviale Losung:
Das System ist vollstindig beobachtbar. Andernfalls gibt es nicht beobachtba-
re Zustinde, die zusammen den Kern ker(M}) bilden, einen Unter-Vektorraum
unseres Zustandsraums R™. Tatséchlich spielen auch hier bei der Rangbestim-
mung die in (9.156) unterhalb von C A™ ™ stehenden Eintrige keine Rolle, wenn
ran(C) = ¢ ist. Wir kénnen dann an Stelle der gn x n-Matrix (9.156) genauso
gut die [(n — g + 1)q] x n-Matrix

c

(OF:
My=| ", (9.157)

benutzen.
Ein kleines Beispiel: Fiir das SISO-System

-2,5 0 0,5 0,25

3= 0 -2,5 -0,5 [z+ | —-0,25 |u,
0 2 0

y=[0 0 1]z

berechnen wir die Beobachtbarkeitsmatrix
0 0 1
My=|0 2 o0].
0 =5 -1

Thr Rang ist 2, weil M offensichtlich nur zwei linear unabhéngige Spalten hat.
Ihr Kern, bestimmt z.B. durch Zeilenoperationen, ist

ity - [ 3]) - [])

d:h. die Zustandsgréfle x; ist nicht beobachtbar.
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Eine wichtige Bemerkung: Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind keine in-
trinsischen, dem System selbst zukommenden Eigenschaften, weil sie von der
Wahl der Zustandsvariablen abhingen. Ein Zustandsmodell kann in einem Ko-
ordinatensystem vollstéindig steuerbar sein und nicht beobachtbare Zustinde
besitzen, in anderen Zustandskoordinaten aber nicht ansteuerbare Zustinde ha-
ben, jedoch vollstindig beobachtbar sein.

9.7 Zusammenfassung

Lineare Systeme, insbesondere solche mit mehreren Eingangs- und Ausgangs-
groBen, lassen sich oft mit Vorteil durch ein Zustandsmodell beschreiben. Die
individuellen Zustandsvariablen kénnen, miissen aber nicht eine physikalische
Bedeutung haben. In jedem Fall kénnen wir fiir lineare, zeitinvariante Systeme
ohne Totzeiten immer mindestens ein Zustandsmodell in der Standardform mit
vier konstanten Zustandsmatrizen angeben.

Die allgemeine L&sung der Zustandsgleichungen und die daraus resultie-
rende Systemantwort ist in einer zumindest formal einfachen und sehr iiber-
sichtlichen Form mit Hilfe der Transitionsmatrix, die fiir LTI-Systeme ohne
Totzeiten durch eine Matrix-Exponentialfunktion ausgedriickt wird, angebbar.
Wir treffen dabei auf die Verallgemeinerungen bewihrter, ein System vollstdndig
und anschaulich charakterisierender Funktionen, nimlich die StoBantwort und
die Sprungantwort, die im MIMO-Fall als zeitabhiingige Matrizen erscheinen.

Fiir die effiziente, rechnerunterstiitzte Behandlung von Systemen im Zu-
standsraum brauchen wir einige Ergebnisse der linearen Algebra, also der Theo-
rie der Vektorrdume und der damit verkniipften linearen Abbildungen.
Wir gewinnen damit die Moglichkeit, scheinbar unterschiedliche Zustandsmodel-
le durch Koordinaten-Transformationen ineinander iiberzufiihren, diverse
Redundanzen eines Modell aufzudecken und durch die Wahl geeigneter Ko-
ordinaten besonders einfache Beschreibungen zu finden. Auch Fragen der
Steuerbarkeit von Systemen durch die Eingangsgréfen und die Beobacht-
barkeit der inneren Systemzustinde lassen sich mit diesen Methoden priizise
formulieren und beantworten.



