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1 Angabe
Man lose das RWP

y'(x)=3x—-2;  y(0)=2;4(1)=-3

2 Theoretische Grundlagen: Randwertaufgaben

Definition: Treten in der Bestimmungsgleichung fiir die eindeutige Charakterisierung der
Losung einer DGL Auswertungen der gesuchten Funktion und deren Ableitungen nicht
nur an einer Stelle (wie beim AWP), sondern an zwei Stellen a # b auf, dann spricht man
von einer Randwertaufgabe (RWA) bzw. von einem Randwertproblem (RWP).
Allgemeines Prinzip zur Losung von RWA /RWP:

e Auffinden der allgemeinen Losung der gegebenen DGL (mit Parametern ¢y, ca, . . ., ¢;,)

e Anpassen der Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, durch Einsetzen der Randbedingungen in
die allgemeine Losung

= Gleichungssystem ¢y, co, ..., cp

Spezialfall: DGL ist linear und Randbedingungen sind auch Linear = Lineares
Gleichungssystem fiir ¢y, co, ..., Cp.

Falls nichtlineare RWA /RWP, so ist das Problem i.A. wesentlich komplizierter.

Fir die Differentialgleichung 2. Ordnung

y' = f(z,y,y), a<z<ba<b

tritt meist eine der vier folgenden Randbedingungen auf:

(1) yla) =m y(b) =19 1. Art
(2) y'(a) =r y'(b) =1y 2. Art
(3)  ary(a) +asy/'(a) =r1  bry(b) + bay'(b) =12 3. Art
(4) y(a) = y(b) y'(a) =y (b) Period. Randbed.

(Tl,TQ, ai, az, b17 b2 S R)

In (1),(2) und (3) treten in jeder Gleichung nur die Werte fiir ein Intervallende auf
(Randbedingungen sind separier).

Fall (4) fiihrt mit 7" = b — a zu T-periodischen Losungen, falls f(z,y,y’) ebenfalls T-
periodisch in z ist.



3 Losung des Beispiels

Zunéachst integrieren wir zwei Mal:

y'(x) =3z — 2
3
y'(z) = 5:62 -2z 4+
1
y(x) = —2® — 22 + c1z + ¢

2

Einsetzen der Randbedingung y(0) = 2 ergibt ¢y = 2.
Einsetzen der Randbedingung y'(1) = —3 ergibt ¢; = —%.
Losung ist somit:
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1 Angabe

Man lose das nichtlineare RWP

y'+ W) =0 y(-1)=0;y/(1)=1

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Theoretische Grundlagen: Autonome Differentialgleichungen

Konkretes Anwendungsbeispiel: Nichtlineare Schwingungen. Die untenstehende, autono-
me (= von der Zeit t unabhéngige) Differentialgleichung tritt z.B. immer dann auf, wenn
die Zustandsidnderung z” einer skalaren Grosse x nur vom Zustand (z,z’) und nicht von
der Zeit t abhéngt.

Losungsverfahren fiir die autonome Differentialgleichung: ” = f(z, ), z(tg) = xo, 2/ (to) =
Vo:

1. Samtliche Nullstellen 7 von f(n,0) = 0 bestimmen. x(t) = n ist jeweils partikulére
Losung (Ruhelage)

2. Substitution 2’ = v, 2’ = v - v ergibt fiir v(x) die Differentialgleichung
v-v = f(z,v)
3. Allgemeine Losung v(x) = v(z, c1), ¢1 € R bestimmen

4. Anfangswertproblem ¢; aus vy = v(xg, ¢1) berechnen

5. Allgemeine implizite Losung ist

_ d§
tre= / v(€,c1)

6. Implizite Losung des Anfangswertproblems:

_ dg
t—i—Co/U(S’Cl)




2.2 Randwertaufgaben

Definition: Treten in der Bestimmungsgleichung fiir die eindeutige Charakterisierung der
Losung einer DGL Auswertungen der gesuchten Funktion und deren Ableitungen nicht
nur an einer Stelle (wie beim AWP), sondern an zwei Stellen a # b auf, dann spricht man
von einer Randwertaufgabe (RWA) bzw. von einem Randwertproblem (RWP).
Allgemeines Prinzip zur Losung von RWA /RWP:

e Auffinden der allgemeinen Losung der gegebenen DGL (mit Parametern ¢y, ca, . .., ¢;,)

e Anpassen der Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, durch Einsetzen der Randbedingungen in
die allgemeine Losung

= Gleichungssystem ¢y, co, ..., cp

Spezialfall: DGL ist linear und Randbedingungen sind auch Linear = Lineares
Gleichungssystem fiir ¢1, co, ..., Cp.

Falls nichtlineare RWA /RWP, so ist das Problem i.A. wesentlich komplizierter.

Fiir die Differentialgleichung 2. Ordnung

y' = f(z,y,y), a<z<ba<b

tritt meist eine der vier folgenden Randbedingungen auf:

(1) yla) =m y(b) =12 1. Art
(2) y'(a) =1 y'(b) =19 2. Art
(3)  awy(a)+agy(a)=r1  bry(db) + boy/(b) =12 3. Art
(4) y(a) = y(b) y'(a) = y'(b) Period. Randbed.

(7"1,7"2, ay, az, bla b2 S R)

In (1),(2) und (3) treten in jeder Gleichung nur die Werte fiir ein Intervallende auf
(Randbedingungen sind separier).

Fall (4) fithrt mit 7 = b — a zu T-periodischen Losungen, falls f(z,y,y’) ebenfalls T-
periodisch in x ist.

3 Losung des Beispiels

Wir iiberfithren die Differentialgleichung in eine trennbare:

Voy=z, o=2
’ dx
y dx = c dx |/
2
y P .
5 =C-T+Co

Yy = V2xcy + 2¢



Einsetzen der Randbedingung y(—1) = 0 ergibt:

0=+v2c1 + 2¢o

Daraus folgt, dass ¢; = ca gilt.
Einsetzen der Randbedingung /(1) = 1:

y = v2xc) + 2¢o
/ 1 -1
Yy = 5(21‘61 + 202) 22¢1

5/ 1

4
1 1
Y ¢ﬁ+ i
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1 Angabe

Man betrachte das RWP

§t) —y(t) =at+b  y(0) =0;9(1) =0

fir a,b € R. Mit Hilfe des Alternativsatzes zeige man, dass das RWP fiir jede Wahl von
a, b eindeutig losbar ist.

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Randwertaufgaben (allgemein)

Definition: Treten in der Bestimmungsgleichung fiir die eindeutige Charakterisierung der
Losung einer DGL Auswertungen der gesuchten Funktion und deren Ableitungen nicht
nur an einer Stelle (wie beim AWP), sondern an zwei Stellen a # b auf, dann spricht man
von einer Randwertaufgabe (RWA) bzw. von einem Randwertproblem (RWP).
Allgemeines Prinzip zur Losung von RWA /RWP:

e Auffinden der allgemeinen Losung der gegebenen DGL (mit Parametern c1, ca, . . ., ¢,)

e Anpassen der Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, durch Einsetzen der Randbedingungen in
die allgemeine Losung

= Gleichungssystem ¢y, co, ..., cp

Spezialfall: DGL ist linear und Randbedingungen sind auch Linear = Lineares
Gleichungssystem fiir ¢1, ¢, ..., Cp.

Falls nichtlineare RWA /RWP, so ist das Problem i.A. wesentlich komplizierter.

Fiir die Differentialgleichung 2. Ordnung

y' = fla,y,9),  a<az<ba<bd
tritt meist eine der vier folgenden Randbedingungen auf:
(1) y(a) =m y(b) =ry 1. Art
(2) Y(a) =m y'(b) =1 2. Art
(3)  ay(a) +agy'(a) =r1  bry(b) + b2y (b) = ro 3. Art
(4) y(a) = y(b) y'(a) = y'(b) Period. Randbed.

(r1,72,a1,0a2,b1,b2 € R)

In (1),(2) und (3) treten in jeder Gleichung nur die Werte fiir ein Intervallende auf
(Randbedingungen sind separier).

Fall (4) fithrt mit 7 = b — a zu T-periodischen Losungen, falls f(z,y,y’) ebenfalls T-
periodisch in x ist.



2.2 Lineare Randwertprobleme, Alternativsatz, Lésung des RWP

Seien a und b reelle Zahlen mit a < b. Ein Randwertproblem mit einer linearen Differen-
tialgleichung

L(y) =Y po(x) -y = q(2)
v=0

der Ordnung n und n linearen Randbedingungen
n—1
Rﬂ(y(a)) = Z%u'y(”)(a) = Oy, w=1...,s
v=0

n—1
Rp(y(b)):Zﬂw-y(”)(b):5#, p=s+1,....n
v=0

heist ein lineares Randwertproblem der Ordnung n.
Dabei sind die stetigen Funktionen p,(x), () sowie die Zahlen oy, Buy, au, By gegeben.
Das lineare Randwertproblem heisst

e vollhomogen, falls ¢(z) =0 und o, =0, 5, = 0 fiir alle p gilt
e halbhomogen, falls entweder ¢(z) = 0 oder alle «,, 3, = 0 sind
e inhomogen sonst.

Jedes inhomogene lineare Randwertproblem 1 asst sich folgendermafien in ein halbhomo-
genes Randwertproblem umformen:

e Sei ¢(z) eine spezielle L7 osung der Differentialgleichung. Es gilt also L(¢) = ¢(z).
Mit dem Ansatz y(x) = ¢ (z) + z(z) ergeben sich fiir z die homogene Differential-
gleichung L(z) = 0 und die neuen Randbedingungen

R, (2(a)) = a, w=1...,8
Ru(z(0)) =By, p=s+1,....n
mit &, := R,(¢(a)) und B, := B, — Ru((b)).

e Sei *(x) eine Funktion, die die folgenden Randbedingungen erfiillt:

R,(¢*(a) =ou, 1<p<s
Ry(¢*(b)) =By,  s+l<p<n

Mit dem Ansatz y(x) = ¢*(x) + w(z) ergibt sich fiir w die lineare Differentialglei-
chung

Lw)=q¢ mit  ¢(z)=q(x) - L")



und die homogenen Randbedingungen

R,(w(a)) =0, w=1...,s
R, (w(b)) =0, p=s+1,....n

In beiden Féllen ist ein halbhomogenes Randwertproblem entstanden.

Zur Untersuchung der Losbarkeit linearer Randwertprobleme kénnen wir ohne Einschran-
kung stets von einem halbhomogenen Randwertproblem mit einer homogenen Differenti-
algleichung ausgehen. Es gilt der Alternativsatz: Ausgangspunkt sei das Randwertpro-

blem aus mit ¢(z) = 0. Es sei {y1(x),...,yn(z)} ein Fundamentalsystem von Losungen
der homogenen Differentialgleichung L(y) = 0, und es sei ferner
Ri(yi(a)) -+ Ri(ya(a))
Rs(y1(a)) Rs(yn(a))
A :=det R :=det
Rsr1(y1(b)) Rs+1(yn(D))
Rn(y1(b)) R (yn(D))

sowie v = (a1, .., 0 Bsit, -y ).
Es gibt drei Alternativen:

o Ist A # 0, dann ist das Randwertproblem eindeutig losbar.

e Ist A =0 und gilt rg R =rg(R,7), dann hat das Randwertproblem unendlich viele
Losungen.

e Ist A =0 und gilt rg R < rg(R,~), dann ist das Randwertproblem unlosb ar.
Anmerkungen:

e Erinnerung an den Begriff des Ranges einer Matrix M: rg M (der Rang von M)
ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (oder Zeilen) der Matrix M. Ist
a ein Spaltenvektor mit genauso viel Komponenten, wie M Zeilen besitzt, dann ist
(M, a) die Matrix, die aus M durch Hinzufiigen der Spalte a entsteht.

e Ist das Randwertproblem vollhomogen, dann existiert bei der ersten Alternative
nur die triviale Losung y(x) = 0. Die dritte Alternative tritt nicht auf.

Zusammengefasst die Schritte zur Losung eines linearen Randwertproblemes:

1. Man bestimme eine spezielle Losung 1(z) der inhomogenen Differentialgleichung
L(y) = ¢(x) und forme das Randwertproblem in ein halbhomogenes Randwertpro-
blem mit homogener Differentialgleichung um.

2. Man berechne ein Fundamentalsystem aus Lésungen {21(z), ..., z,(2)} von L(2) =

0, bilde die Matrix R und den Vektor v = (G, ..., &s, Bsi1s---,0n) .



3. Im Falle der Losbarkeit (ersten beiden Alternativen) lose man das lineare Glei-
chungssystem R -c¢ = nach ¢ = (cy,...,c,)T auf.

4. Die gesuchte Losung des Randwertproblems lautet nun:

y(@) = (@) + 3 ex - zu(a)
k=1

3 Losung des Beispiels

Man betrachte das RWP

§(t) —yt) =at+0b y(0) =0;y(1) =0

fiir a,b € R. Mit Hilfe des Alternativsatzes zeige man, dass das RWP fiir jede Wahl von
a, b eindeutig l6sbar ist.

Wir betrachten zunachst das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen Dif-
ferentialgleichung A2 = 1, was die Losungsbasis ¢1(t) = e~* und ¢o(t) = e’ ergibt.

Nun wird die Fundamentalmatrix ®(¢) gebildet:

o) - (5 )= (55 %)

R und S werden nach den Randbedingungen gebildet:

(o) = (o)

Nun wird die Matrix D berechnet:

a

— a
Die Determinante von D ist:
”DH — o @, eb e . % = eb—a _ ea—b

a und b sind nicht die Randwerte, sondern 0 und 1 - die Determinante lautet:

1
D] =e——
e

Damit ist das Randwertproblem eindeutig l6sbar.
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1 Angabe

Man betrachte das inhomogene lineare RWP
Lyl = 5™ (@) + an-1(2)y" (@) + - +a@)y(@) = b(x);  Rijla) + SGb) =
Man zeige nun: falls eine Funktion ¢(z) die inhomogene Randbedingung erfiillt, also

Ry (a) 4+ S(b) = f, dann fiihrt die Substitution z(z) := y(z) — ¢ (z) auf ein halbhomo-
genes lineares Randwertproblem fiir die Funktion z(x).

2 Theoretische Grundlagen: Randwertaufgaben (allgemein)

Definition: Treten in der Bestimmungsgleichung fiir die eindeutige Charakterisierung der
Losung einer DGL Auswertungen der gesuchten Funktion und deren Ableitungen nicht
nur an einer Stelle (wie beim AWP), sondern an zwei Stellen a # b auf, dann spricht man
von einer Randwertaufgabe (RWA) bzw. von einem Randwertproblem (RWP).
Allgemeines Prinzip zur Losung von RWA /RWP:

e Auffinden der allgemeinen Losung der gegebenen DGL (mit Parametern c1, ca, . . ., ¢)

e Anpassen der Koeffizienten ¢y, co, ..., ¢, durch Einsetzen der Randbedingungen in
die allgemeine Losung

= Gleichungssystem ¢y, co, ..., cp

Spezialfall: DGL ist linear und Randbedingungen sind auch Linear = Lineares
Gleichungssystem fiir ¢1, ¢, ..., Cp.

Falls nichtlineare RWA /RWP, so ist das Problem i.A. wesentlich komplizierter.

Fiir die Differentialgleichung 2. Ordnung

y' = f(z,y,y), a<z<ba<b

tritt meist eine der vier folgenden Randbedingungen auf:

(1) yla) =r y(b) =9 1. Art
(2) y'(a) =r y'(b) =1y 2. Art
(3) ary(a) +agy'(a) =r1  bry(b) + by’ (b) =1 3. Art
(4) y(a) = y(b) y'(a) = y'(b) Period. Randbed.

(r1,r2,a1,a2,b1,b2 € R)

In (1),(2) und (3) treten in jeder Gleichung nur die Werte fiir ein Intervallende auf
(Randbedingungen sind separier).

Fall (4) fithrt mit 7 = b — a zu T-periodischen Losungen, falls f(z,y,y’) ebenfalls T-
periodisch in x ist.



2.1 Lineare Randwertprobleme, Alternativsatz, Lésung des RWP

Seien a und b reelle Zahlen mit a < b. Ein Randwertproblem mit einer linearen Differen-
tialgleichung

L(y) =Y po(x) -y = q(2)
v=0

der Ordnung n und n linearen Randbedingungen
n—1
Rﬂ(y(a)) = Z%u'y(”)(a) = Oy, w=1...,s
v=0

n—1
Rp(y(b)):Zﬂw-y(”)(b):5#, p=s+1,....n
v=0

heist ein lineares Randwertproblem der Ordnung n.
Dabei sind die stetigen Funktionen p,(x), () sowie die Zahlen oy, Buy, au, By gegeben.
Das lineare Randwertproblem heisst

e vollhomogen, falls ¢(z) =0 und o, =0, 5, = 0 fiir alle p gilt
e halbhomogen, falls entweder ¢(z) = 0 oder alle «,, 3, = 0 sind
e inhomogen sonst.

Jedes inhomogene lineare Randwertproblem 1 asst sich folgendermafien in ein halbhomo-
genes Randwertproblem umformen:

e Sei ¢(z) eine spezielle L7 osung der Differentialgleichung. Es gilt also L(¢) = ¢(z).
Mit dem Ansatz y(x) = ¢ (z) + z(z) ergeben sich fiir z die homogene Differential-
gleichung L(z) = 0 und die neuen Randbedingungen

R, (2(a)) = a, w=1...,8
Ru(z(0)) =By, p=s+1,....n
mit &, := R,(¢(a)) und B, := B, — Ru((b)).

e Sei *(x) eine Funktion, die die folgenden Randbedingungen erfiillt:

R,(¢*(a) =ou, 1<p<s
Ry(¢*(b)) =By,  s+l<p<n

Mit dem Ansatz y(x) = ¢*(x) + w(z) ergibt sich fiir w die lineare Differentialglei-
chung

Lw)=q¢ mit  ¢(z)=q(x) - L")



und die homogenen Randbedingungen

R,(w(a)) =0, w=1...,s
R, (w(b)) =0, p=s+1,....n

In beiden Féllen ist ein halbhomogenes Randwertproblem entstanden.

Zur Untersuchung der Losbarkeit linearer Randwertprobleme kénnen wir ohne Einschran-
kung stets von einem halbhomogenen Randwertproblem mit einer homogenen Differenti-
algleichung ausgehen. Es gilt der Alternativsatz: Ausgangspunkt sei das Randwertpro-

blem aus mit ¢(z) = 0. Es sei {y1(x),...,yn(z)} ein Fundamentalsystem von Losungen
der homogenen Differentialgleichung L(y) = 0, und es sei ferner
Ri(yi(a)) -+ Ri(ya(a))
Rs(y1(a)) Rs(yn(a))
A :=det R :=det
Rsr1(y1(b)) Rs+1(yn(D))
Rn(y1(b)) R (yn(D))

sowie v = (a1, .., 0 Bsit, -y ).
Es gibt drei Alternativen:

o Ist A # 0, dann ist das Randwertproblem eindeutig losbar.

e Ist A =0 und gilt rg R =rg(R,7), dann hat das Randwertproblem unendlich viele
Losungen.

e Ist A =0 und gilt rg R < rg(R,~), dann ist das Randwertproblem unlosb ar.
Anmerkungen:

e Erinnerung an den Begriff des Ranges einer Matrix M: rg M (der Rang von M)
ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (oder Zeilen) der Matrix M. Ist
a ein Spaltenvektor mit genauso viel Komponenten, wie M Zeilen besitzt, dann ist
(M, a) die Matrix, die aus M durch Hinzufiigen der Spalte a entsteht.

e Ist das Randwertproblem vollhomogen, dann existiert bei der ersten Alternative
nur die triviale Losung y(x) = 0. Die dritte Alternative tritt nicht auf.

Zusammengefasst die Schritte zur Losung eines linearen Randwertproblemes:

1. Man bestimme eine spezielle Losung 1(z) der inhomogenen Differentialgleichung
L(y) = ¢(x) und forme das Randwertproblem in ein halbhomogenes Randwertpro-
blem mit homogener Differentialgleichung um.

2. Man berechne ein Fundamentalsystem aus Lésungen {21(z), ..., z,(2)} von L(2) =

0, bilde die Matrix R und den Vektor v = (G, ..., &s, Bsi1s---,0n) .



3. Im Falle der Losbarkeit (ersten beiden Alternativen) lose man das lineare Glei-
chungssystem R -c¢ = nach ¢ = (cy,...,c,)T auf.

4. Die gesuchte Losung des Randwertproblems lautet nun:

y(@) = (@) + 3 ex - zu(a)
k=1

3 Losung des Beispiels

Ly = (" (@) + o™ (@) + ) ar(@) - (210 (@) + o) = b(a)
y(m t=0
n—1 n—1
Llz] = 2™ () + Z ap(z) - 2 (z) = b(x), b(z) = b(z) — ™ (z) — Z ap(@) - v (2)
t=0 t=0
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1 Angabe

Man bestimme die Green-Funktion des Randwertproblems

y' +y=0bx)  y0)—y(r)=0y'(0)—y(m) =0

2 Theoretische Grundlagen: Green-Funktion

Green-Funktion fiir RWP mit homogener Randbedingung: Ist X (¢) eine Funda-
mentalmatrix von & = A(t)x und det D # 0 mit D = RX(a) + SX(b), so besitzt das
RWP

&= A(t)xr + b(t), Rz(a) + Sz(b) =0

die eindeutige Losung

b
z(t) = / G(t,7)b(T)0T
mit der Matrix-Funktion G : [a,b] X [a,b] — R™™ der Gestalt:

X()[-D7 18X (b)] X (7)1 t<T<b

G(t, 1) = {X(t)[E - D7ISX(D)X (1)t a<T<t

G ist die Green-Funktion des RWP.

Wenn ein halbhomogenes RWP eine Green-Funktion besitzt, kann durch Superposition
einfach die Losung des zugehorigen inhomogenen RWP errechnet werden. Ist x(¢) eine
Losung des RWP und y(t) eine beliebige, leicht zu bestimmende Funktion, welche nur
die Randbedingungen Ry(a) + Sy(b) = r erfillt, so geniigt z(t) := x(t) — y(¢) dem
halbhomogenen RWP

5= Az +b(t) — (y(t) — A()y(t)),  Rz(a)+ Sz(b) =0
Losung des inhomogenen RWP mit der Green-Funktion:

1. Suche ein y(t), das nur den inhomogenen Randbedingungen Ry(a) + Sy(b) = r
geniigt.

2. Berechnung der Green-Funktion G des zugehérigen halbhomogenen RWP
b
) = [ G~ ir) + Ay(r)or

3. z(t) = y(t) + 2(¢) ist die Losung des RWP.



3 Losung des Beispiels
Betrachten Randbedingungn y(0) — y(7) = 0:
¢1 - cos(0) + ¢2 - sin(0) — (d1 - cos(m) + d1 - sin(w)) =0

Betrachten Randbedingung y'(0) — ¢/ (pi) = 0. Beide Teile der Green Funktion muss man
ableiten und dann einsetzen:

—cq - sin(0) + ¢ - cos(0) — (—d1 - sin(7) + d2 - cos(7)) = 0

Zwei weitere Gleichungen erhélt man dann noch aus der 3. Bedingung fiir die Green-
Funktion:

¢1 - cos(w) + ¢g - sin(w) = d1 - cos(w) + d2 - sin(w) — d1 - sin(w) + d2 - cos(w) — (—¢; - sin(w) + ¢3 - cos(w))

Man erhéalt die folgende Green-Funktion:

-sin(w) - cos(z) — & - cos(w) -sin(z) O0<z<w

-sin(w) - cos(z) + & - cos(w) - sin(z) w<a<w

N[

G(x,w) = {

1
2
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1 Angabe

Man bestimme die Green-Funktion des Randwertproblems

y'=bz)  y0)+y0) =0y (0)+y'(1)=0

2 Theoretische Grundlagen: Green-Funktion

Green-Funktion fiir RWP mit homogener Randbedingung: Ist X (¢) eine Funda-
mentalmatrix von & = A(t)x und det D # 0 mit D = RX(a) + SX(b), so besitzt das
RWP

&= A(t)xr + b(t), Rz(a) + Sz(b) =0

die eindeutige Losung

b
x(t) = / G(t,7)b(T)0T
mit der Matrix-Funktion G : [a,b] X [a,b] — R™™ der Gestalt:

X()[-D7 18X (b)) X (7)1 t<T<b

G(t,1) = {X(t)[E - D7ISX(D)X (1)t a<T<t

G ist die Green-Funktion des RWP.

Wenn ein halbhomogenes RWP eine Green-Funktion besitzt, kann durch Superposition
einfach die Losung des zugehorigen inhomogenen RWP errechnet werden. Ist x(t) eine
Losung des RWP und y(t) eine beliebige, leicht zu bestimmende Funktion, welche nur
die Randbedingungen Ry(a) + Sy(b) = r erfillt, so geniigt z(t) := x(t) — y(¢) dem
halbhomogenen RWP

5= Az +b(t) — (y(t) — A)y(t)),  Rz(a)+ Sz(b) =0
Losung des inhomogenen RWP mit der Green-Funktion:

1. Suche ein y(t), das nur den inhomogenen Randbedingungen Ry(a) + Sy(b) = r
geniigt.

2. Berechnung der Green-Funktion G des zugehérigen halbhomogenen RWP
b
) = [ G0~ ilr) + Ay(r)or

3. z(t) = y(t) + 2(¢) ist die Losung des RWP.



3 Losung des Beispiels

Es gilt:

Wir erhalten:

Losungsbasis: y(x) = ¢1 -  + ¢ erhélt man aus

b
y(z) = / 9, w)b(w) dw
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LVA 118.181, Ubungsrunde 7, 01.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 06.12.2006

1 Angabe

Man bestimme alle reellen Eigenwerte A € R und die zugehorigen Eigenfunktionen des
linearen Eigenwertproblems

y' = Ny=0  y1)=y(-1)y 1) =y (-1)

2 Theoretische Grundlagen: Lineares Eigenwertproblem

Spezielle Randwertprobleme, die von einem Parameter A abhédngen. Betrachte vollhomo-
genes lineares RWP. Die Existenz von nichttrivialer Losung y(x) = 0 héngt von der Wahl
des Parameters A € C (oder A € R) ab.

Definition: Jeder Wert A, fiir den das vollhomogene RWP nichttriviale Losungen besitzt,
heiflt Eigenwert. Die zugehorigen nichtrivialen Losungen y(z) heifen Eigenfunktionen
zum Eigenwert .

Anmerkung: Aus dem Alternativsatz folgt: det D =0 < ) ist Eigenwert.

3 Losung des Beispiels

Ve (1 0 (-1 0

Losen charakteristisches Polynom und bilden Fundamentalmatrix ®:

a?=XN=0 = a=+\
Az e
¢ = <)\ A e)"“’)

Wir berechnen, in Anlehnung an die Ausfiihrungen zum Alternativsatz, die Determinante
von D=R-®(1)+ S5 d(-1):

p_ (L O) (A e”\+—10'/\ er \
- \0 1 Aoed —Xoe? 0 -1 Aoer =Xt T

A e A n A —et _ 2 e A — el
A-ed —N-e A e Xeer) T Vet e Sae ANt

det D=2-X-(—e*+eM)2=0



Wenn A = 0 ist, existiert triviale Losung. Wir berechnen nun ¢; und co:

y=c- e)v;r + ey - e—)vx

Az Az

y=A-cp-e"" —Aég-e”
A=0 =y=c+c, vy =0

y1)=y(-1): c1+ca=c1+c

y' braucht nicht mehr betrachtet zu werden. ¢; und ¢y konnen beliebig gewéhlt werden.
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