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Kapitel 1

Motivierung mit
Anwendungsbeispielen

In der Informatik beschiftigt man sich hiufig mit Systemen, die auf Eingaben, al-
so Inputs, reagieren und nach irgendwelchen Vorschriften Ausgaben, also Outputs,
produzieren. Diese Systeme konnen z.B. Hard- oder Softwaresysteme sein. Inter-
essiert der konkrete Inhalt nicht, so spricht man von einer Schwarzen Schachtel
(black boz).

Input Output
System S
X Y

Der Ubergang von z nach y wird durch einen Leistungsparameter z (performan-
ce parameter) charakterisiert, der natiirlich vom Zustand des Systems abhingt.
Beispiele sind

Ausfiihrungszeit (von Programmen) des Ubergangs von z nach Yy
Anzahl der Ausfithrungsschritte, um von x nach ¥ zu kommen
Korrektheit (z.B. z = 0 wenn Ergebnis richtig ist, = 1 sonst)
Betriebsmittelbedarf zur Erlangung des Ergebnisses

Durchfiihrbarkeit (z.B. z = 1 falls bereitgestellte Betriebsmittel nicht ausrei-
chen, z = 0 sonst)

Eintritt /Nichteintritt von speziellen Systemzustinden (z.B. Uberlauf, Sy-
stemverklemmung - ,, deadlock®)

Anzahl von Prozessorbelegungen je Zeiteinheit.



Weitere Beispiele sind in der folgenden Tabelle 1.1, abhéngig von der Art des

Systems, dargestellt.

Typische Analysen eines solchen Leistungsparameters sind

e ,worst-case“ - Analyse

e  average-case“ - Analyse

e ,Median-Fall“ - Analyse

Es gibt natiirlich noch viele andere Moglichkeiten der Untersuchung von Syste-
men, die irgendwie auch vom Zufall beeinflusst sind, und von denen werden einige

in dieser Vorlesung diskutiert.

Tabelle 1.1: Beispiele von Systemen mit Input, Output und Leistungsparameter

(Pflug, 1986).

[21]

System Input Output Leistungsparame-
ter

Anwendungsprogramme | Daten Ergebnis Laufzeit,
Korrektheit,
Speicherbedarf

Compiler Quellenpro- Objektpro- Compilationszeit,

gramm gramm Korrektheit

Dateizugriffsroutine Anforderung Daten Zugriffszeit

Information-Retrieval- | Anfrage Antwort Zugriffszeit,

System Korrektheit

Mustererkennungspro- | Muster Klassifikation | Korrekte

gramm Klassifikation

Terminal- Kommando Riickmeldung | Response-Zeit

Betriebssystem

Batch-Betriebssystem Benutzerjob Ergebnis Turnaround-Zeit




Kapitel 2

Einleitung - Was ist Statistik?

2.1 Uberblick und Definition

Beim Wort , Statistik denkt man zunichst meist an umfangreiche Tabellen und
an grafische Darstellungen, die irgendwelche Sachverhalte verdeutlichen (oder auch
verschleiern) sollen. Damit erfasst man jedoch nur einen Teil der Statistik, die Be-
schreibende Statistik oder Deskriptive Statistik. Diese dient dazu, umfangreiche Da-
tensdtze einerseits moglichst iibersichtlich und anschaulich darzustellen und zum
anderen durch moglichst wenige, einfache MafBzahlen (wie Mittelwert und Streu-
ung) zu ersetzen (, Datenreduktion®).

Oft fasst man die Daten jedoch nur als Stichprobe aus einer gréferen (wirklichen
oder hypothetischen) Population auf und méchte ihre Aussage auf die gesamte Po-
pulation verallgemeinern. Dabei muss man die zufélligen Schwankungen der Stich-
probenwerte um die entsprechenden Werte in der Gesamtpopulation beriicksichti-
gen und quantitativ erfassen. Hierzu dient die Analytische Statistik (Beurteilende,
Schliefende Statistik, auch Mathematische Statistik im weiteren Sinne genannt).
Sie baut auf den Zufallsmodellen und Zufallsgesetzen auf, die in der Wahrschein-
lichkeitstheorie hergeleitet werden, und versucht unter anderem, moglichst einfa-
che und begriindete oder bewihrte statistische Modelle an die Daten anzupassen
(Schitzungen) und die Giite der Anpassung zu priifen (Tests).

Die Analytische Statistik ist gleichsam die Umkehrung der Wahrscheinlichkeits-
theorie: diese geht von Wahrscheinlichkeitsmodellen aus und berechnet die Wahr-
scheinlichkeiten zukiinftiger Beobachtungen; die Analytische Statistik geht von den
Beobachtungen aus und versucht, Schliisse auf das zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeitsmodell zu ziehen. Wegen ihres engen Zusammenhanges werden beide Ge-
biete auch unter dem Namen Stochastik (Lehre vom Zufall) zusammengefasst.

Innerhalb der Analytischen Statistik leitet die Mathematische Statistik (im en-
geren Sinne) die mathematischen Eigenschaften verschiedener Schitz- und Testme-
thoden unter wohldefinierten Voraussetzungen her, und die Angewandte Statistik
oder Statistische Datenanalyse benutzt diese Erkenntnisse bei der Auswertung kon-
kreter Daten. Fiir diese Auswertung werden auch oft Methoden der Deskriptiven

9



2.2. Was leistet die Statistik? 10

Statistik angewandt, besonders dann, wenn man erst nach plausiblen Modellen su-
chen muss (,,forschende* oder ezplorative Datenanalyse). Demgegeniiber bezeichnet
man die Situation, in der man nur ein oder einige wenige gegebene Modelle sta-
tistisch priift, auch als ,bestatigende” oder ,konfirmatorische Datenanalyse® (et-
was ungliicklich, da Hypothesen meist nur verworfen und nicht bewiesen werden
konnen).

Nun sind allerdings der rein schematischen, mechanischen Anwendung stati-
stischer Methoden gewisse Schranken gesetzt. Bekanntlich stimmen Modell und
Wirklichkeit stets nur mehr oder weniger genau iiberein. Aulerdem stehen oft
mehrere, nahezu gleichwertige Auswertungsmethoden zur freien Auswahl. Ande-
rerseits muss man sich sehr oft mit kiinstlich vereinfachten Modellen begniigen,
weil das realistischere, kompliziertere Modell entweder noch gar nicht mathema-
tisch erforscht ist oder unter den gegebenen Umstéinden zu aufwendig wire; und es
Ist eine Ermessensfrage zu beurteilen, ob das einfache Modell fiir die vorgesehenen
Zwecke hinreichend genau ist. Aus all dem ergibt sich, dass in der fortgeschritte-
nen Datenanalyse (wie natiirlich in guter Forschung iiberall) auch die Intuition eine
gewisse Rolle spielt: nicht umsonst spricht man von der ,, Kunst der Datenanalyse.

Zusammenfassend kénnen wir definieren: Die Statistik ist die Wissenschaft und
Kunst der Erfassung und Analyse von Datenstrukturen unter Beriicksichtigung
der unvermeidlichen Unschérfe, die durch zufillige Schwankungen und Fehler ver-
ursacht wird.

Die Gliederung der Statistik kénnen wir in folgendem Schema darstellen:

Statistik Stochastik

-~

Deskriptive Statistik Analytische Statistik  Wahrscheinlichkeitstheorie

2.2 Was leistet die Statistik?

Sie gibt Wege an, um auch umfangreiche und komplizierte Datensitze moglichst
anschaulich darzustellen.

Sie zeigt, wie man grofie Datenmengen durch einige wenige Zahlen und eventu-
elle Zusatzangaben (z.B. ,ungefihre Exponentialverteilung®) mit minimalem In-
formationsverlust zusammenfassen kann.

Sie beschreibt einfache und wichtige Modelle zur Erfassung der Natur (z.B.
linearer oder quadratischer Zusammenhang zweier Gré8en oder ihrer Logarithmen;
additives oder multiplikatives Zusammenwirken mehrerer Faktoren).

Sie bietet héufig benutzbare Modelle fiir die zufilligen Schwankungen und
zufélligen Fehler, die in Daten beobachtet werden konnen (z.B. Binomial- und
Poisson-Verteilung fiir die Anzahl der Fille, in denen ein bestimmtes Ereignis
zufillig eintritt; Normalverteilung - Gaufi’sche Glockenkurve - fiir die GréSe von
Messfehlern).



2.3. FEinige typische Fragestellungen (,Kleines Einmaleins“ der Statistik) 11

Sie untersucht und vergleicht verschiedene Versuchspline gleichen Umfangs zur
Messung mehrerer Effekte, oder zur Priifung einer Hypothese, oder zur schrittwei-
sen Suche eines Optimums oder zum Ziehen einer Stichprobe aus einer struktu-
rierten Grundgesamtheit. Dadurch kann, bei gleicher Genauigkeit, der Versuchs-
aufwand oft stark reduziert werden.

Sie priift, inwieweit beobachtete Abweichungen von einem Modell dem Zufall
zugeschrieben werden konnen, also ob Daten und Modell oder Hypothese im Rah-
men der zufélligen Fehler miteinander vereinbar sind oder nicht (Tests).

Sie liefert eine mdglichst gute Anpassung der unbekannten Konstanten (Pa-
rameter) eines Modells an die Daten, unter Beriicksichtigung des Vorhandenseins
von zufilligen (eventuell auch groben) Fehlern (Schdtzungen, genauer Punktschit-
zungen); gleichzeitig gibt sie die ungefahre Genauigkeit dieser Anpassung an (Stan-
dardfehler, Vertrauensbereiche).

Ferner, auf einer hoheren Stufe der Theorie:

Sie gibt die Grundlagen fiir méglichst verniinftige (rationale) Entscheidungen,
besonders Routine-Entscheidungen, und studiert die damit verbundenen langfristi-
gen Risken (Entscheidungstheorie).

Sie versucht, moglichst genau den Zustand unseres unvollkommenen und unsi-
cheren Teilwissens zu beschreiben (Likelihood- Theorie).

Sie bietet Formalismen, um (subjektive oder objektive) Vorkenntnisse explizit
und zwangsldufig in die Datenanalyse einzubauen (Bayes- Theorie).

2.3 Einige typische Fragestellungen (,,Kleines Ein-
maleins“ der Statistik)

Gegeben sei ein Haufen von Zahlen, die alle dieselbe Gréfe oder Variable mes-
sen (z.B. die Giite eines Erzvorkommens an verschiedenen Orten einer ungefihr
homogenen Lagerstitte).

Wie sieht die Verteilung dieser Zahlen aus? Ein- oder mehrgipfelig, symme-
trisch oder schief, mit oder ohne Ausreisser? (Darstellung und Beschreibung einer
Stichprobe.)

Wo liegen Maximum, Minimum, Mittelwert (und andere Kenngroflen); wie stark
streuen die Zahlen um den Mittelwert? (,,Datenreduktion“, Kurzbeschreibung der
Stichprobe durch Statistiken; diese dienen oft gleichzeitig als Schatzungen fiir un-
bekannte Parameter.)

Stimmt die Verteilung im Rahmen der Beobachtungsgenauigkeit mit einer Gaup-
schen Glockenkurve iberein? (Test einer Verteilung.)

Ist der Mittelwert mit dem (sehr genau bekannten) Mittelwert einer Theorie
(oder einer viel gréSeren Population, z.B. Bevélkerung eines Landes) vereinbar?
(Test eines Parameters.)

Dazu: Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, eine Anderung des Populationsmit-
tels (Parameters) um z.B. +20% durch den Test zu entdecken? (Macht des T: ests.)



2.3. Einige typische Fragestellungen (,Kleines Einmaleins“ der Statistik) 12

Wieviele Beobachtungen benétigt man, um eine Anderung des Parameters um
+20% mit geniigend grofier Wahrscheinlichkeit nachzuweisen, wenn die Genauigkeit
der Daten bekannt ist? (Bestimmung des bendtigten Stichprobenumfangs.)

Wie genau ist durch den Stichprobenmittelwert der Mittelwert in der ganzen
Population bestimmt? (Angabe durch den Standardfehler des Mittels, oder durch
einen Vertrauensbereich fiir den Populationsmittelwert.)

Gegeben sei eine einzige, beobachtete Anzahl (z.B. die Anzahl Bakterienkolo-
nien auf einem Néhrmedium, oder die Anzahl Personen, die bei einer Meinungs-
umirage fiir etwas sind, oder die Anzahl von Benutzern eines Computers pro Tag,
von Zugriffen auf eine Datenbank pro Zeiteinheit - Zdhldaten im Gegensatz zu
Messdaten).

Dann gibt in vielen Féllen diese Anzahl ihre eigene Genauigkeit an. Man braucht
also keine wiederholten Beobachtungen und kann trotzdem alle genannten Fra-
gen Uber die mittlere Anzahl bzw. die Gesamtzahl in der untersuchten Populati-
on beantworten (Test eines Parameters, Macht gegeniiber anderen hypothetischen
Parametern, benétigter Stichprobenumfang, Schitzung des zufélligen Fehlers und
Angabe von Vertrauensbereichen).

Gegeben seien 2 Stichproben von Messdaten aus 2 verschiedenen Populationen
(z.B. Gewichte von Ménnern und Gewichte von Frauen, SO,-Ausstofl vor und nach
Einbau eines Filters in einer Verbrennungsanlage, KorngréBen von zwei verschie-
denen Lagern).

Ist es moglich, dass die Populationsmittel trotz des Unterschieds der beiden
Stichprobenmittel gleich sind? (Test der Gleichheit zweier Parameter.)

Ist es méglich, dass sogar die gesamten Verteilungen (also auch Streuung und
Gestalt der Verteilungen) in beiden Populationen gleich sind? (Test der Gleichheit
zweier Verteilungen.)

Gegeben seien Beobachtungen, die nach 2 Merkmalen gleichzeitig klassifiziert
werden (z.B. Personen nach Raucher und Lungenkrebs: jeweils ja oder nein; Korn-
grofle und Festigkeit).

Ist es moglich, dass die beiden Merkmale in der untersuchten Population (stati-
stisch) unabhéngig sind, oder besteht ein gesicherter statistischer (1) (nicht notwen-
dig kausaler!) Zusammenhang? (Test einer Verteilung, die sich aus dem speziellen
»Modell“ der ,, Unabhingigkeit“ ergibt.)

Gegeben seien Objekte, bei denen 2 Gréfien gleichzeitig gemessen wurden (z.B.
Kérpergréfie vom Vater und vom Sohn bei Vater /Sohn-Paaren; Studentenzahl und
durchschnittlicher Erfolg, Maschinenbelegung und Zugriffszeit).

Besteht ein gesicherter statistischer (1) Zusammenhang, eine Korrelation, zwi-
schen den beiden Gréfen in der Gesamtpopulation? (Test eines Parameters: Prii-
fung, ob die Korrelation in der Population gleich Null sein kann.)

Diese Fragestellungen und ihre Beantwortung in den genannten einfachen Fillen
sind gewissermaflen das kleine Einmaleins der Statistik. Es genligt in erster Linie
oft auch fiir kompliziertere Situationen: diese kann man gleichsam in ihre Elemen-
tarbausteine zerlegen und sie mit etwas Uberlegung und etwas Grundverstindnis
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fiir Zufallsgesetze wieder zusammenkitten. Dieselben Fragestellungen und dieselben
Lésungsprinzipien treten auch in den hoheren Teilgebieten der Statistik auf (z.B.
in der Varianzanalyse, Regression, Multivariate Statistik, Zeitreihenanalyse, Ana-
lyse raumlich abhéngiger Daten), und das Verstindnis der elementaren Probleme
ermoglicht zwar nicht das Verstandnis komplizierter mathematischer Beweise, wohl
aber eventuell das Verstindnis ihrer Resultate, das fiir den Anwender der Statistik
entscheidend ist. Zum Begreifen der meisten elementaren Lésungen (nimlich aller,
die Schliisse iiber die Stichprobe hinaus auf eine umfassendere Population ziehen)
sind natiirlich bereits Kenntnisse der einfachsten und wichtigsten Zufallsgesetze,
also Grundkenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie nétig.

2.4 Es stimmt nicht, dass ...

...man mit Statistik alles beweisen kann. (In einem engeren Sinn kann man
sogar behaupten, dass sich Hypothesen nur statistisch widerlegen, niemals aber
beweisen lassen.) Allerdings ldsst sich bekanntlich Statistik leicht und stark zu
»Liigen“ verschiedenster Art missbrauchen.

... der Statistiker einem sagt, man miisse alles 10 mal tun. Bei Z&hlungen geniigt
meist eine einzige Zahl, und bei Messungen unter verschiedenen Versuchsbedingun-
gen reicht oft 1/4 oder 1/8 des vollstdndigen Versuchsplans vollauf.

...die Befragung von 1000 Menschen aus einer Million genauso dumm und
nichtssagend ist wie die von einem Menschen aus 1000. Sie ist etwa so informativ
wie die Befragung von 500 aus 1000, oder von 1001 aus einer unendlichen Grund-
gesamtheit.

...jemand mit den Fiien im Eis und dem Kopf im Feuer sich im statistischen
Mittel wohl fiihlt. Die Streuung ist meist genauso wichtig wie das Mittel.

...der Fehler des arithmetischen Mittels bei wachsender Beobachtungszah! ge-
gen Null strebt. Er strebt gegen den systematischen Fehler.

...man bei der Durchfithrung eines Experiments immer alle Versuchsbedingun-
gen aufler einer konstant halten soll. Wenn man (sofern moglich) planmdfig viele
Versuchsbedingungen gleichzeitig variiert, so erhilt man bei gleichem Versuchsum-
fang genauere Ergebnisse, die sich zudem leichter verallgemeinern lassen.

-..man Wiederholungen eines Experiments stets unter méglichst gleicharti-
gen Bedingungen durchfiihren soll. Man soll sie in der Regel unter moglichst ver-
schiedenartigen Bedingungen durchfiihren, um die Verallgemeinerungsfihigkeit zu
erhohen.

2.5 Wie man mit Statistik liigt

Missbrauche der Statistik sind so zahlreich, dass es sogar ganze Biicher dariiber
gibt. Thre Ursachen reichen von Dummbheit und Naivitit iiber zwielichtiges ge-
schicktes Manéovrieren ,,an den Grenzen der Legalitdt“ bis hin zu glattem Betrug.
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Man denke nur an Werbung und Politik; aber selbst in der Wissenschaft muss man
auf der Hut sein. Zu den Quellen, die die sprichwértliche , Verdrehbarkeit® der
Statistik ermdglichen, gehoren die folgenden:

1.
2.

Unkenntnis der statistischen Methoden und ihrer verniinftigen Anwendung.

Das Odium der Exaktheit, das einer Zahl anhaftet. Im Gegensatz zu Zahlen
in der Reinen Mathematik ist eine Zahl in der Angewandten Statistik stets
etwas Verschwommenes, mit einem zufilligen Fehler behaftet; und wenn die
Groflenordnung dieses Fehlers (z.B. durch Angabe eines ,Standardfehlers®
oder Angabe der geltenden Ziffern) nicht klar aus dem Kontext hervorgeht,
so ist die Zahl wertlos, da sie alles bedeuten kann.

Oft soll die Statistik zur ,Sanktionierung® (wissenschaftliche »Heiligspre-
chung“) von Versuchsergebnissen dienen. Die Statistik ist jedoch niemals
Selbstzweck, sondern muss eingebettet bleiben in dem gesamten Denk- und
Forschungsprozess. Sie ist ein Werkzeug, das zur Erweiterung und Schirfung
des ,gesunden Menschenverstandes“ dient, aber kein Ersatz fiir ihn.

Viele Zahlen und Diagramme bedeuten bei genauermn Hinsehen etwas ganz
anderes, als suggeriert wird; oder es lisst sich iiberhaupt nicht eruieren, was
sie eigentlich bedeuten (Reklame, Politik, Polemiken, ... ).

Oft wird wichtige Zusatzinformation (versehentlich oder absichtlich) unter-
schlagen.

In vielen Untersuchungen stecken systematische Fehler, die oft nur sehr schwer
erkannt und vermieden werden kénnen. (Berithmt sind dafiir Meinungsumfra-
gen; aber auch Naturkonstanten sind oft weit iiber den angeblichen Messfehler
hinaus systematisch falsch.)

Aus einem statistischen Zusammenhang, einer »signifikanten Korrelation®,
folgt noch lange kein Kausalzusammenhang. (Ein bekanntes Beispiel ist die
hohe Korrelation zwischen Zahl der Stérche und Zahl der Geburten; damit
liele sich sonst ,statistisch beweisen“, dass der Klapperstorch die Babies
bringt.)

Es ist oft erstaunlich schwer zu beurteilen, auf welche Populationen sich ein
Ergebnis verallgemeinern lisst. Das gilt insbesondere auch fiir zeitliche Ex-
trapolation (Prognosen, z.B. Wirtschafts- oder Bevolkerungsprognosen).

Einige Standardfragen an zweifelhafte Statistiken sind: »,Na und, was soll’s7“
,» Was fiir eine Absicht steckt dahinter?*  Was fehlt? Was wurde vergessen oder
verschwiegen?* ' Woher weifs man, dass?“ , Was besagt das wirklich?“
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2.6 Einige besondere Anwendungsbeispiele

Viele wertvolle wissenschaftliche Erkenntnisse kénnen bereits ohne Analytische
Statistik, durch das blofie sorgfiltige Anschauen von Daten gewonnen werden. So
fiel einem australischen Augenarzt auf, dass nach einer schweren Rételepidemie die
Anzahl Neugeborener mit Augenschiden gestiegen war. Er ging der Sache nach und
entdeckte so den Einfluss von Rételn wihrend der Schwangerschaft auf Missbildun-
gen bei Neugeborenen. Bei Atomgewichtsbestimmungen von Stickstoff bemerkte
Rutherford eine Diskrepanz zwischen den Werten fiir Stickstoff aus verschiedenen
chemischen Verbindungen und denen fiir ,, Stickstoff“ aus Luft; das fithrte ihn zur
Entdeckung des ersten Edelgases Argon.

Manchmal erfordert schon die Aufbereitung von Daten zum Anschauen kompli-
zierte mathematische Hilfsmittel. Bei der Fourieranalyse von Meereswellen vor der
mexikanischen Pazifikkiiste traten ganz schwach Wellen zutage, die 1 km lang und
I mm hoch waren, um die halbe Erdkugel gewandert waren und, wie Wetterkarten
nachtréglich ergaben, von Stiirmen im siidlichen Indischen Ozean stammten.

Zuweilen ergeben sich wertvolle Konsequenzen aus einem einfachen statistischen
Argument. In der ersten Hilfte des vorigen Jahrhunderts gelang dem Geologen
Lyell die erste, bahnbrechende relative Chronologie von tertiiren Gesteinen aus
verschiedenen Teilen Europas, indem er den Prozentsatz an Versteinerungen heute
noch tiberlebender Muschelarten bestimmte: je mehr, desto jiinger die Schicht.
Die Namen, die Lyell den Schichten gab, vom Pleistozin bis zum Eozan, sind
heute noch gebrduchlich. — Zu Anfang dieses Jahrhunderts wiesen Biometriker
durch umfangreiche Messungen allerlei lokale Unterschiede zwischen Lebewesen
derselben Art nach, oft sogar zwischen Fischen einer Art aus demselben Fjord. Die
européischen Aale jedoch, von Island bis zum Nil, zeigten keinerlei lokale Variation;
das legte die iiberraschende Hypothese eines gemeinsamen Laichplatzes nahe, der
dann auch in der Saragossasee gefunden wurde.

Gelegentlich kommt die Erfindung einer neuen statistischen Methode gerade
zur rechten Zeit. Vom ersten, um 1800 entdeckten Kleinplaneten Ceres gelangen
zunédchst nur wenige Beobachtungen, bevor er verschwand, und die baldige Wie-
derauffindung wurde nur dadurch méglich, dass Gauf8 mit seiner neuen Methode
der Kleinsten Quadrate erstmals aus so wenigen Daten eine geniigend genaue Bahn
berechnen konnte.

Als Beispiel aus der Gegenwart mag die Methode der ,, Multidimensionalen Ska-
lierung® dienen, die aus vagen Ahnlichkeitsangaben fiir je 2 Objekte rdumliche
Muster in beliebiger Dimension konstruiert. So kann sie die zeitliche Reihenfol-
ge von Grabern auf Grund der Ahnlichkeit von Grabbeigaben, oder Landkarten
auf Grund von Nachbarschaftsangaben darstellen. Beim Sehvorgang wird offenbar,
vereinfacht ausgedriickt, das Netzhautbild punktweise durch Nervenfasern auf ein
entsprechendes Bild im Gehirn iibertragen. Wenn man einem Goldfisch den Sehnerv
durchschneidet, so wachsen die Enden der getrennten Nervenfasern zwar wieder zu-
sammen, aber offenbar langst nicht immer zueinandergehérige Enden. Nach einiger
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Zeit kann der Goldfisch jedoch wieder sehen: es scheint, dass die falsch verbunde-
nen Nervenenden im Gehirn wandern, bis sie wieder ein ortsgetreues Netzhautbild
Ubertragen, und zwar unter Ausnutzung der lokalen statistischen Ahnlichkeitsinfor-
mation, die die oft gleichzeitige Reizung benachbarter Netzhautpunkte tibermittelt,
wie im mathematischen Modell der Multidimensionalen Skalierung.

2.7 Wozu Statistik lernen?

Grundkenntnisse der Statistik erméglichen es . ..

- kleine statistische Anwendungsprobleme mit den eigenen Daten (angefangen
bei der Diplomarbeit) selber zu l6sen:;

. bei groBeren Problemen sinnvoll mit dem beratenden Statistiker zusammen-
zuarbeiten;

. die Statistik in anderen wissenschaftlichen Arbeiten (wenigstens in den Grund-
ziigen) zu verstehen;

. die vielen Missbrauche und Fehler leichter zu durchschauen und selbstandig
zu beurteilen. '

Die fiir die Statistik benttigte Wahrscheinlichkeitstheorie

- gestattet die Losung kleinerer Aufgaben zur Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten, wie sie auch in Forschung und Entwicklung immer wieder einmal
vorkommen;

. offnet die Tiir fiir das Verstidndnis der stochastischen Modelle, die in vielen
Disziplinen immer bedeutsamer werden;

. ermdglicht das Eindringen in Nachbargebiete wie Spieltheorie und Informa-
tionstheorie;

. bietet manchem eine neue Perspektive des Weltbilds.

Beide Gebiete trainieren das Abstraktionsvermogen, erweitern die Allgemeinbil-
dung und bereiten dem einen oder anderen sogar Freude iiber neue Fahigkeiten
und Erkenntnisse.



Kapitel 3

Beschreibende Statistik

3.1 Messniveau von Daten

Beispiele von Daten:

(a) Blutgruppe, Steuerklassen, Geschlecht, Kraftfahrzeugkennzeichen, erlernter Be-
ruf eines Computerbenutzers.

(b) Schulnoten, sozialer Status, Erdbebenstirke.
(c) Temperatur (in °C), Zeitdauer bei verschiedenen Startpunkten.

(d) Gewicht, Linge, Kosten, Korngréfen.

Ad (a) Nominalskala (klassifikatorische Skala):
Objekte werden nach bestimmten Regeln in Klassen eingeteilt. Diese Klas-
sen werden durch Symbole (auch Ziffern) gekennzeichnet. Man erhilt keine
Wertung, nur eine Anordnung. Daher wiirde auch eine 1:1 Transformation
der Daten in den folgenden statistischen Kennzahlen im wesentlichen nichts
dndern: Relative Hiufigkeit, Modalwert etc.

Ad (b) Ordinal-(Rang-)skala:
Es gibt eine Rangordnung, eine Auszeichnung bestimmter Objekte vor ande-
ren. Dagegen haben Differenzen zwischen den Messdaten keine Bedeutung.
Die Ordinalskala vermittelt mehr Information als die Nominalskala. Daher
ist nur eine monoton steigende Transformation zuldssig, um die Struktur
der Daten nicht zu zerstéren. Statistische Kennzahlen: Quantile (Median),
Rangstatistiken bleiben unverandert.

Ad (c) Intervallskala:
Hier handelt es sich bereits um reelle Zahlen: Quantitative Daten. Differenzen
sind wichtig, aber die absoluten Werte haben keine Bedeutung: ,,Auf den Bus
bis 4 Uhr warten“ sagt nichts iiber die Wartezeit aus; 10°C ist nicht doppelt

17
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so warm wie 5°C'. Lineare Transformationen y = az +b (a > 0) lassen die
Skala invariant.
Z.B. z: °C, y: °F, Transformation: y = 1.8z + 32.

Statistische Kennzahlen, die in dieser Skala gemessen werden, sind: Arithme-
tisches Mittel, Streuung, Korrelationskoeffizient.

Ad (d) Verhdiltnisskala:
Es gibt einen festen Nullpunkt. Z.B. Temperatur in ° Kelvin, Gewicht, Lange,
Kosten, elektrische Spannung. Bei der Transformation y = az wird der Null-
punkt nicht verdndert. Die relative Erhohung des Umsatzes kann in Dollar
oder in Euro gerechnet werden; das Resultat ist das gleiche.

Meistens erscheint es sinnvoll, eine grobere Unterscheidung nur zwischen der to-
pologischen Skala (= Nominal- und Ordinalskala) und der Kardinalskala (= Intervall-
und Verhéltnisskala) zu treffen. In der topologischen Skala gibt es i.a. nur diskrete
Werte, wihrend die Kardinalskala reelle Zahlen verwendet.

3.2 Verteilungen

Gegeben sei eine Datenmenge, i.a. eine Menge von Zahlen. Man méchte sich ein
Bild dieser Daten machen, und wie der Wunsch schon anregt, geschieht dies am
besten grafisch.

3.2.1 Histogramm

Die Zugriffszeiten auf bestimmte Daten in 5 Computern der gleichen Gréfe wurden
gemessen: 68, 72, 66, 67 und 68 ms. Wie sind diese Zeiten groffenmaéfig verteilt?
Ein Histogramm kénnte folgendermafien aussehen (Abbildung 3.1):

[ ]
1 ! .
65 66 67 68 69 70 71 72 73

Abbildung 3.1: Zugriffszeiten in [ms].

Interessanter wird es, wenn mehr Zahlenmaterial vorliegt; z.B. 80 Zugriffszeiten
auf Daten. Diese Werte sind in der Abbildung 3.2 als Histogramm zusammenge-
fasst. Vermutlich liegt die durchschnittliche Zeit bei 68 oder 69 Millisekunden.

Die Messgrole (Zugriffszeit) ist zweifellos eine stetige Variable. Allerdings wird
sie wegen der natiirlichen Gegebenheiten nur diskret registriert. Um die Hdufig-
keiten in einem Histogramm auftragen zu kénnen, miissen aber auf alle Falle die
Daten diskretisiert werden. Die Frage der Klassenbreite bleibt aber offer. Wird
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Abbildung 3.2: Einfache Histogramme.

10 |

NERBEERNERENENE
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Abbildung 3.3: Histogramme mit Werten in 1/2 [ms].

die Zeit auf % ms genau angegeben, dann konnte man ein Histogramm wie in der
Abbildung 3.3 zeichnen.

Theoretisch kénnte man die Einteilung immer feiner machen, genauer messen
und 6fter Zugriffszeiten untersuchen, sodass die Kontur des Histogramms gegen
eine glatte Kurve strebt, z.B. gegen jene wie die Abbildung 3.4 dargestellt. .

.2%

63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76
Abbildung 3.4: Stilisiertes, geglittetes Histogramm.

Die Haufigkeiten wurden in absoluten Werten eingetragen (absolute Hiufigkei-
ten). Genauso hétte man die Haufigkeiten auf die Gesamtanzahl (hier 80) beziehen
kénnen (relative Haufigkeiten).

Manchmal fillt ein Datenpunkt gerade auf das Ende eines Intervalls und man
muss entscheiden, in welche Klasse der Wert gegeben wird. In unserem Beispiel
wurde der ,,Beobachter (die Person, die Zugriffszeiten feststellte) beauftragt, die
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Zeiten auf ein Zehntel ms aufzunehmen und fiir den Fall, dass eine Gréfe nahe
einer halben ms liegt, ein + bzw. — Zeichen zur entsprechenden Zahl zu schreiben,
wenn der Wert knapp dariiber bzw. darunter liegt. Die gemessenen Werte werden
in der Tabelle 3.1 angegeben.

Tabelle 3.1: 80 gemessene Werte von Zugriffszeiten.

70.0 68.6 67.9 66.3 71.0 64.2 69.6 71.0
69.7 69.0 73.4 69.0 70.1 69.8 69.0 73.0
70.0 69.1 69.5- 67.9 72.8 T72.1 69.5+ 70.1
70.2 69.1 68.9 68.3 74.9 68.4 69.1 66.6
71.1 69.2 71.2 68.9 70.9 70.6 69.9 69.9
69.4 69.5+ 68.5+ 70.9 71.6 68.9 72.0 70.3
68.6 68.5- 67.8 72.2 68.7 70.6 66.9 69.3
71.4 68.7 T74.2 68.8 71.4 T1.8 67.5- 70.4
71.4 67.4 69.5- 72.4 70.4 69.3 68.2 67.0
71.7 70.5+ 72.5- 68.2 67.6 68.6 70.5- 65.8

Das bisher Besprochene entspricht der Konstruktion eines Stabdiagramms. Da-
bei werden einfach die Haufigkeiten der verschiedenen Werte gezdhlt und diese
Anzahl vertikal visualisiert.

Ahnlich, aber doch anders, wird man vorgehen, wenn allgemein reelle Zahlen
gegeben sind. Hier kann es ja auch passieren, dass alle Werte verschieden sind. In
diesem Fall wird das , Histogramm® anders konstruiert:

In der Praxis (typisch mit Computer') werden bei Vorliegen allgemeiner Werte
(reelle Zahlen) einer kontinuierlichen Variable die Klassengrenzen nach einem vor-
gegebenem Algorithmus ermittelt. Nennen wir die gegebenen Zahlen z, 2, ..., z,.
Die Anzahl von Klassen k wird auf Grund der GréBe 7 der Datenmenge bestimmt
(verschiedene Formeln findet man in der Literatur, z.B. V1, was sinnvoll ist fiir
etwa n = 100; fiir sehr grofie n muss man etwas anderes wahlen). Die Klassen-
grenzen gi, g, ..., gx—1 werden nun gleichméBig zwischen minimalem und maxima-
lem Datenpunkt aufgeteilt; 90 = Tmin, gk = Tmay Und gleiche Klassenbreiten. (Alle
Grenzen sollten am besten dann so modifiziert werden, dass sie moglichst verniinf-
tig einfache Zahlenwerte annehmen.) Ein Datenwert z; wird nun der J-ten Klasse
zugeordnet, wenn gilt

9i-1 <z < g;

mit Ausnahme von Z,.;,, das in die 1. Klasse kommt.

Man bemerke die grofie Schwierigkeit mit der hohen Fehleranfilligkeit der Vor-
gangsweise ohne Computer. Zweitens reagiert das Histogramm, wie man sich leicht
iiberlegt, sehr empfindlich auf den Anfangswert gy und die Klassenbreite 95~ gj—1.

'g@: hist (Daten)
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3.2.2 Strichliste, Zehnersystem

Bei der grafischen Darstellung von Hand wird die Intervalleinteilung zweckmafi-
gerweise vertikal (statt horizontal wie im Histogramm) aufgetragen. Ublicherweise
wird jeder Wert in die entsprechende Klasse als Schrégstrich (/) eingetragen. Statt
des 5. Schrégstriches werden dann die vorhergehenden 4 durchgestrichen: /44~ Die
Héaufigkeiten konnen nachher abgezihlt werden.

Neuerdings hat sich ein ,Zehnersystem“ als giinstiger (weniger fehleranfillig)
erwiesen. Die ersten 4 Werte werden als Punkte in einem Quadrat eingetragen.
Die néchsten 4 Werte werden als Seiten des Quadrats dargestellt. Weitere 2 Werte
konnen als Diagonalen représentiert werden. Die Zahlen 1 bis 10 werden folgender-
maflen dargestellt.

e el E O N K

Beispiel 3.1: Baujahre von Autos im Anzeigenteil der Sunday Standard-Times,
August 1968:

# Baujahr

- 1954

1 55 |,

- 56

1 57 |,

1 58 |.

1 59 .

a 60 |. .

10 61 | X

14 62 |IX . .
17 63 | X [
25 ea | I K 1.
34 es K XK ..
27 66 |4 I
12 67 | .

4 68 |. .

3.2.3 Stamm-und-Blatt-Darstellung

Wenn in den Daten mehr Information als die Klassenzugehdrigkeit steckt, ist es
giinstiger statt einfacher Striche oder Punkte Ziffern zu verwenden. Es soll dabei
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auch die ungiinstige Komplikation mit dem Auf- und Abrunden vermieden werden.
(Ausfiihrliche Diskussionen findet man in [29]Tukey, 1977.)

Anstatt Klassen spricht man hier vom Stamm einer Zahl, und der Eintrag ihrer
GréBe (wie ein Strich in der Strichliste) ist das Blatt (oder der Stengel).

Die Entscheidung tiber die Anzahl von Stimmen ist oft schwierig. Im néchsten
Beispiel werden 2 Stamme pro 1. Ziffer verwendet. Die Anzahl der Blitter pro
Stamm wird in der rechten Spalte festgehalten und die Totalsumme kann fiir Kon-
trollzwecke verwendet werden.

Beuspiel 3.2: Flachen (Quadratmeilen) der Bezirke (Counties) von Mississippi.
Gestreckte Stamm-und-Blatt-Darstellung: * = 0,...,4; . = 5...,9.

(#)

3.8 Tate (1)
4* | 0121243121300214202 (19)
4. | 597886556569 (12
5% | 142010 (6)
5. | 977899958797 (12
6% | 412441 (6)
6. | 898598 (6)
7x | 320341203 (9
7. | 86657 (5)
8* | 303 (3)
8. |8 Hinds (1)
9% | 24 Bolivar,Yazoo 2
(824/)

Beispiel 8.3: Illustration einer gestauchten Stamm-und-Blatt-Darstellung: * = 0, 1;
t=2,3,f=4,5,s=6,7;.=8,9.

(#)
1% {1 (1)
t | 2333 (4)
445555 (6)
66677 (5)
. | 88 )]
2% | 0000011 (7))
t | 23 &)
445 (3)
6 ¢))
.19 (1)
3% |1 ¢D)
t |3 &)
f

(34,))
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Diese Stamm-und-Blatt-Darstellungen sind leicht den Daten anpassbar. Z.B.
kénnen gemischte ,Stamm-Breiten bei sehr schiefen Verteilungen verwendet wer-
den.

Zusammenfassend fiir die Konstruktion einer einfachen Stamm-und-Blatt-
Darstellung ist zu sagen: Man zerlegt eine Zahl, z.B. 27307, in ihren Stamm und
ihr Blatt, 27307 = 27307, wobei fiir das Blatt meistens nur die erste Ziffer genom-
men wird. Die Wahl der Trennung richtet sich nach der Anzahl der resultierenden
Stamme.

Meistens wird man die Stammdefinition mit der héchsten Dezimalstelle, die in
den Daten vorkommt, beginnen (sieche Abbildung 3.5(a)). Ist nun die resultierende
Anzahl von Stdmmen zu klein, nimmt man auch die nichste Dezimalstelle dazu
(siehe Abbildung 3.5(b)) etc. Wird nun die Anzahl zu groff, nimmt man wieder
eine Ziffer vom Stamm weg und versucht es mit Stauchung (Abbildung 3.5(c)). Ist
sie noch immer zu gro8, fithrt man eine Streckung der vorhergehenden Darstellung
durch (Abbildung 3.5(d)).

(a) (c)
) #)
1 | 123334455556667788  (18) 1* |1 169
2 | 00000112344569 (14) t | 2333 (4)
3113 @ f | 445555 (6)
(34/) s | 66677 (5)
(® . | &8 )
o 2% | 0000011 (7)
s g t | 23 (2)
2l e (1 f | 445 )
13 | 488 (3) 6 (n
14 | 08 2 2 S
15 | 1266 (@ Sl s o
16 | 058 3) vy W
17 | os @ :
18 | 58 2
s 3 34
20 | 03688 (5)
21 | 38 (&3]
2|1 1)
23 | 5 (1 @
24 | 05 (2) €))
25 | 8 (1) 1* | 1233344 (6)
26 | 3 ) 1. | 55556667788  (11)
27 (@D 2% | 00000112344  (11)
28 ) 2. | s69 )
gg 5 EI; 3% | 13 (2)
31 | 2 1) 4V
32 )
330 1)
(34)

Abbildung 3.5: Konstruktion der Stamm-und-Blatt-Darstellung.

Man beachte, dass sich die Einheit der Werte in der Darstellung immer nach
der Anzahl der weggelassenen (abgeschnittenen) Ziffern in den Blattern richtet.
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.

Auch kénnen weit aufierhalb liegende Werte (Ausreiier) die Darstellung uninteres-
sant machen. In diesem Fall sollte man in Betracht ziehen, diese extra aufzulisten
und mit dem Rest (Hauptteil) der Daten eine Stamm-und-Blatt-Darstellung durch-
zufiihren (siehe Tabelle 3.22).

Tabelle 3.2: Nickelgehalte [ppm], 2 verschiedene Stammdefinitionen.

GED: BODENPROBEN AUF GERADER LINIE IN 50 M ABSTAND:
VARIABLE: NI.

STEM-AND-LEAF DISPLAY
LEAF DIGIT UNIT = 10.0000
1 2 REPRESENTS 120.

35 +0. 677T7T777777777888888888889999999999
(23) 1* 00000001111222333344444

44 1. 55666777888888999

27 2% 00011222333

16 2. 5568

12 3* 03
10 3. 89
8 4% 001334
2 4. 67

GEO: BODENPROBEN AUF GERADER LINIE IN 50 m ABSTAND:
VARIABLE: NI.

STEM-AND-LEAF DISPLAY
LEAF DIGIT UNIT = 10.0000
1 2 REPRESENTS 120.

14 0S8 6777TTTTITITTI77

35 +0. 888888888889995999999
46 1* 00000001111

n 1T 2223333

49 1F 4444455

42 1S 666777

36 1. 888888999

27 2% 00011

22 2T 2222333

16 2F 55
14 28 6
13 2. 8
12 3% 0
11 3T 3

HI 38, 39, 40, 40, 41, 43, 43, 44, 46, 47

Ubung 3.1: Man mache eine Stamm-und-Blatt-Darstellung der Daten aus Ta-
belle 3.1.

Ubung 8.2: Verteilung der Porositét (prozentualer Anteil des Porenraumes eines
Gesteins am Gesamtvolumen) in einem Sandstein: 57 Werte (in %) wurden an

*Man bemerke den Stamm +0. Enthalt der Datensatz auch negative Werte, so musses (bedingt
durch das , Abschneiden® der Zahlen) auch einen Stamm -0 geben. Kommen auch »saubere*
Nullen (nicht £0.0001 z.B.) vor, so werden diese i.a. gleichmafig auf die zwei Stamme +0 und -0
aufgeteilt.
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Tabelle 3.3: Haufigkeitstabelle der Zugriffszeiten.

Zeit Kumulierung
(mittl. Punkt) | Hiufigkeit yA Haufigkeit YA

76
75 1 1.25 80 100.00
74 1 1.25 79 98.75
73 3 3.75 78 97.50
72 8 10.00 75 93.75
71 12 15.00 67 83.75
70 16  20.00 55 68.75
69 22 27.50 39 48.75
68 9 11.25 17  21.25
67 5 6.25 8 10.00
66 2 2.50 3 3.75
65 1 1.25
64 1 1.25 1 1.25
63 0 0

Summe 80 100.00

einem Teilprofil einer Bohrung gemessen.

22.1 235 253 266 239 260 228 223 231 23.0 21.0 218
22.0 222 223 224 224 224 223 216 221 226 221 21.9
223 239 232 225 237 233 244 226 23.9 242 276 279
25.2 217 20.0 19.8 215 256 253 24.1 286 23.7 240 21.8
249 242 250 237 273 23.0 238 212 211

Man untersuche die Verteilung an Hand einer Stamm-und-Blatt-Darstellung.

3.2.4 Haufigkeitstabelle und Summenh&ufigkeitspolygon

Die Haufigkeiten pro Stamm wurden in den Stamm-und-Blatt-Darstellungen in den
Beispielen 3.4 und 3.5 (Seite 19) rechts dazugeschrieben. Die Summenhiufigkeiten
konnen in einer weiteren Spalte daneben geschrieben werden, wobel meistens von
der ersten Zeile an nach unten durchgezihlt wird. Dabei ergeben sich steigende
Ringe der Daten. Fallende Ringe kénnen analog konstruiert werden. Die Tiefe
eines Datums ist immer das Minimum des steigenden und fallenden Ranges, d.h.
etwa der minimale Abstand zu den Extremen.

(Es gilt: Steigender Rang + fallender Rang = 1 + Gesamtanzahl der Daten)

Die klassische Haufigkeitstabelle mit den Daten der Zugriffszeiten (aus Tabelle
3.1, auf ms gerundet) wird in Tabelle 3.3 dargestellt.

Ein Summenhdufigkeitspolygon wird durch Verbindung der prozentualen Sum-
menh&ufigkeit an den rechten Endpunkten der Intervalle konstruiert. Die Daten aus
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Tabelle 3.4: Stamm-und-Blatt-Darstellung der Zugriffszeiten.

64
65x*
66
67
68
69
T0Ox
71
72
73
74

Einheit .1 ms
2

8

396

4889650
665795398274962
7401125550836051993
00259194665134
1447206480
524810

40

29

(#) Tiefe
(1 1
¢))
(3) 5
¢P) 12
(15) 27
(19) Q9 /
(14) 34
(10) 20
(6) 10
) 4
)] 2
(80 /)

Tabelle 3.3 ergeben Abbildung 3.6. Eine Stamm-und-Blatt-Darstellung der Daten

konnte wie in Tabelle 3

Sum-

men-

hiu-
figkeit

n
[%]

.4 aussehen.

100

—

80

/

60

/

40

/

20

-

0

63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76

Abbildung 3.6: Summenhé&ufigkeitspolygon.

Ubung 8.3: Man berechne die relativen Héufigkeiten der Daten aus der Ubung
auf Seite 21. Weiters zeichne man ein Summenh&ufigkeitspolygon und erstelle eine
Stamm-und-Blatt-Darstellung.

3.3 Kenngrofien von Verteilungen

Verteilungen kénnen auch (zumindest in einem gewissen Mafe) durch bestimmte
Grofen charakterisiert werden. Dazu gehiren Kenngréflen fiir das Mittel (Ortspa-
rameter), die Streuung (Streuungsparameter) sowie héhere Momente.
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3.3.1 Ortsparameter

Die Lokation der Verteilung einer statistischen Variablen kann meist durch eine
Grofe angegeben werden. Am haufigsten wird wohl das arithmetische Mittel ver-
wendet. Es seien n Beobachtungen (bezeichnet mit z;,7 =1, ... ,n) gegeben. Dann
ist das arithmetische Mittel Z definiert als

n
S

1=]

o1
_TL

Interpretiert man die Variablenwerte als gleich groBe Gewichte, so stellt & gerade
den Schwerpunkt dar.

Bei Vorliegen einer Klasseneinteilung der Daten (wie in einem Histogramm) fin-
det man Z schneller iiber die Haufigkeiten. Bezeichnen wir die Klassenmitten mit c;,
die entsprechenden (absoluten) Haufigkeiten mit h; und die relativen Hiufigkeiten
mit f;. Wenn es k Klassen gibt, berechnet sich Z approximativ als

k k k
=D hic))/ > k=Y fic;

Da das arithmetische Mittel auch den Schwerpunkt der Verteilung angibt, wird
es sehr stark von Werten, die von der Masse der Daten weit entfernt liegen, beein-
flusst. Ein realistischerer Ortsparameter, der eher das »Zentrum“ der Verteilung
angibt, ist der Median oder Zentralwert. Wir bezeichnen ihn mit Z, und er ist
durch jenen Wert definiert, der die Menge der Beobachtungen in 2 gleiche Teile
teilt: hochstens 50% der Werte sind kleiner als Z, und héchstens 50% groBer. In
Haufigkeitstabellen und in Stamm-und-Blatt-Darstellungen findet man den Wert
einfach durch Abzahlen. Im Summenhéufigkeitspolygon liest man % an jener Stelle
der Abszisse ab, wo das Polygon gleich 1 ist.

Andere Kenngrofien fiir den Ort der Verteilung sind Quantile, der Modalwert?,
die Mitte des Bereichs, etc.

Quantile und Perzentile

Das a-Quantil Q, ist definiert durch jenen Wert, fiir den ein a-Anteil der Daten
kleiner oder gleich und ein (1 — a)-Anteil grofer oder gleich Q, ist!. Perzentile P,

*Hiufig ist der Modalwert so definiert: Mitte jener Klasse (Stamm) mit groBter Haufigkeit:
gibt es mehrere Klassen mit der héchsten Héufigkeit (Nichteindeutigkeit!), so wird die Mitte
dieser genommen, soferne sie nebeneinander liegen, sonst ist der Modalwert undefiniert.

Praktisch werden Quantile oft so berechnet:

ganzzahlig = Qo = E.(E‘.Lig.&m

Ist =
St na { nicht ganzzahlig = g, = T([naj+1) ,

wobei x(;y der i-te geordnete Wert und [.] Abrundung bedeutet.
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sind &hnlich definiert, nur mit Prozent-Angaben. So ist das 10%-Perzentil unserer
Verteilung der Zugriffszeiten auf Daten (Tabelle 3.1) gleich 67.5 ms.

-25- und .75-Quantile heiflen auch Quartile. Das .5-Quantil bezeichnet gleich-
zeitig den Median. Man sollte sich iiberlegen, wie Quantile vom Summenhaufig-
keitspolygon leicht abgelesen werden kénnen.

Ubung 3.4: Man bestimme Z, , Modalwert, Mittelpunkt des Bereichs, Q o5, Q 75
der Daten aus Tabelle 3.1 und der Ubung auf Seite 21.

3.3.2 Streuungsmafle

Der Ortsparameter allein gibt kaum ein klares Bild der Verteilung. Die Abbildung
3.7 stellt verschiedene Verteilungen dar, die alle das gleiche arithmetische Mittel
haben.

? ] W
F}‘M

4 }

Abbildung 3.7: Verschiedene Verteilungen bei gleichem Mittel.

Eine andere KenngriBe fiir die Verteilung sollte die Variation der Werte um den
Ortsparameter angeben. Man kénnte eine Funktion der Abweichungen vom Mittel

T, — T

nehmen. Allerdings ist — wie man sich leicht tiberlegt — die Summe und damit das
Mittel dieser Abweichungen immer gleich null. Haufig wird daher das Quadrat der
Abweichungen betrachtet, und das Mittel dieser Abweichungsquadrate

! Z( %

§% =
n—1*

bezeichnet man als Varianz 5. Die Standardabweichung oder Streuung (standard

®Man bemerke die Division durch n — 1 statt n. (Begriindung! Siehe Vorlesung!)
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deviation) ist definiert durch

Zur Berechnung von s ist es leichter, die Formel

DAz =) =3 2? ~n(3)?

zu verwenden, wobei dieser Ausdruck allerdings zu grofien numerischen Instabi-
litdten fithren kann. Wenn man eine Klasseneinteilung der Daten in k£ Klassen mit
¢; als Klassenmitten und h; als Haufigkeiten zur Verfiigung hat, gilt ungefihr

(lz|>0) .
Lineare Transformationen : Werden die Daten durch
Y; = axr; + b

mit a 7 0 transformiert, so errechnet sich das Mittel von y; als

§==) (az; +b) =aZ +b

und die Varianz als

bzw. die Standardabweichung als
Sy = aS; .

Ubung 8.5: Man berechne das arithmetische Mittel und die Standardabweichung
der standardisierten Groéfien

T; —T

Yi =
Sz

Andere Streuungsmafe : Der interquartile Abstand Q@ 75 — Q o5 approximiert die
Standardabweichung bei Vorliegen der N ormalverteilung durch

Qs — Qs
1.349 ’
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der Median der absoluten Abweichungen vom Median (Medmed ) durch

1
6745

med(| z; — I |)

Weiters kann man sich als Maf fiir die Streuung allgemein den Abstand zwi-
schen zwei Quantilen vorstellen. Als extreme Statistik dieser Art wird oft die Spann-
weite (Maximal- minus Minimalwert) verwendet.

Ubung 3.6: Man berechne eine Schiétzung fiir die Streuung der Daten aus Tabelle
3.1 und der Ubung auf Seite 21 durch den interquartilen Abstand und den Medmed.

3.3.3 Ho6here Momente

Die Varianz s* wird auch als Moment 2. Ordnung bezeichnet. Das 3. (normierte)
zentrale Moment

S (= 2

heiflt auch Schiefe © (skewness) und das um 3 verminderte (normierte) zentrale 4.
Moment

% Sz - 2)Yst — 3

Kurtosis ' (Ezzess, Wolbung).

3.3.4 Daten-Zusammenfassungen

Aus einer Stamm-und-Blatt-Darstellung mit eingetragener Tiefe kann man sofort
Extremwerte und den Median ablesen.

Beispiel 3.4: Seehshen (in 100 FuBl) des héchsten Punktes jedes amerikanischen
Staates (siehe untenstehende Tabelle). Der Median liegt zwischen dem 25. und
26. Wert (Tiefe 22 = 25h). Die Werte mit mittlerer Tiefe (3 = 13) wer-
den auch als Hinges (Gelenke) bezeichnet (ungefihr Quartile)®. Diese 5-Zahlen-

%Eine Variation der Berechnungsformel ist auch (Vorsicht: Numerische Instabilitat!)
1 n . s 1 n s 3 n ' n ) 2 n 3 .
;5 (x:i —x)7/s —;(Z%“g(i z:)(d Ii)‘*‘;(E z:)*)/s*
i=1 i=1 i=l =1 i=1

Der Standardfehler ist ungefahr \/g .
"Eine Variation der Berechnungsformel ist (Vorsicht: Numerische Instabilitst!)

n n n

N (O DR ) BFSI) PE ) Py pPC BN, ST PR
i=1 i==1 i=1 i=1

=1 ge=] =1

Der Standardfehler ist ungefihr ,/Zn—“.

8Die Tiefe des Medians ist also ¢,,, = %l, wobei 7 fiir die Anzahl der Daten steht. Die Tiefe

der Gelenke ist dann Ji%ﬁ, wobei |.] abrunden bedeutet.
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Zusammenfassung liefert nicht nur einen , mittleren® Wert, den Interquartil-Bereich
(ein Maf fiir die Streuung), sondern auch eine Indikation der Schiefe.

Tiefe
5 0% | 34588  Fla, Del, La, Miss, RI
11 1 236788

17 2 | 003448 Plausibilitatspriifung
22 3 | 24556 der Hiufigkeiten ist
V(B) 4% | 01489 22+5+23=50 /
23 5 03347
18 6 | 367
15 7 |2 S. Dak
14 8x 8 Texas
9
. 10
13 11 |2 Oregon
12 12* | 678 Idaho, Ariz, Mont
9 13 | 12588 Nev, N. Mex, Utah, Wyo, Hawaii
4 14 | 445 Wash, Colo, Calif
15
16*
17
18
.19
1 20% |3 Alaska

50 Seehdhen in 100 FuB

M25h 46
H13 | 20 112
1 3 203

3.3.5 Boxplots

Die 5-Zahlen-Zusammenfassung lasst sich in sogenannten Bozplots grafisch darstel-
len. Dabei entsprechen die Enden des Rechteckes den Hinges und die Unterteilung
dem Median. Extreme Werte kénnen leicht bezeichnet werden. Wir illustrieren dies
in Abbildung 3.8 mit den Nickeldaten aus Tabelle 3.2 im Vergleich mit Chrom-
werten. Dabei werden , Barthaare“ (whiskers) bis zum letzten nicht ausreissenden
Wert, das heifit, einem Wert mit Abstand von bis zu 1.5 mal Interquartilabstand
von der Schachtel, durchgehend gezeichnet. Ausreisser werden extra gekennzeich-
net.

3.3.6 Illustratives Beispiel

Ein Beispiel mit 200 kiinstlich erzeugten Werten aus einer Lognormalverteilung
(wobei fiir die log-transformierten Werten als Mittel = 0 und Streuung = .3 ge-
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Nicket

. ’,-..4 ..................... { o o®0 @O oo

Abbildung 3.8: Boxplot von Nickel und Chrom.

nommen wurde) sieht man in der folgenden Grafik.

Histogram of rinorm(200, 0, 0.3)

8

Fraquency
20
1

finom{200, 0, 0.3)

3.4 Stichproben und Population

Unsere Datenmengen wurden immer als Teilmenge einer (grofien oder unendli-
chen) iibergeordneten Menge, der sogenannten Population oder Grundgesamtheit,
betrachtet. Eine Population kann aus einer beliebigen Menge von Objekten oder In-
dividuen bestehen, die irgendwelche gemeinsame, beobachtbare Charakteristiken,
sogenannte Merkmale aufweisen. Eine Untermenge einer Population wird auch als
Stichprobe oder kurz Probe bezeichnet.

In der Statistik werden meistens zufillig ausgewéhlte Proben oder Zufallsstich-
proben betrachtet. Die Elemente der Population haben dabei gleiche Chance, in
die Probe aufgenommen zu werden. Wenn ein ausgewéhltes Element in die Popu-
lation zuriickgegeben wird, bevor das nichste |, gezogen® wird, so spricht man vom
»Stichprobenziehen mit Zuriicklegen®.
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Der Begriff Grundgesamtheit oder Population kann sich auf die Objekte oder
auch auf die Merkmale dieser selbst beziehen. Ein Element der Stichprobe wird
auch als Realisation des Merkmals bezeichnet. Man unterscheidet zwischen der
Verteilung der Werte der Stichprobe (der gemessenen, wirklich beobachteten oder
empirischen Werte, daher empirische Verteilung) und der Verteilung der Werte
der Gesamtheit (der theoretischen, aber normalerweise unbekannten und nicht be-
obachtbaren Verteilung). Daher ist eines der wichtigsten Probleme der Statistik,
inwieweit man aus der Verteilung der Stichprobe auf die Verteilung der Grundge-
samtheit schliefen kann.

Eine dritte Klasse von Verteilungen wird durch die Verteilung einer Gréfe, die
sich aus einer méglichen Stichprobe (eines bestimmten Umfangs) aus der Popula-
tion errechnet, bestimmt. Zum Beispiel, wenn wir alle méglichen Stichproben von
10 Schiilern einer bestimmten Schule nehmen und jeweils die mittlere Koérpergrofie
aus jeder Stichprobe berechnen, bekommen wir eine grofie Anzahl von Mitteln, die
eine Verteilung bestimmen, die man mit Verteilung des Mittels von Stichproben
des Umfangs 10 bezeichnet (,Verteilung einer Statistik*).

Beispiele: (a) Eine Studie der Kérpergrofien der Ménner einer Stadt wird durch-
gefiithrt. Eine Stichprobe von 200 Mannern wird erhoben und die Korpergrofien
werden gemessen. Die Stichprobe besteht aus den 200 (zufallig) ausgewshlten Man-
nern. Die gemessene Charakteristik (das Merkmal) ist die Kérpergrofie. Wir kénnen
die (empirische) Verteilung der Kérpergrofie der 200 Manner feststellen, aber die
Verteilung der gesamten Population wird nicht zu bestimmen sein. Das ausgerech-
nete Stichprobenmittel aus den KérpergroBen der betrachteten 200 Manner kénnte
als ,,Einzelbeobachtung® der Mittel aller méglichen Stichproben mit dem Umfang
200 interpretiert werden.

(b) Ein Forschungsprojekt zur Untersuchung der Wirkung eines bestimmten
Medikamentes auf Tetanus wird durchgefiihrt. Eine Gruppe von Ratten, die mit
Tetanus infiziert wurde, wird mit dem Medikament behandelt und der Anteil der
tiberlebenden Ratten nach einer bestimmten Zeitperiode festgestellt. Die Populati-
on besteht aus allen Ratten, die infiziert und behandelt werden oder werden kénn-
ten. Die Stichprobe besteht aus der Gruppe der Ratten, die wirklich in diesem
Projekt verwendet werden, und das Merkmal besteht (abstrakt) aus dem Uber-
leben nach der Zeitperiode: ja oder nein. Die Population kann nicht beobachtet
werden, weil man den Versuch nicht mit allen Ratten durchfiihren kann.

(c) Die Korngréflen eines dispersen Stoffes sollen analysiert werden. Eine Stich-
probe (,reprisentativ) einer bestimmten Grofe (Durchmesser oder Gewicht) wird
genommen und die Verteilung der Korngréfie in der Probe festgestellt. Fiir eine
festgelegte Korngrofe kénnte der Anteil der kleineren Korngroflen (gemessen als
relative Anzahl, in Gewichts- oder Volumseinheiten) das Merkmal sein, der festge-
stellte Anteil in der Stichprobe die Realisation, und fiir dieses Merkmal liefert die
Stichprobe nur einen einzigen Wert.

Abschlieflend sei vermerkt, dass viele Kenngréfien wie Mittelwerte und Varianz
sich auch auf die Verteilungen der Grundgesamtheiten anwenden lassen, und auf
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die wir mit der Information aus den Stichproben schlieen wollen. Dies wird aber
spéter noch ausfiihrlich behandelt.



Kapitel 4

Wahrscheinlichkeitstheorie

4.1 FEreignisse

Ereignisse stellen gewissermafien Elemente der Wahrscheinlichkeitstheorie und Ma-
thematischen Statistik dar. Man denke an das Ereignis » Verbesserung des Gesund-
heitszustandes“ eines Versuchstieres beim Testen eines neuen Medikamentes, an
»besonders giinstige Responsezeit® (unter einem bestimmten festgesetzten Wert
liegend) eines Mehrplatzsystemes.

Als klassisches Beispiel betrachten wir das Werfen von 2 Wiirfeln. Jemand kénn-
te am Ereignis ,,2 mal eine Eins“ interessiert sein; bezeichnen wir dieses Ereignis
mit D. Ein anderes interessantes Ereignis wire ,die Wiirfel bleiben in einem Ab-
stand von héchstens 10 cm voneinander liegen®, welches wir mit L bezeichnen. Ein
drittes Ereignis konnte sein ,ein bestimmter Wiirfel bleibt mit nicht mehr als 10°
zum rechteckigen Tisch liegen“. Dieses Ereignis bezeichnen wir mit W.

Ein Ereignis kann also als Beschreibung eines Resultats eines Experiments, als
ein bestimmtes Verhalten eines Systems oder als der iibliche Begriff eines Ereignis-
ses gelten. Ereignisse konnen eintreten oder nicht; eine Beschreibung kann stimmen
oder nicht; das Verhalten eines Systems kann wie ein vorgegebenes sein oder nicht.

Sei z ein Versuchsausgang. Dann kann ein Ereignis immer in der Form ,z
fallt in eine bestimmte Menge A“ interpretiert werden. Das Ereignis D =  mit
2 Wiirfeln zwei Einser werfen® kann identifiziert werden mit der Menge, die aus
dem Zahlenpaar (1,1) besteht. Wir kénnen nun alle moglichen Versuchsausginge
(hier Augenpaare) beim Werfen von 2 Wiirfeln betrachten und diese auf natiirliche
Weise zusammenfassen zur Menge 2 = {(1,1),(1,2),(1,3),... (2,1),(2,2),...,(6,6)}.
Jeder Versuchsausgang kann mittels der beiden »Augenzahlen“ beschrieben und
damit als Teilmenge von () identifiziert werden.

Q@ = {..,w,...} heifit Menge aller mdglichen Versuchsausginge, und ihre
einpunktigen Teilmengen {w} bezeichnet man als Elementarereignisse. Ereignis-
se sind Teilmengen von ). Im obigen Beispiel gibt es die 36 Elementarereignisse
{w} = {1, D} {wa} = {(1,2)}, ..., {wse} = {(6, 6)}. Ein Ereignis wire z.B. die
Menge {(1,1),(3,1),(2,5)}.

35
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Zu einer anderen Fragestellung gehért das Ereignis L. Man interessiert sich
nicht fiir die Augenzahlen der beiden Wiirfel, sondern fiir den Abstand zwischen
ihnen. Das Ereignis L kann identifiziert werden mit dem Intervall [0,10]. Q besteht
hier aus allen moglichen Abstinden der beiden Wiirfeln auf dem Tisch und kann
zusammengefasst werden zum Intervall [0,d], wobei d die Lange der Diagonale des
Tisches in cm bezeichnet.

Analog den Mengenoperationen spricht man von Ereignisoperationen, die im
folgenden zusammengefasst sind:

(a) Durchschnittsbildung: Das Ereignis C = , A geschnitten mit B, bezeichnet
mit AN B oder kurz AB, bedeutet das Ereignis ,beide, A und B“, bzw.
beinhaltet alle Werte, die sowohl in A als auch in B liegen. D N L beschreibt
z.B. das Ereignis ,,2 mal die Augenzahl 1 und der Abstand der beiden Wiirfel
betragt hochstens 10 cm®.

(b) Vereinigungsbildung: Das Ereignis C = , A vereinigt mit B, bezeichnet mit
AU B, bedeutet das Ereignis ,,entweder A oder B (oder beide)“ bzw. bein-
haltet alle Werte, die in A oder in B liegen. Zum Beispiel beschreibt D U L
das Ereignis ,,2 mal die Augenzahl 1 oder der Abstand der beiden Wiirfel
betrdgt hochstens 10 cm*.

(c) Komplementbildung: Das Ereignis ,, Komplement von A“, bezeichnet mit A®,
bedeutet das Ereignis ,nicht A“ bzw. beinhaltet alle Werte aus Q, die nicht
in A liegen. Zum Beispiel bedeutet L¢  der Abstand beider Wiirfel betragt
mehr als 10 cm*.

Als besonderes Ereignis gilt das unmdgliche Ereignis (oder Nullereignis ), bezeich-
net mit ¢J, das nie eintreten kann. Z.B. das Ereignis A N A€ kann nie verwirklicht
werden. Weiters bezeichnen wir mit ) das sichere (umfassende ) Ereignis, das ein-
treten muss, z.B. AU A¢ = Q.

Einige weitere Begriffe:

(a) Ereignisse A und B sind disjunkt, wenn gilt ANB = . wenn sie also niemals
gleichzeitig eintreten konnen. Z.B. A und A€ sind disjunkt. Sie »Schlieffen
einander aus“, sie sind , unvereinbar®.

(b) Ein Ereignis A ist in einem anderen Ereignis B enthalten, wenn AN B = A.
Wir bezeichnen dies mit A ¢ B. D.h. das Eintreten von A impliziert das
Eintreten von B.

(c) Eine Menge von Ereignissen {4, As, ...} bezeichnet man als Zerlegung (Par-
tition) des Ereignisses A, wenn gilt A = A; UA, ... und A4, NA; = fiir alle
¢ # j. Zum Beispiel ist {DL, DL} eine Zerlegung von D.

(d) Die Menge der betrachteten Ereignisse (Teilmengen von §2) bezeichnet man
als Ereignisraum (. Um eine bestimmte Vollstindigkeit zu haben, sollte
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dieser auch Durchschnitte und Vereinigungen von Ereignissen, so wie das
unmogliche und das sichere Ereignis beinhalten. So ein System heifit auch
Ereignis-Algebra.

(e) Durchschnitt kann durch Vereinigung und Komplement gebildet werden: A
und B seien Ereignisse; dann gilt

ANB=(A°UB°° (Regel von De Morgan)

Analog gilt
AUB = (AN B¢ .

Beuspiel 4.1: Bei der Konstruktion von Histogrammen wird zunichst eine In-
tervalleinteilung durchgefiihrt: ag, a1, as, . . ., ai bezeichnen die Intervallendpunkte.
Die Menge der Versuchsausgénge 2 wiire die Menge der reellen Zahlen IR mit den
Elementarereignissen {r}. ,Ein Datenpunkt z fillt in ein Intervall (@;-1, a;]“ ist ein
Ereignis, das wir mit dem Intervall (a;_1, a;], einer Teilmenge von IR , identifizie-
ren: (a;_1,a;) = A;, 1 € {1,...,k}. Nehmen wir die Intervalle (00, a9] = Ap und
(ag,00) = Ay hinzu, so erhalten wir eine Zerlegung 7 = {Ao, A1, ..., Axy1} von
R = AoUA;U...UAk,;. Die Elemente aus 3, das sichere Ereignis IR, das unmogli-
che &, so wie alle Vereinigungen aus Elementen aus 3 formen eine Ereignisalgebra.

Beispiel 4.2: Ein Physiker zihlt a-Teilchen von einer radioaktiven Quelle etwa
in einer 7.5 Sekunden-Periode. E; bezeichnet das Ereignis ,,¢ Teilchen in dieser Zeit-
Periode“. Der Physiker interessiert sich fiir das Ereignis »mehr als 5 Teilchen in 7.5
Sekunden“, was man symbolisch als FgU E; UEgU. .. schreibt. Wir miissen also die
Operation unendlich oft anwenden. Man spricht dann von einer Ereignis-o-Algebra.

Sei Q@ = {...,w,...} eine Menge von méglichen Versuchsausgéngen. Dann be-
zeichnet man ein Mengensystem (I von Teilmengen aus  als Ereignis-o-Algebra,
wenn es die Gesamtmenge 2 enthélt und wenn gilt:

(a) Abgeschlossenheit unter Vereinigung: A;, A,, ... sei eine beliebige Folge von
Elementen aus (. Dann gibt es ein Element C aus (1, das sich aus der
Vereinigung dieser A; ergibt, d.h. C = U2, A;. C enthilt jedes A;; und jede
andere Menge, die alle A; enthalt, enthilt auch C.

(b) Abgeschlossenheit unter Komplementbildung: Sei 4 aus (1, dann ist auch A€
aus U.

Beispiel 4.3: Zwei Wiirfel werden geworfen. z; bezeichne die Augenzahl des 1.
Wiirfels und z; die des 2. Die Menge aller méglichen Versuchsausginge oder der
Stichprobenraum € ist daher

Q={(z1,20) 1 2;=1,2,...,6} .

Als Ereignisraum konnen wir die Potenzmenge, die Menge aller Untermengen
aus {2, nehmen. Das Ereignis ,mindestens eine 6“ ist die Menge

M ={(1,6),(2,6),...,(6,6), (6,5), (6,4),...,(6,1)} .



4.1. Ereignisse 38

Abbildung 4.1: Elementarereignisse beim Spiel mit zwei Wiirfel.

Das Ereignis S = , Summe der Augenzahlen gleich 7 wire
S ={(1,6),(2,5), (3,4), (4,3), (5.2), (6,1)} .

Die Anzahl von Elementarereignissen in M und S sieht man am besten in der
grafischen Darstellung Abbildung 4.1.

Bei endlich vielen méglichen Versuchsausgingen ist es noch sinnvoll mit allen
Teillmengen von ) zu operieren. Haufig kann man sich jedoch mit einer kleineren
Klasse begniigen.

Beispiel 4.4: Ein Physiker misst elektrischen Strom. Die Menge aller méglichen
Ausgénge ist

Q={y:yeR}=R ,

die Zahlengerade. Den Physiker interessieren Ereignisse wie z.B. ,y fillt in das
Intervall (1,2]“, oder ,in die Vereinigung von Intervallen, etwa. (-2-1] U (1,2]“. Es
ware daher natiirlich, fir I die Menge aller links-halboffenen Intervalle (a,b] und
alle Vereinigungen und Komplimente solcher zu nehmen. Die »kleinste“ o-Algebra,
die alle diese Mengen enthalt, bezeichnet man als Borel’sche o-Algebra ¥ und ihre
Elemente als Borel-Mengen.

Betrachten wir den Fall, dass der Physiker k Messungen yi, ...,y des elektri-
schen Stroms durchfiihrt. Dann ist

Q:{(ylv---vyk):yiE]R}:]R'k )

der k-dimensionale euklidische Raum der reellen Zahlen. Die interessierenden Fir-
eignisse sind jetzt k-dimensionale Rechtecke sowie Vereinigungen und Komplimente
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dieser. Wir fordern wieder Abgeschlossenheit unter Vereinigung und Komplement-
bildung und bezeichnen die kleinste o-Algebra als Borel’sche o-Algebra & *.

4.2 Wahrscheinlichkeiten

Betrachten wir das Werfen von 2 Miinzen. Dann ist die Menge aller moglichen
Versuchsausginge

Q= {(1‘1,122>} = {(O’ 0)7 (Ov 1)v (1) O)v (13 1)} )

wobei 1 Kopf bedeutet und 0 das Wappen der Miinze. Um zu erfahren, wie wahr-
scheinlich es ist, gleichzeitig einen Kopf und ein Wappen zu erhalten (sagen wir, Er-
eignis A), konnte man 100 mal die 2 Miinzen werfen und die Anzahl des Eintreffens
von A zdhlen. Wenn dies in 47 der Versuche der Fall ist, kénnte man dem Eintritt
dieses Ereignisses A die Wahrscheinlichkeit P(A) = 47/100 = .47 zuordnen, mit
dem es beim néchsten Wurf zu erwarten ist (a posteriori- Wahrscheinlichkeiten).

Andererseits kann man ein theoretisches Argument anwenden: Wenn kein Grund
zur Annahme einer Asymmetrie der Miinze besteht, miisste eine Miinze ungefihr
gleich oft auf der einen Seite wie auf der anderen zu liegen kommen. Die Wahr-
scheinlichkeit des Auftretens einer bestimmten Seite wire demnach % In unserer
Menge (2 gibt es 4 Elemente, von denen aus »oymmetriegriinden“ keines ausge-
zeichnet ist, so dass jedem die gleiche Wahrscheinlichkeit, nimlich 41, zugeschrieben
werden muss. Das Ereignis oder die Menge A beinhaltet aber 2 Punkte, namlich
(0,1) und (1,0), sodass der Eintritt von A mit Wahrscheinlichkeit % + % = % zu
erwarten ist (a priori- Wahrscheinlichkeiten).

Man koénnte sich auch jedes Element von 2 mit einem Gewicht (einer Wich-
tigkeit) versehen vorstellen, von dem dann die Wahrscheinlichkeit abgeleitet wird.
Bei gleichen Gewichten kann man oft die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse durch
einfaches Abzahlen finden (siehe die Zeichnung im Beispiel auf Seite 35). Allgemein
spricht man von einem Maf, das jedem Ereignis A aus (I eine nicht-negative, reelle
Zahl p(A) zuordnet und das bestimmte Eigenschaften aufweist. Formal heifit das-

Ein Maf 11 ist eine Funktion vom Ereignisraum in [0, o0], wobei, wenn {A;, A,, ...
eine Zerlegung von A darstellt, gilt (o-Additivitat)

W(A) = S u(A)

Gilt auerdem () = 1, dann spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsmaf,
das wir mit P bezeichnen.

Aus der o-Additivitit folgt natiirlich auch die endliche Additivitit. Weiters gilt
trivialerweise P(J) = 0.

Wenn wir — wie im einfithrenden Beispiel — jeden Punkt w aus 2 mit einem
Gewicht p(w) versehen, wobei das totale Gewicht gleich 1 ist, d.h. & p(w) = 1,
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dann gilt
= plw
weA
Sind die Gewichte in einem endlichen Raum Q = {wy,...,w,} alle gleich (diskrete

Gleichverteilung: p(w;) = %), dann gilt fiir alle 4 € U
=P(U )= 3 + = 2w e 4)
wi€EA w; €A n n

_ #(giinstige Elementarereignisse)
~ #(mogliche Elementarereignisse)

Die Menge der moglichen Versuchsausgéinge €2, die darauf definierte o- -Algebra
von Ereignissen U und das Wahrscheinlichkeitsmafi P auf ' bilden einen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,Q, P).

Beispiel 4.5: Stetige Gleichverteilung (Rechtecksverteilung) R(0,1) : Es sei =
(0,1] ein Intervall aus R und ¥ die Borel’sche-o-Algebra. Um ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf & zu definieren, brauchen wir nur Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle
anzugeben. Wir definieren fiir ein Intervall I = (a,b] mit 0 < a < b < 1 die Wahr-
scheinlichkeit P(I) = b — a, also gleich der Lange des Intervalls. Nehmen wir eine
Zerlegung von Q@ = AU B mit A= (0,%] und B = (3,1], so gilt offensichtlich

1=P(Q)=P(A)+ P(B) .
Eine Zerlegung von A wire A = A, U As UA, U ... mit A, = (+1’ =]. Wir finden,
dass
1 b © 1 1 1 1 1 1 1
S =P(A) =S P(A, Z e+ (=) =2
3 =PA) =2 P(4.) = LG =G+ G-+ =3

n=2

Regeln fiir das Rechnen mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf:
(1) Aus der Additivitat folgt

P(A) + P(A%) = P(Q) = 1

oder
P(A)=1- P(A°) .

(2) Fir A— B = AN Be gilt
P(A—B) = P(A)— P(ANB) .
(3) Aus A D B folgt

(4) Allgemeiner Additionssatz:
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANnB) .
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Beispiel 4.6: Wir betrachten wieder das Werfen von 2 Wiirfeln und nehmen an,
dass jedes Augenpaar mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt, ndmlich

P({(zy,z2)}) = 1/36, wobei z, €{1,...,6} .

Daher gilt P(D) = P({(1,1)}) = 1/36 und P(,nicht gleichzeitig 1) = P({(1,1)}%)
= 1-1/36 = 35/36. Es sei F das Ereignis ,die erste Augenzahl ist 1“, d.h.
F={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)}, und Z = , die zweite Augenzahl ist 1.
Es gilt offensichtlich P(F) = P(Z) = 1/6. Weiters

FnzZ={1,1} ,
F—Z=Fnz° ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)} ,
P(F~Z)=P(F)—P(Fﬁz)zé"%=g% )

1 1 1 11
P(M)=P(FUZ)=P(F)+ P(Z) (FN2Z) 6+6 36~ 36
Beuspiel 4.7: Bernoulli- Verteilung Bi(1, p).  besteht nur aus 2 Elementen wy =

0, wp = 1. Das Wahrscheinlichkeitsmaf ist gegeben durch
Pou=1})=p .

Daraus folgt P({w = 0}) = 1—p. Praktische Anwendung: Uberleben eines Versuchs-
tieres bei einem pharmazeutischen Experiment. Anteil der GroS8kunden grofler als
ein bestimmter Wert.

4.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhin-
gigkeit

Bis jetzt wurden Wahrscheinlichkeiten nur auf Grund der Kenntnis des Wahrschein-
lichkeitraumes definiert. Manchmal ist es aber leichter die Wahrscheinlichkeit des
Eintretens eines Ereignisses zu definieren, wenn man weif, dass ein anderes bereits
eingetreten ist.

Beispiel 4.8: Betrachten wir wieder das Wiirfeln mit 2 Wiirfeln, wobei Q =
{(z1,22) 1z =1,..., 6} und z; bezeichnet die Augenzahl des i-ten Wiirfels. Die
Ereignisse A und B seien definiert durch A = »T1 =2 und B = ,x; 4+ 34 > 7%

Es gilt P(4) = 1/6, P(B) = 21/36 und P(AN B) = 2/36. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit des Eintritts von B, wenn wir schon wissen, dass A eintritt? Wir
schreiben es als P(B | A) (B bedingt durch A). Diese Wahrscheinlichkeit ist
P(AN B), allerdings normiert auf unseren jetzt eingeschrinkten Raum der mogli-
chen Versuchsausgéinge, nimlich (O | A) = 4 = {(z1,22) "2y =2, 29 =1,...,6)}.

Wir erhalten )

P(ANB) _2/36 2 1
7 -

FB4) = P(A) ~ 1/6

2
6
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Abbildung 4.2: Bedingte Ereignisse.

Allgemein definieren wir fiir 2 Ereignisse 4 und H aus (0 mit P(H) > 0 die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter H

P(AN H)

P(A| H) = B

P(.| H) ist natiirlich wieder ein Wahrscheinlichkeitsma.

Beispiel 4.9: Man wirft mit 2 Miinzen. A sei das Ereignis , beide Miinzen zeigen
die gleiche Seite; B = , mindestens eine Miinze zeigt Wappen“. Es gilt offensicht-
lich

P(A)=1/2,P(B)=3/4,P(ANB) = 1/4
und
P(ANB) 1/4 1
P(B) ~ 3/4 3

Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit lisst sich fiir eine Multiplikati-
onsregel fiir Wahrscheinlichkeiten verwenden. Es gilt, wenn P(A) und P(B) groBer
0 sind,

P(A|B) =

P(ANB)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A| B) .
Diese Regel ldsst sich leicht auf endlich viele Ereignisse verallgemeinern. Sei

n—1
A1, Ay, Ay €00 mit P(() 4) >0 .

i=1
Dann gilt

P((YA:) = P(A))P(Ay | A))P(As | AAs)... P(A, | ﬁ A;)

Beuspiel 4.10: Es werden 6 Wiirfel geworfen. Wie grofl ist die Wahrscheinlich-
keit, dass 6 verschiedene Augenzahlen auftreten? Ay, ..., Ag bezeichnen Ereignisse,
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wobei A; = , der erste Wiirfel zeigt irgendeine Zahl“, 4; = ,der i-te Wiirfel zeigt
eine andere Zahl als die anderen davor® (: = 2,... 6). Es gilt:

P(A;) = 1 (trivial), P(AQIAI):g ,

4 5 1
PlAs| Aindg) =, P(AﬁlﬂAi)zg_

i=1

Daraus folgt die Wahrscheinlichkeit unseres Ereignisses

Wenn fiir zwei Ereignisse A und B (P(B) > 0) gilt
P(A|B)=P(4) ,

also, dass das bedingte Ereignis die gleiche Wahrscheinlichkeit wie das nichtbeding-
te aufweist, dann sind A und B unabhdngig. Eine héufig verwendete Regel leitet
sich davon ab: Bei A unabhéngig von B gilt

P(ANB) = P(A)P(B) .

Beispiel 4.11: Es werden 2 Wiirfel geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass der erste Wiirfel eine gerade (Ereignis A) und der zweite eine ungerade Zahl
liefert (Ereignis B)? Unter der Annahme der Unabhéngigkeit erhalten wir

P(ANB) = P(A)P(B) = % i

O =

Beuspuel 4.12: Binomialverteilung Bi(n,p). Es werden n unabhéingige Versuche
durchgefiihrt, von denen jeder Versuchsausgang dhnlich wie in einem Beispiel auf
Seite 38 mit der Wahrscheinlichkeit p gut (1) und mit 1 — p schlecht (0) ist. Fir
alle n Versuche stellt sich 2 als kartesisches Produkt dar:

Q={0,1}"={(z1,...,2n) : 7, € {0,1}} .

Wir interessieren uns fiir das Ereignis E; = ,# der guten Versuchsausginge gleich
t“ fiir ¢ = 0,...,n. Nachdem die n Versuche unabhdngig voneinander durchgefithrt
werden, ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten i Versuche gut und die restlichen
n — 1z Versuche schlecht ausgehen, gleich

(l:[ P(z; = 1)) (_ﬁ P(z; =0)) =p(1—-p)"" .

J
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Es gibt aber C‘) Moglichkeiten der Reihenfolge der Versuchsausgénge, bei denen
das gleiche Ereignis E; eintritt. Daher bekommen wir

P(E,) = (?)piu -

Eine andere Vorgangsweise wire die Reduzierung der Menge der moglichen Ver-
suchsausginge auf

0 ={0,1,2,3,...,n} ,
in der als Elementarereignisse nur die Summen der guten Versuchsausginge ange-
geben sind. Die Wahrscheinlichkeit des Eintritts eines Elementarereignisses {w = i}
firt=0,1,...,n ist dann

Pt =) = (1) -

Der neue Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus {1, der Potenzmenge (1, auf
und dem entsprechenden WahrscheinlichkeitsmaB P;. Man sieht, dass eine Ande-
rung der (Grund-) Menge 2 eine groBe Vereinfachung bringen kann. Der funktio-
nelle Zusammenhang besteht iiber eine Zufallsvariable, die Thema des nichsten
Abschnitts ist.

Beispiel 4.13: Anwendung der Binomialverteilung in der Korngréfenanalyse bei
der ,,vollkommenen Trennung® eines Kornguts in Fein- und Grobgut. Sei p der re-
lative Anteil des Feinguts (Durchmesser kleiner als d) am gesamten Kornkollektiv.
Wird eine Stichprobe der GréBe n (n Korner) gezogen, so ist

P(,i Korner mit Durchmesser kleiner als d“)
= P(,der Anteil Feingut in der Stichprobe ist 1)

= (?)p"(l —p)"

Z.B.n=100, p=.75

P(,0 Korner*) = 0.6x 107%°
1 = 19x1058
2 = 28x107%

75 = 0.092
98 = 1.8x1071°
99 = lL1lx10™H1
100 = 3.2x10°1
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P(i)

0.05

T

10 20 30 40 50

60,1"’ L |

70 8 90 100 1

Abbildung 4.3: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Verteilung Bi(100,.75).

4.4 Zufallsvariable

Im Beispiel auf Seite 40 haben wir gesehen, dass es von Vorteil sein kann, von
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, U, P) in einen anderen iiberzugehen, in dem
man leichter arbeiten kann. Insbesondere versucht man, die reellen Zahlen IR zu
verwenden, die dann die Menge der moglichen Versuchsausgéinge darstellen. Die
Borel’schen Mengen aus IR bilden die Ereignisalgebra und der funktionelle Zusam-
menhang wird durch eine Zufallsvariable X gebildet, wenn jede Menge B aus ¥
ein Urbild A = X~!(B) als Element aus I in (2,0, P) besitzt. Formal heifit das
X (Q0,P)— (R,5,P) ,
eine Zufallsvariable X stellt eine Abbildung von (©,0) in (R, %) dar, wobei fiir
jedes Be§ gilt X '(B)={w|X(w)eB}=A€cd.

Beuspiel 4.14: Eine einfache Zufallsvariable wird durch die Indikatorfunktion
X = I, fiir ein A € O definiert:

[0 fir wugA
]A<w)_{1 fir we A
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Es geniigt, die inverse Funktion fiir die Intervalle (—o0, z] zu iiberpriifen:

< fir z<0
Iy (—o00,z] =4 A° fir 0<z<1
Q fir 1<z

Beispiel 4.15: Wie im Beispiel auf Seite 40 werden n unabhéngige Versuche be-
trachtet, wobei fiir ¢ = 1,... n die Wahrscheinlichkeit des Eintrittes des Ereignisses
E;, dass der i-te Versuch positiv ausgeht, gleich P(E;) = p ist. Die Zufallsvariable,
die die Anzahl der positiven Versuchsausgénge angibt, kann durch die Summe der
Indikatorvariablen angegeben werden, namlich,

X(w) = iIEi(w) )

(w stellt das n-dimensionale Ergebnis aller Versuchsausginge dar.)
Jede Borel’sche Menge kann durch Intervalle der Form (=00, 7] gebildet werden.
Deshalb definiert die Verteilungsfunktion

Flz)=P(X<z)=Plwe X H~00,1])

vollstandig das Wahrscheinlichkeitsma P auf (IR,%). Es gilt fiir jedes Intervall

mita < b
P((a,b)) = F(b) — F(a) .

Beispiel 4.16: Bi(10,.5). Die Verteilungsfunktion wird in Abbildung 4.4 darge-
stellt.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion:
(a) F ist monoton wachsend (nicht fallend).
(b) F ist rechtsseitig stetig.
(¢) limy—_o F(z) = F(—o00) = 0,
lim, . F(z) = F(c0) = 1.

4.4.1 Diskrete Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable heifit diskret, wenn sie hdchstens abzahlbar viele verschiedene
Werte annehmen kann, d.h.

Xw)=zi, z;€R, i=1,2,... .

Bezeichnen wir
p; = P(X(w) ZiEi), 7 = 1,2,... R
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j —
—~ .——_

0.5 -
i —
1 -
1 -

0.0 * . .

o 1 2 3 4 5 6 7 § 9 10 =
Abbildung 4.4: Verteilungsfunktion der Verteilung Bi(10, .5).

dann gilt
o0
Zpi =1
i=1

und die Verteilungsfunktion ist

Flz)=P(X<z)= Y PX=zx)= Spio.
;<zx ;<
p; bezeichnet man als Wahrscheinlichkeitsfunktion.
Beispiel 4.17: Werfen eines Wiirfels. w; bezeichne den Versuchsausgang , Au-
genzahl 7“. Dann definieren wir die Zufallsvariable

X :w; — i mit P(wi)=P(X=i)=pi=% .

Die Verteilungsfunktion wird daher

0 fir z<1
Flz)=) P(X=i)={ i fir i<z<i+]l, i=1,...,5
i<z 1 fir z>6 .
Beispiel 4.18: Poissonverteilung P(X). Die méglichen Werte der Zufallsvariablen
X sind z; =0,1,2,... . Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist durch

pi=—,~e"’\, i=0,1,2,...
2!

fiir ein gewisses A > 0 definiert. Natiirlich muss

oo o0 /\i
Zpi = Z ;’-e"\ =e et =1
i=0

=0 “°
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gelten.

Die Poissonverteilung wird auch Verteilung der seltenen Ereignisse genannt.
Fiir grofles n und kleines p lisst sich namlich die Binomialverteilung gut durch die
Poissonverteilung annéhern (A = np) (Faustregel: p <.l,n > 50).

Beispiel 4.19: Es sei bekannt, dass pro Jahr 0.005% einer Bevolkerungsgrup-
pe durch einen gewissen Unfall getdtet wird. Bei einer Versicherung sind 10 000
Personen aus obiger Gruppe gegen diesen Unfall versichert. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass in einem gegebenen Jahr mindestens 3 dieser Versicherten durch
den genannten Unfall umkommen?

X = Anzahl der versicherten Leute, die pro Jahr durch diesen Unfall getotet
werden.

n = 10000, p = .00005, A = np = .5.

P(X>3) = 1-P(X<2)

1 1
1-) Ze?=1-e51+ 5+ g) = .0144 ~ 1.4%.

Il

1l
im0 &

Wenn wir das Modell der Binomialverteilung verwenden, so finden wir
2 n . .
Pz = 1-3 (Mpa-pr

= 1- ((10800).000050.9999510000 + (1020()).000051.999959999

+ (mgoo) .00005°.99995%998)

= 1— (.607+.303 +.076) = .0144.

Weitere Anwendungen: Anzahl der Telefonteilnehmer, die in einer Zentrale pro
Zeiteinheit anrufen. Anzahl der Druckfehler pro Seite eines Buches. Anzahl der
Rosinen in einem Stiick Kuchen. Anzahl von tektonischen Stérungen pro Fliachen-
einheit.

4.4.2 Stetige Zufallsvariable

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit absolut stettg , wenn es eine nicht negative
Funktion f(z) gibt, sodass sich die Verteilungsfunktion F(z) fiir alle z € R als
Integral iiber f darstellen lisst, nidmlich

Flz) = /_ OO f(t)dr .

f wird (Wahrscheinlichkeits- ) Dichte genannt. X ist eine stetige Zufallsvariable,
wenn ihre Verteilung absolut stetig ist. Wenn F differenzierbar 1st, gilt

fz)=F(z) .
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Ein Beispiel einer absolut stetigen Verteilung wire die Gleichverteilung (Beispiel
auf Seite 37).

Beispiel 4.20: Dreiecksverteilung. Diese entsteht bei der Summe von 2 un-
abhéngigen, gleichverteilten R(0, 1) Zufallsvariablen (siehe spiter). Die Dichte f
ist gegeben durch

T 0<z<1
flz)=49 2~2 1<z<?
0 sonst.
1
f(x)
0.54
O 1
0 1 2 X

Abbildung 4.5: Dichte der Dreiecksverteilung.

Die Verteilungsfunktion errechnet sich durch Integration (Ubung).

1} F(x)
0.5}
O 1

0 1 2 X

Abbildung 4.6: Verteilungsfunktion der Dreiecksverteilung.

Beuspiel 4.21: Normalverteilung N (1, 0%). Viele quantitative GréBen konzentrie-
ren sich oft um einen bestimmten Wert und gréflere Abweichungen sind eher selten.
Diese Konzentration (besser Dichte) kénnte man sich wie in der Abbildung 4.7 un-
ter einer Glockenkurve vorstellen. Traditionsgemaf dient die Normalverteilung als
Approximation eines solchen Verhaltens. Unter bestimmten Voraussetzungen kann
man auch theoretisch zeigen, dass die Verteilung einer Summe von »unabhingigen*
Zufallsvariablen gegen die N ormalverteilung strebt (im besonderen gilt dies fiir die
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Binomialverteilung.) Die Dichte der Normalverteilung (bezeichnet mit N(u,o?))
ist gegeben durch

1 (I—y}z
flz) = 5 e 27 | M, T € (—00,00), ¢ >0
o

wobei 11 einen Ortsparameter (das Mittel) und o einen Skalierungsparameter dar-
stellen.

3989
c

u-36 pu~-26 p-o n u+o u+26  u+3c

3989

= (21[) 12

Abbildung 4.7: Dichte der Normalverteilung.

Die Verteilungsfunktion ist natiirlich das Integral iiber f,d.h.

z z 1 (t—p)2
Fa:=/ tdtz/ e 27 dt .
(x)=J f@0) Tt
Ihre Berechnung ist nicht ganz einfach, und entsprechende Werte werden iiblicher-
weise Tabellen (siehe z.B. Tabelle A) entnommen.

Betrachten wir die transformierte Zufallsvariable Z = (X —pu) /o, wobei X N (u, 0?)
verteilt ist. Die Verteilungsfunktion G(z) wird zu

A ) = P(X <204 )
a

zZo+p 1 (=

e 27 (dt.
—o  \2no

G(z) = P(Z<z)=P(

= Flzo+p) =
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Die Transformation der Integrationsvariablen t — so + y liefert

wobei

G und g werden Verteilungsfunktion bzw. Dichtefunktion der Standard-Normal-
verteilung N(0,1) bezeichnet. (Manchmal sind auch die griechischen Buchstaben
® und ¢ (oder ¢) iiblich. Die Verteilung heiBt auch Gauf’sch). Werte von G findet
man in Tabellen (siehe Anhang, Tabelle A) und ein paar hiufig verwendete sind

P(-1,1) = [Hlgt)dt = 2(G(1)-G(0)) = 68.26%
P(-2,2) = = 2(G(2)-G(0)) = 95.45%
P(-3,3) = = 99.73%.

Beispiel 4.22: Ein Psychologe beniitzt ein Instrument, das ihm Werte liefert,
die N(500, 10 000) verteilt sind. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert
kleiner oder gleich 600 ist.

X — 500 < 600 — 500
100 — 100

Wie grof3 ist die Schranke, unter der ein Wert mit 95% Wahrscheinlichkeit liegt?

P(X < 600) = P( )=P(Z<1)=G(1) = .8413 .

X =500 z-500 z — 500
=P <o) = P(gpr— < —45) = G55
Aus der Tabelle folgt
z—500 1 64
100 0

woraus sich die Schranke z = 664 ergibt.

Beispiel 4.23: Stichprobenwerte einer stetigen Verteilung. Gemessene Werte
werden praktisch immer nur bis auf eine endliche Anzahl von Dezimalstellen regi-
striert, sodass man eigentlich von einer diskreten Zufallsvariablen sprechen miisste.
Es ist jedoch technisch sinnvoll, die Werte weiter als »stetig® zu betrachten.

Grumell und Dunningham priiften 250 Stichprobenwerte von Kohle eines be-
stimmten Ursprungs auf Asche. Die Werte sind in Form einer Haufigkeitstabelle
festgehalten:
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Geschitzte  Geschitzte

Intervall Wahrschein. Hiufigkeit Standard.
oder Zelle Haufigkeit Anteil (normal) (normal)  Residuen
f p (p) e=250(p) Lz
(9.00-12.99) (16) 0.064 0.064 16.01 -0.00
9.00-9.99 1 0.004
10.00-10.99 3 0.012
11.00-11.99 3 0.012
12.00-12.99 9 0.036
13.00-13.99 13 0.0562 0.0862 15.54 -0.67
14.00-14.99 27 0.108 0.096 24.02 0.61
15.00-15.99 28 0.112 0.128 31.88 -0.69
16.00-15.99 39 0.156 0.147 36.85 0.35
17.00-17.99 42 0.168 0.148 37.02 0.82
18.00-18.99 34 0.136 0.128 32.08 0.34
19.00-19.99 19 0.076 0.097 24.28 -1.07
20.00-20.99 14 0.056 0.064 15.88 -0.47
21.00-21.99 10 0.040
22.00-22.99 4 0.016
23.00-23.99 3 0.012
24.00-24.99 0 0
25.00-25.99 1 0.004
(21.00-25.99) (18) 0.072 0.065 16.34 0.41
250 1.00 250.00

Einige Zellen mit geringen Haufigkeiten sind zusammengefasst (in Klammern
am Beginn und Ende der Tabelle). Die Anteile p sind auch in der folgenden Grafik
(Histogramm) aufgetragen. Um zu sehen, wie gut die Dichte einer Normalverteilung
N(p, 0%) dieses Histogramm approximiert, fithren wir folgende informelle Rechnung
durch (Genaueres siehe spiter). Der Parameter p stellt das Mittel dar und wird
durch

1
T=-Y z;=17.015 ,
n

wobei z; die Messwerte bezeichnen, geschitzt und ¢2 durch
1
2 > (z; ~T) =697

s° =
approximiert. Die damit definierte Wahrscheinlichkeitsdichte ist ebenfalls in der
Grafik (Abbildung 4.8) iiber dem Histogramm dargestellt. Die durch dieses Modell
geschétzten Wahrscheinlichkeiten p sowie die Haufigkeiten e fiir jedes Intervall sind
in der Haufigkeitstabelle eingetragen.
Weiters wollen wir priifen, ob das Modell der Normalverteilung richtig sein
kann. Dazu sind in der letzten Spalte standardisierte Residuen

f—e
Ve

n—1

d=
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N\
/

| -

10 12 14 16 18 20 22 24

Abbildung 4.8: Histogramm und geschitzte Dichte von Aschenanteil.

angegeben, die unter der Annahme des Modells ungefihr standard-normalverteilt
sind. Die Werte in der Tabelle widersprechen offensichtlich nicht dieser Annahme
(alle absolut kleiner als 2). Ein weiterer einfacher , Test“ besteht darin, die GroBe

10
X' =3 d=374,
j=1
die ungefahr chi-quadrat mit 7 Freiheitsgraden verteilt ist, zu untersuchen. Der Ver-
gleich von x? = 3.74 mit Werten aus Tabelle A des Anhangs gibt keine Indikation
gegen die Annahme der Normalverteilung.

4.4.3 Wahrscheinlichkeitsnetz

Manchmal ist es fiir die Uberprﬁfung einer Verteilung giinstiger, die Verteilungs-
funktion statt der Dichte zu betrachten. Wenn Zy,...,T, n Datenpunkte bezeich-
nen, so heifit die Funktion

Fa(®) = =3 Licee(a)
st
empirische Verteilungsfunktion, wobei I die Indikatorfunktion ist. Diese Treppen-
funktion F, gibt im wesentlichen die relative Summenhaufigkeit an, weist n Spriinge
der Gréfle 1/n auf und hat alle Eigenschaften einer Verteilungsfunktion.
Fir den Zweck der Priifung auf eine Normalverteilung ist es von Vorteil, die
Skalierung der Ordinate zu dndern (zu verzerren). Im Wahrscheinlichkeitspapier!

'@: wahrschPapier (Daten), siche Ubungen
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oder Wahrscheinlichkeitsnetz wird die Ordinate zwischen 0 und 1 nicht in gleich
grofle Intervalle geteilt, sondern es werden Abstinde proportional G aufgetra-
gen, wobei G die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist. Bei Ver-
wendung dieser Skalierung wird eigentlich nicht F, (z) iiber z grafisch dargestellt,
sondern G~'(F,(z)) iiber x. Wenn nun die Daten ungefshr normalverteilt sind, so
wird Fy,(z) ~ F(z) (also N (g, 0?)) sein und

G () ~ G (F(@) = G (G(H) = 224

(o

sodass die Treppenfunktion ungefihr auf einer Geraden zu liegen kommt. Die Ab-
bildung 4.9 soll das illustrieren. Man beachte, dass man auch sofort Schiitzwerte
fiir den Mittelwert 4 und den Skalierungsparameter o ablesen kann.

99.9

90 o

99

84

70

60 F
50
40 =
30

"‘A/_J L § = 0.054

= I

1.8 1.9 x 20
=1.944 Gewicht [g] —w»

Abbildung 4.9: Wahrscheinlichkeitspapier.

In der Praxis wird man nicht die Treppenfunktion, sondern nur die Punkte
der Sprungstellen einzeichnen, die wiederum ungefdhr auf einer Geraden liegen
miissten. Die Abweichungen sind rein zufilliger Natur und werden stark von der
Anzahl der Daten beeinflusst. Um ein gewisses Gefiihl fiir »zufdllige“ Abweichungen
zu vermitteln, haben wir in den Abbildungen 4.10 und 4.11 verschieden grofie
Stichproben von normalverteilten Werten dargestellt. Ordinaten und Abszissen
sind manchmal vertauscht, was aber natiirlich keine Rolle spielt.

4.4.4 Funktionen einer Zufallsvariablen

Eine reelle Funktion A einer Zufallsvariablen X ist ebenfalls eine Zufallsvariable,
etwa Y = h(X), wenn gilt, dass die Urbilder der Borel-Mengen wieder Borel-
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Abbildung 4.10: Simulierte normalverteilte Daten auf Wahrscheinlichkeitspapier.

Mengen sind, nimlich fiir alle reelle Zahlen Y
R (~o0,y] €%
Das Wahrscheinlichkeitsma8 fiir Y ist dann definiert durch
PY <y)=P(X € h™l(~o00,9)) .

Beispiel 4.24: Eine diskrete Zufallsvariable X sei gegeben mit den Wahrschein-
lichkeiten
il-2 -1 0 1 2
P(X=i) | 1/5 1/6 1/5 1/15 11/30

Wir betrachten die neue Zufallsvariable Y = h(X) = X2 und erhalten

ilo 1 4
P(Y=i) | 1/5 7/30 17/30

Beuspiel 4.25: X sei N(0,1) verteilt, d.h.

2

g(z) = —==e"F, —c0<z <00 .

V21

Wir betrachten die Transformation ¥ = h(X) = X?. Die Verteilungsfunktion von
Y fir (y > 0) errechnet sich als

Fe(y)=P(Y <y)=PO<Y <y)=P(X € BY(0,y))
=P(=y <X <) =G(VY) - G(—/3) ,



4.4. Zufallsvariable 56
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Abbildung 4.11: Weitere simulierte normalverteilte Daten.

woraus die Dichtefunktion sofort folgt:

_ dFy(y) _ 1
dy 2y

In unserem speziellen Fall der Normalverteilung bekommen wir

fr () (Vi) +§—§g<—@ |

1
fr(y) = me"% fir y>0

und sonst 0. Diese Verteilung von Y wird auch Chi-Quadrat- Verteilung mit einem
Freiheitsgrad genannt (x?).

Im Fall einer stetigen Zufallsvariablen X und einer Funktion h, die differenzier-
bar und streng monoton wachsend ist (h'(z) > 0 Vz), kénnen wir folgende Regel
herleiten:

Fy(y) = P(Y <y) = P(X <h™(y)) = F(h}(y)) ,
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woraus durch Ableiten folgt

R (e

Fiir streng monoton fallende A gilt Ahnliches.
Beispiel 4.26: Die Zufallsvariable X sei gleichverteilt im Intervall 0,1]: X ~
R(0,1). Wir betrachten die Variable

Y=~hX)=-lnX ,

wobei offensichtlich die Funktion h(z) fiir z > 0 streng monoton fallend ist. Die
gewohnte Rechnung liefert fiir y > 0

Fry)=PY <y)=P-in(X)<y)=PX>e¥)=1-Fe?¥)=1-¢" ,

wodurch iFy (4)
fY (y) dy € *

Die Verteilung wird Ezponentialverteilung genannt.

Beispiel 4.27: Die Zufallsvariable X sei normalverteilt: X ~ N(, o2). Betrach-
ten wir ¥ = eX. Die Funktion h(z) = e ist differenzierbar und streng monoton
steigend. Daher ist obige Regel anwendbar und wir erhalten

1 _Uny—p)?

fY<y) = \/2—7'(0'ye e

Die Verteilung von Y wird Log-Normalverteilung genannt, weil der Logarithmus
von Y normalverteilt ist.

4.4.5 Erwartung

Bezeichne h eine reellwertige Funktion der Zufallsvariablen X. Dann ist der Mit-
telwert oder die mathematische Erwartung von h(X) im Falle einer stetigen Zu-
fallsvariablen durch

E[h(X)] = / T h(2)f(z)dz  (vorausgesetzt /_ Z | h(z) | f(z)dz < oo)

—0o0
und im Fall einer diskreten Zufallsvariablen durch
EMX)] = h(z)p: (vorausgesetzt > | A(z;) | p; < 00)
=1 i=1

definiert. Hauflg sucht man die Erwartung einer Funktion der Form ah(X) +
bhy(X) mit Konstanten a und b. Dann gilt (wie man sich leicht iiberzeugt)

Elahy(X) + bhs(X)] = aE[hy(X)] + bE[ha(X)] .
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Ist h die Identitdt h(z) = z, dann erhalten wir die Erwartung oder den Mittelwert
der Zufallsvariablen

p=EX0) = [2f(z)ds
bzw.
p=EX)=3 ap; .

Die Grofe
o? = Var(X) = B(X - p)® = E[X — E(X))?

mit h(z) = (z~u)? bezeichnet man als Varianz oder zentrales Moment 2. Ordnung.
o heifit auch Streuung oder Standardabweichung. Es gilt

Var(X) = B(X)* - (EX)? .

Beispiel 4.28:
(a) Poissonverteilung P()):

o] i o0 i—1
BUNN A

- _ AP W A _
,u—EX—ZzZ_!e i;(i_l)!)\e A

=0
2 e Ly — ./ Ao 2 NP, 2
EX —;Z '56 —)\+;2(z~l)i!e -—)\-f*zz:;)\ me =X+ A .

o’ =Var(X)=EX? = (EX)? = A+ A2 = )2=) .
(b) Bernoulli-Verteilung Bi(1, p) :
p=EX=1xp+0x(l—p)=p .
EX*=1p+0*(1-p)=p .
o’ =p—p’=p(l-p) .
(c) Binomialverteilung Bi(n, p) :
p=np
o® = np(1 — p) (Herleitung spater) .

(d) Rechtecksverteilung R(a, b) :

b1 2 —a? 1 a-+b
w=EX) /azb—ag: 2 b-a 3
b 1 b3__ 3 1 2 2
EX2=/$2 dr = a =b +ab+a
a b—a 3 b—-a 3
2 2 N2
02:VaTX=b +ab+a _(a-I—b)Q_(b a)
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(e) Normalverteilung N(y, 0?)

s} )2
E'X.—./ z e_ide.T .

210

Substitution von z = % liefert

®oz4+pu _2 1 .2
EX==/ e 2dz=0+ / e 3dz = .
oo Vom H)eo Vom H

Var(X) = /_c:o %ﬁe‘%dx .

Die gleiche Substitution und partielle Integration liefert

© g2z2 2

Var(X) = /_Oo ~—__27re‘7dz
— 2 Z —-’23 ') /oo 1 -2 .2
=g°|— Teo T ——e " Tdzl =0
ol vV 27re —00 /2 4
Ubung 4.1: Man wirft einen Wiirfel, bis eine 6 erscheint. Wie grof§ ist die er-

wartete Anzahl von Wiirfen?
Zur weiteren Charakterisierung einer Verteilung definieren wir die Schiefe als

1 3
7= E ( X — “)
und die Kuz tosts (4 Moment) als

1
X=;E(X—u)4—3 .

4.4.6 Né&herung der Binomialverteilung durch die Normal-
verteilung

Fiir groBe Werte von n lisst sich die Binomialverteilung durch die N ormalverteilung
mit dem Mittelwert
= np

und der Varianz

o® = np(1 - p)
anndhern. Dabei muss beachtet werden, dass die Binomialverteilung fiir Werte von
p nahe 0 oder 1 sehr schief ist. Fiir p nahe .5 ist die Néherung allerdings auch fiir
kleinere Werte von n recht gut, was in den Abbildungen 4.12 und 4.13 illustriert
wird.
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.
“y Dn=8 n=8§
p=0.2 p=0.5
\ .
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2_/ \ 21 /| \
\ anm
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n=25 sl
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0= W ~ } 0 1 1 ) X 1 f 1 1
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Abbildung 4.13: Binomialverteilung Bi(25,0.2) und Normalverteilungsapproxima-
tion.

Beispiel 4.29: Daten aus dem Beispiel auf Seite 45. Obwohl n = 10 000 sehr
groB ist, stellt p = .00005 doch einen extremen Fall dar, wobei die Approximation
noch sehr schlecht ist: Wir bekommen p = np = .5, 6% = np(1 — p) = .499975 und

X —np 3—.5
> ~ P(Z > 3.54) = .0002 |,
np(1 —p) \/.499975) (= )

also .02% statt 1.4% von friiher.

P(X >3) = P

4.5 Mehrdimensionale Zufallsvariable

Die gleichzeitige Betrachtung mehrerer Zufallsvariablen ist aus verschiedenen Griin-
den wichtig. Erstens wird bei Zufallsexperimenten meistens mehr als eine GrofSe
gemessen bzw. untersucht. Z.B. wird eine Bohrprobe nicht nur auf den Gehalt eines
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chemischen Elementes gepriift, sondern es werden viele Eigenschaften untersucht.
Bei der Klassifizierung von Tieren oder Personen werden auch mehrere Merkma-
le wie Kérpergrole, Gewicht, Augenfarbe, Schiadelform, etc. betrachtet. Erforscht
man jede Variable einzeln, so gehen die Zusammenhinge zwischen ihnen verloren.

Eine Zufallsvariable kann vom Ort oder von der Zeit abhingig sein, sodass sie
zu verschiedenen Zeitpunkten zwar Eigenschaften des gleichen Merkmals angibt,
aber verschiedene Verteilungen aufweist. Es kann also zu jedem Zeitpunkt eine
andere Zufallsvariable angenommen werden.

Verteilungen mehrerer Variablen spielen auch bei der theoretischen Begriindung
statistischer Priifverfahren eine Rolle. Eine Stichprobe des Umfangs n kann oft als
»Realisation“, als spezieller Wert einer n-dimensionalen Zufallsvariablen interpre-
tiert werden. Man spricht dann von Zufallsvektoren.

Bezeichnen wir mit X1, ..., X, p Zufallsvariable, d.h. X; : @ — R mit X =oo0, z] €
Q firallez € Rundi=1,...,p. Dann definieren wir einen p-dimensionalen Zu-
fallsvektor

X = (X1, X0, X,)T

als Abbildung von (€2, (1) in den p-dimensionalen Raum (IR?, % ?), wobei das Urbild
jedes Intervalls

I'={(t1,...,tp) | ~o < t; <z;, z; €R, t=1,...,p}

in A liegen soll, d.h.
X YDea

Die Wahrscheinlichkeit, dass X in das Intervall I fallt, ist offensichtlich definiert
durch
P(Xel)=Pwe X YD) .

Beispiel 4.30: Ein Zufallsvektor X sei durch die Kodierung von p verschiedenen
Merkmalen (z.B. Grole, Geschlecht, Anzahl der Zshne) einer Person definiert. Er
stellt eine Abbildung der Elementarereignisse w (z.B. eine bestimmte Person aus
einer Bevélkerungsgruppe) in IR? dar. Die Wabhrscheinlichkeit, dass X in ein spezi-
fisches Intervall (aus IR?) fillt, ist durch die Wahrscheinlichkeit des Urbildes dieses
Intervalls gegeben, d.h. durch die Wabhrscheinlichkeit, eine Person auszuwéhlen,
deren kodierte Merkmale gerade in dieses Intervall fallen.

Der Einfachheit halber beschranken wir uns nun auf p = 2 Zufallsvariable.

Wir definieren wieder die Verteilungsfunktion F (jetzt auf IR?) durch

F(SEl,l‘Q) = F(m) = P(X1 S .’El,XQ S Ig)
= P((~00, 7] X (00, z,])
=PX <z) .

F weist wie im eindimensionalen Fall folgende Eigenschaften auf: Sie ist in jeder
Koordinate monoton wachsend und rechtsseitig stetig. Sie strebt gegen 1, wenn alle



4.5. Mehrdimensionale Zufallsvariable

62

Argumente x; gegen oo streben. Sie strebt gegen 0, wenn ein Argument z; gegen

—00 strebt.

Beispiel 4.31: 2 symmetrische Miinzen werden auf einmal geworfen. X ist als

Indikator der Kopfe definiert; d.h. X ist 1, wenn die 1. Miinze Kopf zeigt, und
sonst 0; fiir X, gilt dhnliches beziiglich der 2. Miinze. Die Verteilungsfunktion F

ergibt sich dann folgendermafen.

0 wenn —oo <

1/4 0L

F(z) = F(z),15) = 1/2 0<
1/2 0<

1 1<

1

Iy
I
I,
T2
I

X1

<0
<1
<1
<1
< o0

oder

und

-0 <

0<
1<
1<
1<

Abbildung 4.14: Verteilungsfunktion fiir das Werfen von zwei Miinzen.

Die Verteilung von X nennt man diskret, wenn X héchstens abzihlbar viele

verschiedene Werte annehmen kann, d.h.

X (w) = (X1(w), X2(w)) = (21", 2{?) € R?
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i;j=1,2..., j=12 .

Die Verteilungsfunktion F kann dann als

F@)=P(X<z)= Y P(X=(z{"z{))

Igil ) <z ,Iglz)S:rz

beschrieben werden, wobei die Summation iiber alle Punkte (:Egi‘),:z:g"')) durch-
gefithrt wird, deren Komponenten kleiner oder gleich den Komponenten von x
sind (siehe auch Abbildung 4.14).

Piin = P(X; = 2V X, = )

wird wieder als Wahrscheinlichkeitsfunktion bezeichnet.

Beispiel 4.32: 2 symmetrische Miinzen werden 2 mal geworfen. X = (X1, X?)
gibt die Orientierung der Miinzenpaare auf dem Tisch an, d.h. X; ist der Winkel,
den die Verbindungsgerade der beiden Miinzen nach dem i-ten Wurf (¢=1,2) mit
einer bestimmten Tischkante einschliefit. Der Wertebereich von X; ist also 0 bis
180°. Aus Symmetriegriinden finden wir Wahrscheinlichkeiten von Intervallen z.B.
als

P((0,10] x (0,10]) = P((0,10] x (10,20]) = ...

10°
= P((170,180] x (170,180]) = 56
Aus immer feiner werdenden Unterteilungen schlieBen wir, dass
0 wenn —-oo< 77 <0 oder —oo< zp <0,
5z 0< 23 <180 und 0< zo <180
Fx) = F(z),29) = ¢ & 0< z; <180 180< 2o <0
l_zg% 180 < ;7 <o 0< 20 <180
1 180 < 7, < 180 < 7, < 0.

Die Wahrscheinlichkeit ist also gleichmaBig verteilt iiber dem Quadrat (0, 180] x
(0,180], und zwar mit der Dichte 1/180? innerhalb des Quadrates.

Die Verteilung von X heifit absolut stetig, wenn die Verteilungsfunktion F als
p-faches Integral (sagen wir, p = 2)

F(x) = F(z1, ) = /_ Do /_Oo Fltr, to)dtsdts

Uber eine nichtnegative Funktion f dargestellt werden kann. S heifit wieder Wahr-
scheinlichkeitsdichte, und die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B € %2 kann
als

P(B)=P(X € B) = //f(tl,tg)dtldtQ

B
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Abbildung 4.15: 2-dimensionale stetige Verteilungsfunktion.
berechnet werden. Fiir das Beispiel auf Seite 60 folgt z.B.

P((0,10) % 0,30) = [ [" f(tr, r)atcty =

10 (10 did 102
— — dt;dty = ——
/o o 1802717 T 1802

4.5.1 Randverteilung und Unabhingigkeit

Es sei der Zufallsvektor X = (X, ... , X,) mit der entsprechenden Verteilungsfunk-
tion F'(z) gegeben. Oft ist die Verteilung einer Komponente X;(7e{1,...,p})
ohne Beriicksichtigung der anderen von Interesse. Man spricht von der Randvertei-
lung der Zufallsvariablen X j, die durch Summation iiber alle méglichen Zustinde
der anderen gefunden wird.

Wenn die Dimension des Zufallsvektors X gleich 2 ist, z.B. X = (X, V)7,
vereinfachen sich die komplizierten Formeln wesentlich. Im diskreten Fall ergibt
sich mit

pi; = P(X =z,,Y = y;)
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die Randverteilung von X als
pi.=px;=P(X = T;) = Zpij
=1

und von Y als -
Pi=pry=PY =y;)=>p; .
=1

Im stetigen Fall erhalten wir

fx(@ = [ fzy)dy

00

bzw.

) = [~ f@ )

Fiir die Verteilungsfunktionen der Randverteilungen gilt
Fx(z) = F(z,00)

bzw.
Fy(y) = F(co,y) .

Beispiel 4.33: 3 symmetrische Miinzen werden geworfen. X gibt die Anzahl von
»Kopf“ an, Y den Absolutbetrag der Differenz zwischen der Anzahl von ,, Kopf“ und
der Anzahl von ,Wappen“. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Zufallsvektors
(X,Y) wird mit Py =PX =4Y =4),7i=01,23,5=13 festgelegt. In der
folgenden Tabelle werden pi; sowie die Randverteilungen angegeben.

Y\ X 01 2 3|/PY=j)=p,

1 0 £ £ 0[¢

3 1 g 1|}
p=PX=711 § T i1

Beispiel 4.34: Die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen (X,Y) sei

2 fir O<z<y<l1
0 sonst.

f(:r,y)={

Die Randverteilungen ergeben sich als

1 22z fir O<o<1
fx(@) = [ fa,y)y = { 0 s

fir0<z <1
sonst.

frw) = [ tepie = { 2
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Man sagt, dass zwei Zufallsvariable X und Y voneinander unabhdngig sind,
wenn die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (X,Y) gleich dem Produkt der
Randverteilungsfunktionen ist, d.h.

F(z,y) = Fx(z)Fy(y) firallez,y € R .

Man kann sich iiberlegen, dass die Unabhingigkeit zweier Zufallsvariablen gleich-
bedeutend der Unabhingigkeit der Ereignisse beziiglich der einen von allen Ereig-
nissen bezliglich der anderen Zufallsvariablen ist.

Es lésst sich auch zeigen, dass fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw. Dichte-
funktionen im Falle der Unabhingigkeit dquivalent gilt

p‘ij = Pi.p.j fiir ane ivj)
bzw.

flz,y) = fx(x)fy(y) firallez,ye R .

Beusprel 4.35:
(i) X und Y im Beispiel auf Seite 62 sind nicht unabhingig, weil

P(X=0,Y=1)=O#P(X=O)P(Y=1):%x-g .
(i) X und Y im néchsten Beispiel auf Seite 62 sind ebenfalls nicht unabhingig.
(Ubung!)
_(iii) X; und X, in den Beispielen 4.31 und 4.32 auf Seite 59 sind unabhéngig.
(Ubung!)

4.5.2 Funktionen eines Zufallsvektors

Sei X ein p-dimensionaler Zufallsvektor. Dann definiert eine Funktion, die R? in R9
abbildet, einen g-dimensionalen Zufallsvektor Y = h(X), wenn fiir jedes B € %9
gilt

R~Y(B) e 5P .

Die Wahrscheinlichkeit, dass Y € B, folgt aus
P(Y € B)=P(X € h™}(B)) .

Beuspiel 4.36: X und Y geben die Augenzahlen von Jewells einem von 2 gewor-
fenen Wiirfeln an. Es interessiert die Verteilung von Z = X + Y, der Summe der
Augenzahlen. Es gilt offensichtlich

PX=4)=p =1/6, i=1,...6 ,
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und wegen der Unabhingigkeit
PX=i,Y =j)=pj=pip; .
Fir P(Z=k), k=2,3,...,12 bekommen wir
p=PZ=k)= 3 p;,
i+j=k

wobei die Summation iiber alle Kombinationen (3, j) mit i + j = k geht. Dies lasst
sich auch in die folgende Form bringen,

k-1 k-1 k-1
br = zpi,k—i = Zpi.p.k—i = Zpk—j.p.j .
i=1 i=1 j=1

Ahnlich kénnen wir den wichtigen allgemeinen Fall der Summe zweier un-
abhéngiger Zufallsvariablen behandeln. Wir nehmen an, dass X und Y unabhéngig
seien und untersuchen die Verteilung von Z = X + Y. Im Fall von stetigen Vertei-
lungen erhalten wir

Fz(2) = P(Z<2)=P(X+Y < z)
JZ J233 f(z,y)dady

S Sy (W) 23 fx(z)dzdy
= [2 ) Fx(z —y)dy].

i

i

Substitution von t = y + z ergibt

Fa) = [ felw) [ ix(t—v)rdy

und Vertauschen der Integrationsreihenfolge sowie Ableitung liefert

- sz(z)

fz(2) e

d z [e'e]
== | [ i - )y

= /_O:o Iy (y) fx(z — y)dy

Fiur den diskreten Fall kénnen wir wie im obigen Beispiel angeben,

Pk = S5l DD

X und Y koénnen natiirlich in den Formeln beliebig vertauscht werden. Die
eingerahmten Rechenvorschriften bezeichnet man auch als Faltungen.

Beispiel 4.37: Die Verteilung der Summe von n unabhéngigen Zufallsvariablen
erhilt man durch vollstindige Induktion:
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(i) X; ~ Bi(1,p). Dann besitzt Z = X;+ Xs+...+ X, eine Bi(n, p)-Verteilung.

(ii) X; ~ P(A). Dann ist Z ~ P(n\).
(ili) Xi ~ N(us, 07). Dann ist Z ~ N(3 ps, 2 02).
)

(iv) Xi ~ N(0,1). Dann ist X? ~ x3}, d.h. chiquadrat-verteilt mit einem Frei-
heitsgrad (siehe das Beispiel auf Seite 52). Z = 3 X? ist dann X2-verteilt,
d.h. chiquadrat mit n Freiheitsgraden. (Diese Verteilung spielt eine wichtige
Rolle als Testverteilung).

4.5.3 FErwartung

Sei h eine reellwertige Funktion des Zufallsvektors X. Dann ist die mathemati-
sche Erwartung oder der Mittelwert von h(X) = h(X,... , Xp) dhnlich wie im
eindimensionalen Fall definiert durch

[h(X)] = / / (@1, 2) f (@1, )y .
im stetigen Verteilungsfall, und im diskreten Fall durch

ER(X) = 3 h™,.. 2,

vorausgesetzt, dass das p-fache Integral iiber den Absolutbetrigen der Funktions-
werte existiert und bei der Reihe gilt Analoges.
Wie im eindimensionalen Fall kann man leicht zeigen, dass fiir 2 Funktionen h;
und h; und Konstante a und b gilt

Elahy(X) + bho(X)] = aE[h1(X)] + bE[ha(X)] .

Wenn p = 2, dh. X = (X1, X3) 2-dimensional ist, und h; nur von der ersten
Komponente X; (d.h. h1(X) = (X)) und Ay nur von X, (d.h. he(X) = hy(Xy))
abhéngt, dann kann man im stetigen Fall schliefen (im diskreten ist es dhnlich),
dass z.B. fiir h; gilt

Eln(X)) = [ h(1) [ £, 2)dzada, =

= [ (@) fx (e1)der = by (00)]
Da fiir hy das gleiche gilt, folgt fir a = b = 1
Elln(Xy) + ho(X2)] = E[h(X1)] + Elho(X5))]
und insbesondere fiir Identititen hi(x) = ho(z) =

E(Xi+ Xo) = E(X)) + E(X,) .
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Diese Schlussweise lasst sich leicht auf n Zufallsvariable erweitern, und wir erhalten
den Additionssatz fir Mittelwerte. Der Mittelwert einer Summe von Zufallsvaria-
blen, deren Mittelwerte existieren, ist gleich der Summe dieser Mittelwerte,

EXi+Xo+ 4+ X,) = EXy)+ BE(Xo) + -+ E(X,) .

Beispiel 4.38: Fir ¢ = 1,...,n sei X; ~ Bi(1,p). Die Erwartung von X; ist
EX; = p. Die Summe der X;, Z = X; +--- 4+ X,,, ist Bi(n, p) verteilt und besitzt

die Erwartung
EZ=FEXi+---+EX,=np .

Beim Produkt zweier Zufallsvariablen ist es nicht so einfach. Wenn z.B. X die
Augenzahl eines geworfenen Wiirfels darstellt, so gilt

1 1 1 9
E(X><X)=EX2=126+226+~-+626=%#(—;—)2=(EX)2 :

wobei natiirlich EX = I.
Wenn allerdings zwei Zufallsvariable X und Y unabhéngig sind, so sieht man
im stetigen Fall (und analog im diskreten Fall), dass

BXY) = [ [euf(zdedy = [25x(@) [yfr(w)dydz =

= [ 2fx(@)dz [yfr()dy = (EX)(EY) |

Dies lisst sich zum Multiplikationssatz fir Mittelwerte erweitern: Fiir n unabhéngi-
ge Zufallsvariable X, ..., X,,, deren Mittelwerte existieren, gilt

E(X1Xs... X,) = (EX1)(EX,) ... (EX,) .

Betrachten wir nun die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen Z = X +Y,
wobei 0% = Var(X), o} = Var(Y) und 0% = Var(Z) bezeichnen soll. Durch
einfaches Ausmultiplizieren zeigt man schnell, dass

03 = E(Z-EZP=E(X+Y —E(X +Y))?
= E(X-EX)’+E(Y - EY)’+2E[(X - EX)(Y — EY)]
= o% +0% + 20xy,

wobei

oxy = E[(X = EX)(Y - EY)] = E(XY) — (EX)(EY)

(die Erwartung der Kreuzprodukte) als Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y
bezeichnet wird.
Fir den Fall der Unabhéngigkeit von X und Y gilt E(XY)=(EX)(EY), sodass

folgt

oxy =0,
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die Kovarianz verschwindet. (Der umgekehrte Schluss ist nicht zuléssig!) Die
Varianz von Z reduziert sich dann auf

U%zag(-%af/ .

Dieses Ergebnis l4sst sich auch auf die Summe von mehr als zwei Zufallsvariablen
erweitern, was zum Additionssatz fiir Varianzen fithrt: Die Varianz einer Summe
unabhdngiger Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren, ist gleich der Summe
der Varianzen. Bemerkung: Konstante Faktoren gehen quadratisch in die Varianz
ein, d.h. Var(aX) = a?Var(X)!

Beispiel 4.39: Fir i = 1,...,n sei X; ~ Bi(l,p). Die Varianz von X, ist
VarX; = p(1 — p), sodass fiir die Varianz der Summe Z = X; + ... + X,, die
Bi(n, p) verteilt ist, folgt,

Var(Z) = Var(X,) +---+ Var(X,) = np(1 — p) .

Die Kovarianz oxy von zwei Zufallsvariablen X und Y stellt ein Ma8 fiir die
Abhéngigkeit der beiden dar. Es ist allerdings giinstiger, dieses Maf3 zu standardi-
sieren, indem man es durch die Streuungen von X und Y dividiert. Wir erhalten

so die Korrelation
oxy

Ox0Oy
als dimensionslose Grofle, die — wie man zeigen kann — Werte zwischen -1 und +1
annimmt.
Beuspiel 4.40: Die theoretische Erwartung EX einer Zufallsvariablen X wird
bei Vorliegen einer Stichprobe zi,...,x, durch den Mittelwert 7 approximiert.
Die Varianz 0? wird durch

Pxy =

2
S =
X n-1

angendhert. Bei Paaren von Messungen (z;, y;), die Werte einer zweidimensionalen
Zufallsvariablen (X,Y") darstellen, wird die Kovarianz oxy durch

Sxy = n—l_‘j Dz =)y~ 7)

approximiert. Der (Stichproben-)Korrelationskoeffizient ergibt sich dann als

SXy
Sx Sy

Xy =

Beuspiel 4.41: Betrachten wir die Abhingigkeit des Eisengehaltes Y (in %)
kieseliger Hamatiterze von der Dichte X (g9/cm®) und nehmen an, dass folgende
Werte gemessen wurden (Quelle: H. Bottke, Bergbauwiss. 10, 1963, 377):

z; |28 29 30 31 32 32 32 33 34
v | 27 23 30 28 30 32 34 33 30
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Wir berechnen die Groéfen:

Tz =3.12
y 7 = 29. 67
W i sk = n_l (z; — z)? = .0369
32 * 5 =
5 L, Sy = n_1 (y: — §)? = 11.25
e xy = = (e — 7)(yi — §) = .4458
22 . xv = sxy/(sxsy) = .69

T
2.8293.031323334 =z

Als Illustration der Korrelation p und seiner empirischen Approximation r stel-
len wir in der Abbildung 4.16 jeweils 100 kiinstlich erzeugte Werte mit verschiede-
nen Werten von p dar. (Die Stichproben wurden von einer bivariaten Normalver-
teilung mit ox =1, 0y =1l und p=0,.3,.5,.7,.9 gewonnen).

4.6 Ein Beispiel: Zentraler Grenzwertsatz

Eine interessante Anwendung der Normalverteilung findet man bei der Betrachtung
der Verteilung des arithmetischen Mittels. Dies soll an einem einfachen Versuch
illustriert werden.

Wir nehmen an, dass die gesamte Population aus Werten 60, 61, 62, ..., 69
besteht, die gleichméfig verteilt sind, d.h. gleiche Hiufigkeiten aufwelsen Fur den
Versuch werfen wir 300 Kartchen, von denen 30 die Aufschrift '60’, 30 die Auf-
schrift ’61’ usw. erhalten, in eine Urne. Nach Durchmischung wird eine Stichprobe
mit 2 Kértchen (n=2) gezogen und das arithmetische Mittel # berechnet. Diese
Prozedur (mit Zuriicklegen) wird 200 mal wiederholt und mit den Werten von %
ein Histogramm gezeichnet (siehe Abbildung 4.17). Das Ganze fithren wir noch mit
Stichprobengréfien n = 4, 8 und 16 durch. Die erhaltenen Haufigkeiten mit den
Klassenmittelpunkten und einigen Kenngrofen sind in der Tabelle 4.1 ersichtlich.

Bezeichnet X die Zufallsvariable, die die Anschrift eines gezogenen Kartchens
reprisentiert, so bezeichnet X konsequenterweise das entsprechende arithmetische
Mittel, das ebenfalls als Zufallsvariable zu interpretieren ist. Der mittlere Wert
von X errechnet s1ch aus der Verteilung der Grundgesamtheit als y = 64.5 und
die Varianz als 02 = 8.25. Man sieht aus der Tabelle, dass die empirischen Mittel
von X fiir verschiedene n natiirlich auch alle ungeféhr gleich sind und sich nur
um einen kleinen zufélligen Fehler unterscheiden. Die berechneten Varianzen s%z
von X werden dagegen bei steigendem Stichprobenumfang n kleiner. Mult1p1121ert
man sie allerdings mit n, so erhilt man ungefihr den gleichen Wert von o2 = 8.25.
Betrachtet man die Histogramme der Mittel, so sieht man deutlich die Annihe-
rung an die Glockenkurve. Dies wird noch durch den folgenden theoretischen Satz
unterstrichen:

Satz: Besitzt die Verteilung der Grundgesamtheit eine endliche Varianz, so ist die
Verteilung der arithmetischen Mittel von Zufallsstichproben approximativ normal,
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Tabelle 4.1: Haufigkeiten aus einem einfachen Versuch.

Gesamtheit
n=1 n=2 n= n==_§ n=16
X h X h X h X h X h
69 30 | 68.75 9| 68.50 3| 67.250 2 | 66.1875 3
68 30 | 67.75 12 | 67.75 5| 66.625 4 | 65.8750 5
67 30| 66.75 23 | 67. 4] 66. 26 | 65.5625 21

66 30| 65.75 37 | 66.25 21 | 67.375 36 | 65.2500 27
65 30 | 64.75 33 | 65.50 38 | 64.750 40 | 64.9375 24
64 30 | 63.75 38 | 64.75 35 | 64.125 43 | 64.6250 25

63 30 | 62.75 22 | 64. 53 | 63.500 30 | 64.3125 35
62 30 | 61.75 13 | 63.25 25| 62.875 15 | 64. 26
61 30 | 60.75 13 | 62.50 8 | 62.250 3(63.6875 18
60 30 61.75 8 | 61.625 1]63.3750 15
63.0625 1
Summe 300 200 200 200 200
Mittel von X | 64.66 64.23 64.57 64.58
Varianz von X | 4.173 1.868 1.105 .509
sy 2.043 1.367 1.051 714
ns% 8.35 7.47 8.84 8.14

sofern der Stichprobenumfang geniigend grof ist.

In den meisten praktischen Anwendungen besitzt die Verteilung eine endliche
Varianz. Die Frage der Stichprobengréfie ist schwieriger. Falls jedoch die zugrun-
deliegende Verteilung normal ist, dann ist auch die Verteilung der arithmetischen
Mittel normal.
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Abbildung 4.16:

Streuungsdiagramme mit p = 0,.3,.5,.7,.9.
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Abbildung 4.17: Histogramm fiir %,, und Ausgangsverteilung.



Kapitel 5

Analytische Statistik:
Schitzungen und Tests

In der beschreibenden Statistik wird versucht, statistische Daten in eine moglichst
Ubersichtliche Form zu bringen. Aus diesen Darstellungen kénnen oft schon gewisse
Schliisse gezogen und Hypothesen aufgestellt werden.

In der analytischen Statistik soll die Verbindung zwischen der Theorie und
der Wirklichkeit hergestellt werden. Dabei interessieren Fragen, inwieweit und
wie Schlisse von einer Stichprobe (allgemeiner von gesammelten Daten) auf die
Grundgesamtheit gezogen werden kénnen. Wenn die hypothetische Verteilung der
Grundgesamtheit unbekannte Parameter enthilt, méchte man wissen, wie und mit
welcher Genauigkeit man auf diese Parameter schlieBen kann. Ist es bei einer be-
stimmten, geforderten Sicherheit iiberhaupt maoglich, dass die Stichprobe von die-
ser Grundgesamtheit kommt? Kommen zwei Stichproben von zwei verschiedenen
Grundgesamtheiten? Weisen Paare von Messungen Abhéngigkeiten auf, etc.?

5.1 Stichproben

Wie im Abschnitt 3.4 ausgefiihrt wurde, stellt eine Stichprobe eine Untermen-
ge einer Population dar. Nach der Einfilhrung von Zufallsvariablen X kann ein
Stichprobenwert z; auch als Realisation, als konkret angenommener Wert von X
aufgefasst werden. Die verschiedenen Stichprobenwerte (z1,...,,) sind dann wie-
derholte Realisationen der Zufallsvariablen X, die normalerweise als unabhingig
voneinander betrachtet werden. Der n-dimensionale Vektor & = (z1,...,7,) der
Stichprobenwerte kann allerdings auch als einzige Realisierung eines Zufallsvektors
X = (X),...,X,), bei dem jedes Element X; die identische Verteilung wie X
aufweist, interpretiert werden.

Wenn z.B. die Besitzer eines Fernsehapparates in einem Land die Grundgesamt-
heit darstellen, dann kénnte X; die kodierte Antwort einer Person auf die Frage
der Konsumierung eines bestimmten Programms sein. Um auf das Verhalten der

75
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Grundgesamtheit schlieBen zu kénnen, muss die Person aus allen Fernseherbesit-
zern zuféllig ausgewihlt werden, d.h. jede Person soll die gleiche Chance (Wahr-
scheinlichkeit) haben, ausgewihlt zu werden. Nur dann liefern (zumindest einfache)
statistische Verfahren verniinftige Ergebnisse. Normalerweise wird meistens auch
gefordert, dass eine Person von den anderen Personen unabhéngig ausgewihlt wird.
Dies bedeutet natiirlich auch, dass es in diesem Beispiel theoretisch méglich wére,
dass zweimal die gleiche Person (zufillig) ausgewdhlt wird.

Die praktische, zuféllige Auswahl von n Elementen aus einer endlichen Gesamt.-
heit ist i.a. gar nicht so einfach. Haufig werden dazu Tafeln von Zufallszahlen (z.B.
Rand Corporation: A Million Random Digits with 100,000 Normal Deviates. The
Free Press, Clencoe, Ill. 1955) oder Pseudozufallszahlen eines Computers verwendet
(linearer Kongruenzgenerator z;.1 = az;mod(m)).

Wir werden zunéchst einfache statistische Verfahren besprechen und dabei un-

ter Stichprobe den n-dimensionalen Zufallsvektor (X, . . . , X») mit unabhingig und
identisch verteilten Elementen X; verstehen. Die Stichprobenwerte (z1, . . ., T, ) stel-
len eine Realisation von (X1, ..., X,,) dar.

5.2 Punktschitzungen

Nehmen wir an, dass die Verteilung der Stichprobenelemente X; einen unbekannten
Parameter 6 enthélt (X; ~ Fy) und dass es eine Funktion ¢ gibt, die aus den
Stichprobenwerten den Wert von 6 néherungsweise berechnet. Die Approximation
wére also

6 = t(z1,. .., T,)

Allgemein bezeichnet man eine Funktion der Stichprobe T = ¢(X;,..., X,) als
Statistik, die natiirlich wieder eine Zufallsvariable ist. Im Falle der Verwendung zur
naherungsweisen Bestimmung (Schitzung) gewisser Kenngréflen spricht man von
einer Schétzfunktion t oder kurz von einem Schétzer. Eine Realisation des Schétzers
T=1tXy,...,X,), etwa t =t(z,,..., Z,), heiit Schédtzwert oder Schitzung.

Beispiel 5.1: Gegeben sei eine Zufallsvariable X , deren Verteilung einen Para-
meter p enthélt, der den Erwartungswert 1 = EX darstellt (z.B. die Normalvertei-
lung N(p,0?)). Der Wert von 4 als Mittel von X kénnte durch das arithmetische
Mittel aus den Stichprobenwerten approximiert werden, namlich

~

/,l,z/:l(ll'l,...,.’lfn): Ti=I .

1

S+

n

1

Der Schitzer wird als

X:X<X1,7Xn):‘7;ZX1

definiert und eine Realisation mit # bezeichnet.
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Da ein Schétzer eine Zufallsvariable ist, kénnen wir seine mathematische Er-
wartung untersuchen. Man wird bei wiederholtem Schitzen eines Parameters als
Resultat auch gerade den Parameter erwarten (im populdren Sinn). Wenn also ¢
den Parameter 6 schitzt, so soll gelten

E(T) = Est(X1,...,Xa) =6 .

In diesem Fall spricht man von einem erwartungstreuen oder unverzerrten Schitzer.
Beispiel 5.2: Sei p = EX;, i =1,...,n. Dann gilt
- 1 1

Das arithmetische Mittel X der Stichprobe ist also ein erwartungstreuer Schitzer
des Mittels der Verteilung oder des Populationsmittels. Wenn die Varianz o2 =
Var(X;) existiert, kann man wegen

0.2

_ 1 1
Var(X) = Var(g YX) = FVaT(ZXi) = 7—}2— > VarX; = -

zeigen, dass X auch einen konsistenten Schitzer darstellt. Ahnliches gilt fiir den
Schétzer der Varianz
5% =

o\ 2
n—1 2 X=X
der konsistent ist. Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt auch die Erwartungstreue
ES? =2 .

Beispiel 5.3: Wenn die Verteilung symmetrisch ist, stellt der Median X ebenfalls
einen konsistenten und erwartungstreuen Schitzer der Erwartung dar.

Die Giite eines Schitzers hangt von seiner Variabilitit ab, d.h. je kleiner seine
Varianz, desto besser. Zum Beispiel gilt fir X immer VarX = o?/n, sofern die
Varianz existiert. Dagegen kann man fiir den Median X im Fall einer zugrundelie-
genden Normalverteilung zeigen, dass die Varianz fiir grofle n

o2

Vary(X) = o

Dies bedeutet, dass man bei Verwendung des Medians (und zugrundeliegender Nor-
malverteilung) ca. 1/3 mehr Beobachtungen braucht, um die gleiche ,, Genauigkeit*
wie bei Verwendung von X zu erhalten. Es ist natiirlich klar, dass die Situation bei
anderen Verteilungen vollig verschieden sein kann. Bei einer bestimmten Verteilung
wird man allerdings bestrebt sein, einen Schitzer mit moglichst geringer Varianz
zu verwenden.

Man sagt, ein erwartungstreuer Schitzer ist wirksam oder effizient, wenn er die
kleinstmégliche Varianz aufweist.
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Beispiel 5.4: Bei zugrundeliegender Normalverteilung N(u, 0?) stellt X einen
effizienten Schatzer fir 4 dar. S? ist fiir ¢® nur asymptotisch effizient (d.h. fiir
n — 00).

Es gibt verschiedene Verfahren, um brauchbare Schiitzer fiir Parameter einer
Verteilung zu finden. Die Mazimum-Likelihood- Methode ist die wichtigste. Sie wihlt
im wesentlichen jenen Wert des Parameters, der die Stichprobe als ,, wahrscheinlich-
stes® Resultat erscheinen ldsst. Zur genauen Beschreibung der Methode brauchen
wir den Begriff der Likelihood- Funktion, die mit der Stichprobe (zi,...,z,) im
Falle einer stetigen Verteilung als

g(@, Ti,y... ,.’L‘n) = fg(.’l]l)fg(xg) N fg(:L'n)

definiert wird. fs(z;) bezeichnet dabei die Dichte der zugrundeliegenden Vertei-
lung, die von ¢ abhingen soll. § wird nun so gewdhlt, dass dieses Produkt der
Dichtefunktion ein Maximum annimmt. Bei Vorliegen einer diskreten Verteilung
wird analog die Wahrscheinlichkeitsfunktion verwendet. Die Methode illustrieren
wir hier an einem Beispiel.

Beispiel 5.5: Die zugrundeliegende Verteilung sei die Normalverteilung N (1, 02);
# und o sind zu schétzen. Die Likelihood-Funktion ergibt sich als

]_ (1? ‘#)2 1 _(Zn—p 2 1 1
= e 207 ., e 2?2 = (—-)"—e_za
2mo 2no V2rt o™

wobei ¢ die Summe der quadratischen Abweichungen

n

g="> (z; — p)*

i=]

bezeichnet. Statt £ zu maximieren (hier beziiglich 1 und o) kénnen wir auch den
Logarithmus In ¢ maximieren. Durch Logarithmieren ergibt sich

Inl=-nln(v2r) -~ nlno — §q_ .

o2

Eine notwendige Bedingung fiir das Maximum ist das Verschwinden der 1. Ablei-
tung. Die Differentiation beziiglich u liefert

dln/ 1 Oq 1 &
= o5 =50 (T—p)=

ou 2020y o2 =
und beziiglich ¢
Oln? n 3
0 ——‘;’f—Q/O’ =0 .

Aus der ersten Gleichung folgt die Losung fiir p,
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was wiederum in die zweite Gleichung eingesetzt

2 9 1 & =\2
0'====-) (z; - %
= ;( i— %)
ergibt. Interessanterweise ist dieser Maximum-Likelihood-Schitzer fiir o2 nicht er-
wartungstreu (n statt n — 1), aber fiir groie n spielt das natiirlich keine Rolle.

5.3 Intervallschitzungen

Eine praktisch durchgefiihrte Punktschitzung ist nur bei Angabe der Genauig-
keit des Resultates sinnvoll. Deshalb werden in der sogenannten ,, Fehlerrechnung*
héufig der geschitzte Mittelwert und die Standardabweichung s in der Form

ZT+s/\/n

(oder manchmal Z =+ s) angegeben, ohne Berticksichtigung der wirklich zugrundelie-
genden Verteilung. s/\/n wird auch als mittlerer Fehler oder mittlerer quadratischer
Fehler bezeichnet.

Diese Angabe ist aber manchmal, insbesondere bei schiefen Verteilungen, ir-
refithrend und es ist giinstiger, Konfidenz oder Vertrauensintervalle zu verwender.
Sie geben einen Bereich an, in dem der unbekannte Parameter mit einer bestimm-
ten Wahrscheinlichkeit liegt.

Bei einer Stichprobe aus einer Population mit Mittel w und Varianz o2 besitzt
die Verteilung des arithmetischen Mittels X das Mittel 1 und die Varianz o2 /n. Die
Form der Verteilung ist - zumindest bei entsprechend grofien Stichproben - ungefahr
normal N(u,0?/n). Deshalb kann aus Tabellen (z.B. Tabelle A des Anhangs) die
Wahrscheinlichkeit gefunden werden, dass die standardisierte Variable

_X-u
~a/Vn

in einen bestimmten Bereich féllt. Bezeichnen wir mit z, das a-Quantil der N (0,1)-
Verteilung, d.h.

Z

PZ<zy)=a |
wobei folgende Werte haufig Verwendung finden:

a .95 975 995 9995
Zo | 1.645 1.960 2.576 3.291

dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass Z in den mittleren Bereich fallt,

X —pu X -

I
P(z Sa/ gzl_)=P(~21_%§U/\/ﬁ§zl_%)=l—a.

[Si[e]
[¥1}-]

B
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Die erste Ungleichung umgeformt ergibt
pn<X+2_s0/\/n

und die zweite

X-ZI—%O-/\/ESM ’

sodass B _
PX —z1.e0/v/n<p< X+2z.g20/Vn)=1-a .

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass das Intervall
(X —z120/vn, X + z1-g0//n)

das wahre Mittel iiberdeckt, gleich 1-« ist. Dieses Intervall ist das 100(1-c)% Kon-
fidenzintervall fiir 4. 1-o heiBt auch Uberdeckungswahrscheinlichkeit und o K. onfi-
denzzahl.

Beispiel 5.6: Angenommen, o sei bekannt als ¢ = 2.80 und 16 Beobachtungen
wurden gemacht, die Z = 15.70 liefern. Das 95%-Konfidenzintervall (¢ = .05)
errechnet sich dann als

2.80 2.80
15.70 = 1.96—=, 15.70 + 1.96—=) = (15.70 — 1.37,15.70 +1.37
( )= )

V16
= (14.33,17.07) .

Manchmal schreibt man das Resultat auch als
#=15.70 +1.37 |

was aber eindeutig als Konfidenzintervall identifiziert und nicht mit dem obigen
mittleren Fehler verwechselt werden sollte.

Ubung 5.1: Man bestimme das 95%-Konfidenzintervall fiir das Mittel der Daten
aus der Ubung auf Seite 21, wobei angenommen wird, dass die Standardabweichung
o = 1.86 bekannt ist.

Beuspiel 5.7: (Bestimmung des Stichprobenumfangs): Die Genauigkeit einer
Schétzung nimmt natiirlich mit dem Stichprobenumfang n zu. Die obige Frage-
stellung des Konfidenzintervalls bei gegebener Stichprobe lésst sich auch umdre-
hen: Wie grofi muss diese bei gegebener maximaler Lénge d des Konfidenzintervalls
sein? Aus d = 221_g90/ v/n erhalten wir sofort

n = (221_%0/61)2 :
Im vorigen Beispiel wiirde man z.B. fiir d = 1
n=(2x1.96 x 2.80/1)* = 120.5 ~ 121

errechnen.
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Konfidenzintervalle konnen fiir beliebige Parameter 6 gefunden werden, indem
man 2 Gréfen (Schitzstatistiken) U und O sucht, die die Grenzen angeben und
fiir die bei gegebener Uberdeckungswahrschemhchke1t l-a gilt

PULH<O)=1-a .

Die Grenzen U und O des Konfidenzintervalls (U, O) sind Funktionen der Stich-
probe.

Wenn in unserem obigen Beispiel der Normalverteilung die Standardabweichung
unbekannt ist und aus der Stichprobe geschiitzt werden muss, wird das Konfiden-
zintervall langer, weil die Information iiber o der Stichprobe entnommen wird.
Da wir die Zufallsvariablen X; nicht mehr mit dem bekannten ¢ standardisieren
kénnen, beno6tigen wir folgende, wesentliche, theoretische Hilfsmittel:

Xi,...,X, seien unabhingige, identisch normalverteilte Zufallsvariable. Dann
sind die beiden Variablen

)

_ X —up
o/vn

und

unabhéngig verteilt, und Y besitzt eine Chi-Quadrat-Verteilung X2_, mit n — 1
Freiheitsgraden. Die Variable

-2
Y/(n—1)

ist (Student-)t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden (t,_;).
Setzen wir den iiblichen Schitzer

fir 02 in die Definition der Variablen Y ein und substituieren wir noch Z und Y
in T, so sehen wir, dass _

X —p

S/v/n

tn—1 verteilt ist. Dieses Resultat kénnen wir dhnlich wie oben zur Konstruktion
eines Konfidenzintervalles fiir 4 bei unbekanntem o verwenden. Bezeichnen wir
mit ¢, 1, das a—Quantil der ¢,_;-Verteilung, das wieder Tabellen entnommen
werden kann (Tabelle A des Anhangs), dann erhalten wir

T =

X -
/f = fotig

P{~tp11-2 < J=1-q«
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oder umgeformt,
P(X —to13-3S/VR<p< X +toyy_sS/vVa)=1~a ,
und das Konfidenzintervall mit Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-o ist
(X “tn—l;l—%s/\/ﬁ,x +tn~1;1—%5/\/ﬁ) .

Beispiel 5.8: Es seien Daten wie im Beispiel auf Seite 77 gegeben, nur o sei
unbekannt, jedoch aus den Daten als § = s = 2.80 geschétzt. Da n = 16 und ein
95%-Konfidenzintervall gesucht ist, benétigen wir 15,975, was aus Tabelle A als
t15,.975 = 2.131 folgt. Das entsprechende Konfidenzintervall wird daher

. 2.80
(15.70 — 2131220 1570 + 2.131==) = (15.70 — 1.49, 15.70 + 1.49)

V16 V16

= (14.21,17.19) .

5.4 Nichtparametrische Methoden ****%*

Meistens wird bei der Entwicklung von Methoden der analytischen Statistik ein
konkretes Modell der Wahrscheinlichkeitsverteilung der zu untersuchenden Gréien
zugrundegelegt. Der Grund ist neben des besseren Verstindnisses oft auch der
geringere Rechenaufwand. Leider ist die Annahme eines gewissen Modells nicht
immer vertretbar, und wir suchen nach Methoden der Analyse, die nicht von der
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilung abhingen.

Beispiel 5.9: Man hat eine Reihe von Beobachtungen einer Zufallsgrafie ge-
macht und méchte daraus auf einen Bereich schlieflen, in dem mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit die néchste Beobachtung liegen wird (Toleranzintervall). Die
vorhandenen Beobachtungen lassen aber keinen verniinftigen Schluss auf ein zu-
grundeliegendes, bekanntes Verteilungsmodell zu.

9.4.1 Ordnungs- und Rangstatistiken
Grundanforderungen fiir die Definition von Ordnungsstatistiken sind
1. Daten haben mindestens ordinales Messniveau,
2. (z1,...,z,) ist eine Realisation der unabhéngigen Zufallsvariablen (X1,..., X0),

3. X, sind identisch und stetig verteilt mit der Verteilungsfunktion F.

Die geordneten Werte von (z,, ... ,Zn) werden im Vektor (@), . Tm) zu-
sammengefasst und als Realisation der geordneten Statistik, (Ordnungsstatistik )
(X, .- ; X(ny) betrachtet. Der Wert Z(;) ist somit Realisation von X

Beispiel 5.10: 10 Kinder (einer Vorschulklasse) erhalten je ein Puzzlespiel. Die
Zeit (in sek.) fiir das Zusammensetzen wird gemessen.
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Kind i|[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit x; |78 58 60 82 83 85 65 72 70 61

Die geordnete Stichprobe ist dann

T T ZTE) T ) TE) T ZTeE) Te)  Tao)
58 60 61 65 70 72 78 82 83 85

Der Index in Klammern gibt den Rang der urspriinglichen Variablen in der
geordneten Statistik X an. Dieser Rang R; kann als neue Zufallsvariable inter-
pretiert werden, die den Platz von X; in der geordneten Statistik angibt: R; =
Rang(X;) = j, wobei X; = X(p) = X ()~ Die entsprechenden Realisationen werden
wieder mit Kleinbuchstaben r; bezeichnet. Obiges Beispiel:

z; |78 58 60 82 83 8 65 72 70 61
|7 1 2 8 9 10 4 6 5 3

Man bemerke den Informationsverlust beim Ubergang der urspriinglichen Sta-
tistik zur Ordnungsstatistik.

Verschiedene Statistiken kénnen abgeleitet werden: Kleinste/grofite Beobach-
tung, Median, Spannweite.

Probleme gibt es bei Bindungen, d.h. gleiche Werte, die allerdings theoretisch
durch die Voraussetzung der stetigen Verteilungsfunktion F ausgeschaltet sind.

9.4.2 Verteilung von Rangstatistiken

Die Rangstatistik R; = Rang(X;) ist eine diskrete Zufallsvariable mit Werten von
1,2,...,n und ist definiert als Anzahl der Werte der Variablen X j, die X; nicht
ibertreffen. Einige Eigenschaften (ohne Beweis, aber leicht zu erhalten) sind:

1. P(R1=7‘1,R2=7‘2,...,Rn=7“n)= 1

von (1,...,n) ist. ‘
2. P(Re=7)=1/n, i,j=1,....n.

3. P(&:k,Rj=m)=-n(,}—_U, 1<4,5,kkm<mn, i#7jks#m.

wobei (r1,...,7,) eine Permutation

6. Cov(R;, R;) = —1’%, 1<4,7<n,i#j.

7. Cor(Ry, Ry) = — 2, 1<4,j <n,i#j
Man sieht, dass die Wahrscheinlichkeiten, Erwartungen, Varianzen, Kovarian-

zen und Korrelationen von der zugrundeliegenden Verteilung unabhéngig sind. Die
Streuung nimmt mit n zu und die Korrelation ab.
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5.4.3 Verteilung von F(X)

X sel eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Wenn F stetig ist, folgt, dass
F(X) gleich-verteilt ist, d.h. F(X) ~ R(0,1). (Fiir den Beweis definiere man fiir
0<y<1 FYy) =sup{z | F(z) <y}.) Die Umkehrung gilt natiirlich ebenfalls.

5.4.4 Verteilung von Ordnungsstatistiken

Es seien n Stichprobenvariablen (X1,...,X,) = X (unabhéngige Zufallsvariable)
mit identischer und stetiger Verteilung gegeben. Die Ordnungsstatistik von X sei
Y = (Xqy,...,X(n)). Der Wertebereich von Y ist mit 1 <y2 < ... <y, einge-
schrénkt. Fiir ein y errechnet sich die Dichte von Y als

@) =fy . va) =nlfx (..., 5) =nlfx () .

(Man bemerke dabei die nicht-eineindeutige Abbildung von X auf Y.)

Beispiel 5.11: X; sei exponentialverteilt, d.h. f(z) = e* fir z > 0. Dann
gilt fir die Ordnungsstatistik ¥ = (X(l),...,X(n)) fy(y) = nlemvr g9 =
nle™ 7" fiir 0 <y < 93 < ... < y, und sonst 0.

Verschiedene Randverteilungen (auch paarweise) sind von Interesse. Fiir die
Dichte von X, folgt durch Ausintegrieren der anderen Variablen (Recheniibung)

Ix gy (W) = k(:) (1= F(ye))™ ™ (F () f(y) -

Speziell fiir das Maximum und das Minimum (k=nund k = 1) folgt

FXny (yn) = n(F(yn))n—lf(yn>

und
Fxe (1) = n(1 = F(y))" f(3) .

(Die Herleitung ist aber mit der Uberlegung
P(Y, <y,) = P(X; <y, fir alle i)

bzw.
P(Y1 <y) =1~ P(X; >y, fiir alle i)

sehr einfach.)
Die Verteilung des Medians im Falle einer ungeraden Anzahl von Variablen
n = 2m — 1 ist die Randverteilung von X (n1) = X(m), nédmlich

el = m( 1) 0= P P )
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Beispiel 5.12: Die Stichprobenvariablen sind gleichverteilt: X; ~ R(0,1), i =
1,...,2m — 1. Die Verteilung des Medians ist

2m -1

m )(1—3/)"‘"1‘1/”‘1 fir0<y<1 .

Ixom (W) = m(

Im Falle einer geraden Anzahl von Stichprobenvariablen n = 2m bendtigt man die
Randverteilung des Paars (X(m), X(m+1)), und die Verteilung von (X m)+X(m+1))/2
muss iiber die entsprechende Transformation gerechnet werden. Damit kann man
bei Zugrundelegung einer hypothetischen Verteilung auf Erwartung und Varianz
des Medians schlieflen.

Andere Statistiken, die auf Ordnungsstatistiken beruhen, wie die Spannweite
X(ny — X(1y oder der interquartile Abstand, kénnen ebenfalls iiber paarweise Rand-
verteilungen behandelt werden.

5.4.5 Konfidenzintervalle fiir Quantile

Wir nehmen an, dass die Verteilungsfunktion F' monoton steigend im interessie-
renden Bereich ist. Daraus folgt, dass fiir ein v aus (0,1) das vy-Quantil Q. der
Variablen X durch

P(XSQ'y):F(Q'y):”Y

eindeutig bestimmt ist. Es soll nun versucht werden, dieses Quantil tiber die Ord-
nungsstatistik zu schitzen.
Das v-Quantil Q. wird aus der Ordnungsstatistik durch

Ay = X

mit k = [ny]+1 geschétzt. (Es lisst sich z.B. zeigen, dass diese Schitzung fir Q.
konsistent ist, d.h. A, konvergiert gegen Q., in Wahrscheinlichkeit. )

Eine Intervallschitzung (ein Konfidenzintervall) fiir @~ (man bemerke, dass Q.,
keine Zufallsvariable ist) kénnte nun iiber die Bedingung

P(X(k) < Q,y < X(l)) >1l—a

gefunden werden, wobei k und [ die zu bestimmenden Indizes (Parameter) sind.
Normalerweise wird das Gleichheitszeichen nicht erfiillbar und durch > zu ersetzen
sein. Auch die Indizes & und ! werden nicht eindeutig sein, aber die Bedingung,
dass das Intervall moglichst kurz ist, wird weiterhelfen.

Die Wahrscheinlichkeit von Xy < @y < Xy errechnet sich nun durch die
Uberlegung

PXuw) <Qy < Xgp) = P(Xpy <Qy) - P(Xy £ Q) ,



5.4. Nichtparametrische Methoden ***** 86

und P(Xgy < Q) = P(F(Xw) < F(Q,)) = P(Yu < -) bekommt man aus
der Ordnungsstatistik ¥{x) = F(X)) von gleichverteilten Zufallsvariablen F(X)~
R(0,1). Daraus folgt (nach einer lingeren Rechnung)

1-1
P(Xp < Qy < Xpy) =3 <7Z)(1 -
i=k
Man bemerke, dass in dieser Formel die zugrundeliegende Verteilung nicht mehr
vorkommt. Die Aufgabe lautet nun, & und ! zwischen 1 und n so zu finden, dass
die Differenz [ — k méglichst klein wird, aber die Wahrscheinlichkeit > 1—a bleibt.
Zur Berechnung der obigen Wahrscheinlichkeit sei bemerkt, dass die Formel
die Werte der Verteilungsfunktion Fp einer binomial-verteilten Zufallsvariablen
B ~ Bi(n, ) enthalt, nimlich

P(X(k) < Q,y < X(l)) = FB(l — 1) — FB(k - 1) .

Die Werte von Fp miissen leider fiir verschiedene v und n berechnet werden. Ein

Auszug eines grofien Tabellenwerkes ist im Anhang in Tabelle A.5 wiedergegeben.
Beispiel 5.13: Gegeben seien 10 Beobachtungen, und man sucht ein Konfidenz-

intervall (Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1-o = .9) fir das erste Quartil Q o.

z; |51 56 53 49 59 58 50 6.0 54 5.2
Tw | 4.9 5.0 51 52 53 54 56 58 59 60

Aus Tabelle A.5 des Anhanges sieht man, dass fiir ~ (oder p) = .25 und n = 10
die Bedingungen mit [ ~ 1 =5 und k — 1 = 0 erfiillt werden, ndmlich

Fp(l—1) = Fp(k—1)=.924 = P(49< Qp <54)>1~a .

Das Konfidenzintervall lautet dann (4.9, 5.4).

5.4.6 Toleranzbereiche fiir zukiinftige Beobachtungen

X1,...,Xn und X seien unabhingige Zufallsvariable mit stetiger und streng mono-
toner Verteilungsfunktion F. Dann suchen wir zwei Statistiken T} und T5, sodass

P(T1<X<T2>26 )

d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass X im Intervall oder Toleranzbereich (T}, Ty) rea-
lisiert wird, ist mindestens gleich 8. Die Toleranzgrenzen Ty und 15 werden aus
X1,...,X, gewonnen und sind damit wieder Zufallsvariable. Unser Wunsch ist,
mit anderen Worten, dass mindestens ein 5-Anteil der moglichen Werte von X mit
Wahrscheinlichkeit 1-¢ in (T1,T3) liegt. Bezeichnen wir das Wahrscheinlichkeits-
mafl fir T = (7, T;) mit Pr, dann gilt

PriPM<X<D)>Pf=1-a .
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Wiéhlen wir 77 = X3y und Ty = X @) mit k < I, so finden wir wieder
P(X < X <Xg) = F(Xp) - F(Xw) =Yy — Yy ,

wobel Y(x) und Yy Ordnungsstatistiken von R(0,1)-verteilten Zufallsvariablen sind.
Wir miissen also die Indizes k und [ so finden, dass

PrYoy—-Y=08)>21-a ,

und die Lénge des Intervalls sollte méglichst klein sein. Nach Berechnung der Rand-
verteilung von (Y, Y(x)) findet man (ohne Beweis)

l—k—1

Pr(Yo) - Yu 2 6)= 3 (’;‘)ﬁ%hm"-i:FB(z—k—n ,

=0

also wieder die Verteilungfunktion einer Bi(n,3)-verteilten ZufallsgroBe.

Bei den Daten aus dem letzten Beispiel auf Seite 83 erhilt man mit [ = .4und
I-a=.19, I—-k-1=6,daskoénnte sein ¥k = 2 und [ = 9. Man beachte, dass
hier die Anzahl von Stichprobenvariablen sehr klein ist.

5.5 Tests von Hypothesen

Schétzungen, wie wir sie in den letzten Abschnitten betrachtet haben, sind nur un-
ter gewissen Annahmen sinnvoll. Viele kénnen gut mit statistischen Tests gepriift
werden. In der Statistik verstehen wir unter Hypothese eine Annahme iiber die
Verteilung einer Zufallsvariablen. Ein Beispiel einer Hypothese wire die Annahme,
dass die Verteilung einen gewissen Mittelwert (= 23.2) aufweist. Ein statistischer
Test einer Hypothese ist dann ein Priifverfahren, nach dem die Hypothese ange-
nommen oder verworfen werden kann; man kann ihr Vertrauen schenken und sie
fiir richtig halten oder nicht. Diese Tests dienen als Entscheidungshilfe.

Typische Beispiele von Hypothesen, die mittels statistischer Tests untersucht
werden, sind:

(a) Eine Reihe von Beobachtungen stellt eine Stichprobe einer Population mit ei-
nem spezifizierten Mittel 4 dar (eine Auswahl von Glihlampen hat Standard-
Qualitdt, die Durchschnittsintelligenz der Studenten dieser Klasse ist gleich
der aller Studenten).

(b) Eine Reihe von Beobachtungen stellt eine Stichprobe einer Population mit
einer spezifizierten Varianz o2 dar (diese Klasse ist beziiglich der Intelligenz
genauso variabel wie andere Klassen).

(c) Zwei Gruppen von Beobachtungen stellen Stichproben von Populationen mit
gleichem Mittel dar (Methode A ist gleich oder besser als Methode B).
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5.5.1 Mittel einer Population

Tests beziiglich des Mittels u der Population stiitzen sich auf das Stichprobenmittel
X und dessen Verteilung. Die Hypothese soll lauten p = g, wobei Uo ein spezieller
Wert ist. Wenn sie richtig ist, werden die Werte von X zufallig um pg herum streu-
en, ndmlich mit der Standardabweichung o/+/n, wobei o2 wie iiblich die Varianz
der Population bezeichnet. Liegt der Wert von X | zu weit“ von o entfernt, wird
man vielleicht nicht mehr bereit sein, die Hypothese aufrecht zu erhalten und wird
sie verwerfen. Jene Werte, die zur Verwerfung der Hypothese fithren, definieren den
kritischen Bereich des Tests. Die Wahrscheinlichkeit, dass (unter der Annahme der
Hypothese) X in diesen Bereich fallt, wird Signifikanzzahl oder Signifikanzniveau
genannt. Die Statistik, auf die sich der Test stiitzt (hier X ), heiit Teststatistik.

kritischer kritischer
Bereich Bereich
—_— -
[ I T I I ] T ! o
(1))
Za/2 0 a2

Abbildung 5.1: Verteilung einer Teststatistik.

Wir setzen nun voraus, dass X normalverteilt ist, sodass unsere Voraussetzung
besagt: X' ~ N(uo,0?). Dann gilt bekanntlich X ~ N(uo,02/n) und es ist besser
mit der standardisierten Grofe Z = (X — po)/(0//n) zu arbeiten, die N(0,1)
verteilt ist. Wenn nun ein konkreter Wert von Z absolut grofler als eine bestimmte
Schranke (etwa, z1_¢ fiir ein vorher festgelegtes o) ist, also in den kritischen Bereich
fallt, wird die Hypothese verworfen. o wird im allgemeinen klein gewihlt werden
(z.B. .1, .05, .01), und z, bezeichnet wieder das a-Quantil der N(0, 1)-Verteilung.
Bei Zutreffen der Hypothese gilt

Pl Z|>2n.e)=0a ,

d.h. Z fallt mit Wahrscheinlichkeit « in den kritischen Bereich. Man iberlege sich,
dass im Falle einer unbekannten Varianz o2, wie bei der Berechnung von Konfi-
denzintervallen, o2 aus der Stichprobe geschétzt und = durch ¢,_; ersetzt werden
kann (Einstichproben-t-Test ).

Als erste Zusammenfassung kénnen wir auf folgende Schritte bei der Durchfiih-
rung eines Tests einer Hypothese hinweisen:

e Formulierung der Voraussetzungen und der Hypothese (z.B. H,: = p,)

e Wahl des Signifikanzniveaus «
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e Wahl der Teststatistik und des kritischen Bereiches
e Prisentierung der Rechnungen
e Vollstindige Angabe von Schlussfolgerungen.

Beispiel 5.14: Die Daten aus dem Beispiel auf Seite 77 seien gegeben (Normal-
verteilung, o = 2.80 bekannt, Z = 15.70 aus 16 Datenpunkten gemessen). Es sei ein
Anlass zur Aufstellung der Hypothese beziiglich des Mittelwertes o = 14 gegeben.
Muss diese Hypothese auf Grund der gemessenen Werte verworfen werden? Wir
wéhlen als Signifikanzniveau o = .05. Die Teststatistik ist Z = (X — po)/ (o/+/1)
und der kritische Bereich wird durch | Z |> 21— definiert. In unserem Fall ist der
Wert der Teststatistik

z = (15.70 — 14)/(2.80/4) = 2.43

der absolut gréfer ist als z1-¢=1.96. Man sagt, dass auf dem Signifikanzniveau o
= .05 der Wert der Teststatistik signifikant ist (oder der errechnete Wert z = 15.70
signifikant von 14 verschieden ist). Als Schlussfolgerung gilt also, dass bei diesem
a die Hypothese u = 14 verworfen werden muss.

Hétten wir o = .01 gewahlt, sodass

z1_¢ = 2.576
2

dann wire das Resultat des Tests nicht signifikant. Die Hypothese kénnte also nicht
verworfen werden.

5.5.2 Verschiedene Arten von Fehlern

Das Signifikanzniveau « gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Hypothese ver-
worfen wird, obwohl sie richtig ist. Die Schlussfolgerung ist ein Fehler, und man
bezeichnet daher auch « als Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art oder kurz (aber filsch-
lich) als Fehler 1. Art. Es kann natiirlich auch sein, dass die Hypothese falsch ist.
Wenn wir sie verwerfen, ist die Entscheidung richtig, ansonsten falsch. Im letzten
Fall spricht man von einem Fehler 2. Art. Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit
des Auftretens eines Fehlers 2. Art mit 3, so kénnen a und (B entsprechend der
zugrundeliegenden Hypothese interpretiert werden, wie aus der folgenden Entschei-
dungstabelle mit den Wahrscheinlichkeiten ersichtlich ist.

Hypothese
richtig falsch
annehmen | 1 — o 8

Entscheidung:
ablehnen « 1-0
1 1
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In der Praxis wird man versuchen, die Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art
moglichst klein zu halten. Ein Verkleinern von beiden kann aber i.a. nur durch
Vergréflerung des Stichprobenumfangs n erreicht werden.

Um [ definieren zu kénnen, miissen wir iiber die zugrundeliegende , alternati-
ve“ Wahrscheinlichkeitsstruktur Bescheid wissen. Man stellt daher Alternativ- oder
Gegenhypothesen auf (im Gegensatz dazu heift die urspriingliche Hypothese Null-
Hypothese). Betrachten wir der Einfachheit halber wieder das vorige Beispiel des
Tests beziiglich des Mittels einer Normalverteilung. Halten wir einmal die Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art und den kritischen Bereich fest, dann wird 3 aber noch
vom wahren Wert des Mittels 1 abhéingen. Liegt u nahe Ho, s0 wird die Wahr-
scheinlichkeit der Annahme der Null-Hypothese, d.h. der Wert von B, groB sein,
dagegen wenn u sehr weit von g entfernt ist, wird B relativ klein ausfallen. Der
Wert von 3 wird auch als Operationscharakteristik des Tests bezeichnet.

Beispiel 5.15: Angenommen, es sei bekannt, dass die Korpergréie von Méannern
eine Standardabweichung von o = 3 Zoll = 3" aufweist, und es werde die Hypothese
aufgestellt, dass das Mittel der Gesamtheit puy = 67" betragt, d.h. Hy : pp = 67"
Es werden n = 25 Méinner gemessen und die Hypothese soll auf dem Niveau
a = .05 getestet werden. Nachdem die Streuung bekannt ist, kann die hypothetische
Verteilung von X (0/+/n = 3/1/25 = .6) dargestellt werden. In der Abbildung 5.2
wird diese mit dem kritischen Bereich (i) mit x4 = 67 und (i) mit u = 68"
illustriert. Bei 4 = 68" berechnet man 8 = .62 und 1 — 3 als 38%.

kritischer
Bereich

kritischer
Bereich

[ T T T T T T T 1 1 1
65 t 66 67 ssT 69 70
65.82 68.18
T T T T T
65 66 67 68 69 70

Abbildung 5.2: Kritischer Bereich bei verschiedenen zugrundeliegenden Verteilun-
gen.
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1-8 als Funktion von u aufgetragen heift Macht (Schirfe) des Tests. Diese
héngt natiirlich stark vom Stichprobenumfang n ab, was in der Abbildung 5.3
illustriert wird.

Abbildung 5.3: Macht eines Tests bei verschiedenen Stichprobengréfen.

In der Praxis ist es meist schwierig, beide Fehlerwahrscheinlichkeiten o und 8
klein zu machen. a kann man i.a. klein wihlen, aber solange man iiber 3, das dabei
sehr grof sein kann, nichts wei}, sollte man vorsichtig sein. Man kann die Schwierig-
keit sprachlich hervorheben, indem man nicht von »Hypothese annehmen“, sondern
nur von ,Hypothese nicht verwerfen“ spricht.

5.5.3 Typen von Alternativen

Bei den Tests beziiglich des Mittels einer normalverteilten Population wurde die
Nullhypothese als
Ho:p=po

und die Alternativ-Hypothese allgemein als

Hy oy # po

formuliert. Diese ,,zweiseitige Alternative® tritt z.B. bei Messungen auf, die weder
zu klein noch zu grof} sein diirfen, wie etwa die Durchmesser von Wellen. Den
kritischen Bereich haben wir dann fiir Z = (X — to)/(o/+/n) mit

l Z ’ > Zl_%
angegeben. Der kritische Bereich fiir X folgt daraus als
X < po— 21_%0/\/5 und X > ,u,0+zl,%a/\/ﬁ .

Dies weist eine iiberraschende Vergleichbarkeit mit dem Konfidenzintervall fiir 4
auf:

X—Zl—%U/\/ESHSX*“Zl—%U/\/E :

Die Grenzen des Konfidenzintervalls und des kritischen Bereichs fallen zusammen.
Wenn also p in das Konfidenzintervall fallt, wird auch dieser Test die Hypothese
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Ho : pp = po nicht verwerfen und umgekehrt. Dies gilt allerdings i.a. nicht fiir anders

formulierte Tests.
Andere Moglichkeiten der Alternativ-Hypothese sind

Hy:p>po

oder
le,u<,u0 .

Man spricht von einseitigen Alternativen bzw. von einseitigen Tests. Diese finden
z.B. bei Festigkeitsuntersuchungen Anwendung, wo nur eine bestimmte Mindest-
festigkeit gefordert wird. Hier wird der kritische Bereich auch nur auf einer Seite
liegen, und statt Zi-g verwendet man zj_,.

5.6 Anteile: Schitzungen und Tests

Die Methode der Schitzung des Mittel einer Verteilung kann auch zur Schitzung
des Anteils (Verhaltnisses) von Individuen einer Population mit bestimmten Cha-
rakteristiken verwendet werden. Ein Beispiel wire der Anteil der Waihler, die fiir
eine bestimmte Partei sind.

Der relative Anteil wird als spezieller Fall des arithmetischen Mittels X interpre-
tiert, indem jedem Individuum die Zahl 1 zugeordnet wird, wenn es die betrachtete
Charakteristik aufweist, und sonst die Zahl 0 (»scores“). Der Anteil p berechnet
sich dann als Mittel dieser Zahlen. Die Anzahl der , Einser“ in einer Stichprobe
vom Umfang n ist Bi(n,p)-verteilt. Der Mittelwert ist daher np und die Varianz
0? = np(1 — p). Die Statistik X (Stichprobe) besitzt das Mittel p (den wahren
Anteil) und die Standardabweichung (den Standardfehler)

o/n=+/p(l-p)/n .

Fiir exakte Tests und Schitzungen brauchte man die Werte der Verteilungsfunktion
fiir die betrachtete Binomialverteilung, die aber besonders fiir grofe n aufwendig zu
berechnen sind. Daher behilft man sich oft mit Kurvenblittern (Nomogrammen).
Aus der Abbildung 5.4 kénnen z.B. 95%-Konfidenzintervalle bzw. 2-seitige Tests
zum Signifikanzniveau 5% abgelesen werden. Meistens wird jedoch bei geniigend
grofem n die Normalverteilungsapproximation fiir X ausgeniitzt. Leider enthilt
die Standardabweichung den unbekannten Parameter p- Man bemerkt aber, dass
der Faktor p(1 — p) nie gréfler als 1/4 werden kann, sodass sich als Abschétzung
nach oben fiir o/n die Gréle
5/vn

anbietet. Fir mittlere und grofie Werte von n nimmt man meist als Naherung

o/n~\Z(1-I)/n .
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Damit kénnen Konfidenzintervalle wie friiher gefunden werden. Betrachten wir
zum Beispiel 500 Personen, die befragt wurden und vor denen 200 angaben, fiir eine
bestimmte Sache zu sein. Ein ungefihres 95%-Konfidenzintervall fiir den wahren
Anteil in der Bevolkerung errechnet sich als

200 41— 4) 200 41— 4)
— — 1961/ ——— L < p< = 4196 02
500 %V Ts00 - <P <& T L9 —5a

(.357, .443)

oder

~=— Beobachtete relative Haufigkeit
1.00 0.95 0.90 0.85 0.80 0.75 0.70 0.65 0.60 0.55 0.50

L] i)
0.80
///)0//
0.70 ] e e N = s PO
0.60 L] L] | //4/2//040
0.50 il e e ffi// 0.50
] ///// - C—1 -1
P e P ) e s g e 1 e
0.40 . - 0.60
/// // -1 //l
0.30 s < ////, R o] 0.70
// //////q— %/// /%/
0.20 K< LT =51 ////,/////JV/ 0.80
// — T1 //5/4/4///)%/
010k // ’,-’/%///2////§A///,S/ 050
* = = ]
P - .00
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.56

Beobachtete relative Haufigkeit —e

Abbildung 5.4: Kurvenblatt der Quantile der Binomialverteilung zur Bestimmung
von 95%-Konfidenzintervallen fiir den Anteil p.

Ein Hypothesentest beziiglich des wahren Anteils sieht algorithmisch folgender-
maflen aus:

1. Beschreibung der Zielvorstellung.

2. Formulierung der Hypothese Hy : p = po mit der Alternative H; : p # pg
oder p > (<)p.

3. Wahl von a.
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4. Teststatistik _

5. Annahme der approximativen Normalverteilung fiir Z mit Mittelwert 0 und
Varianz 1.

6. Bestimmung von 21-as2 fir den 2-seitigen Test oder von z1_o fiir den 1-
seitigen.

7. Berechnung der Werte von X und Z.
8. Statistische Schlussfolgerung.
9. Experimentelle Schlussfolgerung.

Beispiel 5.16: (1) Es soll auf dem 5%-Niveau getestet werden, ob in einer be-
stimmten Insektenart 50% ménnliche und 50% weibliche Individuen vorhanden
sind. Dazu wird bei 100 Insekten das Geschlecht iiberpriift.

(2) Ho : p =5, Alternative p  .5.

3) a=.05.
4) Z=(X - .5)/,/5(1 - .5)/100.

5) Annahme der Normalverteilung fiir Z.

6) Verwerfung von Hp, wenn z < —1.96 oder z > 1.96.

7) Die Stichprobe der 100 Insekten ergibt 40 ménnliche und 60 weibliche Tiere.
Daher ist £ = 4 und z = (4 - 5)/,/5(1 ~ .5)/100 = —2.

(8) Aus -2 < —1.96 wird geschlossen, dass die Hypothese Hj : p = .5 auf dem
5%-Niveau nicht gehalten werden kann. '
(9) Ein Ungleichgewicht zwischen den Geschlechtern dieser Insektenart wird auf
Grund dieser Stichprobe gefolgert. (Der geschitzte Anteil ist vom postulierten si-
gnifikant verschieden!)

(
(
(
(
(

5.7 Nichtparametrische Tests *****

Wir streifen nur Tests fiir ganz einfache Situationen, in denen nichts iiber die
zugrundeliegende Verteilung gesagt werden kann oder will.

5.7.1 Binomialtest

Motivierendes Beispiel 5.17: Ein Hersteller von Haushaltsgeriten behauptet, dass
in einem Produktionslos von 1000 Geriten héchstens 5% defekte Stiicke enthalten
sind. In einer Stichprobe von 20 Geriiten werden 3 defekte festgestellt. Kann man
dem Hersteller noch trauen?



5.7. Nichtparametrische Tests ***** 95

Hier liegt eindeutig ein qualitatives Merkmal vor. Ahnliche Situationen lassen
sich aber leicht mit quantitativen Merkmalen konstruieren: Lebensdauer eines PC’s
grofler als vorgegebene Schranke, etc.

Im wesentlichen wurde dieser Test im vorigen Abschnitt besprochen, nur wird
man bei kleinen Stichprobenumfingen oder kleinen Anteilen nicht auf die Normal-
verteilungsapproximation zuriickgreifen kénnen.

Ein Spezialfall tritt auf beim Testen auf ein Quantil einer stetigen Variablen.
Es kommt in der Teststatistik nur darauf an, ob ein Wert grofler oder kleiner als
das hypothetische Quantil ist. Deshalb nennt man den Test auch Vorzeichentest.
Fir den Spezialfall , Test des Medians® gibt es (allerdings wieder mit gewissen
Einschrinkungen) effizientere Methoden, die auch die Entfernung eines Wertes vom
Median berticksichtigen.

9.7.2 Wilcoxons Rangsummentest fiir den Median

Hier muss angenommen werden, dass die zugrundeliegende Verteilung stetig und
symmetrisch (um den Median m) ist. Das Testproblem lautet dann:

Hoimzmo

lem;émo

oder Hy : m > mg oder Hy : m < my (entsprechend der gewilinschten Alternative).
Fiir die Definition der Teststatistik betrachten wir Di=X,—mg, i=1,... n.
Wegen der Annahme der Stetigkeit gilt P(D; = 0) = 0 und P(|D;|=|D;|)=0
fir 7 # j. Sei r(| D; [) der Rang von | D; |, dann wird die Teststatistik W~ als die
Summe der Ringe, die zu positiven Differenzen D; gehoren, definiert, d.h.

W+ = Zj;]zr([ Di D

mit [; =1 wenn D; > 0 und = 0 sonst.
Die Teststatistik ist symmetrisch mit

EWt = M
4 b
o nn+1)2n+1)
Var(W™) = 1

Die genaue Herleitung der Verteilung geht mittels kombinatorischer Uberlegungen,
ist aber sehr rechenaufwendig. Kritische Werte der Verteilung sind tabelliert (siehe
Tabelle A.6 des Anhanges).

Bei grofien Stichproben (etwa n > 20) kann die Teststatistik mit der ange-
gebenen Erwartung und Varianz wieder mit der Normalverteilung approximiert
werden.
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5.7.3 Test auf Zufilligkeit

Die meisten statistischen Verfahren beruhen auf der Annahme, dass die Beob-
achtungen (Messungen) unabhiingig voneinander gemacht werden, d.h. dass die
Reihenfolge zufillig war.

Beispiel 5.18: 20 Studenten der TU (n; = 8 Maschinenbauer und n, = 12
Informatiker) stehen in einer Schlange vor dem Wiirstelstand, und zwar in der
folgenden Reihenfolge (M fiir Maschinenbau und I fiir Informatik):

MMIIIIMMMIIIIIMMIIIM.

Den Wiirstelstandmanager interessiert, ob die Reihenfolge rein zufallig ist, oder ob
hier systematisch Gruppierungen zu beachten sind.

Die einfachste Teststatistik besteht aus der Anzahl R von Iterationen, das sind
geschlossene Gruppen von gleichen Elementen, denen ein anderes Element oder
keines vorsteht. Im obigen Beispiel gibt es 7 = 7. Wenn die Werte rein zufillig
gereiht sind, darf die Zahl der Iteration weder zu hoch noch zu niedrig sein. Wir
sprechen vom Iterationstest oder Runstest.

Unter Hy (zufillige Reihung) ldsst sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung be-

stimmen: . .
P(R = 2k) = MQ(Q_EZSKJ :
P(R=2k+1) = () + () (5)

(%)

wobei ny +ny =nund k =1,...,min(ny, ny). Weiters gilt
2nin
E(R) = ; 241

2nine(2nine — n
Var(R) = 1752((711_?) )

Kritische Werte dieses ,, Wald- Wolfowitz-Iterationstests* sind im Anhang in Tabelle
A.7 aufgefiihrt.

Wenn in unserem Beispiel die Signifikanzzahl als o = .1 angenommen wird,
muss die Hypothese der zufslligen Gruppierungen verworfen werden.

5.8 Standardabweichung und Varianz

Die Standardabweichung dient als Maf fiir die Variabilitit einer Messgrofie, das
ebenso wichtig ist wie das Mittel. Bei der Erzeugung von Kettengliedern ist nicht
nur die mittlere Belastbarkeit der Glieder von Interesse, sondern es wird auch eine
geringe Variabilitat gefordert.
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5.8.1 Konfidenzintervall

Als Basis zur Schétzung eines Konfidenzintervalls fiir die Varianz o2 dient die
Verteilung des Schitzers

1

2 __
s T n-—1

(X - X)?

Wir nehmen wieder an, dass die Stichprobe aus einer normalverteilten GréSe
N(p, o) erzeugt wurde. Die modifizierte Zufallsvariable

besitzt dann eine x7_;-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Diese x2-Verteilung
ist nicht symmetrisch, sodass wir 2 Quantile auswihlen miissen, etwa Xﬁ_l; s und

Xi_m*% fir festes a. Dann gilt
P(sz—l;—;‘— < (TL - 1)52/02 < Xi—l;l—%) =]1-q .

Die Ungleichungen werden wie fiir das Konfidenzintervall fiir # umgeformt, sodass
die Formel

P((n— 1)52/X121_1;1_% <o’ <(n- 1)52/X121—1;g) =l-a
ein Konfidenzintervall
((TL - 1)52/X721—1;1—%a (’I’L - I)SQ/X?‘L—].,%)

fiir o2 liefert. Man bemerkt, dass u nicht bekannt sein muss.

Beispiel 5.19: Es seien die Daten wie im Beispiel auf Seite 79 gegeben (n = 16,
s = 2.80) und ein 95%-Konfidenzintervall wird gesucht (a = .05). Aus Tabelle A
des Anhangs erhalten wir die Quantile

X%s;.sws = 27.49, X%s;ms =6.26 ,
woraus das Konfidenzintervall sofort folgt:
(15 % 2.80%/27.49, 15 + 2.80%/6.26) = (4.28,18.8) .

Konfidenzintervalle fiir o kénnen aus dem obigen sofort durch Wurzelziehen der
Grenzen gefunden werden.
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5.8.2 Hypothesentest

Betrachten wir nun einen Test beziiglich der Varianz, der meist mit einseitiger
Alternative 0 > o2 konstruiert wird. Die Null-Hypothese heifit natiirlich

Hy:0* =0} .
Als Teststatistik verwenden wir eine Funktion der Stichprobe, die 0? verwendet,
und deren Verteilung wir kennen. Die Variable
1 & S S
besitzt eine y,_1>-Verteilung, wenn die X; ~ N (g, 0?) verteilt sind. Es ist nahe-
liegend, die Hypothese zu verwerfen, wenn der Wert von ¥ zu grofl ausfallt. Wir
definieren daher den kritischen Bereich von Y mit

2
Y > Xn——l;l—a ’

wobei
P(Y > X?z—l;l—-a) = .

Beispiel 5.20: Ahnlich wie im vorigen Beispiel seien normalverteilte Daten
(n = 16) gegeben. Allerdings wird s2 = L 3 (2;~%)? mit & = 15.70 als s2 = 11.29
berechnet. Es soll getestet werden, ob o2 = 02 = 7.84 unter der Alternativ-
Hypothese 02 > ¢2. Wir wihlen als Signifikanzniveau o = .05. Dann finden wir
aus Tabelle A des Anhangs die Grenze des kritischen Bereichs X3 _11—a = 24.996.
Der Wert unserer Teststatistik

52 11.29
=n-1)2 =152 _ 916
y=m-17 7.84

ist aber kleiner als 24.996, also nicht signifikant. Die Hypothese 02 = 7.84 kann
also nicht verworfen werden.

5.9 Zwei Populationen

In vielen Forschungsstudien liegt das Hauptinteresse im Vergleich zweier Gruppen
statt im Vergleich einer Gruppe mit irgendwelchen bekannten Werten. Zum Beispiel
kénnen zwei Lehrmethoden verglichen werden, die Wirkungen zweier Medikamente,
Produktionsmethoden, etc.

5.9.1 Vergleich der Mittel

Beim Vergleich zweier Gruppen von Beobachtungen betrachtet man i.a. ihre Mittel-
werte und untersucht sie auf signifikante Unterschiede. Dabei nehmen wir an, dass
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beide Populationen, von denen die Beobachtungen kommen, normalverteilt sind
und gleiche Varianzen aufweisen (ein Test auf gleiche Varianzen wird im nichsten
Unterabschnitt besprochen). Beziiglich der beiden Stichproben kénnen 2 wesentli-
che Fille auftreten:

(1) Jeder Wert der einen Stichprobe hingt mit genau einem der anderen zusam-
men (z.B. Paare von Messungen an verschiedenen Objekten). Dann bildet
man am besten Differenzen zwischen den zusammengehorigen Werten und
testet auf Mittelwert gleich 0.

(ii) Die beiden Stichproben sind voneinander unabhéngig (und nicht notwendi-
gerweise gleich grofl). Bezeichnen wir die beiden Stichproben mit X, . . . » Xny
und Y3,...,Y,, mit Mittel ux bzw. uy und die entsprechenden Schitzer fiir
Mittel und Varianzen mit X, ¥, S% und S%. Dann ist (ohne Beweis) die
Grofle

T_\/nlng(nl—f—ng—Q) X—Y
mEne (- 1)S% + (np — 1)}
t-verteilt mit n;+ny—2 Freiheitsgraden. Fiir den Test ux = uy wird also T als

Teststatistik verwendet und der kritische Bereich ergibt sich beim einseitigen
Test (Alternative px > py) als

T> tn1+n2—2;l—a .
(Man bezeichnet diesen Test auch als 2-Stichproben-t- Test.)

Beispiel 5.21: 2 Farbstoffe sollen getestet werden. Der 1. ist billiger, sodass der
2. nur interessant erscheint, wenn er signifikant besser dem Wetter standhilt. Es
werden 5 unabhéngige Versuche durchgefiihrt, die zu folgenden Kennzahlen fiihren:

Farbstof I | 85 87 92 80 &4
Farbstoff II | 89 89 90 84 88

Bezeichnen wir die Werte fiir den Farbstoff I mit X und fiir den anderen mit
Y. Dann heifit die Null-Hypothese ux = uy (oder besser ix > py) und die
Alternative ux < py. Wir wihlen o = .05. Die Werte der einzelnen Statistiken
berechnen sich als

I =856, §=288.0, s%x=193, si=55

.6 — 88.0
_ OxH*x§ 85 8 108

10 /4x103+4%55
Der kritische Bereich ist hier allerdings durch

t

T < _'tn1+n2——2;1-—a = tn1+n2—-2;a
gegeben. Aus der Tabelle A (Anhang) finden wir
tn1+n2‘2;a = tS;.OS = "t8;.95 = —1.860 .

t fallt also nicht in den kritischen Bereich. Daraus folgt, dass auf Grund dieser
Versuchsserie der 2. Farbstoff nicht signifikant besser ist.
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5.9.2 Vergleich der Varianzen

Oft ist es interessant zu wissen, ob die Varianzen zweier Normalverteilungen, de-
ren Mittel nicht bekannt sein miissen, als gleich angesehen werden kénnen. Dazu
brauchen wir folgendes theoretische Hilfsmittel iiber das Verhiltnis zweier Qua-
dratsummen, das auch in der Varianzanalyse Verwendung findet.

Es seien V) und V; zwei unabhingige Zufallsvariable, die x%-Verteilungen mit
m bzw. n Freiheitsgraden besitzen. Dann besitzt die Zufallsvariable

_h/m

V=V

eine F-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden (Finn-Verteilung). Quantile dieser
Verteilung sind in der Tabelle A des Anhanges aufgefiihrt.
Wenn wir nun die empirische Varianz

einer N(u, o?)-verteilten Zufallsvariablen X betrachten, so wissen wir, dass (n—1)8%/0?
eine x2_;-Verteilung besitzt. Das Verhéltnis der empirischen Varianzen zweier un-
abhingiger Normalverteilungen mit vorausgesetzter gleicher Varianz ist im we-
sentlichen F-verteilt. Genauer, wenn von X mit der Verteilung N(ux, 0?) n; Stich-
probenwerte und von Y mit der von X unabhéingigen Verteilung N(uy,02) ng
Stichprobenwerte zur Verfiigung stehen, so ist

S%/o* Sk
S

Fri-1my,—1 verteilt. Diese Variable F kénnen wir direkt als Teststatistik fiir den
Vergleich der Varianzen zweier normalverteilter, unabhéngiger Zufallsvariablen ver-
wenden. Betrachten wir z.B. die Hypothese 0% = o% gegen die Alternative % > ol
fir Normalverteilungen unter Benutzung unabhéngiger Stichproben und stellen
dafiir einen statistischen Test auf. Ist die Alternativ-Hypothese 0% > 0% wahr,
dann wird die Teststatistik F wahrscheinlich grofle Werte annehmen, sodass wir
den kritischen Bereich mit

F=

F> Fnl—-l,nz—l;l-—a

festlegen, wobei die Grenze wieder das 1-a-Quantil der F -Verteilung darstellt, d.h.
P(F < Fnl—l,nz—l;l—a) =1l-a .

Wir werden also die empirischen Varianzen s% und s} berechnen und die Null-
Hypothese verwerfen, wenn fiir gewahltes o der Wert von F = s%/s% die Schranke
F—1my—1.1—-¢4 libersteigt.

Beispiel 5.22: Bei je 16 Schrauben mit gewalztem bzw. gefrastem Gewinde
wurde der Flankendurchmesser bestimmt. Es ergaben sich folgende Werte: s% =
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001382 mm?, s, = .000433 mm?. Unter Annahme der Normalverteilung sollte die
Hypothese 0% = o gegeniiber 0% > 02 getestet werden.

Wir wihlen o = .05. Die Freiheitsgrade der F-Verteilung betragen n; — 1 = 15
bzw. ny — 1 = 15, sodass wir aus Tabelle A des Anhangs den entsprechenden
F-Wert Fi5 15. 95 = 2.40 finden. Der Wert der Teststatistik £ errechnet sich als F' =
-001382/.000433 = 3.19, ist also gréBer als 2.40. Die Hypothese wird verworfen: Die
Varianz s% ist signifikant gréBer als s2.

5.10 Anpassungstests

5.10.1 Chi-Quadrat-Test

Die bisher besprochenen Tests beziehen sich immer nur auf einzelne Parameter
von Verteilungen. Die Form der Verteilung (z.B. normal) wird dabei als bekannt
vorausgesetzt. Manchmal ist aber interessant, eine Hypothese iiber die Form der
Verteilung zu priifen. Der wohl am weitesten verbreitete Test ist der Chi-Quadrat-
Test.

Es wird wie bei einem Histogramm eine Klasseneinteilung getroffen, und die
(empirischen) Haufigkeiten werden mit den theoretischen (hypothetischen) vergli-
chen. Weichen sie zu stark voneinander ab, wird man die Hypothese verwerfen,
sonst annehmen. Nehmen wir an, es seien k& Klassen (Intervalle) gewahlt wor-
den. Dann bezeichnen wir mit h; die absolute Haufigkeit, also die Anzahl von
Datenpunkten in der i-ten Klasse. Die aus der Hypothese iiber die Verteilung
entsprechende, theoretische Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert in die i-te Klasse
fallt, bezeichnen wir mit p; und weiters die unter der Hypothese erwartete abso-
lute Héufigkeit e; = np;, wobei wie iiblich n die Anzahl der Daten angibt. Die
Teststatistik T" verwendet die quadratischen Abweichungen, genauer

(h; — e;)?
-y Bemal

1=x]

Die ungefihre Verteilung von T ergibt sich aus dem folgenden theoretischen Hilfs-
mittel: Wenn die Hypothese iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung zutrifft, strebt
die Verteilung von T gegen eine Xi_;-Verteilung.

Da die Hypothese verworfen wird, wenn die Abweichungen und damit der Wert
von 7" zu grof} ausfillt, wird man fiir eine gegebene Signifikanzzahl o den kritischen
Bereich mit

T > Xl?:—l;l—a

definieren. Die Verteilung von T ist nur »asymptotisch® bekannt, stimmt also
anndhernd nur fiir grofie n. Man sollte daher die Faustregel beachten: Grofies n
und die Klasseneinteilung so wihlen, dass in jede Klasse mindestens 5 Punkte
fallen.



5.10. Anpassungstests 102

Wenn die hypothetische Verteilung noch unbekannte Parameter enthilt, die mit
den gleichen Daten geschétzt werden miissen, so wirkt sich das natiirlich in der Ver-
teilung von T aus: Werden r Parameter geschitzt, so besitzt T die asymptotische
Verteilung xZ_,_,. Die Freiheitsgrade werden also um r verringert.

Beispiel 5.23: Betrachten wir nun nochmals die Rechnung im Beispiel auf Seite
48. 250 Stichprobenwerte iiber Asche von Kohle waren gegeben. Die Hypothese der
Normalverteilung der Daten soll gepriift werden. Der Wert der Teststatistik

10
T=>3 d =374

=1

entspricht einer Realisation einer Zufallsvariablen, die y? mit 7 Freiheitsgraden
verteilt ist. Diese Freiheitsgrade errechnen sich aus der Klassenzahl (10) minus 2
geschétzten Parameter fiir 4 und ¢ minus 1 (wegen Y e; = S"A;). Der Vergleich
von T' = 3.74 mit Werten aus Tabelle A des Anhangs gibt keine Indikation gegen
die Annahme der Normalverteilung.

5.10.2 Kolmogorov-Smirnov-Test

Hier muss im Prinzip angenommen werden, dass die Stichprobenvariablen X, ..., X,
eine stetige Verteilungsfunktion F haben. Um die zugrundeliegende Verteilung F'
auf eine hypothetische Fy zu testen, d.h. Hy : F(z) = Fo(z) Vz ist es naheliegend,

die absolute Differenz
| Fo(z) — Fo(z) |

beziiglich der empirischen Verteilungsfunktion F., zu betrachten.

Beispiel 5.24: Es sei zu testen, ob fiir einen bestimmten PKW-Typ der Benzin-
verbrauch in Litern pro 100 km bei einer Geschwindigkeit von 100 km/h normal-
verteilt mit 4 = 12 und ¢ = 1 ist. Die Stichprobenwerte von 10 Fahrzeugen dieses
Typs ergaben

124 11.8 129 126 13.0 125 120 115 132 128

die hypothetische Verteilung N(12,1) und die empirische sind in der Abbildung 5.5
dargestellt.
Die Teststatistik (Kolmogorov-Smirnov) lautet nun:

Ku=sup | Fa(@) = Fa(e) | |

K- = sup(Fy(e) - Fufx))

oder

n

K, = sup(F.(z) — Fo(z))
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Abbildung 5.5: Hypothetische und empirische Verteilungsfunktion.

entsprechend den drei Gegenhypothesen

Hy: F(z)# Fo(x)
H,: F(z) < Fy(z)
H,: F(z)> Fy(z) fiir mindestens ein z.

Man kann leicht feststellen, dass die Verteilung der Teststatistiken nicht von der
tatsdchlichen Verteilung F' abhéngt, also verteilungsfres ist (wie die x*-Statistik im
vorigen Unterabschnitt). Quantile der Verteilung sind tabelliert (Tabelle A.8 des
Anhangs). Man bemerke den Zusammenhang zwischen der grafischen Analyse mit
Wahrscheinlichkeitspapier und diesem formalen Test.

Interessanterweise kann im obigen Beispiel die Nullhypothese auf dem 5%-
Niveau nicht abgelehnt werden (kleine Stichprobe!).



Kapitel 6

Varianzanalyse

Die monatliche Gewichtszunahme einer Anzahl von Tieren variiert von Tier zu
Tier, auch wenn alle anderen Bedingungen wie Futterart und -menge gleich sind.
Die Variation erscheint rein zufilliger Art. Werden die Tiere allerdings unter-
schiedlich gefiittert, so kommt noch die Variation beziiglich des Futters dazu. Zur
grundsétzlichen Fragestellung, ob die Futterart auf die Gewichtszunahme einen
Einfluss hat, d.h. ob die durchschnittlichen Gewichtszunahmen gleich sind, miissen
wir versuchen, die beiden Variationen zu trennen. Dies wird typisch in der Varianz-
analyse durchgefiihrt, und wir sprechen von der Varianzzerlegung. Dieses Beispiel
z8hlt zur einfachen Varianzanalyse.

Wenn wir zwei Einfliisse gleichzeitig untersuchen wollen, wie z.B. Futtermenge
und Futterart, miissen diese voneinander und von der zufélligen Variation getrennt
werden. Man spricht von der doppelten Varianzanalyse.

Die Varianzanalyse verwendet als Werkzeug im wesentlichen die Zerlegung der
Quadratsumme, d.h. der Summe der Quadrate der Abweichungen der Stichproben-
werte vom Mittelwert.

6.1 Vergleich der Mittelwerte mehrerer Normal-
verteilungen

Angenommen, n unabhingige Stichprobenwerte
Tij, t=1,...,n5, j=1,... .k |,

von normalverteilten Zufallsvariablen mit gleicher Varianz seien gegeben, d.h. fiir
die Zufallsvariablen soll gelten

Xij ~ N(u;,0%)
mit y=1,...,k und

k
Tl:ZTL]’ .
j=1

104
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Wir méchten auf Gleichheit aller Mittelwerte
Ho:pr=po=... = py
gegen
Hi @ p, # p, fiir mindestens ein r#s, r,s=1,...,k ,

testen.
Betrachten wir die Quadratsumme der Abweichungen

k ny

g=>_ > (z;; —3)°

j=1i=1

und erweitern die Abweichungen

wobei natiirlich gilt

k

njy k nj n
g=3 > (z; —2)* =33 (zy — ;)2 + > > (-2,

J=1li=1 J=11=1 7=11i=1

weil das gemischte Glied

53 o(ms - 2)(5 - ) = Y6 --~x>z<azg—x>_o

verschwindet. Wir haben also ¢ in 2 Quadratsummen zerlegt, namlich

g=qr+gqz ,

wobei
k nj

ZZ (zij — 1;)°

j=1i=1

die Summe der quadratischen Abweichungen innerhalb jeder Stichprobe und

k nj

k
Gz=>Y 3 (3;-1)= gnj(fj - z)?

j=114=1

die Quadratsumme zwischen den Stichproben darstellt.
Nun kann man zeigen, dass unter der Null-Hypothese, d.h. alle z;; sind Reali-
sationen der Verteilung N(u,, o%) mit py = po = ... = Hik = [i,, die Verteilungen
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der entsprechenden Zufallsvariablen von q7/0? bzw. gz/0? unabhéngig und gleich
x2_, bzw. x3_, sind. Daraus folgt, dass das Verhiltnis

_qz/(k—-1)
F=afn=n

einer Fy_ ,_i-Verteilung geniigt. Diese Variable F wird als Teststatistik verwendet.
Fallt ihr Wert zu groff aus, muss die Null-Hypothese verworfen werden. Fiir eine
bestimmte Signifikanzzahl « ergibt sich der kritische Bereich als

F>Fk——1,n—k;1-—a .

Bei der praktischen Berechnung des Tests werden die Zahlenwerte gerne in einer
Varianzanalyse- Tafel angeordnet:

Variation Freiheitsgrade | Quadratsumme | mittlere Quadrats.

FG q s? F
Zwischen den Gr. k-1 - s%3=qz/(k—1) %7/-((7%;
Innerhalb der Gr. n—k qr s?=qr/(n—k)
Total n—1 q

Beispiel 6.1: Es wurden Staubuntersuchungen in Abgasen durchgefiihrt. Die
nachfolgenden Werte dienten dazu, festzustellen, ob die Geschwindigkeiten (in
FuB/sec.) zeitlich einigermafien konstant sind. Zwischen den Messwerten jeder
Gruppe liegt ein gréferer Zeitabstand.

Gruppe ] Geschwindigkeit (Fuf3/sec)
A 20 21 20 20 23 21 26
B 24 26 27 23 22 22 24 27 26 25
C 25 28 22 24 26 26

Die Null-Hypothese heift also: Die Mittelwerte der Gruppen sind gleich. Als
Signifikanzzahl wihlen wir o = .05. Fiir die Mittelwerte der Gruppen erhalten wir

1 =21.57, Zo=24.5, ZT3=2517 .

Die Abweichungsquadrate innerhalb der Gruppen ergeben

3 ny
qr = Z Z(l‘ij - i?j)Q = 8105
j=1i=1
mit n —k = Y n; — 3 = 20 Freiheitsgraden. Die Abweichungen zwischen den
Gruppen ergeben mit 7 = 23.78

3
gz = > _n;(Z; — 7)? = 50.87
g=1

mit k£ — 1 = 2 Freiheitsgraden, sodass wir fiir den F-Wert
F=627 |

erhalten, und die Varianzanalyse-Tafel bekommt folgende Gestalt.
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Variation FG q s? F
Zwischen den Gruppen 2| gz=>50.87|s% =2544 | 6.27
Innerhalb der Gruppen | 20 | g; = 81.05 | s2 = 4.05
Total 22 | ¢ =131.92

Der F-Wert ist gréBer als das maBgebende Quantil der F -Verteilung
F2,20;‘95 = 3.49 .

Wir schlieBen daraus, dass die Werte zwischen den Gruppen signifikant verschie-
den sind, d.h. die durchschnittlichen Gasgeschwindigkeiten kénnen nicht als gleich
angesehen werden.

6.2 Doppelte Varianzanalyse *****

Wenn man Daten nach 2 Gesichtspunkten einteilt und sie nach diesen analysieren
will, kann man die doppelte Varianzanalyse verwenden. Die beiden Gesichtspunkte
konnten z.B. Diingemittel und Bewésserung beim Ernteertrag sein.

Gegeben sei eine Stichprobe von n Werten, die sich in & Gruppen und jede
Gruppe in genau p Klassen einteilen lisst. Wir bezeichnen die Daten z;; mit 2
Indizes, sodass wir sie in Matrixform anordnen kénnen:

p Spalten (Klassen)

T11 i ... Tip

k Zeilen To1 Toa ... Tgp
(Gruppen)

Tkl Tko ... Thp

Wir nehmen an, dass z,; unabhéngige Realisationen von normalverteilten Zu-
fallsvariablen mit gleicher Varianz sind. Es interessiert uns, ob die theoretischen
Mittelwerte der Spalten gleich sind, d.h.

Ho:ﬁ,lzﬂ.ZZ---z/j.p ’
und/oder ob die Mittelwerte der Zeilen gleich sind, d.h.
Ho:tfn =fp =...=p

wobei der durch einen Punkt ersetzte Index Mittelbildung bedeutet. Gegenhypo-
these ist immer ,mindestens® ein #.
Wir bezeichnen den Mittelwert in der i-ten Gruppe (Zeile) mit

_ 1 &
ZIr; = ]—)j:zlxij
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und den Mittelwert der j-ten Klasse mit

k
Z:rij 3
i=1

sowie den Mittelwert der gesamten Stichprobe mit

Eol R

;=

mit n = kp. Die ,totale“ Quadratsumme

0= 33wy - 2

i=1j=1
spalten wir jetzt in 3 Teile auf. Zuerst trennen wir die Abweichungen in
Ty —T = (.’fi_ —a:)+(i'j—:i)+(x,-j—:fi. —If.j'f*i‘) ,

quadrieren und summieren, sodass wir erhalten
2 o 2 2
¢=p3 (i~ 2 +kY (2; - 22+ 3 S (zy — 7 — T;+7)%
i=1 i
weil die gemischten Glieder wieder wegfallen. ¢ haben wir also aufgespalten in

k
gz=p (% —z)* ,

i=]

der Quadratsumme der Mittelwerte zwischen den Zeilen, in

der Quadratsumme der Mittelwerte zwischen den Spalten, und in die quadratische

Restsumme

qr = Z Z(lij — I —I,;+I)° .
(]

Ist die Null-Hypothese richtig, so kann man zeigen, dass die den Quadrat-

summen gz, gs, gr entsprechenden Zufallsvariablen Q, s, @r voneinander

un-

abhéngig sind und Qz/0?, QRs/o? und Qgr/o? Y -verteilt sind mit k& — 1,p—1

bzw. (k — 1)(p — 1) Freiheitsgraden. Daraus ergibt sich, dass die Verhiltnisse

mittleren Quadratsummen
S%/S% und S%/5%

der
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mit 57 = Qz/(k 1), 53 = Qs/(p— 1) und Sk = Qr/[(k - )(p — 1)] F-
Verteilungen mit [(k—1), (k~1)(p—1)] bzw. [(p—1), (k—1)(p—1)] Freiheitsgraden
besitzen. Diese Verhéltnisse verwenden wir als entsprechende Teststatistiken, um
wie in der einfachen Varianzanalyse zu priifen, ob es zwischen den Zeilen bzw.
Spalten signifikante Unterschiede gibt. Fillt ein Verhiltnis zu grof} aus, etwa

F= S%/S;Qg > Fk—l,(k—l)(p-l);l—cx )

dann werden wir die Hypothese der Gleichheit der Zeilenmittel verwerfen. Analog
priift man mit S/S% auf einen signifikanten Unterschied zwischen den Spalten.
Die Werte der Statistiken trigt man hiufig in eine Varianzanalyse-Tafel ein:

Variation Freiheits- Quadrat- mittlere
grade summe Quadratsumme F
FG q s?

Zwischen den k—1 qz sy =gqz/(k—1) s /5%
Zeilen
Zwischen den p—1 qs st =gqs/(p—1) s%/s%
Spalten

Rest (k=1(-1) gr__ | sh=qr/(k—1)(p-1)

Total n—1 q

Bemerkung: Nachdem g = gz + g5 + ¢r gilt, wird man die restliche Quadratsumme
der Einfachheit halber immer als gr = g — ¢z — gs berechnen.

Beispiel 6.2: Die folgenden Daten stammen aus einem Versuch iiber Befesti-
gungsarten von Werkzeugen, um Unfille und Zeitverluste bei Arbeiten an einem
Raketensilo zu vermeiden. Angegeben ist die zum Entfernen eines durch 6 Schrau-
ben gehaltenen Teils benstigte Zeit (sec). Der Schraubenzieher war an einem Rie-
men befestigt, dessen anderes Ende am Giirtel hing (Typ A) oder das Handgelenk
fest (Typ B) bzw. lose (Typ C) umschloss. Weiterhin interessierten die Unterschie-
de des Arbeitens der nach Alter und Ausbildung differierenden Teilnehmer. Die
Hypothesen, dass (1) zwischen den 4 Befestigungsarten und (2) zwischen den 12
Teilnehmern kein Unterschied besteht, sollen iberpriift werden.

Arbeiter Nr.

Halter 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Typ A 93 98 91 65 74 80 84 81 55 94 49 64
Typ B 97 62 100 70 76 68 73 73 61 85 61 61
Typ C 133 64 71 76 66 76 74 94 64 82 49 67
ohne 108 62 62 62 68 78 74 67 53 71 47 63
T, 1078 715 81 68.3 71 755 76.3 788 583 83 51.5 63.8
2i(@i —2;)7 [ 970.8 939.0° 922.0 112.8 680 83.0 808 408.8 788 270.0 123.0 188

Die berechneten Mittelwerte und Quadratsummen der Spalten und Zeilen sind
an den Randern der Tafel eingetragen.
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T | Yy —7)?
Typ A | 77.33 98447
Typ B | 73.92 2034.9
Typ C | 76.33 4834.7
ohne 67.92 2544.9
T 73.883

Die Varianzanalyse-Tafel bekommt nun folgende Gestalt:

Variation FG q s? F
Zwischen den Zeilen 3| gz =0642.08 | s% =214.03 | 2.06
Zwischen den Spalten | 11 | g5 = 8825.75 S?g = 802.34 | 7.71
Rest 33 | gr = 3433.42 | s} = 104.04
Total 47 | ¢ = 12901.25

Wiéhlen wir a = .05. Dann ist die Variation zwischen den Zeilen nicht signifikant
groB (F = 2.06 < F333.05 = 2.92), d.h., die Hypothese, dass die Befestigungsart
keinen Einfluss hat, kann nicht verworfen werden; die Variation zwischen den Spal-
ten ist allerdings signifikant (7.71 > F11,33,95 = 2.16). Daraus schlieBen wir, dass
die Null-Hypothese, dass die mittlere Arbeitszeit der Arbeiter gleich ist, verwor-
fen werden muss, also der Einfluss der Person auf die Arbeitszeit ist statistisch
gesichert.

Bemerkung: Die Zufallsvariablen Xi;; im Modell der obigen, doppelten Varianz-
analyse konnen auch als

X¢j=,u+a,~+bj—l-eij, ‘i:1,...,k,j:1,...,p

dargestellt werden. Dabei bezeichnen €5 ~ N(0,0%)-verteilte, unabhingige Zu-
fallsvariable, und die a; bzw. b; werden Zeilen- bzw. Spalteneinfliisse (Einfliisse
des Faktors A bzw. B) genannt, die hier der Einfachheit halber »additiv® wirken
und deren Summen a; und b; gleich Null sind. Die Mittel der Zeilen bzw. Spalten
werden dann als

Hi, = p+ a
bzw.

Bj=pn+b
geschrieben, und die Nullhypothesen lauten

ai=O, 2:1,71{} s

bzw.



Kapitel 7

Regression und Korrelation

Ein Regressionsproblem behandelt die Verteilung einer Variablen, wenn mindestens
eine andere gewisse Werte in nicht zufalliger Art annimmt. Ein Korrelationspro-
blem dagegen betrachtet die gemeinsame Verteilung von zwei Variablen, von de-
nen keine durch den Experimentator fixiert wird, beide sind also zufillig. Typische
Regressionsprobleme sind z.B. beim Studium des Ernteertrages mit verschiedenen
Mengen von Diinger, bei der Lebensdauer von Tieren bei verschiedenen Strahlungs-
dosen etc., zu finden. Dabei werden immer die Werte einer Variablen festgehalten,
und diese unterliegen keiner zufélligen Variation. Ein typisches Korrelationspro-
blem wire das Studium des Zusammenhangs zwischen Intelligenzquotienten und
Schulleistung von Kindern.

7.1 Das Regressionsproblem

Als einfaches Beispiel wollen wir den Zusammenhang der Verteilung des Gewichts
von Ménnern mit ihrer Gréfie studieren. Dann wihlen wir zu vorgegebenen Kérper-
groflen Ménner zufillig aus und erhalten z.B. folgende Daten (siche Abbildung 7.1).

Fir jede gewihlte GroBe z bekommen wir eine gewisse Verteilung der Gewich-
te Y der Méanner mit dieser Grofie. Von dieser kénnen eventuell Mittel My und
Varianz ojz angegeben werden. Weil die Verteilung von Y von den Werten von
x abhéngt, wird Y auch als abhingige und = als unabhdngige Variable bezeich-
net. Es muss aber festgehalten werden, dass  hier keine Zufallsvariable darstellt.
Normalerweise wird die Varianz CTS_I als konstant iiber z angenommen.

In vielen Anwendungsbeispielen der Regressionsanalyse kann die Abhingigkeit
der Mittelwerte von Y (#4y.z) von z im Bereich der z-Werte durch eine gerade Linie
angegeben werden. Man spricht von einfacher, linearer Regression und schreibt
z.B.

Pyz=a+bz—-3) ,

wobei a und b feste Parameter darstellen.
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Abbildung 7.1: Kérpergewichte iiber den GréBen.

7.2 Schitzung der Parameter

Die Parameter der Regressionsgeraden miissen aus den Daten geschitzt werden.
Dies geschieht zumeist mit der Methode der kleinsten Quadrate. Eine lineare, er-
wartungstreue Schétzung fiir a ist dann das arithmetische Mittel der Y-Werte,

a=7
und fiir b

Szy _ 2T = T)(y; — 7)

b= % —

82 2z — 1)? ’

wobei s2 = —L- $°(z; — 7)? die empirische Varianz der z-Werte und
z n-1

1
n—1

D (- 2)(y: — 7)

die empirische Kovarianz (siehe spéter) zwischen z und Y bezeichnet. Sei Yy der
geschitzte mittlere Wert von Y an der Stelle (also von y, . ). Dann gilt

SIy =

gz =a+b(z 1) .

Eine erwartungstreue Schitzung fiir o2 = oz‘jz ist

1 1 .
2 A2 ~ ~\12
= i = Yi) = i —a—b(r; —
S 290 = — Yy — & — bz - 7))
mit der algebraisch dquivalenten Formel (unwichtig 1)
-1 .
2=1 (35 — b*s2) .

n — 2
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s heiit auch mittlerer Fehler oder Standardabweichung der Beobachtungen.
Bei der Berechnung der Werte fiir das obige Beispiel der Kérpergewichte von
Ménnern ergibt sich folgendes:

180

Sz, = 1915 I = 159.58
XY = 850 g = 70.83
Sxy = 136 725
Yz = 306675
Tyl = 61525
sy = 15(306675 — 12 x 159.582) = 97.54
s; = (61525 — 12 % 70.83?) = 119.70
Spy = 1—11(136725—12*159.38*70.83) = 08.11
b = 9811/97.54 = 1.01
s? = $5(119.70 — 1.01% % 97.54) = 2312
U= = 70.83+1.01(z — 159.58)
95 9 95 1
90 - ’ 90 -
85 1 85 4
80 80
75 4 754
Y Y
(inkg) 70 4 (in kg) 70 -
65 - 65 -
60 - 60 -
55 1 ° 554
10 160 | 170 | 180 150 160 170 :
x (in cm) X (in cm)

Abbildung 7.2: Regression der Kérpergewichte iiber den Gréfen.

In der rechten Skizze der Abbildung 7.2 sind auch die Residuen Yi — Ui, also die
Differenzen zwischen den gemessenen und geschitzten Werten, angedeutet. Die Art
der obigen Berechnung der Parameter & und b ergibt sich auch aus dem Prinzip
der kleinsten Quadrate, das heifit, die Gerade wird so gewihlt, dass die Summe
der quadrierten Residuen minimal wird. Die Motivierung kommt auch aus der
Ausgleichsrechnung.
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7.3 Schitzungen und Tests bei Normalverteilung

7.3.1 Konfidenzintervalle der Parameter

Bis jetzt wurde nur angenommen, dass die Varianz 032,_: = ¢? fiir alle Werte von z
gleich und dass die Regression linear ist. Wenn wir nun zusitzlich die Verteilung
von Y bei jedem Wert z als normal annehmen, kénnen wir Konfidenzintervalle fiir

die Parameter qa, b, 02 und ty.- angeben. Es gilt dann, dass die Statistiken

_(F-a)m
Ta———S——

(b—b)s;v/n—1
Ty = 5
eine t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden besitzen, die Verteilung von
52

o2

und

(n—2)

ist x7_, mit n — 2 Freiheitsgraden. Konfidenzintervalle mit der Konfidenzzahl o
erhilt man folglich sofort als

_ S _ S
Y — tn_g;l_% \/—ﬁ <a<VY +tn_2;1_.c21 =
- S - S
b—th 0o ——e— <b<b+t, oje——
i 2sv/n~1 %1 28:v/n—1
und 52 &
(n—2)2———<02<(n—2) 5
X"'—2§1"% Xn—?é%

Fiir unser obiges Beispiel ergeben sich 90%-Konfidenzintervalle als

[23.12 23.12
83— 1. — 70. . T —
70.83 — 1.81 1 <a<70.83+1.81 B

oder
68.32 < a < 73.34
fiir b
23.12 93.12
101 — 1.81y/ —22 < 101+18].)_ 2312
01— 18T < O+ 18l et
oder
T4<b<128
und fiir o* 93.12 23.12
. 2 -
o0 e 102222
07531 <7 <1054
oder

12.63 < 0% < 58.68 .
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7.3.2  Schétzung der Mittelwerte und zukiinftiger Beobach-
tungen

Ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert Hy.z an der Stelle z erhilt man mit der
Formel

1 (z-1)?

1 (z—1x)°
Jr — tn-21-25,| — ——
Y %1~ \]n—*-(n——l)sg

< pyz < Yz +tn—2;1—%SJ - + n-1)s2
x

In unserem Beispiel erhalten wir fiir Manner mit z = 162.5 cm KorpergroBe
einen geschétzten mittleren Wert fiir das Kérpergewicht

Y162.5 = 70.83 + 1.01(162.5 — 159.58) = 73.78

und ein 95%-Konfidenzintervall

1 (162.5—159.58)2
73.78 — 2.23\/23.12[5 T T 19754

] < Hy.162.5

1 162.5 — 159.58)2
<73.7’8+2.23\/23.12[ﬁ (162.5 — 159.58)

* 11 % 97.54

]

oder
70.54 < Hy.1625 < 77.02 .

Wollen wir eine Aussage iiber eine zukiinftige Beobachtung v an der Stelle z
machen, so kommt zur Varianz von 4, noch ein ¢? dazu und wir erhalten

1 (z—17)
Ur = tn1-eS\ 1+ =+ 2
Y %13 \, +n+(n—1)3§ y

. I (z—-%)2
< Yo +tn_2;1_%5\}1+ - + m

Dies ist ein Toleranzintervall fiir einen an der Stelle z zu beobachtenden Wert, das
auf Grund der Information aus der Stichprobe gefunden wurde. Fiir unser Beispiel
erhalten wir an der Stelle z = 162.5 (a = .05)

1 (1625 — 150.58)2
73.78 — 2.231/23.12/1 + —
3.78 3\/3 U+ B+ rgrar 1 <t=<

oder
62.58 < y, < 84.98 .
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7.3.3 Test auf Abhingigkeit

Eine hiufig aufgestellte Hypothese ist die der Abhéangigkeit der Variablen Y von z.
Eine Methode, diese zu testen, ist auf Gleichheit der Mittelwerte von Y bei allen
Werten von z zu testen. Dieser Fall bedeutet aber in der betrachteten linearen
Regression

H,:b=0 .

Algorithmisch wiirde ein Test so aussehen:

1.

Die Hypothese b = 0 wird getestet. Wird sie verworfen, so gibt dies auf Grund
der Stichprobe geniigend Grund zur Annahme, dass Y von z abhéngt.

. H, : b= 0 mit der Alternative b # 0 (oder > 0 oder < 0 ).

Man wéhle ein a.

Die Teststatistik sei )
(b—0)szv/n—1
T= 5 .

. Wenn die Verteilung von Y normal mit gleichem Mittel und Varianz fiir jedes

T ist, so besitzt T eine t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden.

Der kritische Bereich wird dann als (—o0, —tn_g;l_%> U (tn_g;l_%, 00) berech-
net.

Man berechne den Wert fiir 7" und sehe nach, ob er in den kritischen Bereich
fallt.

Man verwerfe oder akzeptiere entsprechend die Nullhypothese.

Man ziehe die Schlussfolgerung iiber die Abhiéngigkeit oder Unabhingigkeit
zwischen Y und z.

In unserem numerischen Beispiel ergibt sich ein Wert fiir T als

97.54 x 11
1.01\/——55.—17— =6.88 |

wobel der kritische Bereich (bei a = 05) mit T'< ~2.23 und 7" > 2.23 gegeben
ist, sodass wir auf Abhéngigkeit des Korpergewichts von der Kérpergréfie schlieflen
miissen.
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7.4 Das Korrelationsproblem

Im Gegensatz zur Abhingigkeit einer Zufallsvariablen von einer deterministischen
GroBe betrachten wir jetzt den Zusammenhang zwischen zwei zufalligen GroBen.
In einer Stichprobe miissen hier immer paarweise Messungen vorliegen. Meistens
werden Analysen unter der Annahme, dass das Paar der betrachteten Zufallsva-
riablen (X,Y) eine bivariate Normalverteilung aufweist, durchgefiihrt. Diese ist in
Abbildung 7.3 dargestellt. Es ist keine der Variablen ausgezeichnet. Bei jedem fixen
Wert von X besitzt Y eine Normalverteilung und umgekehrt. Neben den Mittel-
werten py, py und den Varianzen 0% = E(X — ux)?, 0% = E(Y — py)? dient zur
Charakterisierung dieser bivariaten Verteilung als MaB der Abhingigkeit zwischen
X und Y noch die Kovarianz

oxy = E[(X — px)(Y = py)] .

Abbildung 7.3: Dichte der bivariaten Normalverteilung.

Als relative (dimensionslose) Grofe ist die Korrelation zwischen X und Y als

definiert. Ihr Wert liegt zwischen -1 und +1. Unabhéngigkeit der beiden Variablen
bedeutet oxy = 0 und damit pxy = 0. Als Schétzung fiir p dient meistens der
empirische Korrelationskoeffizient

1 1
Sxysyn—1

Dz =)y —7) .

Xy =

Das am Anfang des Kapitels angefiihrte Beispiel der Kérpergréfen und Ge-
wichte kann natiirlich auch als Korrelationsproblem interpretiert werden. Als em-



7.4. Das Korrelationsproblem 118

pirischen Korrelationskoeffizient errechnen wir

98.11

V/97.54 x 119.70

Xy

Test auf Unkorreliertheit
Sind die beiden Zufallsvariablen X und Y voneinander unabhéingig und nor-

malverteilt, so besitzt die Statistik

T =Ry ——
1—-R?

eine t,_o-Verteilung, wobei R die Zufallsvariable bezeichnet, die die Werte des
empirischen Korrelationskoeffizienten ryy annimmt. 7" kann sofort als Teststatistik
zum Testen der Nullhypothese H, : p = 0 verwendet werden. Bei Spezifizierung
der Gegenhypothese H; : p # 0 ergibt sich als kritischer Bereich

' T ‘ > tn—’-’;l—%

Beispiel 7.1: Betrachten wir die Abhangigkeit des Eisengehaltes Y (in %) kie-
seliger Hamatiterze von der Dichte X (g/cm®), wie im Beispiel auf Seite 67. Nun
testen wir H, : p = 0 gegen H, : p # 0 mit a = .05. Der Wert des empirischen
Korrelationskoeffizienten R betriagt 7 = .69. Mit n = 9 ergibt sich der Wert der

Teststatistik 7" als
n—2 7
t“”/1-r2 _'69”1—.692 =252 |

was absolut grofler als tn-21-g = l7,975 = 2.365 ausfillt. Die Hypothese der Un-
korreliertheit muss daher verworfen werden.
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Zahlstatistiken

In vielen Problemen ist man nicht an der Messung von gewissen Variablen inter-
essiert, sondern an der Zihlung von Dingen, die in eine gewisse Kategorie fallen.
Zum Beispiel méchten wir wissen, wie viele Stimmen auf eine Partei entfallen, wie
viele unbrauchbare Stiicke in der Produktion von Maschinenelementen anfallen,
etc. Die drei wichtigsten Verteilungen, die bei der Analyse auftreten, sind die y2-,
die Binomial- und die Poissonverteilung.

Nehmen wir an, es gibe k Kategorien und eine Stichprobe der Gréfe n, deren
Werte in jeweils genau eine Kategorie fallen. Die beobachteten Hé&ufigkeiten in
jeder Kategorie seien hy, ..., hy, wobei natiirlich gilt 3" h; = n. Nehmen wir weiters
an, dass es theoretische Haufigkeiten e; =mnp;, j = 1,...,k, fir die Kategorien
gdbe. Wenn wir die Frage untersuchen, ob die beobachteten Haufigkeiten von den
theoretischen nur zufillig abweichen, dann verwenden wir die Teststatistik

(h; —€;)?

T = T T,
die eine ungefahre y2-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden aufweist. (Haufig be-
zeichnet man diese Statistik auch gleich mit x*.) Diese Vorgangsweise vollzieht sich
analog dem Anpassungstest, den wir im Abschnitt 5.10 behandelt haber. Allerdings
kann die Kategorien- (Klassen-)einteilung auch natiirlich gegeben sein. Man sollte
nochmals bemerken, dass die Anzahl der Beobachtungen n in die Teststatistik gar
nicht eingeht (nur k); die Verteilung ist allerdings nur approximativ gegeben, und
der Test sollte fiir kleine n’s mit Vorsicht durchgefiihrt werden.

8.1 Einfache Klassifizierung

In einem einfachen Klassifizierungsproblem sind die theoretischen Anteile der Klas-
sen von vornherein festgelegt.
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Klassen | beobachtet | theoretisch
1 hy €1
2 ho )
k hk €k
Total | n n

Beispiel 8.1: Mendel erhielt bei einem seiner Kreuzungsversuche an Erbsen-
pflanzen folgende Werte.

Klassen beobachtet | theoretisch | h; — e, &%lﬁ
rund und gelb 315 312.75 2.25 .016
kantig und gelb 101 104.25 -3.25 101
rund und griin 108 104.25 3.75 135
kantig und griin 32 34.75 -2.75 218
Total 556 556.00 470

Die Theorie spricht fiir 9:3:3:1 als Verhaltnis zwischen den Klassen. Gibt diese
Stichprobe (der Kreuzungsversuch) diesem Statement recht? Die x>-Statistik ergibt
einen Wert von .47 bei 3 Freiheitsgraden. Nimmt man o = .05, so erhilt man einen
kritischen Wert von x3. o5 = 7.81, der weit hoher liegt. Dies gibt nicht geniigend
Grund, um die Hypothese zu verwerfen.

8.2 Zweifache Klassifizierung

Wir nehmen an, dass die Daten nach zwei Gesichtspunkten (Merkmalen) eingeteilt
werden konnen. Wir werden das Problem der Unabhéngigkeit dieser beiden Merk-
male untersuchen. Unabhéngigkeit heifit dabei (wie frither), dass die Verteilung des
einen Merkmals die gleiche ist fiir jeden beliebigen Wert des anderen.

Wenn zum Beispiel die Augenfarbe von der Haarfarbe der Menschen unabhingig
ist, so miisste der Anteil der Blaudugigen mit hellem Haar gleich dem der Blausugi-
gen mit dunklem sein. Bei einer Stichprobe treten natiirlich Abweichungen auf, und
wir untersuchen, ob diese ,signifikant“ sind.

Haarfarbe
Augenfarbe hell dunkel | Total
blau 32(24.1) 12(19.9) 44
braun 14(19.7) 22(16.3) 36
anders 6(82) 9(6.8) 15
Total 52 43 95
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Die Abweichungen werden wieder mit der x2-Statistik getestet. Die , theoretischen®
Anteile schdtzen wir aus den Randwerten. Es werden 95 Personen untersucht, von
denen 52 helle Haarfarbe aufweisen. Dieser Anteil sollte bei Annahme der Un-
abhéingigkeit auch bei den Blauiugigen auftreten, namhch bei g% X 44 = 24.1.
Analog errechnet sich der Anteil der Braunsugigen mlt >< 36 = 19.7. (Die Werte
sind in der Tafel zwischen Klammern gegeben). Die x*- Statlstlk errechnet sich wie

frither, nimlich

=Y

wobei é;; die geschétzte, erwartete Anzahl der Objekte der Kategorie (i, j ) bezeich-
net. Die Teststatistik besitzt wieder eine ungefihre y*- Verteilung. Bei der Berech-
nung der Freiheitsgrade muss allerdings noch die Anzahl der geschitzten Anteile,
hier der Randwerte, abgezogen werden. Bei r Zeilen und ¢ Spalten (k = rc) erhal-
tenwiralsorc—1—(r—1)—(c—1)=(r—1)(c~1) Frelheltsgrade In unserem
Beispiel finden wir auf dem Niveau a = .05 das Quantil X5.05 = 5.99, wobei der
Wert der Teststatistik viel groer ist, und die Hypothese der Unabhanglgkelt muss
verworfen werden.

So eine Tafel der zweifachen Klassifizierung wird auch haufig Kontingenztafel
genannt. Allgemein stellt sie sich folgendermaBen dar, wobei

(hs — &) _ (32— 24.1)°
& 24.1

+ .- =10.67 |,

éij = h,hj/n

und fiir die Randsumme

c

h; = Z hij, h.j = Zhij
Jj=1 i=1

gilt
Merkmal B
Merkmal A B, B, . B. >
A hi1(é11) hiz(é12) ... h1c(é1e) h.
A ho1 (é 1) haa(éa2) ... hoc(éx) ho.
Ar hrl(érl) hr?(ér2) ‘e hrc(érc) hr.
> h1 h.o e he h =n




Kapitel 9

Abriss aus der
Zuverlissigkeitsrechnung **%%*

Aufgabe der Zuverléssigkeitsrechnung ist es, Aussagen iiber die Lebensdauer (Funk-
tionsdauer) von einfachen Bauteilen (Transistor, Widerstand), kleinen Modulen
(Schalter, Leiterplatte), Alltagsgeriten (Waschmaschine, Starter, Fahrrad), sehr
komplexen Gerédten (Grofirechner, Lastverteiler) oder etwa auch von sicherheits-
technisch heiklen Gerdten und Anlagen (Herzschrittmacher, Kernkraftwerk, Satel-
liten) zu treffen. Derartige Aussagen iiber ein zufallsbeeinfluBtes Phinomen (Le-
bensdauer) sind klarerweise mit einer Restunsicherheit behaftet. Okonomisch sinn-
volle Methoden versuchen, Prifaufwand und Aussageunsicherheit in ein optimales
Verhiltnis zu bringen. Die Zuverlissigkeitsanalyse setzt bereits in der Produkt-
konzeption an (Zuverldssigkeitsplanung) und reicht iiber Zuverlassigkeitspriifung
(Qualititssicherung) bis hin zur Zuverléssigkeitsiiberwachung (Behérden).

9.1 Lebensdauer, Lebensdauerverteilung

Die Lebensdauer (life time) oder Funktionsdauer einer Betrachtungseinheit stellt
eine im allgemeinen stetige Zufallsgréfie (ZG) T dar. Die zugehdrende Lebensdau-
erverteilung (life time distribution) wird durch die Verteilungsfunktion (VF) F(t)
und im Falle einer stetigen Lebensdauer auch durch die Dichtefunktion (DF) f(¢)
beschrieben (siehe Abbildung 9.1). Dabei gilt

F(t) = P(T<t) t>0
ft) = F'(t) t >0 (wo definiert!)

Bemerkung: Mitunter ist es sinnvoll und auch notwendig, gemischte Verteilun-
gen zur Beschreibung von Lebensdauern zuzulassen (z.B.: die Lebensdauer von
Glithlampen ist mit deutlich positiver Wahrscheinlichkeit gleich Null, weil ein be-
stimmter Anteil fehlerhafter Glithlampen bereits beim ersten Einschalten kaputt
geht; siehe Abbildung 9.2).
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« F(1)
DI
(103 Dichtefunktion 1.0
1.0 A
0.5
0.5 -
Verteilungsfunktion
0 . h 0 . .
0 1.0 20 (103 0 1.0 2.0

Abbildung 9.1: Dichtefunktion und Verteilungsfunktion einer Lebensdauer.

()
(1073

P 0.5 - stetiger Anteil
\ (pg=P(T=0))
0 F

Abbildung 9.2: Gemischte Verteilung.

Auch diskrete Verteilungen kénnen auftreten; so wird z.B. bei Schaltern die
Funktionsdauer in Schaltspielen ausgedriickt; allerdings sind die beobachteten Wer-
te fiir derartige Lebensdauern im allgemeinen sehr groB, sodass diese bereits gut
durch eine stetige Verteilung beschrieben werden kénnen (z.B.: bei einer iiblichen
Grofenordnung fiir die Anzahl von Schaltspielen von 10 und grofler macht die
natirliche Einheit ,1 Schaltspiel“ nur 107¢ des betrachteten Bereiches aus und
liegt damit im allgemeinen weit unter der natiirlichen Genauigkeitsschranke).

Zur Beschreibung der Zuverlissigkeit (reliability) oder der Uberlebenswahr-
scheinlichkeit wird im allgemeinen die Zuverldssigkeitsfunktion (ZF) (reliability
function) verwendet:

RE)=P(T>t)=1-F(t) t>0 .

Von Interesse sind in diesem Zusammenhang auch die bedingte Ausfallwahr-
schewnlichkeit:

Flt+ At T>1) = PT<t+At|T>¢)

t(103n)
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Pit<T<t+At) F(t+At)— F(2)

P(T > t) - 1— F(t)
R(t) —]f(g + 41 fir ¢, AOt>0

und die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit:

Rt+ALt|T>t) = PT>t+At|T>1)
P(T>t+At) 1-F(t+ At)

PT>t) — 1-F()
_ .___R(;(Lt)&t) fiir ¢, At > 0

Sie beschreiben somit die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls oder des Uberlebens fiir
eine Betrachtungseinheit, die bereits bis zum Zeitpunkt ¢ funktioniert hat. (z.B.:
Frage des vorsorglichen Austausches von Komponenten eines Systems, Lebensver-
sicherung).

Die mittlere Lebensdauer (mean life time) u = E(T) stellt eine charakteri-
stische Grofle zur Beschreibung der Lebensdauer dar. Gleichbedeutende Begriffe
sind in diesem Zusammenhang MTTF (mean time to failure) und MTBF (mean
time between failure). Bisweilen wird auch der Median (median life time) dafiir
herangezogen.

9.2 Ausfallrate
Die Ausfallrate (AR, hazard rate) h(t)

/)
h(t) = —% t>
(1) R@) 0
stellt ein Maf fiir das (bedingte) Ausfallverhalten einer Betrachtungseinheit dar,
die zum Zeitpunkt ¢ funktioniert. Wegen
Fli+0t) = F(t)  f(&)At  f)At
Ft+AOt|T>t) = = ~ = h(t)AAt
AT =Y [0 re S R@ M
(t < & < t+ At) stellt h(t) ndherungsweise die bedingte Ausfallwahrscheinlich-
keit je Zeiteinheit dar, bzw. verhilt sich die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit fiir
kleine Zeitintervalle proportional zur Intervallinge mit der Ausfallrate als Propor-
tionalitdtsfaktor. Die Ausfallrate kann auch als Funktionswert der DF der durch
T’ >t bedingten Lebensdauer fiir At = 0 interpretiert werden.
Die Ausfallfunktion (AF, hazard function) H(t), mit
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ist speziell bei der grafischen Auswertung von Lebensdauerdaten von Bedeutung.
Fir die Zuverlassigkeitsfunktion R(t) und die Ausfallrate h(t) gilt wegen

h(t) = l—f% = —%111(1 — F(t))

zunéachst

i
In(1 - F(t)) = —/O h(w)du + C
und damit (F(0) = 0 = C = 0) offensichtlich

i
R(t) = exp(—/0 h(u)du) = e #® fiir ¢t > 0

Man unterscheidet im allgemeinen drei spezielle Formen von Ausfallraten:

a) fallende (nichtsteigende) AR (decreasing failure rate);
typisch zur Beschreibung sogenannter Frihausfdille (sie werden bei Einheiten,
die durch ein atypisches, deutlich kiirzeres Lebensdauerverhalten ausgezeich-
net sind, beobachtet);

b) steigende (nichtfallende) AR (increasing failure rate);
typisch zur Beschreibung sogenannter Verschleiffausfille (Alterung, Verschleif
fithrt zur Erhohung der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit);

c) konstante AR (constant failure rate):
sie ist bei sogenannten reinen Zufallsausfillen gegeben (diese kénnen sehr gut
bei einfachen Bauteilen in der Halbleitertechnik beobachtet werden, da hier
keine nennenswerten Alterungsprozesse stattfinden).

Die typische Ausfallrate hat aber im allgemeinen die Form einer Badewanne
— , Badewannenkurve “ (bath-tube curve). Man unterscheidet hier einen Abschnitt
mit fallender AR, der den Anteil der Frithausfille beschreibt, einen (im allgemeinen
lingeren) Zeitraum, in dem nur reine Zufallsausfille beobachtet werden und in dem
daher die AR konstant verlduft, und zuletzt den Bereich, in dem die Ausfallrate
wieder steigt, da hier der Verschleifl seine Auswirkungen zeigt (siehe Abbildung
9.3). Dieser typische Verlauf der AR wird durch keine der bekannten Lebensvertei-
lungen beschrieben. Ublicherweise wird deshalb meist jeder Bereich fiir sich durch
eine (uneigentliche) Verteilung beschrieben.

9.3 Spezielle Lebensdauerverteilungen

9.3.1 Exponentialverteilung Fz(7), 7 > 0

4

le=r firt>0
DF: f(t) =< ~

0 sonst
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a) | h(t b) | h(v)
steigende
Ausfallraten

fallende Ausfallrate

0 t 0 t
¢) | h( d) [ h@®
konstante Ausfallrate W
1 ]
[} (]
] 1
0 t OFrity, reinet Zufals-  Versehieit- ¢

Abbildung 9.3: Typische Ausfallraten.

0 sonst

VF: F(t) = {

AR: h(t)= 2 firt>0 (siche Abbildung 9.4).
ET)=r Var(T) = 72

Es gilt (,, Vergangenheitslosigkeit“): Die Exponentialverteilung ist durch die Be-
ziehung
PT>t+At|T>t)=P(T>At) Vi, At>0

charakterisiert; sie ist somit dadurch ausgezeichnet, dass ein Ersatz einer gebrauch-
ten Einheit mit exponentialverteilter Lebensdauer an der Zuverlassigkeit nichts
dndert.

Beweis:

a) P(T>t+ 48| T > 1) = E000 _ ooeipt ot

—e T = P(T > At).

b) P(T>t+At[T>t)=ﬂ%tt‘)ﬁ=p(T>At);
_ f(t) — hm&tlo P(T>t)—2(tT>t+At)

= limp g BEZU=PT200) _ py)
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103} f® Dichtefunktion F(1t) Verteilungsfunktion
1.0 H 1.0
0.5 1 0.5 -7
7~
_____ P
O 1 0 1 T I 1
0 4 ¢ (103 h) 0 1 2 3 4 ¢ (103 h)
(10-3)] h(v Ausfallrate
=103
10 T=10
= 3
o5k - - - __x=2x10
0 1 1§ i

0 1 é 3 4 t(103h)
Abbildung 9.4: Exponentialverteilung.
(c ist unabhingig von t !)
= —R'(t) = R(t) - ¢ => R(t) = e™°*
Bemerkung:

1. Manchmal wird die Exponentialverteilung durch die konstante Ausfallrate \
beschrieben; daher findet man die DF auch als f(t) = Ae~™ fiir # > 0 und
die VF als 1 — e fiir t > 0; E(T) = 1/), Var(T) = 1/2.

2. Haupteinsatzgebiet fiir die Exponentialverteilung ist auf Grund der Nichtal-
terungseigenschaft die , klassische®“ Elektronik.

9.3.2 Weibullverteilung Wei(r,n), 7,7 >0

(D) (E)7 e~ (D" fiir t > 0
DF: f(t) = i
0 sonst
RN CO L
VF:F(t):{l e firt >0
0 sonst

AR: A(t) = (2)(&)"! firt>0
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Verteilungsfunktion
........................... 20
n=30
n=1.0
n=0.25

n>1 monoton wachsend
n=1 konstant (Exponentialverteilung !)
n<1 monoton fallend (siehe Abbildung 9.5).
(10~-3) (1) Dichtefunktion F(b)
1.54 1.0 qeeeereeeees
n=3.0
Lo- 0.75
n=2.0
0.504
0.5 e
0.25
n=025
0 T T T T T T 0 r
0 05 10 15 20 25 30 0 05
1(10°3 h)
(107-3y h(v) Ausfallrate

0 1] 1) T T
0 05 10 15 20
t (1073 h)

Abbildung 9.5: Weibullverteilung.

E(T)=7-T(1+})
Var(T) = 72(T'(1 + %) —TI(1+ }7)2)

Bemerkung:

1.0 1.5 2.0
1 (1073 h)

1. 7 wird im allgemeinen als ,,Skalenparameter® (scale parameter), n als ,,Form-
parameter (shape parameter) bezeichnet. Manchmal nennt man den Para-
meter 7 auch ,charakteristische Lebensdauer®; es gilt namlich

P(T'>7)=e¢1=0.368 .

2. Der grofle Vorteil der Weibullverteilung liegt darin, dass sie zur Beschreibung
steigender, konstanter und fallender Ausfallraten herangezogen werden kann.
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3. In der Praxis ist die Weibullverteilung neben der Exponentialverteilung die
am héufigsten verwendete Lebensdauerverteilung.

4. Die Abbildung 9.5 zeigt einige Dichtefunktionen, Verteilungsfunktionen und
Ausfallraten fiir die Weibullverteilung.

9.3.3 Gammaverteilung v(o,8), «,5 >0

te—1" 78 .
DF: f(t) _ T firt>0
0 sonst
Te3) fire>o0
VFE: F(t) = I(e)
0 sonst

AR: h(t) = &3Eoer fiirt >0 (siche Abbildung 9.6).
B
E(T)=ap
Var(T) = af?
Bemerkung:

1. Die Funktion .
F(a;t)=/ e~ ds
0

wird als , unvollstindige Gammafunktion® bezeichnet. Es gilt offensichtlich

tli’rgo I'(o;t) = T(a)

2. Falls o ganzzahlig ist, so erhilt man fir die VF und die AR geschlossene

Ausdriicke: '
S~ (t/B)e”

Fty=1->"

= al
ta—l

B (o= Dl T (/) e 7P/l

3. Auch bei der Gammaverteilung gibt es die Méglichkeit, steigende oder kon-
stante oder fallende Ausfallraten zu beschreiben.

h(t) =

4. Abbildung 9.5 zeigt Dichtefunktionen, Verteilungsfunktionen und Ausfallra-
ten fiir Gammaverteilungen.

Es gilt (,Additionseigenschaft®):

Sind T1, ..., T, unabhingige v(a, B3)-verteilte Lebensdauern (1=1,2,...,n)— 3
ist fiir alle 7 dasselbe ! —, so ist T} + - - - + T, dann Y(8, o, B)—verteilt.
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0.61 f(v) Dichtefunktion R(®) Zuverlassigkeits-
1 funktion
a=0.5, B=2.0
0.44 0.754
=20, =10 0.504
0.2- a=1.0, B=2.0
0.25-
a=2.0, f=4.0
O N L] L) 0 L] L) Ll
0 5.0 10.0 15.0t 0 5.0 10.0 15.(%
h(t) Ausfallrate

0 50 10.0 15.0

Abbildung 9.6: Gammaverteilung.

9.3.4 FErlangverteilung Er(n,7), n€IN, 7> 0

Unter einer Er(n,7) Erlang-verteilten Lebensdauer versteht man eine vy(n,T)-
verteilte Zufallsgréfe. Im speziellen gilt: E(T) = nr, Var(T) = nr2. Erlang-
verteilte Lebensdauern treten insbesondere dort auf, wo Gesamtlebensdauern be-
trachtet werden, bei denen die einzelnen Abschnitte unabhéngig exponentialverteilt
sind mit demselben Parameter 7.

9.4 Stichproben und ihre Aufbereitung

Zur Beschreibung der zugrundeliegenden Verteilung fiir die Lebensdauer einer Be-
trachtungseinheit werden unter gegebenen Bedingungen n gleichartige Einheiten
einem sogenannten Lebensdauertest unterworfen und ihre Lebensdauern (Funkti-
onsdauern) ti,...,t, beobachtet. Aus Zeit- und/oder Wirtschaftlichkeitsgriinden
wird manchmal nur ein Teil der Stichprobe bis zum Ausfall beobachtet. Man spricht
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dann von zensierter Lebensdauerpriifung (censored life testing), wobei grundsitz-
lich zwei Moglichkeiten offenstehen:

a) Zeitzensierung (time-censoring; Typ-I-Zensierung) Dabei wird eine maximale
Priifzeit {o vorgegeben; d.h. Testeinheiten fallen entweder vor t, aus, oder die
Priifung wird zum Zeitpunkt ¢, abgebrochen. In diesem Fall ist die Anzahl r
tatséchlich ausgefallener Einheiten eine zuféllige GroBe. Dieses Prinzip ist das
in der Praxis hiufiger verwendete, da hier die Priifzeit sicher beschrinkt ist;
allerdings ist die statistische Behandlung der dabei verwendeten Methoden
eher kompliziert.

b) Fehlerzensierung (failure-censoring; Typ-1I-Zensierung) Dabei wird eine An-
zahl r von auszufallenden Einheiten angegeben; die Priifung wird abgebro-
chen, sobald r Einheiten ausgefallen sind. Man beobachtet dann r Ausfallzeit-
punkte (oder Lebens-/Funktionsdauern) t) St < ... < tpany < tgy. Die
Beschreibung dieses Prinzips ist zwar im allgemeinen statistisch einfacher,
aber das Verfahren ist in der Praxis eher selten, weil letztlich die notwendige
Priifzeit nicht beschrénkt ist.

Einen (zum Teil guten) Kompromiss bildet eine kombinierte Zensierung, bei der
sowohl eine Anzahl r als auch eine Zeit ¢y angegeben werden. Die Priifung dauert
dabei solange, bis © Ausfille beobachtet worden sind, endet aber spétestens zum
Zeitpunkt to, auch wenn weniger als 7 Ausfalle beobachtet werden konnten.

Eine weitere Unterscheidung in der Durchfiihrung von Lebensdauertests ergibt
sich in der Behandlung ausgefallener Einheiten. Diese kénnen durch neue ersetzt
werden, wodurch sich klarerweise mehr Information (bei mehr beteiligten Einhei-
ten) ergibt, oder nicht ersetzt werden (vgl. Beispiel 9.1). Stichprobenpline werden
nun durch ein Tripel (n, O/E, ty/r) beschrieben, wobei n den Stichprobenumfang
angibt, , O fiir Plane ohne und ,E“ fiir solche mit Ersatz ausgefallener Einheiten
steht und ¢y im Falle der Zeitzensierung den Abbruchzeitpunkt bzw. r im Falle
der Fehlerzensierung die Maximalanzah] auszufallender Einheiten bezeichnen. Fiir
exponentialverteilte Lebensdauern ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schitzer
fiir 7 bei allen Stichprobenplianen zu

%ML = ttot/,r )

wobel t,, fiir die von Priifplan zu Priifplan unterschiedliche Gesamttestzeit steht
(z.B.: bei (n,0,t) ist ty = Sie1t@ + (n—1)te) und r die zufillige (to-Pléne)
oder maximale (r-Pline) Anzahl ausgefallener Einheiten bezeichnet.

Beuspiel 9.1: Ein spezieller Typ von Leistungstransistoren wird einer Lebens-
dauerpriifung unterzogen, wobei 10 Priifplitze zur Verfiigung stehen und folgende
Messerte beobachtet werden (Einheit der Skala: 100 h):
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. L L 2109
) 428 o141 315 _ 225 2608
713 789
3 ®
2233
4
5 151 351 . 631 29 1136
5 143 68, 626 . 572
- 399 A 353 A 300 . 405
g 790 A 1096
1852
9
10 I t S 853
0 500 1000  t (in R)
a) (10,0, t, = 1200)
tort = 1200+ 428 4+ 713 + 1200 + 51 + 45 + 399 + 790 + 1200 + 306
= 6332
r=7
FML = tior/T = 6332/7 = 904.57 h
b) (10,0, 5)

tiot = 45 + 51 + 306 + 399 + 428 + 5 x 428 = 3369
ML = tiot/T = 3369/5=673.8 A (329.00 < r < 2073.23)

c) (10, E, ¢, = 1200)
teor = 10 x 1200 = 12000
r=18
ML = teor/T = 12000/18 = 666.67 A (421.79 < 7 < 1124.65)

d) (10, E, 10)
tior = 10 X t10) = 10 x 739 = 7390
TML = tiot/T = T390/10 = 739.0 A (4325 < 7 < 1541.19)

Bei hochzuverlassigen Betrachtungseinheiten werden Ausfille im Rahmen von Le-
bensdauertests nur selten beobachtet (z.B. gilt: P(T < 1000/7 = 10°) =~ 0.1%).
Um dennoch sinnvolle Aussagen zu erhalten, bieten sich im wesentlichen zwei Wege
an:

a) hochzensierte Lebensdauertests:
Dabei wird tg im Vergleich zur MTTF 7 sehr klein gewdhlt und der Stichpro-
benumfang n sehr groff angesetzt. Damit erzielt man dann insgesamt eine im
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Vergleich zu 7 durchaus grofie Gesamttestzeit, die etwa im Falle der Expo-
nentialverteilung alleine fiir die Schitzung von 7 wesentlich ist. Der Nachteil
dieser Methode liegt darin, dass entsprechend der obigen Bemerkungen nur
ein erster, kleiner Abschnitt der Lebensdauerverteilung (eventuell nur im
Promille-Bereich) tatsichlich beobachtet wird, und daher iiber den Rest ei-
nigermafen gesicherte Modellannahmen vorliegen miissen.

b) zeitraffende (oder beschleunigte) Lebensdauertests (accelerated life testing):
Diesem Prinzip liegt die Idee zugrunde, dass héher belastete Einheiten frither
ausfallen. Der einfachste Fall liegt vor, wenn die Abhéngigkeit der Lebens-
dauerparameter von der Belastung S (,stress“) bekannt ist. Im Falle der
Exponentialverteilung lautet etwa ein derartiges Modell (Arrhenius-Modell)

T =1(8) = et (a,b > 0)

(S steht dabei fiir die Temperatur). Bei Durchfithrung von Lebensdauertests
auf mehreren, verschiedenen (hohen) Laststufen S; erhalt man Schitzungen
7(S5;) und kann mit Hilfe von Regressionsansitzen unbekannte (Beschleuni-
gungs—) Parameter schitzen (im obigen Modell: a und b). Damit erhlt man
schlieBlich auch Schitzungen 7(S,) unter Normalbelastung S, (usual stress =
Gebrauchsbelastung). Der Vorteil dieser Methode liegt im Falle ausreichender
Kenntnis iiber die Belastungsabhingigkeit der Lebensdauerkenngréfien im
vergleichsweise geringeren Priifumfang.

9.5 Weibull-Lebensdauernetz

Das Weibull-Lebensdauernetz ist ein Wahrscheinlichkeitspapier fiir Weibull-Vertei-
lungen, bei dem also die Verteilungsfunktion einer Weibull-verteilten Zufallsgrofie
als Gerade erscheint. Dem in Abbildung 9.7 dargestellten Weibull-Lebensdauernetz
liegen folgende Transformationen zugrunde:

u(t) = F(t) =1 -7
zweimaliges Logarithmieren ergibt
—In(l —y) = (t/7)"

In(~In(1 —y)) =n(lnt — In7)

Firz = Int und z = In(~ In(1—~y)) stellt sich der Graph der Verteilungsfunktion als
Gerade dar, die umso steiler verlauft, je grofler der Formparameter ist und die mit
wachsender charakteristischen Lebensdauer parallel nach rechts verschoben wird.
Firz =0,dh. In(-In(l1-y)) =0 oder y = 1—e~! = 0.632, erhélt man Int = In T,
also t = 7. Zur Bestimmung von T ist somit die (strichlierte) 63.2%-Linie mit der
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Verteilungsfunktion zu schneiden und der zugehdrende Abszissenwert abzulesen.

Firlnt, —Inty = 1 gilt 2(%;) — 2(t2) = 7. Verschiebt man die Verteilungsfunktion

demnach parallel durch den Pol, so lisst sich an der rechten Skala 1 ablesen.
Durch Logarithmieren der Ausfallrate

=23

T

erhilt man
In h(t) = ln2—+ (n—1)(Int—1In7) |

sodass die Ausfallrate in einem doppelt-logarithmischen Koordinatensystem line-
ar erscheint (vgl. Abbildung 9.8). Fir t = 7 gilt h(t) = n/7, somit verlauft die
Ausfallrate durch den Punkt (7,2) (bzw. (InT,1n 7)) mit dem Ausstieg 7 — 1, fiir
dessen Bestimmung man analog zur Verteilungsfunktion vorgeht.

Fir die grafische Auswertung von Lebensdauerdaten wird im klassierten Fall
die Summenhaufigkeitsfunktion und im nichtklassierten Fall eine modifizierte emp.
VF F mit F(x(i)) = (¢ — 0.5)/n herangezogen. Zeigen die eingetragenen Punkte
annéhernd linearen Verlauf, so besteht gegen die Annahme einer Weibull-verteilten
Lebensdauer kein Einwand. Mit einer geeigneten Ausgleichsgeraden lassen sich
dann die Parameter 7 und 7 (grafisch) schitzen.

Dieses Prinzip funktioniert auch im Falle zensierter Stichproben. Man muss
aber bedenken, dass in diesem Fall nur die Anfangsphase der zu (Extrapolations-
)Schluss auf die gesamte Verteilung ist dann nur bei einigermaflen gesicherten Mo-
dellannahmen zuléssig.

Beispiel 9.2: 20 Transistoren werden bis zu ihrem Ausfall getestet; dabei fallen
die in der Tabelle zu Abbildung 9.7 angefithrten Werte (in 10° h) an. Die grafische
Auswertung im Lebensdauernetz findet sich in den Abbildungen 9.7 und 9.8.

9.6 Zuverlissigkeit von Systemen

Im folgenden werden Systeme S(K\,...K,,) betrachtet, die aus Komponenten
K, ... K, aufgebaut sind. Diese Komponenten sind entweder einzelne Bauteile, al-
so elementare Komponenten, oder stellen selbst wieder Systeme, also Teilsysteme,
dar. Ziel ist es, aus dem Ausfallverhalten der Komponenten das Ausfallverhalten
des Gesamtsystems abzuleiten. Beispiele fiir derartige Systeme sind etwa.:

a) Parallelsystem: das System funktio-
niert genau dann, wenn mindestens
eine Komponente funktioniert, bzw.
funktioniert genau dann nicht, wenn al- @—‘
le Komponenten nicht funktionieren.

1

2

L




9.6. Zuverldssigkeit von Systemen 135
F(t) o5 n
mn % % v L32
' o
95 py 3.0
% /
r2.8
80
70 26
60 AR S o s B o ol e e e ol I e il s el il v 2.4
50
d 22
o a ;
[ F2.0
30 E 9
/ k 1.8
20 7
- 1.6
y : - 1.4
10 -
L 12
7 ] ;
5 4 1.0
4 ﬁ y 4
; LA 08
3 l‘ /
’ 4 A /‘ "'0.6
2 i) AL
0 . 04
,/
1 - " 0.2
H ' 0.0
2 3 4 5 10 20 30 40 50 100 200 300 500
T t(in 105 h)
Abbildung 9.7: Weibull-Lebensdauernetz
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Abbildung 9.8: Weibull-Ausfallrate
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b) Seriensystem: das System funktioniert
genau dann, wenn alle Komponen- @*I K HEK A Kn }—@
ten funktionieren, bzw. fillt dann aus,
wenn die erste Komponente ausfillt.

c¢) Parallelseriensystem: das System stellt
ein Seriensystem dar, dessen Kompo-
nenten Parallelsysteme sind.

d) Brickenschaltung: spezielles Parallelse-
riensystem.

e) k-aus-m-System: das System funktio-
niert, wenn mindestens k& von m Kom-
ponenten des Systems funktionieren.

Praktische Beispiele dazu sind:

a) Plattenperipherie (eine intakte Plattenstation reicht fiir den Rechnerbetrieb),
heifle Redundanz;

b) iibliche redundanzfreie Gebrauchsgerite (z.B. TV-Gerit);

c) Rechner mit mehreren CPUs (Parallelsystem) und ein Schalter (Majority-
Element);

d) selektive Redemdanz (einige wichtige Komponenten sind mehrfach in heiBer
Redundanz ausgelegt - z.B. Zwillingsrider bei LKW);

e) Rechnerverbund.

Die Funktionsfahigkeit eines derartigen Systems S = § (Ky,...K;) mit den Kom-
ponenten Kj, ..., K, lasst sich durch die Systemfunktion

(z ) = 0 System S funktioniert nicht
PREL 0 Tm) 2= System S funktioniert

beschreiben, wobei die biniren Variablen z; die Komponentenzustinde angeben:

_}J 0 Komponente K; funktioniert nicht
"1 1 Komponente K; funktioniert.

Unter der disjunktiven Normalform einer Systemfunktion ¢(z,, ... , Tm) versteht
man die Darstellung

(,0(1’1, T xm) = Z ﬁ x?l(l - $i)l_yi§0<y)
Yy i=1
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wobel y = (1, ..., Ym) alle m-Tupel aus {0,1}™ durchliuft.

Beispiel 9.5: Die Systemfunktionen zu den eingangs zitierten Beispielen lauten:
a) (1, ., Tm)=1-T2,1—2;) = MaXj<i<m Ti-
b) w(z1,... &) =T 7 = ming <i<m ;.
c) o
d) ¢(z1,...,25) = (1= (1 = 21)(1 = 22))z5(1 — (1 — z4)(1 — z5))
(

e) (2 .’E1,$2,I3) (]. - (1 - .’1311132)(1 — 3311'3)(1 — .’132(133))
= I1Zo + T1T3 + Toxz — 2T1T0X3

z1,72,23) = T1(1 — (1 — 22)(1 — 73)) = 2129 + 2123 — T, ToT3

Ist nun die Zuverldssigkeit p; der einzelnen Komponenten zu einem festen Zeit-
punkt ¢ gegeben, d.h. p; = P(,K; funktioniert zum Zeitpunkt ¢ noch*) = E(X:(t))
(X:(t) ist der Zustand der Komponente K; zum Zeitpunkt t), so erhdlt man die
Zuverlissigkeit des Gesamtsystems zum Zeitpunkt ¢ im Falle unabhingiger Kom-
ponenten als

p = P(,System S funktioniert zum Zeitpunkt ¢)

E(p(X))
= > vy Hp 1—pi)'.
Ye{0,1}™ i=1

Die Zuverlassigkeit ergibt sich somit, indem man in der disjunktiven Normalform
die z; durch den Erwartungswert p; ersetzt.

Beispiel 9.4: Fiir die am Anfang genannten Beispiele ergeben sich folgende
Zuverldssigkeiten

a) p=1IIL (1 - p)

b) p=1IZ, p;

¢) p=pipaps + p1p2(1 — ps) + p1(1 = p2)ps = py(p2 + ps — paps)
)

d) p = p1pap3paps + p1p2pspa(l — ps) + p1paps(1 — py)ps
+ p1(1 — p2)papaps + (1 — p1)papapaps + py(1 — P2)papa(l — ps)

+p1(1 = pa)p3(1 —ps)ps + (1 — p1)p2paps (1 — ps) + (1 ~p1)p2p3(1—pg)ps

e) p=pipops + p1p2(1 ~ p3) + p1(1 — p2)ps + (1 — p1)pops

Allgemein gilt fiir die Zuverlissigkeit p eines Systems S (Kiy,...,K,) mit un-
abhéngigem Komponentenausfallverhalten
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d.h. ein Seriensystem mit derselben Komponentenanzahl besitzt die geringste Zu-
verléssigkeit und analog dazu ein entsprechendes Parallelsystem die héchste.

Abbildung 9.9 zeigt diesen Sachverhalt fiir ein dreikomponentiges System, bei
dem alle Komponenten dieselbe Zuverldssigkeit p und unabhingiges Ausfallverhal-
ten aufweisen. Dabei steht a) fiir ein Seriensystem, b) fiir ein 2-aus-3-System und
c) fir das Parallelsystem.
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Abbildung 9.9: Systemgréfie und —zuverlissigkeit.

Abbildung 9.10 zeigt die Abhéngigkeit der Zuverlissigkeit eines Seriensystems
mit gleichzuverldssigen (unabhéngigen) Komponenten von der Komponentenan-
zahl. Man erkennt daraus unmittelbar, dass bei sehr komplexen Systemen zur
Sicherstellung einer verniinftigen Systemzuverlassigkeit extrem hohe Komponen-
tenzuverldssigkeit gefordert werden muss.

pg(n)
1.0 7 pg=0.995
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Abbildung 9.10: Zuverlissigkeit eines n-Seriensystems.

Da es bei komplexen Systemen praktisch unmoglich ist, die obigen Auswertun-
gen konkret durchzufiihren, begniigt man sich oft mit geeigneten Abschétzungen
fir die Systemzuverlissigkeit. Ein weiteres Problem entsteht, wenn das Ausfall-
verhalten der Komponenten nicht mehr als unabhingig aufgefasst werden kann.
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In diesem Fall bilden sogenannte Markoff-Modelle, bei denen die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten von einem Systemzustand in einen anderen bekannt sein miissen,
den einfachsten Ansatz.



Kapitel 10

Einfiihrung in die Bayes-Statistik
sk 3k % ok ok

10.1 Einleitung

Ausgangspunkt der statistischen Analyse ist eine beobachtbare stochastische Gros-
se X, deren Verteilungsfunktion F(z]@) von unbekannten Parametern 0 (der Ein-
fachheit halber zu einem Vektor zusammengefafit), @ € = abhiingt, wobei =, der
Parameterraum, alle méglichen Werte von @ beinhaltet. (Wir werden in der Folge
= = IR annehmen).

Beispiel: X ~ N(u,0%), 6= (u,0?).

Die unbekannte numerische Gréfie 0 kann dabei interpretiert werden als Re-
présentant der Unsicherheiten des Modells. Um Information iiber 6 zu erhalten,
betrachtet man eine Beobachtung von X, die dadurch gewonnen wird, dafl ein zu X
gehoriges stochastisches Experiment durchgefiihrt, und der erhaltene Zahlenwert
z festgehalten wird.

Die klassischen statistischen Methoden behandeln den Parameter € als unbe-
kannte Konstante und leiten Information iiber 8 lediglich aus den Beobachtungen
ab. Im Gegensatz dazu wird bei den Bayes-Methoden der Parameter 8 als Rea-
lisation einer stochastischen Gréfe © betrachtet, die eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf Z, die A-priori- Verteilung G(8), besitzt. Der Gewinn, der durch die
Einfiihrung der A-priori-Verteilung erzielt wird, liegt darin, da8 auch bereits vor-
handenes Wissen iiber 6 (etwa in Form von fritheren Erfahrungen, Expertenwissen
oder plausiblen Annahmen iiber Parameter) in der Analyse verwertet werden kann.

Wenn G(8) die A-priori-Verteilung des Parameters mit entsprechender Dichte-
funktion g¢(8) ist, gilt fir A C =:

f49(0)d6 wenn O stetig ist,
P{O € A} = /A dG(0) = >- g(8) wenn © diskret ist.
Oca

140
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Die Bayes-Analyse wird durchgefiihrt, indem man die A-priori-Information G(8)
liber den Parameter und die Information aus einer Beobachtung z in Form der so-
genannten A-posteriori- Verteilung von ©, bedingt durch z, kombiniert, und aus
ihr Entscheidungen und Folgerungen 8 betreffend ableitet.

Die mathematische Formulierung des obigen Absatzes ist das Bayes’sche Theo-
rem (Thomas Bayes, 1763), und die statistischen Methoden, die auf der systema-
tischen Verwendung dieses Satzes basieren sind daher ebenso nach Bayes benannt.

10.2 Das Bayes’sche Theorem

Die einfachste Formulierung des Bayes’schen Theorems ist die folgende, die in der
Literatur im allgemeinen als Bayes’sche Formel bezeichnet wird:

Ausgangspunkt der Betrachtung sind ein Ereignis A und eine Menge {B, By, ...
von Ereignissen, die eine Partition des Stichprobenraumes bilden (d.h. es tritt ge-
nau ein Ereignis B; ein). Dann kann die Bayes’sche Formel in einer der drei fol-
genden adquivalenten Formen angewandt werden:

P(A|B:)P(B;)
B; .
P(A|B:)P(B;)
n 10.2
T P(AIB,)P(B) 102
x P(A|B;)P(B;). (10.3)

Darstellung 10.2 folgt direkt aus der Definition der bedingten Wahrscheinlich-
keit, unter der Voraussetzung, dal P(A) # 0. Version 10.1 erhilt man durch An-
wendung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit auf P(A).

In Termen von Verteilungs- bzw. Dichtefunktionen von stochastischen GréSen
ausgedriickt ergeben sich folgende Resultate: ® und X haben die gemeinsame
Dichte

h(z,6) = g(6)f(z|0)

(wenn f(z|@) die durch 6 bedingte Dichte von X bezeichnet). Dann ist die A-
posteriori-Dichte von © definiert als die durch = bedingte Dichte von ©, wenn die
Beobachtung z gegeben ist. Bezeichnet man die Randdichte von X mit

fol@) = [ f(z16)g(6)de),
dann erhdlt man die A-posteriori-Dichte als

_ h(z,0)
- felz)’

Wie der Name bereits sagt, enthélt die A-posteriori-Verteilung die durch die Be-
obachtung = von X bedingte Information iiber .

9(6]x) fir fe(z)#0
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Fiir eine Stichprobe (zy,zs,...,z,) der Grofle n von X ist die A-posteriori-
Dichte ¢(8|z1, zs, . .., z,) von © ebenfalls als durch X; = z;,..., X, = z, bedingte
Dichte von © gegeben:

h T, O
g(ell'l,l'z, e ,xn) —_ (-’1713132, , T )

- 3 f y P O’
fG(xl,:EQ,...,_’En) ur fG(-’-El I T )#

wobei fiir die Randdichte gilt

felzy, 2o, ... xn) = / f(z1,22,...,2,]0)9(0)d6.

{

Da die einzelnen X; unabhéngig sind, gilt fir die gemeinsame bedingte Dichte
f($17 s 71"71-'0) = H f(.'l:,,'e)
i=1

An dieser Stelle scheint es angebracht, den Begriff der Likelihoodfunktion in
Erinnerung zu rufen (siehe Seite 79), die definiert ist als die gemeinsame bedingte
Dichte von z,xa, ..., z, aufgefafit als Funktion von 6:

n

Z(O;Il, R ,ilfn) = H f(CL'ile),

=1
und die A-posteriori-Dichte hat die Darstellung

_ UOmy, .., 2,)9(6)
U8z, .. 2,)g(0)dO

9(8|zy,. .., x,)

Bemerkung: Nach Beobachtung der Daten zi,zs,...,z, ist der Nenner im
Bayes’schen Satz eine Konstante!

Abbildung 10.1: A-priori- und A-posteriori-Dichte

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch der hiufig in der Literatur anzutreffende
Begriff der konjugierten Verteilungsfamilien angefiihrt.
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DEFINITION : Sei F eine Klasse von Dichtefunktionen f(z|6) (indiziert durch
). Eine Klasse P von A-priori-Verteilungen heiit konjugierte Familie fiir F, wenn
9(8|z1, 7, . . ., z,) fiir alle Stichproben zy, s, .. ., T, in P liegt, fiir alle f € F und
geP.

Da die A-posteriori-Dichte g(6|z1,zs,...,2,) und die Randverteilung fo(z)
von X oft schwierig zu berechnen sind, sind vor allem solche A-priori-Dichten
interessant, fiir die g(6|z;, x, . . ., z,) leicht erhalten werden kann, was fiir A-priori-
Dichten aus konjugierten Verteilungsfamilien zutrifft.

10.3 Verwendung der A-posteriori-Verteilung

Nach Beobachtung der Daten zi, s, . . ., z, ist alle relevante Information iiber € in
der A-posteriori-Verteilung enthalten und kann auf die folgenden Arten verwendet
werden.

1. Pradiktivverteilung

Da oftmals die Verteilung von X interessant ist, kann mit Hilfe der A-
posteriori-Verteilung die sogenannte Prognoseverteilung oder Pridiktivver-
teilung von X ermittlet werden, die im stetigen Fall von der Form

f(xl:cl,xg,...,:cn)=/Ef(a:|0)g(0|:cl,x2,...,xn)dO

ist, und die alle Information aus dem Modell, der A-priori-Verteilung und
den Daten enthilt.

2. A-posteriori-Bayes-Schitzer

Um Punktschétzungen fiir den Wert des Parameters 6 zu erhalten, kann man
folgendermaflen vorgehen (wobei wir uns hier auf den Fall eines eindimensio-
nalen Parameters § beschrinken).

6:=E [ f(z16)g(8l21, 22, 2,)d8

3. HPD-Bereiche

HPD-(héchste A-posteriori-Dichte)-Bereiche sind Vertrauensbereiche fiir 6
mit maximalen Werten der A-posteriori-Dichte. Ein HPD-Bereich mit der Si-
cherheit 1—q fiir den Parametervektor 8 eines statistischen Modells aufgrund
einer Stichprobe x1, zs, ..., z, ist ein Teilbereich =* des Parameterraumes =,
fiir den gilt

/g<91$17x27 .. )In)de =1- o,

und
9(6|zy,z2, ..., z,) > C, fiir alle @ € =*,

wobei C' die groBtmégliche reelle Zahl bezeichnet.
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10.4 Bayes’sche Entscheidungstheorie

Hier ist das Ziel, mit Hilfe einer Stichprobe X, X5, ..., X, von X , deren Realisation
T1, T2, ..., Ty Ist, eine Entscheidung §(z1,z,,...,z,) tiber den mdglichen Wert 6
der stochastischen Gréfie © zu treffen. Entscheidungen werden in der Literatur
auch oft Aktionen genannt, wobei a eine bestimmte Aktion bezeichnet, und A die
Menge aller méglichen Aktionen.

Beispiel: Eine Warenlieferung aus N Stiicken kann angenommen oder zuriick-
geschickt werden. Wesentlich fiir diese Entscheidung ist der Anteil 8 von schlechten
Stiicken der Lieferung.

Fir jedes gute Stiick wird ein Gewinn G erzielt, fiir jedes schlechte Stiick ent-
steht der Verlust V', wobei bei Ablehnung der Lieferung der entgangene Gewinn
als Verlust gewertet wird. Unter Verwendung der folgenden Notationen gilt

doy = Annahme der Lieferung
d; = Ablehnung der Lieferung
L(6,d;) = Verlust fiir Anteil 6 und Entscheidung d;

gilt:
L(6,dy) = ONV —(1-8)NG
L(0,dy) = (1-0)NG.
Die Information iiber 8, die nach Erhalt der Daten x1, T2, ..., Ty, in der A-posteriori-

Verteilung g(6|z;, 2o, . . ., z,) enthalten ist, kann fiir die Entscheidungsfindung durch
Berechnung des A-posteriori-Erwartungswertes der Verlustfunktion

Eg(elfcz,xz ,,,,, In)L(@a di)

verwendet werden. Die Bayessche Entscheidung ist dann jene, die den kleineren zu
erwartenden Verlust liefert.

10.4.1 Das Bayes’sche Risikoprinzip

Eine Funktion 46(.), die jeder konkreten Stichprobe zy,zs,...,z, von X eine Ent-
scheidung o aus dem Aktionsraum A zuordnet, also a = 0(xy, Za, ..., Ty), heifit
Entscheidungsregel.

Beispiele fiir Entscheidungsregeln sind Schétzfunktionen, Konfidenzfunktionen
und statistische Testfunktionen.

Das Wissen tiber die méglichen Konsequenzen einer Entscheidung kann durch
den Verlust beschrieben werden, der fiir diese Entscheidung in Abhéngigkeit des
Parameters 6 eintreten wiirde. Wenn eine bestimmte Entscheidung a; getroffen
wird, und 68, der wahre Parameterwert ist, tritt der Verlust L(61,a1) > 0 auf.



10.4. Bayes’sche Entscheidungstheorie 145

Um gute Entscheidungsregeln zu finden, betrachtet man die Risikofunktion ei-
ner Entscheidungsregel , die definiert ist als

R(6,8) = EgL(©®,5(X1,Xo,...,X,)) =
(7]
= /.../L(B,é(xl,azg,...,a:n))f(:nl,xg,...,xnle)dmldxg...mn.

Dazu sei bemerkt, da8 f(z1, 2, ..., 7,]0) = 1%, f(z:]0).

Bemerkung: R(8,0) ist eine Funktion von 6!

Durch Verwendung der A-priori-Verteilung ( oder Dichte) kann das mittlere Ri-
siko, genannt das Bayes’sche Risiko (G, §) einer Entscheidungsregel 6(zy, zs, . . ., z,)
herangezogen werden.

Das Bayes’sche Risiko 7(g, §) ist definiert als

r(g,68) == IE,R(0,8) = [ R(6,68)g(6)d6.

T

Da das Bayes’sche Risiko einer Entscheidungsregel eine reelle Zahl ist, ist die
optimale Entscheidungsregel diejenige, fiir die (g, §) minimal ist.

Diese Vorgangsweise wird das Bayes’sche Risikoprinzip genannt, das nochein-
mal zusammengefafit, wie folgt lautet:

Eine Entscheidungsregel §* heifit Bayes’sche Entscheidungsregel, wenn sie mi-
nimales Bayes’sches Risiko hat, das heifit r(g, 6*) = r(g) = ming r(g,9) .
Die Grofe r(g) heifit dann das Bayes’sche Risiko fir g.

10.4.2 Hypothesentesten

Es sei vorweggeschickt, da8 wir der Einfachheit halber annehmen, daf} es sich bei
dem Parameter ©® um eine eindimensionale stochastische GréBe handelt, und be-
zeichnen Realisationen mit 6.

Beim klassischen Hypothesentesten werden eine Nullhypothese Hy : 8 € Zp, und
eine Alternativhypothese H; : 6 € =, aufgestellt, mit =, C = und Z1 C =, und eine
Entscheidungsregel mit Hilfe der Fehlerwahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art
formuliert. Bei den Bayes-Methoden ist das Konzept des Hypothesentestens anders.
Es werden lediglich die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(Zolz1, 29, ..., 7,) =
Sz, 9(0)z1, 22, ..., 2,)d0 und P(Z|z1, 2o, .. ., Tn) = Jz, 90|21, 29, ...,7,)df be-
rechnet, und dementsprechend entschieden.

Bayes-Entscheidungsregeln bei 2 einfachen Hypothesen

Es gilt hier eine Entscheidung zwischen Hy : © = 6y und H 1 © = 0 zu treffen,
das heift, der Aktionsraum A besteht aus zwei Elementen 4 = {ao, a1}, wobei
die Aktion a; der Annahme der Hypothese H; entspricht, fiir 5 = 0, 1. Beziiglich
solcher Punkthypothesen ist die Verwendung von stetigen A-priori-Verteilungen
des Parameters © sinnlos, da diese einem einzelnen Punkt die A-priori- (und damit
auch a-posteriori) Wahrscheinlichkeit Null zuordnen. Wir nehmen deshalb an, daf
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G(6) eine Treppenfunktion ist, mit Spriingen der Héhe \¢ und ); in den Punkten 6,
und 6. Die Entscheidungsregel §(z1, x, . . ., ) wird nun mit Hilfe einer Partition
des Stichprobenraumes in zwei Regionen Ag und A; formuliert.

. do, (l’l,l‘Q,...,Zn) EA(),
(5(3317-'152’...,1711)“ { ai, (1:171:27...,1:”) €A1
Im Unterschied zu den Bayes-Punktschitzern ( wo iiblicherweise eine quadratische
Verlustfunktion verwendet wird), verwenden wir beim Hypothesentesten die 0-
1 Verlustfunktion. Der erlittene Verlust ist also gleich Null, wenn die korrekte
Entscheidung getroffen wird, und sonst Eins. Das Bayes’sche Risiko hat also die
Form

T(G, 5) = )\0/ f(fEl, To,... ,.’Enleo)dﬂ?ldﬂlg e dxn

Al
+/\1/ f(:cl,zg,...,xnlé)l)dasldxg.. .dIn,
Ao

fir diskrete stochastische Grofilen X natiirlich entsprechend modifiziert. Um nun
7(G, 0) zu minimieren, definieren wir Ay und A; so, da8 z1, 2o, ..., z, € Ap, wenn
AMf(z1, 2, 20|01) < Xof(21, 22, ..., Za]60) gilt. Die Bayes-Entscheidung ist al-
so, diejenige Hypothese zu wihlen, die die grofite A-posteriori-Wahrscheinlichkeit
hat.

Wenn die bedingte Dichte von X so beschaffen ist, daf§ £Z1:22eZalf) 1) 51y 460 in
flz1,x2,...,zn|01)

T1,Z2,. .., Tp ist, dann umfaft ag alle Werte von X fiir die gilt (z;, z, . . ., T,) < 0g,
wobei (21, Ty, ..., Z,) = o¢ die Lésung von A, f(zy, zo, . . . , Talbr) = Ao f(z1, T2, ..., za|60)
ist.

Bayes-Entscheidungsregel fiir zwei zusammengesetzte Hypothesen

Zo und E; reprisentieren eine Partition des Parameterraumes =, und es gilt nun
eine Entscheidung zu treffen zwischen Hy : 6 € Zy und H; : 0 € =;. Analog zum
Fall der Punkthypothesen bilden Ag und A; eine Partition des Stichprobenraumes,
und wir entscheiden uns fiir H;, wenn (z1,2s,...,z,) € A; gilt, fiir i = 0, 1. Unter
der 0-1 Verlustfunktion ist das Bayes’sche Risiko von der Form

rG,8) = /A o /_ Flay, o, ..., 2)0)dG(0)dz1dzs . . . da,

+/ /_f(:vl,:cg,...,xnlé)dG(é’)d:pldczz...d:cn.
A1 —0

Die Bayes-Entscheidungsregel besteht wieder darin, diejenige Hypothese mit der
grofleren A-posteriori-Wahrscheinlichkeit zu wihlen, also einen Punkt des Stich-
probenteilraumes Ay zuzuordnen, wenn

=0

/51 Fz1,2a, ..., 2a|0)dG(6) < /_ Flz1, 2, . .., 2,]0)dG(6)
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gilt. Ein Spezialfall zweier zusammengesetzter Hypothesen ist, wenn Hy : 6 < 6y,
und H; : 6 > 6 sind. Dann 148t sich die Bayes-Entscheidungsregel so formulieren:
wéhle Hy, wenn der A-posteriori-Median von © kleiner als oder gleich ist 6, und
sonst H;.
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Table A.1: N(0,1)-Verteilung. a = P(Z > 2,) = 1 — G(z,). *

Zo | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

.0 | .5000 .4960 .4920 .4880 .4840 4801 4761 .4721 .4681 .4641

1| 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 .4247

-2 14207 4168 4129 4090 4052 4013 .3974 .3936 .3897 .3859

.3 ].3821 3783 3745 3707 .3669 .3632 .3594 .3557 .3520 .3483

4| .3446 3409 .3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121

.5 1.3085 .3050 .3015 .2981 .2046 .2912 2877 .2843 .2810 .2776

-6 | 2743 2709 2676 .2643 .2611 .2578 2546 .2514 2483 2451

7 [ .2420 2389 2358 .2327 .2296 .2266 .2236 .2206 .2177 .2148

.8 1.2119 2090 .2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 .1894 .1867

9 .1841 1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 .1660 .1635 .1611
1.0 | .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 .1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1} .1357 .1335 1314 .1292 .1271 .1251 .1230 .1210 .1190 .1170
1.2 | 1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
1.3 | .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
1.4 |.0808 .0793 .0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
1.5 | .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
1.6 | .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
1.7 | .0446 0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
1.8 | .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 1 .0287 0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 | .0228 0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 | 0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
2.2 1 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
2.3 |.0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
2.4 |.0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
2.6 | .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
2.7 1 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 1.0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.9 | .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
3.0 | .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 .0011 .0011 .0010 .0010
3.1 | .0010 .0009 .0009 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007
3.2 | .0007 .0007 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005
3.3 | .0005 .0005 .0005 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0003
3.4 | .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002

Die Tabelle enthalt Werte von «. Die Zeilen sind in Stufen von 0.1 von Zo ZU
verstehen, die Spalten in Stufen von 0.01. Z.B. wird « fiir z, = 1.96 aus der Zeile
1.9 und Spalte .06 gelesen, d.h. o = .025.
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Table A.2: Student-t-Verteilung. Rechte Quantile t,..; o = P(T > tha)

(29

FG .25 .1 .05 .025 .01 .005
1] 1.000 3.078 6.314 12.706 31.824 63.659
2| 816 1.886 2920 4.303 6.965 9.925
3] .765 1.638 2353 3.182 4.541 5.841
4] 741 1.533 2132 2776 3.747  4.604
5| 721 1476 2015 2.571 3.365  4.032
6| 718 1.440 1.943 2447 3.143  3.707
7| 711 1415 1.895 2.365 2.998  3.499
8| .706 1.397 1.860 2.306 2.806 3.355
9| .703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 .700 1372 1.812 2.228 2.764  3.169
11 697 1363 1.796 2.201 2.718  3.106
12 1 695 1.356 1.782 2179 2.681  3.055
13| 694 1350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 1 692 1.345 1.761 2145 2.624 2.977
15| 691 1341 1753 2.131 2.602 2.947
16 | 690 1.337 1.746 2120 2.583 2.921
17| 689 1333 1.740 2.110 2.567 2.808
18 | 688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 | 688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 686 1.323 1.721 2.080 2518 2.831
22 ) 686 1.321 1.717 2.074 2508 2.819
23] 685 1319 1.714 2.069 2500 2.807
24 ;| .685 1.318 1.711 2.064 2.492 2797
25 .684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 | .684 1.315 1.706 2.056 2479 2.779
27| 684 1.314 1.703 2.052 2473 2.771
28 | 683 1.313 1.701 2.048 2467 2.763
29 | 683 1.311 1.699 2.045 2462 2.756
30| .683 1.310 1.697 2.042 2457 2.750
31 682 1.309 1.696 2.040 2.453 2.744
32| 682 1.309 1.694 2.037 2.449 2.738
33| .682 1.308 1.692 2035 2445 2.733
34| 682 1.307 1.691 2.032 2441 2.728
35| .682 1.306 1.690 2.030 2438 2.724
40 | 681 1.303 1.684 2.021 2423 2.704
45 680 1.301 1.679 2.014 2412 2.690
50 | 679 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678
55 679 1.297 1.673  2.004 2.396  2.668
60 | 679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660
65| 678 1.295 1.669 1.997 2385 2.654
70y 678 1.294 1.667 1994 2.381  2.648
75 1 678 1.293 1.665 1.992 2.377  2.643
80 | .678 1.292 1664 1.990 2374 2639
85 | .677 1.292 1.663 1.988 2.371 2.635
90 | 677 1.291 1.662 1.987 2.368  2.632
95 | 677 1.291 1.661 1.985 2.366  2.629
100 | 677 1.290 1.660 1.984 2364 2.626

I .

7,

Die Tabelle enthilt die rechten a-Quantile der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden
(FG). Die Zeilen sind die FG, die Spalten bezichen sich auf «. Z.B. wird fiir
o = 0.025 und 10 FG ein Wert ¢10,0.005 = 2.228 abgelesen.
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Table A.3: Chi-Quadrat-Verteilung. Rechte Quantile Xfm; o

e

FG .995 .99 975 .95 .9 .5 .1 .05 .025 .01 .005
1 .000 .000 .001 .004 .016 455 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879

2 .010 .020 .051 .103 211 1.386 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597
3 072 118 .216 .352 .584 2.366 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838
4 207 .297 484 711 1.064 3.357 7.779 9.488 11.143 13.277 14.860
5 412 .554 .831 1.145 1.610 4.351 9.236 11.070 12.832 15.086 16.750
6 676 872 1.237 1.635 2.204 5.348 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548
7 .989 1.239 1.690 2.167 2.833 6.346 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.647 2.180 2.733 3.490 7.344 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 8.343 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 9.342 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578  10.341 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 11.340 18.549 21.026 23.337 26.217 28.299
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042  12.340 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 13.339 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547  14.339 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 15.338 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 16.338 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 17.338 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 18.338 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 19.337 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 20.337 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.543 10.982 12.338 14.041 21.337 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.261 10.196 11.689 13.091 14.848 22.337 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 23.337 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559
25 | 10.520 11.524 13120 14.611 16.473 24.337 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928
26 | 11.160 12.198 13.844 15379 17.202 25.336 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290
27 | 11.808 12,879 14.573 16.151 18.114 26.336 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645
28 | 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 27.336 37.916 41.337 44.461 48.278 50.994
29 | 13.121 14.257 16.047 17.708 19.768 28.336 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336
30 | 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599  29.336 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672
31 | 14.458 15.655 17.539 10.281 21.434 30.336 41.422 44.985 48.232 52,191 55.003
32 | 15134 16.362 18.291 20.072 22.271 31.336 42.585 46.194 49.480 53.486 56.328
33 | 15.815 17.074 19.047 20.867 23.110 32.336 43.745 47.400 50.725 54.776 57.648
34 | 16.501 17.789 19.806 21.664 23.952 33.336 44.903 48.602 51.966 56.061 58.964
35 | 17.192 18.509 20.569 22.465 24.797 34.336 46.059 49.802 53.203 57.342 60.275
40 | 20.707 22,164 24.433 26.509 29.051 39.335 51.805 55.758 50.342 63.691 66.766
45 | 24.311 25901 28.366 30.612 33.350 44.335 57.508 61.656 65.410 69.957 73.166
50 | 27.991 29.707 32.357 34.764 37.689 49.335 63.167 67.505 71.420 76.154 79.490
55 | 31.735 33.570 36.398 38.958 42.060 54.335 68.796 73.311 77.380 82.292 85.749
60 | 35.534 37.485 40.482 43.188 46.459 50.335 74.397 79.082 83.298 88.379 91.952
65 | 39.383 41.444 44.603 47.450 50.883 64.335 79.973 84.821 89.177 94.422 98.105
70 | 43.275 45442 48758 51.739 55.329 69.334 85.527 90.531 95.023  100.425 104.215
75 | 47.206 49475 52942 56.054 59.795 74.334 91.061 96.217 100.839 106.393 110.286
80 | 51.172 53.540 57.153 60.391 64.278  79.334 96.578 101.879 106.629 112.32¢ 116.321
85 | 55.170 57.634 61.389 64.749 68.777 84.33¢4 102.079 107.522 112.393  118.236 122.325
90 | 50.196 61.754 65.647 69.126 73.201 89.334 107.565 113.145 118.136 124.116 1928.299
95 | 63.250 65.808 69.925 73.520 77.818 04.334 113.038 118.752 123.858 120.973  134.247
100 | 67.328 70.065 74.222 77.920 82.358 00.334 118498 124.342 120.561 135.807 140.169

Die Tabelle enthilt die rechten a-Quantile der y*-Verteilung mit n Freiheitsgra-
den (FG). Die Zeilen sind die FG, die Spalten beziehen sich auf o. Z.B. wird fiir

o = 0.025 und 10 FG ein Wert x3y.q 5 = 20.483 abgelesen.
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[

Table A.4: F-Verteilung. Rechte Quantile Fy, ..0; @ = P(F > Frppa)

a=.1

FG| n= 2 3 4 5 6 7 8 9
m=1 39.863 8.526 5.538 4.545 4.060 3.776 3.589 3.458 3.360
2| 49.500 9.000 5.462 4.325 3.780 3.463 3.257 3.113 3.006
3 53.593 9.162 5391 4.191 3.619 3.280 3.074 2.924 2.813
4| 55.833 9.243 5343 4.107 3.520 3.181 2.961 2.806 2.693
5 57.240 9.293 5.309 4.051 3.453 3.108 2.883 2.726 2.611
6 58.204 9.326 5.285 4.010 3.405 3.055 2.827 2.668 2.551
71 58906 9349 5266 3.979 3.368 3.014 2.785 2.624 2.505
8 59.439 9.367 5.252 3.955 3.339 2983 2.752 2.589 - 2.469
9 59.858 9.380 5.240 3.936 3.316 2958 2725 2.561 2.440
10 | 60.195 9.392 5.230 3.920 3.297 2937 2.703 2.538 2.416
12 60.706 9.408 5.216 3.896 3.268 2.905 2.668 2.502 2.379
15 61.220 9.425 5200 3.870 3.238 2.871 2.632 2464 2.340
20 61.740 9.441 5184 3.844 3.207 2.836 2.595 2.425 2.298
30 62.265 9.458 5.168 3.817 3.174 2.800 2.555 2.383 2.255
60 62.794 9.475 5.151 3.790 3.140 2.762 2514 2.339 2.208
120 63.061 9.483 5.143 3.775 3.123 2.742 2493 2.316 2.184
200 63.168 9.486 5.139 3.769 3.116 2.734 2484 2307 2.174
500 63.265 9.489 5.136 3.764 3.109 2.727 2476 2.298 2.165
FG|n=10 12 15 20 30 60 120 200 500
m=1 3.285 3.177 3.073 2975 2881 2791 2.748 2731 2.716
2 2.924 2807 2.695 2589 2489 2393 2347 2.329 2.313
3 2728 2606 2490 2380 2276 2.177 2.130 2.111 2.095
4 2.605 2480 2361 2.249 2.142 2.041 1.992 1973 1.956
5 2522 2394 2273 2158 2049 1.946 1.896 1.876 1.859
6 2461 2331 2.208 2091 1980 1.875 1.824 1.804 1.786
7 2414 2283 2158 2040 1.927 1.819 1.767 1.747 1.729
8 2377 2245 2119 1999 1.884 1.775 1.722 1.701 1.683
9 2347 2214 2086 1965 1.849 1.738 1.684 1.663 1.644
10 2323 2.188 2.059 1937 1.819 1.707 1.652 1.631 1.612
12 2.284 2.147 2017 1.892 1.773 1.657 1.601 1.579 1.559
15 2244 2105 1972 1.845 1.722 1.603 1.545 1.522 1.501
20 2201 2060 1.924 1.794 1667 1.543 1482 1.458 1.435
30 2.155 2.011 1.873 1.738 1.606 1.476 1.409 1.383 1.358
60 2.107 1960 1.817 1.677 1538 1.395 1.320 1.289 1.260
120 2.082 1932 1.787 1.643 1499 1.348 1265 1.228 1.194
200 2071 1.921 1.774 1.629 1.482 1.326 1.239 1.199 1.160
500 2.062 1911 1763 1.616 1.467 1.306 1212 1.168 1.122

Die Tabellen enthalten die rechten a-Quantile der F-Verteilung mit m (Zeilen)
und n (Spalten) Freiheitsgraden (FG). Die beiden obigen Tabellen sind fiir o =
0.1, nachfolgende Tabellen fiir andere Werte von . Z.B. wird fiir & = 0.1 und

m = 10 und n = 12 FG ein Wert Flo12:0.1 = 2.188 abgelesen.
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Tabelle A.4: F-Verteilung. Fortsetzung

a = .05

FG n=1 2 3 4 5 6 7 8 9
m =1 161.449 18.513 10.128 7.709 6.608 5987 5591 5.318 5.117
2| 199.501 19.000 9.552 6.944 5.786 5.143 4.737 4.459 4.956

3| 215.708 19.164 9.277 6.591 5409 4.757 4.347 4.066 3.863

4] 224583 19.247 9.117 6.388 5.192 4534 4.120 3.838 3.633

5| 230.162 19.296 9.013 6.256 5.050 4.387 3.972 3.687 3.482

6| 233.987 19.330 8.941 6.163 4.950 4.284 3.866 3.581 3.374

7] 236.769 19.353 8.887 6.094 4.876 4.207 3.787 3.500 3.293

8 | 238.883 19.371 8.845 6.041 4.818 4.147 3.726 3.438 3.230

9| 240.544 19.385 8.812 5999 4.772 4.099 3.677 3.388 3.179

10 | 241.882 19.396 8.786 5.964 4.735 4.060 3.637 3.347 3.137
121 243.906 19.413 8.745 5.912 4.678 4.000 3575 3.284 3.073
15 | 245950 19.429 8.703 5.858 4.619 3.938 3511 3.218 3.006
20 | 248.014 19.446 8.660 5.803 4.558 3.874 3.445 3.150 2.936
30 | 250.096 19.462 8.617 5746 4.496 3.808 3.376 3.079 2.864
60 | 252.196 19.479 8.572 5.688 4.431 3.740 3.304 3.005 2.787
120 | 253.253 19.487 8549 5658 4.398 3.705 3.267 2.967 2.748
200 | 253.678 19.491 8540 5.646 4.385 3.690 3.252 20951 2.731
500 | 254.060 19.494 8532 5635 4.373 3.678 3.239 2037 2.717

FG |n =10 12 15 20 30 60 120 200 500

m =1 4.965  4.747 4543 4.351 4.171 4.001 3.920 3.888 3.860
2 4103 3.885 3.682 3493 3.316 3.150 3.072 3.041 3.014

3 3.708  3.490 3.287 3.098 2922 2758 2.680 2650 2.623

4 3.478  3.259  3.056 2.866 2.690 2.525 2447 2417 2.390

5 3.326  3.106 2901 2.711 2.534 2368 2.290 2250 92232

6 3.217 2,996 2790 2.599 2421 2254 2175 2144 2.117

7 3.135 2913 2707 2514 2334 2167 2.087 2.056 2.028

8 3.072  2.849 2,641 2447 2266 2.097 2.016 1985 1.957

9 3.020 2.796  2.588 2.393 2.211 2.040 1.959 1.927 1.899

10 2,978 2753 2544 2348 2.165 1.993 1910 1.878 1.850
12 2913 2687 2475 2278 2092 1.917 1.834 1.801 1.772
15 2.845 2617 2403 2203 2.015 1.836 1.750 1.717 1.686
20 2774 2544 2328 2124 1932 1.748 1.659 1.623 1.592
30 2700 2466 2247 2.039 1.841 1.649 1.554 1516 1.482
60 2,621 2.384 2160 1.946 1.740 1534 1.429 1.386 1.345
120 2.580 2341 2114 1.896 1.683 1.467 1.352 1.302 1.255
200 2.563 2323 2.095 1.875 1.660 1.438 1.316 1.263 1.210
500 2.548 2307 2.078 1.856 1.637 1.409 1.280 1.221 1.159
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Tabelle A.4: F-Verteilung. Fortsetzung

a = .025

FG n=1 2 3 4 5 6 7 8 9
m=1/| 647789 38506 17.443 12.218 10.007 8.813 &8.073 7.571 7.209
2| 799.500 39.000 16.044 10.649 8433 7260 6.542 6.059 5.715

3| 864.163 39.166 15439 9.979 7.764 6.599 5.800 5416 5.078

4| 899.584 39.248 15.101 9.604 7.388 6.227 5.523 5053 4.718

5| 921.811 39.298 14.885 9.364 7.146 5988 5.285 4.817 4.484

6 | 937.111 39.331 14.735 9.197 6.978 5820 5.119 4.652 4.320

7| 948217 39.355 14.624 9.074 6.853 5.695 4.995 4520 4.197

8| 956.656 39.373 14.540 8.980 6.757 5.600 4.899 4.433 4.102

9 963.217 39.387 14473 8.905 6.681 5523 4.823 4.357 4.026
10 | 968.628 39.398 14419 8844 6.619 5461 4.761 4.295 3.964
12 | 976.708 39.415 14.337 8.751 6.525 5.366 4.666 4.200 3.868
15| 984.867 39.431 14.253 8.657 6428 5.269 4.568 4.101 3.769
20 | 993.103 39.448 14.167 8560 6.329 5.168 4.467 3.999 3.667
30 | 1001.415 39.466 14.080 8461 6.227 5.065 4.362 3.804 3.560
60 | 1009.800 39.481 13.992 8360 6.123 4.959 4.254 3.784 3.449

120 | 1014.020 39.490 13.947 8309 6.069 4.904 4.199 3.728 3.392
200 | 1015.713 39.493 13.929 8289 6.048 4.882 4.176 3.705 3.368
500 | 1017.254 39.496 13.913 8.270 6.028 4.862 4.156 3.684 3.347

FG| n=10 12 15 20 30 60 120 200 500
m=1 6.937 6.554 6200 5871 5568 5.286-. 5152 5.100 5.054
2 5456 5096 4.765 4.461 4.182 3925 3.805 3.758 3.716

3 4.826 4474 4153 3.859 3.580 3.343 3.227 3.182 3.142

4 4468 4.121 3.804 3.515 3.250 3.008 2.804 2.850 2.811

5 4.236  3.891 3576 3.280 3.026 2.786 2.674 2.630 2.592

6 4.072  3.728 3415 3.128 2.867 2.627 2515 2472 2434

7 3.950  3.607 3.293  3.007 2.746 2507 2.395 2351 2.313

8 3.855  3.512  3.199 2913 2,651 2412 2299 2956 2217

9 3.779 3436  3.123 2837 2575 2334 2222 2178 2.139

10 3.717 3374 3.060 2.774 2511 2270 2.157 2.113 2.074
12 3.621  3.277 2963 2676 2412 2169 2.055 2.010 1.971
15 3.522 3177 2862 2573 2307 2061 1945 1.900 1.859
20 3.419  3.073 2756 2464 2195 1.944 1.825 1.778 1.736
30 3.311 2,963 2644 2349 2074 1.815 1.690 1.640 1.596
60 3.198  2.848 2524 2223  1.940 1.667 1530 1.474 1.423
120 3.140 2,787 2461 2.156 1.866 1.581 1.433 1.370 1.311
200 3.116  2.763 2435 2128 1.835 1.543 1.388 1.320 1.254
500 3.094 2740 2411 2103 1.806 1.507 1.343 1.269 1.192
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Tabelle A.4: F-Verteilung. Fortsetzung

a = .01
FG n=1 2 3 4 5 6 7 8 9
m =1 |4052.192 98.505 34.116 21.198 16.258 13.745 12.246 11.250 10561
2 14998.686 99.002 30.817 18.000 13.274 10.925 9.546 8.649  8.022
3 | 5402.648 99.169 29.457 16.694 12.060 9.779 8451 7.591  6.992
4 | 5623.821 99.252 28.710 15.977 11.392 9.148 7.847 7.006 6.422
5 | 5763.357 99.300 28.237 15.522 10.967 8.746 7.460 6.632 6.057
6 | 5858.054 99.335 27.911 15.207 10.672 8466 7.191 6.371 5.802
715927838 99.359 27.672 14.976 10.455 8260 6.993 6.178 5.613
8 | 5980.675 99.376 27.480 14.799 10.289 8.101 6.840 6.029 5467
9| 6021.547 99.389 27.347 14.659 10.157 7.976 6.719 5911 5.35]
10 | 6055.443 99.400 27.229 14.546 10.051 7.874 6.620 5.814 5.957
12 |1 6105.356 99.416 27.052 14.374 9.888 7.718 6.469 5667 5.111
15 | 6156.220 99.434 26.872 14.198 9.722 7.559 6.314 5515 4.962
20 | 6208.075 99.452 26.690 14.020 9.552 7.396 6.155 5.359 4.808
30 | 6250.915 99.468 26.506 13.838 9.379 7228 5092 5.198  4.649
60 | 6312.735 99.484 26.316 13.652 9.202 7.056 5.824 5.032  4.483
120 | 6338.517 99.491 26.221 13.558 9.111 6.969 5.737 4.946 4.398
200 | 6349.377 99.495 26.183 13520 9.075 6.934 5702 4.911 4.363
500 | 6358.308 99.499 26.148 13.486 9.042 6.902 5.671 4.880 4.332
FG| n=10 12 15 20 30 60 120 200 500
m =1 10.044 9.330 8683 8.096 7.562 7.077 6851 6.763  6.686
2 7.559  6.927  6.359 5849 5390 4.978 4.787 4.713  4.648
3 6.552  5.953 5417 4.938 4510 4.126 3.949 3.881 3.82]
4 5.994 5412 4.893 4431 4.018 3.649 3480 3414 3.357
5 5.636  5.064 4556 4.103 3.699 3.339 3.174 3.110 3.054
6 5.386  4.821 4318 3.871 3473 3.119 2956 2.893 2.838
7 5200 4.640 4.142 3.699 3304 2.953 2792 2730 2.675
8 5.057 4499 4.004 3.564 3.173 2.823 2663 2601 2.547
9 4.942  4.388  3.895 3457 3.067 2.718 2550 2497 92443
10 4.849  4.206 3.805 3.368 2.979 2632 2472 2411 2356
12 4.706  4.155 3.666 3.231 2.843 2496 2336 2275 2.990
15 4.558  4.010 3.522 3.088 2700 2352 2.192 2129  2.075
20 4405 3.858 3372 2938 2549 21198 2035 1971 1915
30 4247 3701 3214 2778 2386 2028 1.860 1.794 1.735
60 4.082  3.535 3.047 2608 2208 1.836 1656 1583 1517
120 3.996  3.449 2959 2517 2111 1.726 1533 1453 1.377
200 3.962 3414 2923 2479 2070 1.678 1477 1.391  1.308
500 3.930 3382 2891 2445 2032 1.633 1421 1.328 1.232
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Tabelle A.4: F-Verteilung. Fortsetzung

a = .005
FG n=1 2 3 4 5 6 7 8 9
m =1 | 16205.232 198.502 55.553 31.333 22.785 18.635 16.235 14.688 13.614
2 | 19991.950 199.000 49.803 26.284 18.314 14.544 12.404 11.042 10.107
3 | 21606.355 199.167 47.473 24.259 16.530 12.916 10.882 9.506 8.717
4 (22491.330 199.250 46.196 23.157 15.556 12.027 10.050 8.805 7.956
5 | 23046.763 199.301 45.394 22.456 14.940 11.463 9.522 8301 7.471
6 | 23428.396 199.333 44.838 21.975 14.513 11.073 9.155 7.952 7.134
7 | 23705.137 199.358 44.436 21.622 14.200 10.786 8.885 7.694  6.885
8 | 23915.941 199.376 44.131 21.352 13.961 10.565 8.678  7.496  6.693
9 | 24081.789 199.390 43.882 21.139 13.772 10.391 8514 7.339 6.541
10 | 24215.665 199.401 43.692 20.967 13.618 10.250 8.380 7.211 6.417
12 | 24417.562 199.417 43.388 20.705 13.384 10.034 8.176 7.015 6.227
15 | 24620.402 199.402 43.085 20.438 13.146 9.814 7.967 6.814 6.032
20 | 24826.230 199.450 42.777 20.167 12.903 9.588 7.754 6.608 5.832
30 | 25034.044 199.467 42467 19.891 12.656 9.358 7.534 6.306 5.625
60 | 25243.835 199.484 42.149 19.611 12402 9.122 7.309 6.177  5.410
120 | 25348.584 199.492 41.989 19.468 12274 9.001 7.193 6.065 5.300
200 | 25391.425 199.495 41.925 19.411 12.222 8952 7.147 6.019 5.255
500 | 25429.346 199.498 41.867 19.359 12.175 8.908 7.104 5978 57215
FG n =10 12 15 20 30 60 120 200 500
m=1 12.826  11.754 10.798 9.944 9.180 8495 &.179 8.057 7.950
2 9.426 8510 7.701 698 6.355 5795 5539 5441 5.355
3 8.081 7.226 6476 5818 5239 4.729 4497 4.408 4.330
4 7.343 6.521 5.803 5.174 4.623 4.140 3.921 3.837 3.763
5 6.872 6.071 5372 4.762 4228 3.760 3.548 3.467 3.396
6 6.545 5.757  5.071 4472 3.949 3492 3285 3206 3.137
7 6.303 5.525  4.847  4.257 3.742 3201 3.087 3.010 2.941
8 6.116 5.345  4.675 4.090 3.580 3.134 2933 2.856 2.789
9 5.968 5202 4536 3956 3450 3.008 2.808 2.732  2.665
10 5.847 5.086  4.424  3.847 3344 2904 2705 2629 2.562
12 5.661 4906  4.250 3.678  3.179 2.742 2544 2468  2.402
15 5.471 4.721 4070 3.502 3.006 2.570 2.373 2297 29230
20 5.274 4530  3.883 3.318 2.823 2387 2,188  2.112 2.044
30 5.071 4.331 3687 3.123 2628 2187 1.984 1905 1.835
60 4.859 4.123 3480 2916 2415 1.962 1.747 1.661 1.584
120 4.750 4.015 3372 2806 2300 1.83¢ 1.605 1.512 1.495
200 4.706 3971 3328 2760 2251 1.779  1.541 1.442  1.346
500 4.666 3.931 3287 2719 2207 1.726 1478 1.369 1.260
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Tabelle A.5: Binomialverteilung. F(z) = P(X <z)= 3%, (”) p'(1—p)n .

1

p
n x 0.01 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
8 0| 9227 .6634 4305 .2725 .1678 .1001  .0576 .0319  .0168  .0084
1 .9973 9428 8131 .6572 5033  .3671 .2553  .1691 1064 .0632
2] 9999 9942 9619 .8948 .7969  .6785  .5518  .4278  .3154  .92201
3 | 1.0000  .9996  .9950 .9786  .9437  .8862  .8059 .7064  .5941  .4770
41 1.0000 1.0000 .9996 .9971 .9896  .9727  .9420 .8939  .8263  .7396
5 | 1.0000 1.0000 1.0000 .9998  .9988  .9958 9887  .9747  .9502 .9115
6 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9996  .9987  .9964  .9915  .9819
7 11.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9998  .9993  .9983
8 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
9 0| 9135  .6302 .3874 2316 .1342 0751 .0404 .0207 .0101  .0046
1] .9966 9288 7748 5995  .4362  .3003 .1960 .1211  .0705 .0385
2 9999 9916 9470  .8591  .7382  .6007  .4628  .3373 2318  .1495
3 | 1.0000  .9994 9917 .9661  .9144  .8343 7297 6089 4826  .3614
4 | 1.0000 1.0000 .9991 .9944 .9804 .9511 .9012 .8283  .7334 6214
5| 1.0000 1.0000 .9999  .9994 9969  .9900  .9747  .9464  .9006  .8342
6 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 9987  .9957 .9888  .9750  .0502
7 1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9996  .9986  .9962  .0909
8 1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9997  .0992
9 ] 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
10 0| 9044 5987  .3487 1969 .1074 0563 .0282 .0135 .0060 .0025
1| .9957 9139 .7361  .5443 3758 2440 .1493 .0860 .0464  .0233
2| 9999 9885 9298  .8202  .6778 5256  .3828  .2616 .1673  .0996
31 1.0000 .9990 .9872  .9500  .8791  .7759  .6496  .5138  .3823  .2660
4 11.0000 .9999  .9984 9901  .9672  .9219  .8497 .7515 6331  .5044
5 | 1.0000 1.0000 .9999  .9986  .9936  .9803  .9527 .9051  .8338  .7384
6 | 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9991 9965 .9894  .9740  .9452  .8980
7 11.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9996  .9984  .9952 9877  .9796
8 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9995 .0983  .9955
9 1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .0997
10 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
11 0/ .8953 .5688  .3138 .1673 .0859 0422 0198 .0088 .0036 0014
1 9948 8081 6974 4922 3221 1971 1130 .0606  .0302  .0139
2| .9998  .9848 9104 7788  .6174 4552  .3127 2001 .1189  .0652
3 11.0000 9984 9815 .9306 .8389  .7133 5696 4256 2063 1911
4 1 1.0000 9999 9972  .0841 9496 8854  .7897  .6683 5328 3971
5| 1.0000 1.0000  .9997 9973  .9883 9657 .9218  .8513  .7535  .6331
6 1 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 .9980 9924  .9784  .9499 0006  .8262
71 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998 9988  .9957 9878  .9707  .9390
8 | 1.0000 1.0006 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9994  .9980  .0041 .9852
9 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9998  .9993  .0978
10 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .0998
11 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Tabelle A.5: Binomialverteilung. Fortsetzung.

p

0.50 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

QW ~I O U WY OM

0039  .0017  .0007 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
.0352  .0181 .0085 .0036 .0013 .0004 .0001 .0000  .0000  .0000
1445 .0885  .0498  .0253  .0113  .0042 .0012  .0002  .0000  .0000
3633 .2604 1737 1061  .0580  .0273 .0104 .0029 .0004  .0000
6367  .5230  .4059  .2936  .1941  .1138  .0563 .0214  .0050  .0004
8555 .7799  .6846  .5722 4482 3215 2031 .1052 .0381  .0058
0648 9368  .8936  .8309  .7447 6329  .4967  .3428 1869  .0572
9961  .9916 9832 9681 9424  .8999  .8322 7275 5695  .3366
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

©W~TO b WO

.0020  .0008  .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
0195 .0091  .0038 .0014 .0004 .0001 .0000 .0000  .0000  .0000
.0898  .0498  .0250  .0112 .0043 .0013  .0003 .0000  .0000  .0000
2539 1658  .0994  .0536  .0253 .0100 .0031 .0006  .0001  .0000
.5000  .3786  .2666 .1717  .0988  .0489  .0196 .0056  .0009  .0000
7461  .6386 5174  .3911 2703  .1657 .0856  .0339  .0083  .0006
9102 8505  .7682  .6627  .5372  .3993  .2618  .1409 .0530 .0084
9805 9615 9295  .8789  .8040  .6997 5638 4005 2252  .0712
9980 9954 9899 9793 9596  .9249  .8658 .7684  .6126  .3698
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

=Y
=]
LTI WO

i

.0010  .0003  .0001 .0000  .0000  .0000 .0000 .0000  .0000 .0000
0107 0045  .0017  .0005 .0001 .0000 .0000 .0000  .0000  .0000
0547 .0274 0123  .0048 .0016 .0004  .0001 .0000  .0000  .0000
719 1020 .0548 0260 .0106  .0035 .0009  .0001 .0000  .0000
3770 2616 1662 .0949  .0473  .0197 .0064 .0014  .0001  .0000
6230 4956 3669  .2485  .1503  .0781 0328 .0099 .0016 .0001
.8281 7340 6177 4862  .3504  .2241  .1209 .0500 .0128  .0010
9453 9004  .8327 7384  .6172 4744  .3222 1798  .0702 0115
9893 9767 9536  .9140  .8507 .7560  .6242 4557 2639  .0861
8990 9975 9940  .9865 9718  .9437  .8026  .8031 .6513 4013
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

—
pa—y

HOQONNO W R W =S

e

0005 .0002  .0000  .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000  .0000
0059 .0022  .0007  .0002 .0000  .0000  .0000 .0000  .0000  .0000
0327 .0148  .0059  .0020  .0006  .0001 .0000  .0000  .0000  .0000
1133 .0610  .0293  .0122  .0043  .0012 .0002 .0000  .0000  .0000
2744 1738 0994  .0501 0216  .0076  .0020  .0003  .0000  .0000
5000 3669 2465  .1487  .0782  .0343  .0117  .0027  .0003  .0000
7256 6029 4672  .3317 2103 1146  .0504 .0159  .0028  .0001
.8867  .8089 7037  .5744 4304 2867  .1611 0694  .0185  .0016
9673 9348 8811 7999 6873 5448 3826  .2212 0896  .0152
9941 0861 9698  .9394 8870  .8029 6779 5078  .3026  .1019
9995 9986 9964  .9912 9802 9578  .9141 .8327 6862 4312
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Tabelle A.6: Wilcoxons W*-Verteilung.

Die Tabelle gibt Quantile der W*-Statistik fiir & < 0.4 an mit

PW™* > w,) <1 - a. Quantile w, fiir @ > 0.6 kénnen iiber die Beziehung

We = n(n + 1)/2 — w;_, berechnet werden.

T | Wo.005 Wo.01 Wo.025 Wo.05 Wo.10 W20 Wo.30 Wo.40 n(n;l)
4 0 0 0 0 0 2 2 3 10
5 0 0 0 0 2 3 4 ) 15
6 0 0 0 2 3 ) 7 8 21
7 0 0 2 3 ) 8 10 11 28
8 0 1 3 5) 8 11 13 15 36
9 1 3 ) 8 10 14 17 19 45
10 3 ) 8 10 14 18 21 24 55
11 5 7 10 13 17 22 26 29 66
12 7 9 13 17 21 27 31 35 78
13 9 12 17 21 26 32 37 41 91
14 12 15 21 25 31 38 43 47 105
15 15 19 25 30 36 44 o0 54 120
16 19 23 29 35 42 50 o7 62 136
17 23 27 34 41 48 o7 64 70 153
18 27 32 40 47 99 65 72 79 171
19 32 37 46 53 62 73 81 88 190
20 37 43 52 60 69 81 90 97 210
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Tabelle A.7: Wald-Wolfowitz-Iterationstest- Verteilung.

Die Tabelle gibt kritische Werte r, der Statistik R an. Fiir Stichprobenumfinge
n1, N2, die nicht angefithrt sind, kénnen die nichstliegenden
(n1,n2)-Kombinationen als gute Approximation benutzt werden.

i1 N2 Toes To1 To25 Tos T.10 Toeo Tos T.o75 T.oo T.995
2 5 - - - - 3 - = - - -
8 - - - 3 3 - - - - -

11 - - - 3 3 - - - - ~
14 - - 3 3 3 - - - - -

17 - - 3 3 3 - - - - -

20 - 3 3 3 4 - - - - -

5 5 - 3 3 4 4 8 8 9 9 -
8 3 3 4 4 9 9 10 10 - -

11 4 4 ) ) 6 10 - - -

14 4 4 5 6 6 - - - - -

17 4 5 5) 6 7 - - - - -

20 5 5 6 6 7 - - - - -

8 8 4 5 ) 6 6 12 12 13 13 14
11 5 6 6 7 8 13 14 14 15 15

14 6 6 7 5 8 14 15 15 16 16

17 6 7 8 8 9 15 15 16 - -

20 7 7 8 9 10 15 16 16 - -

11 11 6 7 8 8 15 16 16 17 18
14 7 8 9 9 10 16 17 18 19 19

17 8 9 10 10 11 17 18 19 20 21

20 9 9 10 11 12 18 19 20 21 21

14 14 8 9 10 11 12 18 19 20 21 22
17 9 10 11 12 13 20 21 22 23 23

20 10 11 12 13 14 21 22 23 24 24

17 17 11 11 12 13 14 22 23 24 25 25
20 12 12 14 14 16 23 24 25 26 27

20 20 13 14 15 16 17 25 26 27 28 29
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Tabelle A.8: Kolmogorov-Smirnov-Verteilung.

Die Tabelle gibt Quantile der Statistiken K7, K fiir den einseitigen Test an.

«

n 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
1.9000 .9500 .9750 .9900 .9950
2 | 6838 7764 .8419 9000 .9293
3 | .5648 .6360 .7076 .7846  .8290
4 | 4927 5652  .6239 .6889  .7342
5| .4470 .5094 5633 .6272 .6685
6 | .4104 4680 5193 .5774 .6166
7 | .3815 4361 4834 5384 .5758
8 | .3583 4096 4543 5065 .5418
9 |.3391 .3875 .4300 .4796 .5133
10 | 3226 .3687 4092 .4566  .4889
11 | 3083 .3524 .3912 4367 4677
12 | 2958 .3382  .3754 .4192  .4490
13 | 2847 .3255 .3614 .4036  .4325
14 | 2748 3142 3489 .3897 4176
15 | .2659 .3040 .3376 .3771  .4042
16 | .2578 2947 3273 .3657  .3920
17 | .2504 .2863 .3180 .3553  .3809
18 | .2436 .2785 3094 .3457  .3706
19 | 2373 2714 3014 .3369 .3612
20 | 2316 .2647 2941 .3287 .3524
21 | 2262 2586 2872 .3210  .3443
22} 2212 .2528 2809 .3139 .3367
23 | .2165 2475 2749 .3073  .3205
24 | 2120 2424 2693 .3010 .3229
25 | .2079 2377 2640 .2952  .3166
26 | .2040 .2332 2591 .2896  .3106
27 | .2003 .2290 2544 2844  .3050
28 | .1968 2250 .2499 .2794 2997
29 | 1935 2212 2457 2747  .2047
30 | 1903 2176 2417 .2702  .2809
31 | 1873 2141 2379 .2660 .2853
32 | 1844 .2108 .2342 .2619  .2809
33 | 1817 2077  .2308 .2580 .2768
34 | 1791 2047 2274 .2543 2798
35 | .1766 .2018 2242 2507  .2690
36 | .1742 1991 2212 .2473 2653
37 | 1719 1965 2183 .2440 .2618
38 | .1697 1939 2154 2409 .2584
39 | 1675 1915 2127 .2379 2552
40 | .1655 .1891 2101 .2349 2521
Approximation fiir n > 40 l\'—/—%"—' 1—\/252 173_;‘3 —1—\/%2 l\'/—ﬁ;?




Anhang B

Wichtige parametrische Tests bei
Normalverteilung und
nichtparametrische Tests

Tests auf p (X —Test)

Gegeben n unabhéngige Stichprobenvariablen X3, ..., X,, ~ N (i, 0?).

(1) o bekannt

Hy H; Entscheidung kritische Werte
gegen H,, falls
B o | >po | X >cp 1= o+ =214
B2 po | H<po| X < e C2 = Ho — =21-a
— — €3 = [0 — “=21-a/2
B=po | 47 o | X < c3oder X > ¢4 VR /
C4 = plo + =21_a2

Dabei ist z, definiert durch ®(z,) = p.

(2) o unbekannt (¢ — Test)

H, H, Entscheidung kritische Werte
gegen H,, falls
B o | s> o X > Cy €1 = Lo + ’;’itnml;l—a
B2 po | p<po | X< Co Co = g — Vé—;tn~1;1—a

— — C3 = g — %tn-l;l—-a/Q
p=po | LF o | X < c3oder X > ¢4

Cq = fg + %tn——l;l—a/iz

165
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tn-1;p ist das p-Quantil der ¢-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden
und § = /L ¥R (X - X)2.

Test auf 02 (x2-Test)

Gegeben: n unabhangige Stichprobenvariablen X, ..., X,, ~ N(u, o?).

(1) p bekannt

Hy H; Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
<o | ?>a [T>c €L = 08Xona
o?>0 | o’ <al [T <c Co = 08X2

o)
C3=00Xn'a2
02=0% |0?# 0% |T <czoder T > ¢y o

—_ r2a,2
Cq4 = UOXn;l—a/2

T = Y7 (Xi—p)? X2, ist das p-Quantil der x?-Verteilung mit n Freiheitsgra-
den.

(2) p unbekannt

H, H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
o°<os | o> [T>q €1 = 05X 1 a
c‘>05 | 0<of [T <c Cy = ngfl_l;a

2 _ 2 2 4 2 € = U‘%X?z—l'aﬂ
oc°=05 | 0°# 05 |T <czoderT > cy ’

e 24,2
Cq = UOXn~1;1—~a/2

T=3r,(X:-X)>2 X%_1, ist das p-Quantil der x-Verteilung
mit n — 1 Freiheitsgraden.
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Test auf Gleichheit zweier Erwartungswerte (t-Test)

Gegeben: n; unabhingige Stichprobenvariablen X, ..., Xn, o~
und ny unabhingige Stichprobenvariablen Yj, ..., Y., ~ N(py, o).

N([,LX,O'%{)

(1) unverbundene Stichproben
Die Variablen X; und Y; sind ebenfalls unabhingig, ox = oy (unbekannt).

H, H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
Bx S py | px>py [ T>c €1 = lny4ny—21—a
bx 2 py | px <py | T <e €2 = ~ln;4ny-21-a
€3 = ~lnytny—21-a/2
Ex=py | px Fpy |T <czoderT > ¢4
Cy = tn1+n2—2;1——a/2
T - X-¥
(n1=1)52 +(ny—1)52 ’
N S

tnitny—2;p it das p-Quantil der t-Verteilung mit (n; + ny — 2) Freiheits-
graden.

(2) verbundene Stichproben
Die Variablen X; und Y; sind abhingig (paarweise an einem Merkmalstriger

erhoben), n; = ny, = n. Die Variablen D; = X; — Y] (¢ =1,..,n) sind
unabhéingig.
Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
Bx Sy | px >py [T >q €1 =lh11-a
Ux = [y px <py | T <co Co = —1ln_ 11-0a
€3 = —ln_1;1-q/2
px =py | px #Fpy |T <czoder T > ¢4 o/
Cq = tn‘l;l——a/Q

T = %\/ﬁ Weiters ist ¢,_;,, das p-Quantil der t-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden und

1zz]



168

Test auf Gleichheit zweier Varianzen (F-Test)

Gegeben: n; unabhingige Stichprobenvariablen Xi,.., X, ~ N(ux, %)
und ny unabhingige Stichprobenvariablen Y3, ..., Yo, ~ N(uy,o%). Die Variablen
X; und Y; sind ebenfalls unabhingig.

Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
ox <ot | 0% >08 |[T>c 1= Fy 1ny-1:1-a
ok >0t | ok <oy |T<c 2= Fy 1ny-1ia

C3 = Fnl—l,ng—l;a/Z
ok =0t | 0k #0} | T <czoderT>¢,

Cq4 = Fnl—l,nz—-l;l—-a/2

[

T= - Weiters ist F;,,_1n,-1, das p-Quantil der F-Verteilung mit
n1 — 1 und ny — 1 Freiheitsgraden.

Test auf Unabhéngigkeit

Gegeben: Paarige, unabhiingige Stichprobenvariablen (X1, Y1), .., (X0, Y,) ~
Bin(u., Hoy, 03‘2() U%” p)-

H, H; Entscheidung | kritische Werte
gegen Hy, falls

p= 0 P # 0 |T|\/in_—.,-22 > c= tn——2;1—a/2

_— Do (X =X)(¥:=Y)

V Z:=1(Xi—j(_)2 Z:;l(yi ~Y)?
tn—2;p ist das p-Quantil der t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden.

Wichtige nichtparametrische Tests

Test auf Quantil @,

(1) Binomialtest
Gegeben n unabhingige Stichprobenvariablen X7, ..., X

n-
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Y;

falls

={(1)

XiSQp

sonst

= falls PX; <Qp)=p,i=1,..,n,ist L Y; ~ Bi(n,p).

H, H; Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls
PSpo|P>po|Y >¢ a=min{t:P(B<c)>1-a}
PZpo |[P<po|Y <o co=maz{$:P(B>c)>1-a}
— — ca=maz{<: P(B>c)>1—a;}
P=po [PF#Do|Y <czoderY > ¢4 n
ca=min{f: P(B<¢)>1-—as}
mit o = a3 + ay

Dabei ist B binomialverteilt Bi(n, p).

(2) Wilcoxons Vorzeichen-Rangtest fiir den Median.

Gegeben n unabhéngige Stichprobenvariablen X,
Verteilung um Median m.

..., Xn mit symmetrischer

Hy H, Entscheidung | kritische Werte
gegen Hy, falls
m<mg|m>mg | Wt > ¢ a1 =min{c: PW* <¢)>1-a}
m>my | m<mg| Wt < ¢ co =maz{c: PW*>¢)>1—-a}
m=mg | m#mo | W¥ <czoder | c3=maz{c: PWF>¢)>1—a/2}
Wt >¢ cg =min{c: PW* <¢)>1-qa/2}

Dabei ist W+ = 37| I r(|D;]) mit I; = 1, wenn D; > 0, sonst 0, und r(|D;])
der Rang von |D;| mit D; = X; — mo.

Test auf Zufilligkeit

Wald-Wolfowitz-Iterationstest.

Gegeben seien n unabhingige Stichprobenvariablen X 1, -y Xn Mit nur zwei Merk-

malsauspragungen.
H, H, Entscheidung | kritische Werte
gegen Hy, falls
Reihenfolge | Reihenfolge R>¢ a=min{c: P(R>c)>1-a/2}
zufillig nicht oder
zufillig R<cy co =maz{c: P(R<¢c)>1-qa/2}
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Dabei ist R die Anzahl von Iterationen, d.h. geschlossenen Gruppen, denen ein
anderes Element oder keines vorsteht, in der Folge der Beobachtungen.

Anpassungstests

(1) x2Test
' Gegeben seien n unabhingige Stichprobenvariablen Xi,..., X, und eine
vollstandig spezifizierte Verteilungsfunktion F.

Hy H,; Entscheidung | kritische Werte
gegen H,, falls
F(z) = Fy(z) Vz F(z) # Fy(x) T >c¢ €= Xi-11-a
fiir mindestens ein x

Dabei ist T = 1% ,(h; — €;)%/e; mit k Klassen der Daten, h; den absoluten
Héufigkeiten und e; den theoretischen, absoluten Haufigkeiten aus Fy. Ist Fy nicht
vollstdndig bestimmt, d.h. nur bis auf r Parameter, die aus den Daten geschétzt
werden, dann sind die kritischen Werte ¢ = x§_,_1.;_,.

(2) Kolmogorov-Smirnov-Test
Gegeben seien n unabhingige Stichprobenvariablen Xj, ..., X,, mit stetiger
Verteilungsfunktion F.

Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls

F(z) < Fo(z) | Flz) > Fo(z) | sup(Fp(z) — Fo(z))>c1 |1 =k,

Yz mindestens ein x
F(z) > Fo(z) | F(z) < Folz) | sup(Fo(z) — Fo(z)) > €3 | o = ki,
Y mindestens ein x

F(z) = Fo(z) | F(z) # Fo(z) | sup|Fa(z) — Fo(z)] > ¢35 | cs = k1w
VYV mindestens ein x
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