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NP-Vollstandigkeit meistern (Wiederholung)

Frage: Angenommen, wir miissen ein NP-vollstindiges Problem I6sen. Wie sollen wir

vorgehen?
Antwort: Die Theorie besagt, dass es unwahrscheinlich ist, einen polynomiellen

Algorithmus zu finden.

Man muss eine der gewiinschten Eigenschaften opfern:

m Lose Problem optimal
— Approximationsalgorithmen, Heuristische Algorithmen

m Lose Problem in Polynomialzeit
— Algorithmen mit exponentieller Laufzeit

m Lose beliebige Instanzen des Problems
— ldentifiziere effizient l16sbare Spezialfille
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Uberblick

Finden von kleinen Vertex Covers

NP-vollstandige Probleme auf Baumen

Knotenfédrben in Intervallgraphen
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Finden von kleinen Vertex Covers
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Vertex Cover (Knoteniiberdeckung)

VERTEX COVER: Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit |V| = n Knoten und eine
ganze Zahl k. Existiert eine Teilmenge von Knoten S C V, sodass |S| < k, und fiir
jede Kante (u,v) € E gilt, dass u € S oder v € S (oder beides)?

k=4

S ={3,6,7,10}

5/30



Finden kleiner Vertex Covers

Frage: Was ist moglich, wenn k klein ist?

Brute-Force. O (knF*1).
m Probiere alle (})=0 (n*) Teilmengen der GroBe k aus.
m Benétigt O(kn) Zeit um zu iiberpriifen, ob eine Teilmenge ein Vertex Cover ist.

Ziel: Beschrianke die exponentielle Abhangigkeit von k.

Beispiel: n = 1000, k = 10.
Brute-Force: kn*t1 = 1034 = undurchfiihrbar.
Besser: 28kn =~ 107 = durchfiihrbar.

Anmerkung: Wenn k eine Konstante ist, dann ist der Algorithmus polynomiell. Wenn k&
eine kleine Konstante ist, dann ist er auch praktikabel.
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Finden kleiner Vertex Covers

Behauptung: Sei (u,v) eine Kante von G. G hat ein Vertex Cover der GroBe < k
genau dann, wenn zumindest einer der Graphen G — {u} und G — {v} ein Vertex
Cover der GroBe < k — 1 hat.

O Losche w und alle inzidenten Kanten.

Beweis: =
m Angenommen G hat ein Vertex Cover S der GroBe < k.
m S enthilt entweder u oder v (oder beide). Angenommen, S enthilt w.
m Dann ist S — {u} ein Vertex Cover von G — {u}.

Beweis: <
m Angenommen S ist ein Vertex Cover von G — {u} der GroBe < k — 1.
m Dannist S U {u} ein Vertex Cover von G. O
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Finden kleiner Vertex Covers

Behauptung: Wenn G ein Vertex Cover der GroBe k hat, dann hat G < k(n — 1)
Kanten.

Beweis: Jeder Knoten iiberdeckt hochstens n — 1 Kanten. O
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Finden kleiner Vertex Covers: Algorithmus

Behauptung: Der folgende Algorithmus bestimmt mit einer Laufzeit in O (2"kn), ob G
ein Vertex Cover der GroBe < k hat.

Vertex-Cover(G,k):
if G enthalt keine Kanten
return true
if G enthdlt > k(n — 1) Kanten
return false
Sei (u,v) eine beliebige Kante von G
a < Vertex-Cover(G — {u}, k—1)
b < Vertex-Cover(G — {v}, k—1)
return a OR b

Beweis:
m Korrektheit folgt aus den zwei vorherigen Behauptungen.

m Es existieren < 25! Knoten im Rekursionsbaum. Jeder Aufruf benstigt O(kn)
Zeit. O
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Finden kleiner Vertex Covers: Rekursionsbaum

c falls k=0
T(n,k) << cn falls k=1 = T(n,k) < 2*ckn
2T(n—1,k—1)+ckn fallsk>1
k—1 k—1
k—2 k—2 k=2 k—2
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Losen NP-vollstandiger Probleme auf Baumen
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Independent Set auf Baumen

Independent Set auf Bdumen: Gegeben sei ein Baum. Finde die groBte Teilmenge von
Knoten, sodass keine zwei Knoten durch eine Kante verbunden werden.

Tatsache: Ein Baum mit zumindest zwei
Knoten hat zumindest zwei Blatter.

O Grad = 1
Beobachtung: Wenn v ein Blatt ist, dann
existiert ein maximales Independent Set,
das v enthalt.

Beweis: (Austauschargument)
m Wir gehen von einem maximalen Independent Set S aus.
m Wenn v € S, dann ist man fertig.
m Wenn v ¢ S und u ¢ S, dann ist S U {v} unabhingig = S ist nicht maximal.
m Wenn v ¢ S und u € S, dann ist S U {v} — {u} unabhangig. O
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Independent Set auf Baumen: Greedy-Algorithmus

Theorem: Der nachfolgende Greedy-Algorithmus findet ein maximales Independent Set
in einem Wald T'= (V, E)
(jede Zusammenhangskomponente des Graphen ist ein Baum).

Independent-Set-In-A-Forest(T):
S0
while T hat zumindest eine Kante
Sei e = (u,v) eine Kante, sodass v ein Blatt ist
Flige v zu S hinzu
Lésche aus V die Knoten uw und v (und alle
zu diesen Knoten inzidenten Kanten)
S+ SuV
return S

Beweis: Korrektheit folgt aus der vorherigen Beobachtung. g

Anmerkung: Kann man in O(n) Zeit implementieren, indem man die Knoten in

Postorder durchmustert.
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Gewichtetes Independent Set auf Baumen

Gewichtetes Independent Set auf Bdumen: Gegeben sei ein Baum und Knotengewichte
wy, > 0. Finde ein Independent Set .S, das ZvGS W, maximiert.

Beobachtung: Wenn (u,v) eine Kante ist, sodass v ein Blatt ist, dann beinhaltet die
Losung entweder u oder sie enthilt alle Blattknoten inzident zu .
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Gewichtetes Independent Set auf Baumen

Losung mit dynamischer Programmierung: Wahle einen Knoten,

z.B. r, als Wurzel aus.

m OPTi,(u) = maximales Gewicht eines Independent Sets des
Unterbaums mit Wurzel u, das u enthalt.

m OPT,,:(u) = maximales Gewicht eines Independent Sets
des Unterbaums mit Wurzel u, das « nicht enthalt.

Formulierung:

OPTin(u) = wy+ ZveNachfolger(u) OPTout(v)
OPTout(u) = > eNachfolger(u) X {OPTin(v), OPTou(v)}

C
N
@ @
O

Nachfolger(u) =
{v,w, z}
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Gewichtetes Independent Set auf Baumen

Formulierung:

OPTIn(u) = Wyt ZUENachfolger(u) OPTOUI‘-(U)
OPTC’U"(U) = ZveNachfolger(u) max {OPTin(U)?OPTOUt(U)}

Erklarung:

m OPT;,(u) addiert das Gewicht von u (u ist enthalten) und die maximalen
Gewichte aller Unterbdume, bei denen die Wurzeln (Nachfolger von ) nicht
enthalten sind. Ware eine Wurzel enthalten, dann ware es kein Independent Set
mehr, da dann diese Wurzel mit u eine Kante gemeinsam hatte.

m OPTout(u) addiert die maximalen Gewichte aller Unterbdume. Bei einem
Unterbaum kann die Wurzel v enthalten sein oder nicht. Zwei Wurzeln zweier
Unterbdume von u kdnnen niemals miteinander verbunden sein.
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Gewichtetes Independent Set auf Baumen: Implementierung

Weighted-Independent-Set-In-A-Tree(T):
Wahle eine Wurzel r aus
foreach Knoten v von T in Postorder
if u ist ein Blatt
Min[u) < wy
Mout[u] < 0
else
Min[u] Wy + ZveNachFolger(u) MOUt[U]

MOUt [u] — ZvENachFolger(u) ma‘X{Min[,U]’ MOU’C[U]}
return max{Min[r], Mout[r]}

O Stellt sicher, dass ein Knoten nach seinen Nachfolgern besucht wird.
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Gewichtetes Independent Set auf Baumen: Dynamische
Programmierung

Theorem: Der Algorithmus auf der vorherigen Folie findet ein
maximal gewichtetes Independent Set in einem Baum mit einer Laufzeit in O(n).

Kann auch das Independent Set (und nicht nur den Wert) finden.

Beweis: Erfordert O(n) Zeit, da wir Knoten in Postorder durchmustern und jede Kante
genau einmal {iberpriifen. O
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Kontext

Independent Set auf Baumen: Dieser strukturierte Spezialfall ist handhabbar, weil wir
einen Knoten finden kénnen, der die Verbindung zwischen den Subproblemen in
verschiedenen Subb3dumen unterbrechen kann.

AL &A]

Graphen mit beschrankter Baumweite (elegante Generalisierung von Baumen):

7
7

N
N

m Erfassen eine reichhaltige Klasse von Graphen, die in der Praxis auftritt.

m Erlauben die Aufteilung in unabhingige Teile.
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Knotenfarben in Intervallgraphen
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Knotenfarbeproblem

Erinnerung 3-COLOR: Gegeben sei ein ungerichteter Graph G. Kann man die Knoten
des Graphen mit den Farben Rot, Gelb und Blau so einfarben, dass benachbarte
Knoten nicht die gleiche Farbe besitzen?

Ja-Instanz %0



Knotenfarbeproblem

Erinnerung 3-COLOR: Gegeben sei ein ungerichteter Graph G. Kann man die Knoten
des Graphen mit den Farben Rot, Gelb und Blau so einfarben, dass benachbarte
Knoten nicht die gleiche Farbe besitzen?

k-CoOLOR: Gegeben sei ein ungerichteter Graph G. Kann man die Knoten des Graphen
mit k& > 3 Farben so einfirben, dass benachbarte Knoten nicht die gleiche Farbe
besitzen?

k-CoOLOR ist NP-vollstandig fiir k > 3

Als Optimierungsproblem:

OpT-COLOR: Gegeben sei ein ungerichteter Graph G. Farbe die Knoten des Graphen
mit einer minimalen Anzahl Farben so, dass benachbarte Knoten nicht die gleiche
Farbe besitzen.

Ziel: Betrachte effizient I16sbaren Spezialfall Intervallgraphen
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Intervallgraphen

Definition: Intervallgraphen sind Graphen, die sich wie folgt als Schnittgraph von
Intervallen in R repradsentieren lassen:

m ungerichteter Graph G = (V, E)
m Intervallmenge Z ={[, CR|v eV}
m Kante (u,v) e E < I,NI, #0

Beispiel:
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Intervallgraphen

Definition: Intervallgraphen sind Graphen, die sich wie folgt als Schnittgraph von
Intervallen in R repradsentieren lassen:

m ungerichteter Graph G = (V, E)
m Intervallmenge Z ={[, CR|v eV}
m Kante (u,v) e E < I,NI, #0

Beispiel:
G ——
F——
Cr—— Dr— Er——

B} |
Ar——
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Farben von Intervallgraphen

v

Farben mit einer Farbe:

m dquivalent zu Maximum Independent Set
m quivalent zu Interval Scheduling (Kap. Greedy-Algorithmen)
m Greedy-Algorithmus EDF (earliest deadline first)?
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Farben von Intervallgraphen: Untere Schranke

v

Beobachtungen:

m Liegt ein Punkt x € R in k Intervallen, braucht man mindestens k£ Farben

m Fiir Tiefe d := max,er{|{ € Z | x € I}|} gilt Farbung von G benétigt > d
Farben

Frage: Geht es auch immer mit d Farben?
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Farben von Intervallgraphen: Algorithmus

Interval-Coloring(Z):
Sortiere Intervallgrenzen aufsteigend in Liste L
COlmax < 0
Initialisiere leere Queue @
foreach Punkt a von L
if a ist ein Startpunkt
if @ ist leer
farbe I = [a,b] mit Farbe colmax
COlmax ¢ COlmax + 1
else
entferne ¢ = Q.head und férbe I = [a,b] mit Farbe c
else //a ist ein Endpunkt
fuge Farbe von I = [b,a] in @ ein
return Farbung von Z und Anzahl colpax
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Farben von Intervallgraphen: Algorithmus

Interval-Coloring(Z):
Sortiere Intervallgrenzen aufsteigend in Liste L
COlmax < 0
Initialisiere leere Queue @
foreach Punkt a von L
if a ist ein Startpunkt
if @ ist leer
farbe I = [a,b] mit Farbe colmax
COlmax ¢ COlmax + 1
else
entferne ¢ = Q.head und féarbe I =[a,b] mit Farbe ¢
else //a ist ein Endpunkt
fuge Farbe von I = [b,a] in @ ein
return Farbung von Z und Anzahl colpax
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Farben von Intervallgraphen: Analyse

Theorem: Der Algorithmus Interval-Coloring berechnet eine minimale Farbung
einer Intervallmenge 7 und des zugehdrigen Intervallgraphen G mit n Knoten in
O(nlogn) Zeit.

Beweis:

Q@ enthalt zu jedem Zeitpunkt nur “freie” Farben
Wenn keine Farbe frei ist, wird eine neue Farbe gewahlt

Am Ende jedes Intervalls wird dessen Farbe wieder freigegeben

Farbung giiltig, da iiberlappende Intervalle verschiedene Farben erhalten, also
mindestens d
m Es werden genau d Farben O,...,d — 1 verwendet:

- sonst waren zum Zeitpunkt der ersten Wahl der Farbe d die Queue @ leer und damit
die Tiefe d + 1 — Widerspruch

Farbung selbst erfolgt in Zeit O(n), wird allerdings dominiert durch Sortierung der
Intervallgrenzen in O(nlogn) Zeit O
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