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1 Einleitung

Ich iibernehme keine Garantie auf Richtigkeit und Vollstindigkeit // Ich auch ned! :P :*

2 Deskriptive und explorative Statistik

Die Deskriptive Statistik beschaftigt sich mit der tabellarischen und grafischen Auf-
bereitung von Daten sowie mit iherer zahlenmifigen Beschreibung. (z.B: Berechnung
von Kenngrofen) Verwendet keine Modelle.

Explorative Datenanalye (EDA) -> unbekannte Strukturen und Zusammehénge in den
Daten aufdecken.

Erster Schritt: Erhebung der Daten entweder durch

e Experimente (statistische Einheit: Versuchseinheit
e Beobachtungsstudien (statistische Einheit: Beobachtungseinheit)

Experimentalstudien sind zu bevorzugen, weil kausale Zusammenhinge feststellbar
sind. (Experimentalstudien sind aber nicht immer méglich)

s Statistischen Einheiten, iiber die Aussagen getroffen werden sollen -> Grundgesamt-
heit (prazise Definition wichtig)
Reprisentative Teilauswahl aus der Grundgesamtheit -> Stichprobe (Auswahl zufal-
lig)
N iiber n Auswahlmdglichkeiten fiir Stichprobe. Ziehen mit (einfacher) und Ziehen
ohne Zuriicklegen méglich. Die interessierenden Grofen -> Merkmale oder Varia-
blen. Werte die ein Merkmal annehmen kann -> Merkmalauspragungen Merkmal
ist eine Abbildung. Es gibt folgende Messskalen: /i ' reu

e Nominalskalen: reine Klassifikationen, keine weitere Relation bsp: Geschlecht
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e Ordinalskalen: Rangmerkmale bsp: Priifungsnoten
o Intervallskalen: reelle Zahlen (oder Vektoren) ohne Nullpunkt bsp: Zeiteinteilung

e Verhiltnisskalen: Intervallskalen mit Nullpunkt bsp: Geschwindigkeit

Mo | A RES v ehvact 3500 A LA

Ausgangspunkt: Rohdaten -> in Datenmatrix Zul- 3 e ‘ \ ; ;
o univariaten Daten: 1 beobachtete Ausprigung (p = 1) =
e multivariaten Daten: mehrere beobachtete Ausprigungen (z.B: p = 6)

Man unterscheidet aukerdem zwischen diskreten und stetigen Merkmalen.

2.1 Diskrete univariate Merkmale

Erfolgt durch Bestimmung von Hiufigkeiten und einer Visualisierung. Merkmal was
Werte 1 < 2 < .. annehmen kann, wird n Mal beobachtet. Absolute Haufigkeit mit
der zi beobachtet wird, wird mit ni bezeichnet. Der grokte beobachtete Merkmalswert
ist zk.

Relativen Haufigkeiten: fi = ni/n

2.1.1 Kreisdiagramm

Gesamtwinkel wird entsprechend den absoluten oder relativen Haufigkeiten aufgeteilt.

Verteilung der weltweiten Erdéireserven im Jahr 2004
(10 erdolreichste Lander)

Kanada

Nigeria

Libyen

Russland

2.1.2 Balkendiagramm

Grafische Darstellung der absoluten (oder relativen) Haufigkeiten mit senkrechten Bal-
ken.



Haufigkelten

2 3 4

Haushaltsgroe 1900

2.1.3 Mosaikplot
multivariat, schnell uniibersichtlich

1910s50s  1980s 19708 19805 1990s 20008

2.1.4 Pareto-Diagramm

wird auch 80/20 Regel genannt. Ahnlich Balkendiagramm. Wird haufig im Qualitsits-
management verwendet.



. v\ Q ;-& t
X Wity
Gritnde filr Verspatung ; \ B | T \
o2z e o 1A a1 i dﬂ"‘ ooy W oehda
w12 0%
Rt b))
. : - N < 2 A\ N N 44
ure 0%
1z o [
008 s0% LN T ) PR | o @ .
¢ CTeE te ndp )
840 1 50% ] .
| W\ 1 | }
oz | o SWAX Jf.v‘ak;
504 0%
as 0% SETN
A ko N R
b i ¥ ol & . g";.\(\\g 0\ ;g o A e Y
= e steice o - it valael
e o - e et vk Q (5(?;;@’\{ }‘\_l\ !;{‘,ﬁ‘-‘i_‘ Nl

t“ = ‘;l\ ¢ A ‘ > \ Bk, \\‘(n\{)‘ ( A LA

2.2 Stetige univariate Merkmale

Ordnungsstatistiken: erster Schritt in Aufbereitung Sortierung nach Grofe. Sind
alle Werte verschieden -> Nummer i in der Anordnung = Rangzahl. Sind Beobach-
tungen identisch spricht man von einer Bindung und teilt allen Werten eine mittlere
Rangzahl zu. Wird jede Beobachtung durch ihre Rangzahl ersetzt, spricht man von
der Rangtransformation. (verzichtet auf einen Teil - metrische Informationen - der In-
formationen)

Rangtransformation spielen grofe Rolle in nichtparametrischen Statistik.

2.2.1 Empirische Verteilungsfunktion

Eine Funktion von grundlegender Bedeutung, die die Anzahl der Beobachtungen < z
zahlt und duf{ch die Gesamtzahl dividiert.
o) — = i;q T i)

Dabei bezeichnet I die Indikatorfunktion, welche 1 ist falls x in A und 0 wenn nicht.

Die empirische Verteilungsfunktion ist also eine Treppenfunktion mit Spriingen an den
Stellen z(i) der Hohe 1/n Giiltig sind bei Spriingen jeweils nur die oberen Punkte.

at

2.2.2 Stem- and Leaf-Plot

bei kleineren Datensitzen. Vorderen Dezimalstellen = Stmm, hinteren die Blatter.

2.2.3 Klassierung 5 e A =
Bei grokeren Stichproben Klassenbildung sinnvoll. Nicht eindeutig festgelegt, darauf
zu achten, dass der gesamte Wertebereich iiberdeckt wird und jede Beobachtung ein-
deutig zuordbar.

Klassierung mit fquidistanten (abstandsgleich) Klassenbreiten zu bevorzugen. Spann-
weite dividiert durch /n oder 20 fiir groRere Anzahl an Beobachtungen. Eine andere
gangige Regel ist die Surges Rule.
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2.2.4 Histogramm

grafische Darstellung relativer Hiufigkeitsverteilung, basierend auf einer Klassierung
der Daten. Man sollte sich an das Prinzip der Flichentreue halten, bei welchem
die Summe der Rechtecksflichen genau Eins betragt. Hohe = relative Haufigkeit durch
Breite der Klasse. Beachte: Nicht zu grofie, nicht zu kleine Klassen. f(x) ist eine Dichte.
(Dichte histogramm) Die Rechtecksfliche représentiert die relative Haufigkeit und die
Hohe reprisentiert die Dichte.

03 04
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Relative Haufigkeitsdichte
0.2

0.1

0.0

-

2.2.5 Kernschdtzung

Nehme keine feste Klasseneinteilung, sondern jedem zi quasi ein eigenes Fenster, durch
welches man auf einen Teil der Daten blickt. ->Konzept der Kerndichteschitzung
Durch Uberlagerung aus den einzelnen Beobachtungen werden Kernfunktionen auf-
gebaut. (Jede Beobachtung = 1 Kern) Kernfunktion = symmetrische Funktion um
Null, deren Fléche Eins ist. Kerndichteschitzung = stetige, glatte Funktion (Im Ge-
gensatz dazu Histogramme stufig) Gebréuchliche Kernfunktionen (Rechteck, Dreieck,
Normal) Vorteile: glatt, stetig, Brauchen keine Klasseneinteilung, realistischer. Eine
Bandbreite muss gewahlt werden, diese bestimmt Glattheit. Je grofer, desto tréger
reagiert die Schatzung auf die Beobachtungen. Kritischer als die Wahl der Kernfunk-
tion.
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2.2.6 Quantile (KenngroBe der Lage)

Im wesentlichen Inverse zur emp. Verteilungsfunktion. Grob ein Wert der den Daten-
satz im Verhéltnis p: (1-p) teilt. Wichtige Quantile: Median und Quartile.

A
¢ F (N Z
e Typ-1 Quantile: verallgemeinrten Inversen der emp. Verteilungsfkt. X p’ M "?k" - 'g.a{' 3 # ﬁ

e Typ-2 wie Typl allerdings bei Unstetigkeiten gemittelt, d.h auch Werte in der
Mitte zw. Datenpunkten méglich

e Typ-4: lineare Interpolation der emp. Verteilungsfkt. Somit alle Werte zugelassen

e Typ-7: Ahnlich Typ 4, allerdings wird Intervall [0,1] in n.-1 Teilintervalle unterteil < % M\;!M& 0'h-8 sanil
Wichtige Quantile: Ky =y 00 o= wes WL
e Median: das 50 Prozent Quantil. Teilt den Datensatz in zwei gleich grofe Halften.
¢ Quartile: teilen den Datensatz in vier gleich groe Stiicke.

e Hinges: untere Hinge ist der Median der ersten Hilfte, der obere Hinge der Medi-
an der zweiten Halfte. Bei ungerader Anzahl z3hlt der Median zu beiden Halften.
227 QQ-Plot  ( Quanlen=Euaditon = PLAN

ist eine Art Streudiagramm zum Vergleich zweier Datensitze. Bei unterschiedlich
groken Stichproben -> Reduzierung.
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Normal Q-Q Plot with exponential data

Random exponential data quentiles

2.2.8 Boxplot

Graf. Darstellung eines Datensatzes auf Basis der Quartile. Somit mehrere Datensatze
leicht vergleichbar. Box = Rechteck vom 1 zum 3 Quartil. Linie = Median. Fences
= Einzeunungen’-Whiskers; Linien vom Rand der Box bis zu Fences. Aufreiser extra

eingezeichnet.
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2.3 Kennzahlen

Neben graf. Aufbereitung, Berechnung von Stichprobenparametern wichtige Ergén-
zung. Wichtig ist die Robustheit der Kennzahlen. Es gibt Kennzahlen der Lage, der
Streuung und der Verteilungsform

10
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2.3.1 Mittelwert:

das Arithmetische Mittel. Bezeichnet als Z. Minimumseigenschaft: Mittelwert gibt . .. tndecom
immer eine minimalere Abweichung als eine beliebige Zahl c. s
Gewichteter Mittelwert: Gewichtet nach Zahl der Beobachtungen. Bei Klassen berech- ey
net man den Mittelwert als gewichtetes Mittel der Klassenmitten. Je nach Verteilung | o/ineiishee,
innerhalb der Klassen kann dieser vom tatsachlichen Mittelwert abweichen. Geometri- !
sches Mittel: n-te Wurzel des Produkts.
Harmonischer Mittelwert. N durch Summe der-Wasgeln. Bei Werten mit vielen Aus-
reiffern -> getrimmt&s Mittel, da Mittelwert sehr sensibel. Median am robustesten.
-gﬁ- leletnsier wed %(aﬁ\-ﬂ %\‘A\Mr w%w\é“i:g%\:‘% {Q&%
2.3.2 Bruchpunkt: >

Robustheit in Bezug auf Ausreifer ldsst sich durch seinen Bruchpunkt bemessen. =
kleinsten Anteil der Datenwerte, den man ersetzen miisste, um den Schatzwert beliebig
zu verdndern. e an bﬁ } 500 NiWd ek @f a0

2.3.3 Median:
Teilt Datensatz in zwei Halften. Bruchpunkt ca. 50 Prozent. Erfiillt ebenfalls Mini-
mumseigenschaft M. &3 S jo =K ) ea§ W) -e i foe € fm
2.3.4 Varianz:

Kennzahlen fiir die Charakterisierung des Streuungsverhaltens einer Verteilung. S? :
Summe der quadratischen Abweichungen der Daten von ihrem Mittelwert.
Standardabweichung ist die Wurzel aus der Varianz.

S@i-m)? 4

n—1;2

i
Verwendet man keine Stichprobe, sonder eine Gesamtpopulation verwendet man =
statt :
n—1

Verschiebungssatz: Die Varianz lisst sich mittels des Verschiebungssatzes auch so

berechnen: % -
(.5, %) J

et o B

Diese Darstellung ist zu bevorzugen, da sxch haufig auftretende Rundungsfehler hier
weniger stark auswirken.

2.3.5 MAD:  fean  akglol  dgwindn

Verwende Median um folgende Absténde zu bilden: |z1 — Median|, |t2 — Median|, ...
Mittelwert dieser Abstinde, genannt mittlere absolute Abweichung ist ein Streuungs-
mak. Nicht sonderlich Robust, allerd'mgs Robuster als Varianz. Alternativ MedMed
(Statt Mittelwert, Median)
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2.3.6 Modalwert:(Modus)

Nicht immer eindeutig. Bezugspunkt bei der Beurteilung der Form einer Verteilung.
Merkmalsausprigung mit hochster Dichte. (hdchster Beobachtungshaufigkeit). Be-
trachtet oft Histogramme. Manchmal auch multimodal.

2.3.7 Momente:

Fiir einen Datensatz z1, 22, .., zn ist das (empirische) Moment der Ordnung r um den
Nullpunkt definiert durch: A A
o 0 VSOAE) | M ~

1o

" S ot

m, = — E T
n =1

Kurz nennt man m’ einfach das r-te Moment der Daten. Bildet man die Momente
um den Mittelwert, bekommt man die zentralen Momente. Varianz ein Moment zwei-
ter Ordnung, Mittelwert ein Moment 1.Ordnung.

2.3.8 Schiefe: (ever NeAR\war)

Kann auch negativ sein. Um die Schiefe zu charakterisieren, kann man sich der Mo-
mente der Ordnung 3 und 2 bedienen. Oder berechne durch Quartile.

91:Q3—2Q2+Q1 |, —
Qs — @1 YA L2
™,
7
gl > 0 = linksteil /rechtsschief
gl = 0 symmentrisch
gl < 0 rechtsteil /linksschief
2.3.9 Kurtosis el aha 0

Immer positiv. Ziehe Momente der Ordnung 2 und 4 heran.  #

2.4 Mehrdimensionale Daten Ms}i‘x&%%m

Messung fiir mehrere Merkmale. Lassen sich in Form einer Datenmatrix zusammen-

fassen. (Datenframes)

Scatterplots: Im Fall von zwei Merkmalen kann man die Beoba.chtungspaare als
Punkte interpretieren und als Scatterplot darstellen. Durch Uberladen der Punkte
(Farbe, GriRe, ec.) konnen weitere Merkmale reprasentiert werden. Konzept der Kern-
dichteschitzung ldsst sich auf den Fall mehrdimensionaler Beobachtungen erweitern. aW
Der einfachste multivariate Kernschiitzer basiert auf dem Produktkern.
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2.4.1 Korrelation : iow

Maf fiir Zusammenhang. => Korrelationskoeffizient misst den Grad der linearen As-
soziation zwischen zwei Merkmalen. Betrachte Abstéinde vom Mittelwert der beiden
Datensétze und bilde Produkte.
Gibt es eine positive Assoziation, werden diese Produkte grofteils positive sein. (Da
y-Werte die grofer als ihr Durchschnitt sein, meist mit x Werten, die grofer als ihr
Durchschnitt sind, auftreten. Im Falle einer negativen Assoziation werden die Produk-
te grofteils negativ sein. Der Korrelationskoeffizient ist nun der Durchschnitt dieser
Produkge. Lasst sich auch so berechnen:
Ty = — \ & (

825y
Der Absolutwert von r sagt etwas iiber die Starke der Assoziation. Fiir|r|= 1 liegen
alle Punkte exakt auf einer Geraden. Spearmnsche Rangkorrelation. Robustes Korre-
lationsmaf, wegen Verzicht auf metrische Information und alleinige Verwendung der

Range. 4

2.4.2 Kleinste Quadrate

Gerade die unter allen moglichen Geraden eine bestimmte Optimalitatseigeschaft auf-
weist. Es wird eine Kurve gesucht die moglichst nah an den Datenpunkten verlduft.
Die Methode der kleinsten Quadrate besteht dann darin, die Kurvenparameter so
zu bestimmen, dass die Summe der quadratischen Abweichungen der Kurve von den

Punkten minimiert wird. o - C'“’ A (Wasle ~&

mw&r’“}l‘ - C‘W"*& ‘

= - hb
Prinzip: Kleinste Quadrate vedafe dech  TMpH e &

1)

373

3 Wahrscheinlichkeit
3.1 Gesetz der groRen Zahlen

Man z8hlt, wie oft ein bestimmtes Ereignis A bei wiederholter Durchfiihrung eines Zu-
fallsexperiments eingetreten ist. N Wiederholungen eines Zufallsexperiments -> frag-
liches Ereignis tritt H,,(A)-mal auf (H3ufigkeit) so erhilt man den Eindruck, dass sich
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die relative Haufigkeit h,, := H,(A)/n von A einem Grenzwert nihert. Dieser Grenz-

wert P(Ai wird als Wahrscheinlichkeit betrachtet.

Die frequentistische Interpretation von Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dass ein (sta-

tistisches) Experiment unter identischen Bedingungen beliebig oft wiederholbar ist.
(":\940 by (R = o

3.2 Merkmalraum:

moglichen Ergebnisse von statistischen Experimenten lassen sich in einer Grundmenge
zusammenfassen. Menge aller méglichen Versuchsausginge = Merkmalraum.

Q = {w|wmoeglicher Versuchsausgang }

Dieser kann endlich, unendlich (abzéhlbar unendlich, iiberabzéhlbar), ein, mehrdimen-
sional etc. sein.

3.3 Ereignisse:

Eine Teilmenge A C  nennt man Ereignis. Gilt fiir einen Versuchsausgang w € )
so sagt man, dass A eingetreten ist. Alle Ereignisse werden in einem Ereignissystem
zusammengefasst.

3.4 Ereignissysteme:

haben algebraische Struktur (o-Algebra) um auch komplexere Ereignisse betrachten
zu konnen. Folgende Eigenschaften miissen erfiillt werden:

1. © € A (Merkmalraum selbst ist ein Ereignis
2. A ist abgeschlossen unter Komplementbildung
3. .A ist abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen

Die leere Menge ist ebenfalls in A und A ist auch abgeschlossen gegeniiber abzihlbaren
Durchschnitten. Das Paar 2 und A nennt man auch Messraum. Ist der Merkmalraum
endlich oder abzahltbar unendlich, wihlt man als Ereignissystem stets die Potenz-
menge. — PR 1A

e

>

3.5 Borelmengen

Fiir tiberabzéihlbare Merkmalrdume ist die Potenzmenge zu umfangreich. Um eine o-
Algebra zu erhalten erzeugt man die kleinste o-Algebra, die alle Elemente umfasst. ->
Borel o-Algebra, welche eine echte Teilmenge der Potenzmenge ist. (Alle Teilmengen
von R, die man sich vorstellen kann -> Borelmengen. Analog lisst sich die Borel o-
Algebra auch fiir den mehrdimensionalen Fall definieren.

3.6 WahrscheinlichkeitsmaRe

Eine Abbildung P ::4 — R heift ein Wahrscheinlichkeitsma® wenn sie folgende Eigen-
schaften erfiillt:
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2. P(2) =1 / //? :

3. Wahrscheinlichkeit fiir die Summe der Ereignisse ist die selbe wie die Summe der
Einzelwahrscheinlichkeiten (o - Additivitét | \
m

Auf Basis dieser Definition lsst sich der Messraum zu einem Wahrscheinlichkeitsrau
(2, A, P) erweitern. :
Die obigen Axiome haben eine Reihe von Konsequenzen. '3'“ ek,

o P(()) = 0 (leere Menge ist das unmégliche Ereignis) : e
e P() =1 (das sichere Ereignis) ¢ (,k ue) ® ?( 15T ¢ €$> = ?(‘L‘ B @:‘\L/
e P(A°)=1-P(4)
e AC B=> P(A) < P(B)
Chancen(Odds): Quotient aus der Wahrscheinlichkeit und der Gegenwahrscheinlich-

&

i

keit A - PR
LTk A - f(A

3.7 Endliche W-Rdume:

Ein W Raum heift endlich, wenn der Merkmalraum (2 eine endliche Menge ist. Die
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A ergibt sich dann durch Addition der
Einzelwahrscheinlichkeiten.

Wenn die Elementarereignisse alle gleich wahrscheinlich sind nennt man das Experi-
ment Laplace-Experiment. Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A ist
dann gegeben durch

= Anzahl der Elemente von A
" Anzahl der Elemente von §)

P(4)

(glinstige durch mogliche Fille)

3.7.1 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

lisst sich anwenden, wenn der Merkmalraum als geometrisches Objekt und Ereignisse
als Teilbereiche dieses Objekts interpretiert werden kénnen, deren Wahrscheinlichkeit
proportional zur Grofe des Teilbereichs ist.

Groessevon A

e Groesse von 2

3.8 Additionstheorem (- vk Tddwsien / 5 ;‘\‘g°""‘\\

Addiere die Einzelwahrscheinlichkeiten, ziehe paarweise Durchschnitte ab und zéhle
dreifach Durchschnitte dazu usw. Betrachtet man die Teilsummen ergeben sich wech-
selweise Abschitzungen nach oben und unten. Die Sg.ste,-d-tese-r- Abschatzungen nennt

15

St b)) + 2t Bk~ ok

H‘lz

Plhi v by v -0 M5 S~



man Boole‘sche Ungleichung.

P(G}als £ P

i=14, i=1

3.9 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Die Kenntnis, dass ein Ereignis B eingetreten ist, kann informativ fiir das (mdgliche)
Eintreten von A sein und die Eintrittswahrscheinlichkeit &ndern.

Man schreibt P(A|B) (A wenn B eingetreten ist) und spricht von der bedingten Wahr-
scheinlichkeit. Wenn B eingetreten ist, sind nur noch diejenigen Versuchsausgginge re-
levant, die auch in B liegen.

P(AB) = izf(%)}i)

Bedingte Wahrscheinlichkeiten erfiillen alle Eigenschaften eines W-Mafes.

3.10 Multiplikationstheorem

Multipliziert man in der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit beide Seiten mit
P(B) so ergibt sich:

P(AHB) = P(A|B)P(B)

Vertauschen von A und B ergibt:

P(AHB) = P(B|A)P(A)

Eine Aussage dieser Art nennt man Multiplikationstheorem.

P (ri Ai) = P(A1)P(A2] A1) P(A3| A1 As)...P(An| Ay Ag... An_1)

Vorteil: komplizierte Probleme in mehrere einfachere Teilprobleme zerlegt.

3.11 Vollstindige Wahrscheinlichkeit (totale Wahrscheinlichkeit )

Erméglicht Wahrscheinlichkeiten von komplizierten Ereignissen aus Wahrscheinlich-
keiten von einfacheren Ereignissen zusammenzusetzen. Grundlegend ist dabei die Zer-
legung des Merkmalraume in paarweise disjunkte Ereignisse C;,Cs, ... € A (also eine
héchstens abzihlbare Partition von Q)

= .Q Gi IR Gn C’ 1”

Berechne Wsl. von A in allen Teilbereichen des Merkmalraums und summiere diese
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(A) = EP(AIC'Z)P(C%)

=1

3.12 Bayes‘sche Formel

Hat man eine Partition C,C5,.. des Merkmalraums und kennt fiir ein Ereignis A
die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|C;) -> wie berechne inverse bedmgte Wl

P(C;|A). -> Bay‘sche Formel: i YCC‘\ )‘) — f(c‘ a hA) % V(Aﬂ () .
p(CA) = _PHAICIP(C) - T (G}
g 5 P(AIC))P(C)

Ergibt sich aus dem Multiplikationssatz

3.12.1 Odds-Form der Bay‘schen Formel

einer Hypothese H ist das Verhaltnis der Wahrscheinlichkeit von A bedingt durch H
und bedingt durch H¢. Um die A posteriori-Odds zu erhalten, muss man also nur die
A-priori-Odds mit den Likelyhood Quotienten multiplizieren.

P(H|A P(H) P(A|HN
P(HCIA)*P(HC) P(A|He\

3.13 Unabhdngigkeit:

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) ist nicht gleich der unbedingten Wahrschein-
lichkeit P(A). Wenn bekannt ist, dass B eingetreten ist, verindert sich in der Regel
die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt von A. Gilt allerdings P(A|B) = P(A), so hat
der Eintritt von B keinen Einfluss, in diesem Fall sagt man, dass A und B unabhéngig
sind. Zwei Ereignisse sind unabhéngig wenn

P(AB) = P(A)P(B)

— Sind A und B ua., so sind auch die Kombinationen mit den Komplementen ua.
Unabhéngigkeit von drei Ereignissen ist gegeben wenn:

P(ABQ) = P(A)P(B)P(O)

P(AB) = P(A)P(B)

P(AC) = P(A)P(C)

P(CB) = P(C)P(B)

Gelten nur die letzten drei Gleichungen, nennt man die Ereignisse paarweise unab-
héngig.

Unahéngigkeit |= Disjunktheit

Nur Ereignisse, die etwas gemeinsam haben kdnnen auch unabhingig sein!

1%




3.14 Mehrstufige Experimente

Bedingte Wahrscheinlichkeiten kommen auf natiirliche Weise ins Spiel. Ablauf lisst
sich durch einen Wahrscheinlichkeitsbaum représentieren. Die Wahrscheinlichkei-
ten berechnet man dann mit dem Satz von der vollsténdigen Wahrscheinlichkeit. Einen
geeigneten Merkmalraum erhdlt man durch das karthesische Produkt aller Merkmal-
rdume aller n Stufen. Um die oft komplexen W-Riume dieser Art zu vereinfachen,
ist oft die Annahme gerechtfertigt, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten nur vom
vorherigen Zustand abhingen.

4 Stochastische GréBen und Verteilungen

Modellierung eines Zufallsexperiments mittels W-Raum ist nicht immer notwendig.
Mathematisch betrachtet handelt es sich um eine Abbildung von © nach R. Eine Ab-
bildung dieser Art nennt man eine stochastische Groke (sG), die jedem w € (2 eine
reelle Zahl X (w) = z zuordnet. Der Wertebereich (oder Merkmalraum) von X wird
mit M, bezeichnet.

M, = (z]z = X(w),w € Q)
X bezeichnet die sG (d.h. Die Abbildung) und z eine Realisation der sG (d.h. Ein

konkreter Funktionswert) Eine Abbildunggist messbar, wenn das Urbild jeder Borel-
menge B € B ein Element von A ist.

Verteilung von X: Ist X eine sG und A ein Ereignis in R, so ist das Urbild X —.1: ein

Ereignis in €. s

P, nennt man die Verteilung von X.

Neben punktfdrmigen Ereignissen spielen vor allem Ereignisse der Form A = (a,b] eine
grofe Rolle.

P(A4) := P(X € A) = P(X~(4))

Fiir punktférmige Ereignisse gilt:

P(z)=P(X =z)=P(X <z)-P(X <z)

Fiir Intervalle gilt:

Px(a,b) = Pla< X <b)=P(X <b)— P(X <a)

4.1 Verteilungsfunktion

Die VF Fy einer sG X ist definiert durch: Fx(z):= P(X <z),z €R
und hat folgende Eigenschaften:

L0<F(z)<1
2. F ist monoton wachsend d.h. aus x < y folgt F(z) < F(y)

3. lim F(z)=0und lim F(z)=1
——00 x—r00
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4. F ist rechtsstetig, d.h. bei Unstetigkeit gilt immer der obere Punkt

Sei X eine sG mit Verteilungsfunktion Fy, dann gilt fiir a < b:
P(a < X< b) = Fx(b) —Fx(a)

P(X =) = F(z) — F(z—) (linksseitiger Grenzwert

Dieser Wert entspricht der Hohe des Sprungs

e ¥ i

4.1.1 Inverse

Vielfach ben&tigt man die Umkehrfunktion einer VF F. Da aber eine VF nicht notwen-
digerweise streng monoton wiéchst, muss man die Definition der Inversen modifizieren.
Ist ' streng monoton wachsend, entspricht #~! der Umkehrfunktion von F.

Quantilenfunktion: z,, = F~(p) fiir p € (0,1) dabei ist F~! die (verallgemeinerte)
Inverse von F. Allgemein nennt man fiir ein festes p den Wert z, das p-Quantil von
F. Die Quantilenfunktion geht aus F, durch Spiegelung an der 1. Mediane hervor.

4.2 Diskrete Verteilung

Eine sG hat eine diskrete Verteilung, wenn ihr Merkmalraum aus einer endlichen
oder abzdhlbaren Menge von Punkten besteht. (Punktwahrscheinlichkeiten) Die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Teilmenge B wird wie folgt berechnet:

P(XeB)= ;Bpm(l')

Die Verteilungsfunktion einer diskreten sG ist eine Treppenfunktion mit Spriingen der
Hohe der Wahrscheinlichkeiten py (z) an den Stellen z. Die Verteilungsfunktion be-
rechnet sich aus allen Punktwahrscheinlichkeiten:

Fx(z)=P(X <z)= Y px(z;)

Tisa
4.3 Stetige Verteilung

Eine stochastische Grofe X hat eine stetige Verteilung wenn die Verteilungsfunktion
eine stetige Funktion auf R ist. Punktwahrscheinlichkeiten sind bei stetigen Verteilun-
gen gleich 0.

Die meisten stetigen Funktionen sind absolut stetig, d.h. Es gibt eine Funktion fz
sodass:

Fx(@)=P(X<z)= [ fx(t)dt

Eine Funktion mit dieser Eigenschaft nennt man Dichtefunktion von X.

2 T fr(®)di=1

Die Menge Sx aller Punkte mit f(z) > 0 nennt man Trager von X. (Die Punkte wo
die Dichte echt positiv ist) Um die Wahrscheinlichkeit eines Intervalls zu erhalten muss
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man von Punkt a bis b integrieren.

Pla<X <b)= fbfx(t)dt

a

4.4 Gemischte Verteilungen

In vielen Situationen sind Verteilung weder (rein) diskret noch (rein) stetig. (Keine
Treppenfunktion, aber auch nicht iiberall stetig.) => gemischte Verteilung

F(z) = aF4(z) + (1 — a)Fy(z)

Allgemeiner: Verteilungsfkt. F = Mischung von m(m > 2) Verteilungen wobei mind.
eine diskret und eine stetig ist.

Merkmalraum einer gemischten Verteilung:

M="2l 22 =kill<ab>

wobei (a,b) ein Intervall ist. Die diskreten Punkte zi haben positive Wahrscheinlich-
keiten und es gibt eine Dichte mit Tréger (a,b) sodass:

hoE

A 1p(z:,;)—!—fbf*(:zv)d:c=1

(f* keine vollstindige Dichte) Wichtige Anwendung von gemischten Verteilungen: Be-
rechnung von Lebensdauern, wenn Beobachtungen unvollstandig sind.

-
Il

4.5 Transformationen

Manchmal interessiert man sich fiir eine Transformation ¥ = g(X), wobei g eine
Funktion von R nach R ist. Da Y dann wieder eine sG ist, stellt sich die Frage nach
ihrer Verteilung

4.5.1 Transformationen diskreter sGn

Ist g eine umkehrbar eindeutige Funktion lasst sich die W-Funktion von Y wie folgt
bestimmen:

pxie@) g - f(1ey)e P3O0 ( (=3 W =, (67O

4.5.2 Transformationen stetiger sGn

Die Verteilungsfunktion von Y = g(z) lasst sich mittels der Methode der Vertei-
lungsfunktion bestimmen.

Die Verteilungsfunktion von Y lisst sich durch die Verteilungsfunktion von X aus-
driicken.

Falls die Funktion g umkehrbar eindeutig ist, kann die Dichte von Y = ¢g(X) mit Hilfe
des folgenden Satzes auch direkt bestimmt werden.

20



4.5.3 Transformationssatz fiir Dichten

X sei eine stetige sG mit Dichte fx und Triger Sx und g sei eine umkehrbar eindeu-
tige differenzierbare Funktion. Dann ist die Dichte von Y gegeben durch:

dg~'(y)
dy

Co.aJf
¥

fr () = fx (97 (y)) (Umkehrabbildung) (innere Ableitung) u(

Jacobian: Die Ableitung dx/dy = dg~'(y)/dy der Umkehrabbildung nennt man die
Jacobian J.

Somit ist laut dem Transformationssatz fiir Dichten die Umkehrfunktion der Dichte
mal dem Jacobian.

Wichtige Spezialfille sind affine Transformationen der Form Y = a + bX hier ist die
Dichte:

Fr() =1/l fx (2

)
4.6 Erwartungswert

wl
(Lageparameter einer Verteilun anYhn
Verteilungsfunktion > gesamt verfiigbare Wahrscheinlichkeitsinformation iiber eine
sG X. In vielen Situationen geniigen wemie Werte. Eme dieser Werte: Erwartungswert

(auch Mittelwert) von X. E"Nﬁf\“'ﬁ""' X 5E W Du:%\gpzxmgﬂ*‘ 172 4

Vo
4.6.1 Erwartungswert einer diskreten sG

gewrchteter‘Mﬂtefwert*whwz l"l?O‘) el Ju

E(X) =) zp(z) wobei p().. WFunktlon und x die Ausprigung.
Erwartungswert als Schwerpunkt: Lésst sich als Schwerpunkt von Punktemassen in-

terpretieren.
p‘»«-ﬁwﬂ-«o

4.6.2 Erwartungswert einer stetigen sG e(®

E(X) = f o flx)ds . ﬁ‘wmhtete Dichte. Der einer gemlschten Verteilung ist die

"" W&
Kombination der beiden. ine &’d Fﬁ“})‘@ 3

4.6.3 Erwartungswert einer Funktion von X
Die sG Y = g(z) sei eine Funktion der sG X.

o Ist X diskret mit W-Funktion p(z) ist der E gegeben durch:
E(Y) = 24; 9(z)px ()
TESy

\ " s pl b6
Lo el O oprisdin \lv:ir.bszcx)&é\ x: p05) mgx%a

\‘NM id:i@h *"Sffw

//
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e Ist X stetig mit Dichte f(z) dann ist der E gegeben durch:
00 o \ “‘) \ e (k) PR
E(Y)= | g(z)fx(a)da e >
— LotUS

4.6.4 LotUS(Satz des unbewussten Statistiker)

Kernaussage: Zur Berechnung des Erwartungswertes einer Funktion Y = g(X) muss
man nicht zuerst die Verteilung von Y bestimmen, sondern kann auf die Verteilung
von X zuriickgreifen.

Alternativ kann man aber auch zuerst die Dichte von Y bestimmen (mittels Jacobian
der Transforamtion und dem Transformationssatz)

Der Erwartungswert ist dann:

E(Y) = [ ufv()dy
Eigenschaften des Erwartungswerts:
¢ E(a) = a (a = Konstante)
o E(aX +b) = aE(X) +b
o Eki1g(X) + kah(X)] = k1 E[g(X)] + ko E[h(X))]

4.7 Varianz

(Mafzahl fiir die Streuung) (immer positiv, da quadratisch) Mittelwert muss existie-
ren. »

Var(X) = E(X*ux)?| ... mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert

Die positive Wurzel aus der Varianz nennt man die Streuung (oder Standardabwei-
chung)

Fiir die einzelnen Félle ist die Varianz gegeben durch:

diskret:
Var(X) =Y [z — B(X)]? px ()

T

stetig: =
oo

< :‘X—
Var(X) = [ [z —E]® fo(z)dzx
—00
gemischt:
m o0
Var(X) = ; [z —E(X)*px(w:) + [ [o—E] f*(z)da
Mittels Verschiebungssatz:
Var(X) = E(X?)<E(X)]?> = E(X?)%*
22
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Da Varianz positiv folgt daraus Ungleichung:
E(X?) > [E(X)]? Eigenschaften der Varianz:

1. Var(a) =0
2. Var(aX +b) = a®Var(X)

3. Oax+b=0a0x

4.8 MAD

mittlere absolute Abweichung vom Median

MAD(X) = T |z — med(X)|fx (z)dz

—0oC

4.9 Simulation

Erste und schwierigste Schritt: Erzeugung von Zufallszahlen uniform verteilt auf (0,1)
Generatoren: Starte mit Anfangswert (Seed) und berechne rekursiv Werte. Haben Pe-
riode (ab der m-ten Zufallszahl wiederholt sich exakt die gleiche Folge).

Nichste Frage: Wie konnen Realisationen fiir eine beliebige sG X erzeugt werden?:
F... belibige Verteilungsfunktion X = F~'(U) ~ F

F~! ... verallgemeinterte Inverse von F.

Nennt man Inversionsmethode: Fiir die Erzeugung einer Realisation z einer sG X F
geniigen die folgenden Schritte:

1. Erzeuge eine Realisation u von U (uniform) s = A
2. Bilde z = F~(u) :

Inversationsmethode lisst sich grundsitzlich auch im diskreten (oder gemischten) Fall
anwenden.

5 Spezielle Verteilungen

5.1 Diskrete Verteilungen

5.1.1 Diskrete uniforme Verteilung (Gleichverteilung)

Wenn jedes Element von M die gleiche Wahrscheinlichkeit hat. i) =

1 T 4
E(X) = Y uple) — = Y a; = % (Arithmetisches Mittel der mogl. Ausprigungen)
zeM g=1

Var(X) = %g:l(x, -7)?2

Es existiert einispezialfall wenn der Merkmalraum M aus aufeinanderfolgenden ganzen
Zahlen besteht. In diesem Fall &ndert sich die Formel fiir den Mittelwert und der
Varianz.
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5.1.2 Bernoulli-Verteilung

Wenn man nur beobachtet, ob ein bestimmtes Ereignis A eintritt oder nicht. Die sG
ist dann ein Indikator fiir den Eintritt von A. (1 = A tritt ein, 0 = A tritt nicht ein)
Wsl- Funktion ist gegeben durch '

p(z) =p*(1-p)'~*

Erwartungswert: p (Erfolgswsl.)

Varianz: p(1 — p) (Verschiebungssatz Erfolgswsl * Misserfolgswsl.)

5.1.3 Binomialverteilung

( = Erweiterung der Bernoulli Verteilung)

Werden n unabhéngige und identische Bernoulli Experimente durchgefiihrt, so ist das
Ergebnis ein n-Tupel aus Nullen und Einsen. Haufig ist man aber nur an der Anzahl
der Erfolge interessiert und nicht der Reihenfolge ihres Auftretens. Gibt es z Erfolge
(und daher n — z Misserfolge) so hat man (3 verschiedene Méglichkeiten, die Position
fiir die x Erfolge zu wihlen. Die Wl fiir jede dieser Moglichkeiten betrigt p*(1— n)i=s

=> die W-Funktion fiir X:
p(z) = @rﬂi—ipﬂ:’“

Man schreibt X ~ B(n,p)

E(X)=np

Var(X) =np(1 - p)

(Der Spezialfall n = 1 entspricht der Bernoulli Verteilung)
Es existieren 1 oder 2 Modalwerte (x-Werte mit p(z) = max)
Tmod = (N + 1)p oder Tymoa = (R +1)p—1,(n+ 1)p

5.1.4 Negative Binomialverteilung

Betrachte Folge von unabhéngigen Wiederholungen eines Bernoulli Experiments.
Ist 2 die Gesamtzahl der Versuche, die notwendig sind um r Erfolge zu bekommen.
p(x) = P(X =)= (*21)p"(1 — p)*~" .. negative Binomialverteilung
X ~ NB(r,p)
s

E(X)=-

(X) v
Var() =2 1)

p2

5.1.5 Geometrische Verteilung

Die Negative Binomialverteilung fiir » = 1 nennt man Geometrische Verteilung und
schreibt G(p). Ist die X die Gesamtzahl der Versuche, die notwendig sind um exakt
einen Erfolg zu bekommen:

p(z) = P(X = z) = p(1 — p)**
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bex

Var(X) = L

Gedachtnislosigkeit: Erinnert sich nicht an das was voraus gegangen ist. Wsl. fiir
Erfolg auch nach X Verlusten gleich. Die G(p) Verteilung ist die einzige diskrete Ver-
teilung auf 1,2,.. ohne Gedéchtnis. ¢ (X >axh ‘ X p\) s § {x >b)

5.1.6 Hypergeometrische Verteilung

Objekte ohne zuriicklegen. Die sG X sei nun die Zahl der Erfolge in der Stichprobe.
X ~H(N,A,n):

A\ (N—A

(il )

()

4 E(X)=n%,Var(X)=n_AL (1_£> N-n

N N} N-1

Letzteres ist der Korrekturfaktor an wessen die Ziehung ohne Zuriicklegen schuld ist
Unter bestimmten Umsténden lasst sich also die H(N, A,n) — Verteilung durch die
(einfachere) B(n,p = A/N) — Verteilung approximieren.

FAUSTREGEL: Sind A und N — n beide nicht zu klein und ist n/N < 0.05, so gilt in

AI A n—mr
ter N&h :PX=z)~(")= (1-=
guter erung: P( z) ~ (7) N N)
Anwendung z.B. In der Qualitdtskontrolle
5.1.7 Poisson- Verteilung

Unendliche Verteilung basierend auf der Exponentialreihe:
2 3

A A
TN+ 7! + g! + ... konvergiert gegen e*
Die W-Fkt lasst sich also wie folgt definieren:

Aoe=2
!

p(z)=P(X =1)=

Eine Verteilung mit der obigen W Funktion nennt man eine Poisson Verteilung und
man schreibt X ~ P()) Bsp. Die Anzahl X der von einer radioaktiven Substanz
emittierten Teilchen in guter Naherung einer P()\) Verteilung. od. Zahl der Lackie-

rungsfehler auf einem Autoblech. Zahl der Verkehrsunfélle in Zeitspanne. (Poisson‘-‘
- LML

Prozesse) e h) = \Jahrs den
Bedingungen fiir einen Poisson- Prozess: nMSSer

) § { P

1. Proportionalitat im Kleinen pl 2

2. Nachwirkungsfreiheit (D.h fiir kleine Intervalle kann die Wsl. des Auftreteng ver-

nachlissigt werden) b 2 e

XA

Nné\t

\fo (o paean 368n

g
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3. Unabhingigkeit = ¥

B =X Von(X) =X

Gibt es viele unabhangige und identische Bernoulli-Experimente mit kleiner Erfolgs-
wahrscheinlichkeit, so folgt die Zahl der Erfolge in guter Niherung einer Poisson Ver-
teilung (Verteilung der seltenen Ereignisse) Fiir n > 50 <410 und np < 10 kann die
Blnomla.lvertellung als Poisson Vertellung apprommlert werden \

48 w - R ) A - E i~ (v Pt

5.2 Stetige Verteulungen (Merkmalraum = Intervall)
5.2.1 Stetige uniforme Verteilung

stetige Gleichverteilung auf dem Intervall (a,b), wenn die Dichte von X
Jila) = iafr:r € (a,b)sonst0

Man schreibt X ~ U(a,b)
Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch:

- 0 firz<a
ﬂz}: e fFecr<h
b—a
1 firr > b
E(X):a;b
Var(X) = (b—a)?/12

5.2.2 Expanentialverteilung
Stetige Version der geometrischen Verteilung (Bis erster Erfolg) Eine sG hat eine Ex-
ponentialverteilung mit Skalierungsparameter 1" > 0 wenn ihre Dichte:
1
= o=y
f@)= e

man schreibt Fzp(7)

|
Alternativ kann man sie auch mit A = — schreiben.
Verteilungsfunktion ist gegeben durch:

Fl)=1—-e E
2 1 2 ’J—/’())
E(X) = Y =1 Var(z)= i

Wie die G(p) Verteilung hat auch die Exp()\) Verteilung kein Gedéchtnis.

Q=S¥ Xv¥) = P(x > s)
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5.2.3 Gamma- und Chiquadratverteilung f\"‘}@ﬁ"m"\"‘? ) ¢ ) ¢
i
Verallgemeinerung der Exponentialverteilung. () r(n)= &"A)'
Formparameter « > 0 und den Skalierungsparameter 5 > 0 "
Man schreibt X ~ Gam(«, ) wenn ihre Dichte gegeben ist durch (3) r{ )‘L\' 'VFF\
ra—1lem /B
)= v
[(a)p

Die Gammafunktion T ist eine wichtige Funktion in der Mathematik:
Fla) = /u"_le_“du
0

Die Gammafunktion ist eine Verallgemeinerung der Fakultat auf positive reelle Zahlen
Zwei Spezialfille:

1. a = 1: Exponentialverteilung Ezp(\)
2. @ =n/2 und 8 = 2 ergibt sich die Chiquadratverteilung mit n Freiheitsgraden:
Man schreibt X ~ x%(n)
E(X) = aB, Var(X) = af?

Fiir Chiquadr.
E(X) =n,Var(X)=2n

5.2.4 Normalverteilung

Einer der wichtigsten Verteilungen.

Lageparameter p und dem Skalierungsparameter o. g

Man schreibt X ~ N (u,é‘) Die Verteilung mit z = 0 und o = 1 nennt man die Stan-
dardnormalverteilung N(0,1). Die Diehte dieser wird iiblicherweise mit ® bezeich- V&
net. Fiir die Verteilungfkt. der Normalverteilung gibt es keinen expliziten Ausdruck,

sie lésst sich allerdings mittels Standardisierung auf die VF der N(0,1) zuriickfiihren.

Diese ist ausfiihrlich tabelliert.

Standardisierung: Ist X normalverteilt so ist Z = die standartisierte Nor-

malverteilung. Somit kann X als affine Transformation dgrgestellt werden.
X =p+0Z mit Z ~ N(0,1)

E(X) = u,Var(X) = o2

Beziehung zur Chiquadratverteilung:

X ~ N(p,0?) - (%ﬁy ~x*(1)

X—p

= -V
2~ Nte,A) =7 Z2° ™ X () J‘é): A “% (x )/7( -~ < x £ 60
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5.2.5 F-Verteilung

Grofe Rolle in der klassischen Statistik. m und n Freiheitsgrade
Man schreibt X ~ F(m,n)

n 2n%(m+n — 2)
B e e e
Es gilt folgende Symmetriebeziehung: __/,\--—-
TR e > T
X ~ F(m,n) < ¢ e F(n,m) ’?n,,v\,f" $ﬂo mf‘ f

Die Quantile sind fiir p > 0.5 ausfiihrlich tabelliert. Spielt speziell in der Regressions-
analyse und der Varianzanalyse eine grofe Rolle.

5.2.6 t-Verteilung

n Freiheitsgrade Man schreibt X ~ t(n) Dichte konvergiert fiir wachsende Freiheits-
grade gegen die Dichte der Standardnormalverteilung

t-Dichten haben schwerere Ausldufer als die Normaldichte. £(1)- Verteilung nennt man
auch Cauchy Verteilung C(0,1)

E(X) = 0 (wegen schwerer Ausldufer und Var(X) = -

n—2

Beziehung zur F-Verteilung:
X ~t(n) = X*~ F(1, ‘} e T iptAw
(n) (1,n) " gy

5.2.7 Betaverteilung

Be(a, b) Formparametern a und b. Durch die beiden Formparameter zeigt die Be(a, b)
Verteilung eine grofte Formenvielfalt. Die Dichte der Betaverteilung lésst sich wie folgt
schreiben:

.Ta_l(l st .’E)b_l

f(z)= Blab)
wobei die Betafunktion:

1
0
ab

e Al e D)(a+b)?

Symmetrie: X ~ Be(a,b) = 1 — X ~ Be(b,a)
Beziehung zur F-Verteilung:

X/m
X~B ————— ~ F(2m,2
28
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6 Multivariate Verteilungen f*““ e ? [ by ol et

bén e et e
Haufig Beschreibung-ven- Zufaﬂsexperﬂnenten mehferer stothas&ascheﬁrbﬁén Miissen
auf den Zusammenhang (oder das Fehlen desselben) zwischen den GroRen beschreiben.
D.h. Wir benétigen die gemeinsame Verteilung.

6.1 Bivariate Verteilungen

Merkmalraum (2 und zwei stochastische Grofen X; und X», die jedem Element w €
eine reelle Zahl zuordnen.

X1 (w) = 27 und X3 (w) = 22

Dann nennt man (X;, X,) einen stochastischen Vektor (sV) mit gemeinsamen Merk-
malraum:

M = {(z1,z2)|z1 = X1 (w), 22 = Xo(w),w € O}
Wie im eindimensionalen Fall nennt man Teilmengen B aus M Ereignisse und die
Wahrscheinlichkeit P(X € B) fiir den Eintritt von B lisst sich durch die Verteilungs-
funktion charakterisieren.
Die gemeinsame Verteilungsfunktion ist definiert durch

P(z1,2) = P(X; < 71, X < 73) -t rra g,

(Wsl. das sG kleiner gleich eines gewissen Wertes) Die Wsl. von Ereignissen der Form
(a1,b1] x (az, bo] ldsst sich wie folgt bestimmen:

P(al = Xl S blaaz = X2 S b2) = F(bth) 6 F(a’lvb2) _F(blva’Z) +F(a1=a’2) \'3:3;" li!lu&;w

6.1.1 Diskrete stochastische Vektoren i

Ist der Merkmalraum endlich oder abzadhlbar — diskreter sV.
Gemeinsame W-Funktion:

'(281,:52) = P(X) = 71, X2 = x2)

Eigenschaften:
1. Immer zwischen 0 und 1
. { ¥a 3 i
2. Summe ist 1 > a2

N & W
@

Ist die W-Funktion bekannt, lassf sich die Wsl. fiir ein beliebiges Ereignis wie folgt

bestimmen: - = : .
IJ{(Xl,_Xz) S sz Z P(-’El,Iz) t ' ve
(z1,$2)€B

Tréger: besteht aus allen Punkten (z1,z2) mit p(z1,z2) > 0
Um die WslFunkion der einzelnen sG zu erhalten:

X1 : p(1) Zp z1, iﬂzin : p(x2) Zp (1,22)
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Man hélt also z.B z; fest und summiert p(z;,x2) iiber alle méglichen Werte von z2.
Die auf diese Weise bestimmten Verteilungen nennt man die Randverteilungen von
(X 1s X 2)

Aus der Kenntnis der beiden Randverteilungen von X; und X, allein kann die ge-
meinsame Verteilung von (X7, X3) nicht rekonstruiert werden, weil X; und X, nicht
unabhéngig sind.

6.1.2 Stetige stochastische Vektoren

Verteilungsfkt eines stetigen sV:

F(.Tl,.’lig)z / /f(wl,wg)dwldwz

=00 —00

Den Integranden f nennt man die (gemeinsame) Dichtefunktion von (X, X5) mit
folgenden Eigenschaften:

1 nicht negativ aber micht mit T beschrankt 7 (F4%2) ©° £
2. Volumen unter der Dichte ist 1 7
Ist die Dichte bekannt, lisst sich die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis {(X1, X3) € B}

wie folgt bestimmen:

P((X1,X3) € B) = / / o 0g by s
B

Entspricht dem Volumen unter der Fliche z = f(z1,z2) liber der Menge B Der Tri-
ger besteht aus allen Punkten (z1,z9) mit f(z;,z2) > 0 Randdichten: Analog zum
diskreten Fall bestimmt man die Randdichten von X; bzw. X, aus der gemeinsamen
Dichte wie folgt:

X1 lfl(Il) = / f($1,.’£2)d$2 X2 Zfz(xz) = / f(.’L'l,l’z)d.’Ea

Integriere also {iber das iiberfliissige

6.2 Erwartungswert

Sei (X1, X>2) ein stochastischer Vektor und g eine reellwertige Funktion, so ist ¥ =
9(X1, X2) eine sG und ihr Erwartungswert gegeben durch (LotUS)

diskret : E(Y) = Z Zg(ml, x2)p(x1, T2)

1 T2
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stetig : E(Y) = / /g(wl,zz)f(xl,u)datldzz

—00 —00

Der Erwartungswert des stochastischen Vektors X = (X1, X») ist gegeben durch

E(X) = BOORCE) [%Eﬁ:‘ |

Ist also (X1, X2) ein sV kann man zuerst die Randdichte von X; bestimmen und dann
nach Definition E(X;) Die Anderen Moglichkeit ist iiber den Lotus

6.3 Bedingte Verteilung

Hzufig kennt man den Wert einer Variablen (dh. von X oder X5) und es stellt sich
die Frage, welche Auswirkungen sich dadurch fiir die Verteilung der anderen Variablen

ergeben.
P(X, =z, X2 =123) _ p(71,22)
P(Xo=glXq =2) = ’ =
o e 1) P(X; =z1) pi(z1)
Hat alle Eigenschaften einer W-Funktion. Der durch X; bedingte Erwartungswert von
X, ist gegeben durch:

E(Xa|z1) = Y 22p(as]e1)
T2
Ist u(X5) eine Funktion von X5, lisst sich der Lotus anwenden:
E [u(Xs)|z1] = ) _ u(z2)p(z2lz1)
Bedingte Varianz:
Var(Xa|z:) = E(XZ|21)*[E(Xa|z1)]”
6.3.1 Stetiger Fall

bedingte Dichte:
f(xlv I2)

hea =

Alle Eigenschaften einer Dichtefunktion.
Der bedingte Erwartungswert:

oo

E(Xa|z1) = /l‘zf(i’?zll'l)dlﬂz

—00

Ist u(X3) eine Funktion kann map wiederum den Lotus anwenden.

E Dvle) b = (vt Ll ) &

-
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6.4 Korrelation

Die gemeinsame W-Funktion bzw. Dichte des stochastischen Vektors (X, Y') sei p(z, y)
bzw. f(z,y)

Kovarianz : 012 = Cov(X,Y) =E [(X — 1) (Y — p2))
oder: (Verschiebungssatz fiir die Kovarianz) |
E(XY) — papa W EDL)
Der Korrelationskoeffizient ist gegeben wenn o; und oy positiv ist:

= . Cov(X,Y) o
- Var(X)\/Var(Y) 0102

Daraus ergibt sich mittels Verschiebungssatz der Erwartungswert fiir das Produkt XY

E(XY) = pip2 + Cov(X,Y)

Eigenschaften des Korrelationskoeffizient: zA
Py a ¥ X) *A s ko

= ilt —1<p< 8

1. Esgilt -1<p<1 ?:-Aw’tzéﬂ

2. Im Grenzfall |p| =1 gilt Wsl. von Y und X sind auf einer Geraden.
Der Korrelationskoeffizient p ldsst sich als Ma# fiir den linearen Zusammenhang zwi-

schen X und Y interpretieren. Dieser erfasst allerdings nur den linearen Zusammen-
hang, nicht beispielsweise den quadratischen.

6.5 Unabhingigkeit

Falls wir zwei Dichten f; und f haben und falls die Dichte fo(z2) = f(22|z;) und die
gemeinsame Dichte f(z1,22) = fi1(z1)fa(z2) sind die Gréfen stochastisch unabhin-
gig.

Im stetigen Fall muss dies nicht fiir alle Punkte giiltig sein, sendern-nur fiir-eine- Menge
mit-Wsh-1, wihrend im diskret Fall es fiir alle Punkte erfiillt sein muss. Die Unabhiin-
gigkeit ldsst sich auch iiber die Verteilungsfunktion formulieren, hier muss man nicht
zwischen stetig und diskret unterscheiden. unabhéngig falls:

F(z1,22)(gemeinsameVerteilung) = Fy(x2)F (z5)

Aus der Unabhiéngigkeit zweier stochastischen Gréfen folgt auch die lineare Unkorre-
liertheit. Die Umkehrung gilt allerdings nicht.

X,Yua. == pPxy = 0
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6.6 Mehrdimensionale Erweiterungen

Hier nennt man (X, X», X,,) einen (n-dimensionalen) stochastischen Vektor. Der Merk-
malraum erfasst dann alle Elemente der Merkmalrdume aller sGn.
Die gemeinsame Verteilungsfunktion ist definiert durch:

F(z) = F(z1,%2,%3, ..., Tn) = P(X; < 71, X3 < 23, ...)

Sind alle sG diskreter Form spricht man von einem diskreten stochastischen Vektor,
sind alle stetig spricht man von einem stetigen stochastischen Vektor. Den Integranden
nennt man die gemeinsame Dichtefunktion.

Ist Y = u(X;, X5, X,,) eine Funktion des Vektors lésst sich der Erwartungswert wie
folgt berechnen:

diskret : E(Y) = Z Z W1y 805 B )T T, B2, =5 )

£y T
stetig:]E(Y)://u(xl,mg,...,mn)f(xl,wz,...,:cn)da;ldazg...d:vn
=00 =00

Das Konzept der Randverteilung lésst sich ebenfalls auf mehrere Dimensionen erwei-
tern. Die bedingte Dichte und der bedingte Erwartungswert existieren ebenfalls. Die
sG sind unabhingig wenn das Wissen eines Wertes nichts {iber die anderen Werte
aussagt. Sind alle Groflen unabhéngig, so sind sie auch paarweise unabhingig. Die
Umkehrung gilt allerdings nicht.

6.6.1 Varianz-Kovarianzmatrix X < (. )(* .'&‘ A
Der Erwartungsw’e{rﬁE(X ) ist der Vektor der Erwartungswerte.

Fiir einen stochastischen Vektor mit Mittelwert u = E(X) ist die Varianz-Kovarianzmatrix

definiert durch - -
Cov(X) =E[X — p)(X —p)| 7]

Diagonal in der Matrix befinden sich die Varianzen der einzelnen sG und an den ande-
ren Stelten die Kovarianzen der Paaren Cov(X;, X;) Da Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;)
handelt es sich um eine symmetrische Matrix. :

s

6.6.2 Transformationen

Der Transformationssatz fiir Dichten lasst sich auf (stetige) stochastische Vektoren |
verallgemeinern. Um die Verteilung einer Funktion von X zu bestimmen, kann man
aber auch die Methode der Verteilungsfunktion anwenden. Die Bestimmung der -
Verteilung der Summe Y = X; + X, nennt man Faltung =

Fae b et A= P12 7Y ¢
:/‘ “?{:’x’ﬂw’ "ggx'if,%‘sf“ Qf'x'\*’ﬁ\i (6\? ()(‘>“: 2 vﬁﬁ‘:\ﬁ‘ ) (b““ {xw\% ‘ﬁ:g;‘ s C‘\g (Vq ‘er\) \\,
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6.7 Spezielle multivariate Verteilungen

6.7.1 Multinomialverteilung £ ‘zu‘ maY e M\

Ergibt sich aus der Binomialverteilung? N identische und unabhéngige Versuche, wobei
jeder Versuch mit den Wahrscheinlichkeiten p;, pj auf eine von k& Arten ausgehen kann.
X,= die Anzahl der Versuche, die auf dje i — te Art ausgehen.

M(n,p1,p2,pc) = Pl St

Fiir £ = 2 ergibt sich die Binomialverteilung M (n, p1,p2) = B(n,p1)

Fiir k£ = 3 ergibt sich die Trinomialverteilung M (n, p1,p2, p3)

Die Randverteilungen der Multinomialverteilung sind wieder Multinomialverteilungen.

¥

E(X;) = np;, Var(X;) = npi(1 — pi)ibO?)(i,Xj) = —np;p;

6.7.2 Polyhypergeometrische Verteilung

Unter N Objekten gebe es A; Objekte der i-ten Art. Es werden zufillig n Objekte ohne
Zuriicklegen gezogen und ist X; die Zahl der dabei erhaltenen Objekte der i-ten Art,
so hat der Vektor eine Polyhypergeometrische Verteilung Die Randverteilungen der
Polyhypergeometrischen Verteilung sind wieder Polyhypergeometrische Verteilungen.

]E(Xl) =n* A%
Var(X) =n+ (50~ 2 (=)

(Korrekturfaktor) Man beachte dass die Grofen X; nicht unabhéngig sind und negativ
korrelieren.

6.7.3 Multivariate Normalverteilung

Auch die multivariate Verallgemeinerung ist von zentraler Bedeutung in Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik. Beispielsweise basiert die Regressionsanalyse auf der
multivariaten Normalverteilung,.

X ~ N, (u,X) wobei u ein Vektor und ¥ eine symmetrische (n x n) Matrix.

Im Spezialfall 4 = 0 und einer n-dim Einheitsmatrix spricht man wiederum von einer
Standardnormalverteilung.

Der Erwartungswert entspricht x und die Cov der matrix. Solche sG sind abgeschlossen
gegeniiber affinen Transformationen. Randverteilungen einer multivariaten Normalver-
teilung sind wieder multivariate Normalverteilungen

Fir X ~ Nn(u,X) gilt, dass X; und X5 genau dann unabhéangig sind, wenn X5 = 0
(d.h. Wenn alle paarweisen Kovarianzen gleich Null sind.

Bedingte Verteilungen sind ebenfalls wieder multivariate Normalverteilungen. Die be-
dingten Erwartungswerte nennt man auch Regressionsgeraden von Y auf X. Die beiden
Regressionsgeraden E(X|y) und E(Y|z) schneiden sich im Punkt (pq, p2)

< —

< Cov iy J @ N
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7 Folgen von stochastischen GroRen M *
speziell wichtig: lineare Funktionen:
= Z aiXi
NS - wch
Untersuchen nicht ‘Eigenschaften fiir festes n sondern ihre Konvergenzverhalten. Fiir

n — co.

E(T) = ZaiE(Xi) (Erwartungswert der Linearkombinationen)
=1
Var(T) = Cov(T,T) = Z a?Var(X;) + 22 a;a;Cov(X;, X;)

i=1 i<j
Zéhle also zu allen Varianzen die paarweise Kovarianzen dazu. Sind die sG unabhéngig
so sind die Kovarianzen 0 und es gilt:

Var(T) = Za?Var(Xi) ”
i=1
7.1 Faltung

Mochte man die Verteilung von X+Y aus den Verteilungen von zwei unabhingigen sGn
X und Y bestimmen, spricht man von Faltung. (Name bezieht sich auf geometrischen
Aspekt)

7.1.1 Diskrete Faltung f

px+v(@) =Y px(a—y)py(y)
yeEM,

fiir alle a aus Merkmalraum X + Y Die obige Summe nennt man auch Faltprodukt.

7.1.2 Stetige Faltung
Zunéchst bestimmen wir die Verteilungfunktion von X + Y

o0

Fxiy(a) = / Fx(a—y)fy(y)dy
Dichte: =
fxqy(a) = / fx (x)f,(a — z)dz.. Faltprodukt
35
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7.2 Additionstheoreme A i ™~
Faltung lésst sich unschwer von zwei auf mehreren Grofen erweitern. Hierbei gibt es
fiir alle speziellen Verteilungen Theoreme. %
7.3 Ungleichungen ARy e
Markow’sche Ungleichung: 5w !
P(XZa)S%K—)fﬁra>O ; N P [
Tschebyschew’sche Ungleichung;: !;‘,. X & ¢ i € f X ‘ S
o
P X > k) < =l firk >0
— 7.4 Gesetz der groRen Zahlen dobachied Cadae 1n Ly ol , 11k
; " ¥5 - . "‘-—\_W 3 et e i b o son .
Stochastische Konvergenz: Dci)e Folge stochastischer Groen X, konvergiert 'gegen —d
die sG X wenn: {br wllt € » VoA ( .
lim POXmX|>9)=0  olte aquviak UL P(1xaex)ee)q
n—oo

Angenommen die Folge konvergiert gegen eine Konstante a. Dann gilt fiir eine an der

Stelle a stetige Funktion g: \ 3
9(Xn) = g(a) Non shatbd in o Tl

XLy
7.5 Schwaches Gesetz der groRBen Zahlen = »

{Xn} sei eine iid-Folge (ident und unabhéngig) mit Mittelwert x und Varianz 02 dann
a ~ TR
gilt: . e Sa X, Dhi* S}\\!‘?NWA*

Xn = 1 . ;
Gibt auch ein starkes Gesetz der grofen Zahlen: M%MN d M ﬁ;lj.‘ﬁ&
¥ u3 __%L‘?' Wik ﬁ?WwM‘ Mo dane gilk? N Eheale J‘L« ﬁt’k
e P ( lim X, = uj = 1 (fast sichere Konvergenz)

n—00

7.6 Konvergenz in der Verteilung

e {X,.} sei eine Folge von stochastischen Gréfen und X eine andere stochastische Grofe.
Sind Fx,, und Fx die Verteilungsfunktionen von X,, bzw. X und ist C (Fx) die Menge
aller Stetigkeitspunkte von Fy, so konvergiert X,, in der Verteilung gegen X, wenn:

nlgx;o Fx, (z) = Fx(z) fiir alle z € C(Fx)

Plas S*L!\\“‘ n }\t‘esw T
; x, % x
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7.7 Zentraler Grenzverteilungssatz (ZGVS): b’ LR

{X,.} sei eine iid-Folge mit dem Mittelwert 4 und der Varianz o®. Dann konvergie-
ren die Gréfen Y, in der Verteilung gegen eine standardnormalverteilte stochastische
Groe Z ~ N(0,1) S

7.8 Normalapproximation
LRatE e n
Nach dem ZGVS'Die Verteilung der Summe > X; von iid-GroRen X; (diskret oder
i=1
stetig) mit Mittelwert 4 und Varianz o2 fiir nicht zu kleines n in guter Ndherung wie
folgt durch eine Normalverteilung approximieren.

E{?v N(np,no?)

ge=]
Stetigkeitskorrektur: Die Approximation einer diskreten Verteilung durch eine stetige
Verteilung (insbesondere N ormalverteilung) 1dsst sich haufig durch die Stetigkeitskor-

1
rektur verbessern: Am unteren Randpunkt wird 3 abgezogen und am oberen Rand

addiert. x- M
Pa<X<b)~P (a = % <Y<b+ %) Shead Y ierveg peed e
. = wE3E_ P o e
8 SchlieRende Statistik Vedobe of - o8 B ()

die Grundaufgabe'basierend auf Stichproben Riickschliisse auf das zu Grunde liegende ¥ ap >
statistische Modell zu ziehen. Statistische Modelle durch Parameter charakterisiert & “&WXT ,F :
und die Aufgabe besteht darin, diese Parameter zu schitzen. Aussagen iiber die Ge-

nauigkeit der Schitzungen treffen und Hypothesen iiber die Parameter testen. ?(q ¢ X '4\.@&\3%2‘
Es gibt parametrische und nicht parametrische statistische Modelle. Die Men- %
ge aller méglichen Parameter nennt man den Parameterraum. Mann nennt die sG ‘7\5’ o 4 o 3
X1, X3, X, eine Stichprobe einer sG X , wenn die Grofen X; unabhingig und so wie f{"ﬁ;’)

X verteilt sind. £0d) U npt-t
Eine Funktion 7' = T'(X;, X, --s X7.) einer Stichprobe X;, Xa, ..., X,, nennt man allge- IS o= =ap
mein eine Statistik. Handelt es sich bei 7' um eine Abbildung in den Paramterraum ( =

Py g . e
& 7"‘5'{_3(4 § - )ﬁ.’«:\ ®, nennt man die Statistik eine Schitzfunktion fiir den Paramter 6 € ®. “‘W\r(&*f

Die wichtigsten Schétzfunktionen in der Statistik sind der Stichprobenmittelwert
X, und die Stichprobenvarianz. (nicht robust, hingt stark von Werten ab)

Der Stichprobenmittelwert ist ein Schtzer fiir den Mittelwert und die Stichprobenva- £
rianz ein Schétzer fiir die Varianz. Ein Schitzer fiir die Streuung ist die Stichproben-

. A \ bt ‘
greuﬁf;i pld / W) e \-Feakim [t ver Xy AL e \‘i@w&{v? du
i 1 8 ]

"\‘ﬁ' o A . \ A2 =
SRAPFRR I dishea? P bayrgyrg ) @ ‘,Ha i T XX Axnu;?;%’*z*&"%
[ g;es{‘w
)‘4,“1 L "@ml& i‘a}\:m{p

2

s,

R Al L CTENNPSER

¥
\*A

T ol ST
& AN Wm . & .

Sor a2® ailt

() o olle
"""""" ﬂf’ (“[h ‘.'-.:z) - @!(?ﬁ) o oe X B T e
9 e oI A > ' S g é (x\‘ 5 Xﬁ;‘)
>,‘»,»1_v, h" ¢ J neA Vid



v <87 e

8.1 Schitzer
8.1.1 Empirische Verteilungsfunktion
Verteilung einer sG X ist durch ihre Verteilungsfunktion spezifiziert:

F(x) —P(X < z)

Hat man X mehrfach beobachtet, d.h. hat man eine Stichprobe X1, X, ..., X,, von X
so stellt sich die Frage, wie F geschitzt werden kann. Dazu nehmen wir die empirische
Verteilungsfunktion:

1 n
o) — = E I e (X;) firz e R
i=1

Eigenschaften der empirischen VF:
L. E[Fu(2)] = F(z)

2. Var|F,(z)] = F—(z)[ln;F(m)"“

3. Fu(z) = F(=) fiir n — oo
Schétzung ist am prizisesten an den Réndern, am unprizisesten am Median. ¢
wid  aveh (ﬂmrhq& dee  Stahghl) e :
8.1.2 Satz von Gliwenko-Cantelli: (Fundamentalsatz der Statistik) Foe W &g\?,,m},g Xa K .o Xa
P(lim sup |F(¢) - F() =0) =1 o X~ B gt

n—o0 z€

Die Wsl. das der groften Abstand der empirischen und der geometrischen Verteilung
null ist, ist 1. £ f

Dh. mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert die empirische Verteilungsfunktion gegen die
zugrunde liegende Verteilungsfunktion F(x).

8.1.3 Dichteschitzer

Histogramm und die Kernschitzung. Die Schitzung der Dichte ist ein statistisch
schwierigeres Problem als die Schiitzung der Verteilungsfunktion.

8.1.4 Momentenschitzer

Die Idee hinter der Momentenmethode zur Schétzung von Parametern besteht darin,
die theoretischen Momente der Verteilung den sntsprechenden Stichprobenmomenten
gleichzusetzen.

Das k-te Moment einer sG X ist definiert durch E(X*) (Speziell ist etwa der Mittelwert
E(X) das erste Moment.
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Gibt es im Verteilungsmodell m unbekannte Parameter 0;,6s,...,0,,, so lassen sich
durch Auflosen des folgenden Gleichungssystems: n

A < W 4 0

E(Xk>:_>é ,_. ‘><;.

Schétzer fiir die Parameter gewinnen

8.1.5 Maximum Likelihood

Eine konstruktive Methode zur Gewinnung von Schitzfunktionen. Man bekommt iin-
ter bestimmten Bedingungenoptimale Schitzer" (zumindest fiir groe Stichproben)
diskreter Fall: sG X mit der W-Funktion p(z;6), wobei § € ® ein einzelner unbe-
kannter Parameter ist und sind 1, zs, ..., 2, Beobachtungen einer Stichprobe, so ist
die Likelihood Funktion:

L(6) = || p(xi; 0)
=i

Also das Produkt der Wslfunktionen

Der Maximum-Likelihood-Schitzer (kurz ML-Schitzer) von @ ist nun jener Wert aus

®, der L(#) maximiert.

Im diskreten Fall entspricht L(6) der Wahrscheinlichkeit, die Stichprobenwerte 1, z2, ..., T,
zu beobachten. Der ML Schitzer ist jener §-Wert, der die Beobachtung der (konkreten)
Stichproben am wahrscheinlichsten macht.

Likelihood Prinzip: Entscheide dich fiir das plausibelste Verteilungsmodell, oder
entscheide dich fiir jenes Modell, dass die Daten mit héchster Wsl. erzeugt hat. Es
kann einfacher sein mit der Log-Likelihood (-Funktion) zu arbeiten.

stetiger Fall: Likelihoodfunktion ist gleich wie im diskreten Fall nur mit Dichten:

L) = [ f(z::0) X
i=1
der ML-Schétzer von 6 ist jener Wert aus @, der L(¢) maximiert.
Invarianz der \/IL—Schatzung Der ML—S atzer macht die Transformation einer Funk- wh, ..,,\&
tion mit. ‘3 &) = 3 (6'.) > vt nw&(@ﬁ) vl Y\Q E’ M&a N
Giitek f he win b Do ;‘a} Al }
8.2 Giitekriterien fiir Schatzer b = B
XA,Q - SF vie X e & (“‘",'@”
8.2.1 Erwartungstreue & oy X ol
o o, &)

Ein Schiitze? fiir einen Paramter § € ® heifit erwartungstreu(oder unverzerrt), wenn:
]Ee(an) =0 Pe o €8

Gilt dies fir1=so nennt man den Schitzer asymptotisch erwartungstreu.
Anschaulich bedeutet die obige Definition, dass man bei Verwendung erwartungstreuer -
Schatzer im Mittel an der gewiinschten Stelle ist.

b ¢l for noe B (Hf b e b eé
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8.2.2 Effizienz

Betrifft die Varianz. Man sagt, dass ein erwartungstreuer Schitzer effizienter als ein

anderer ist , wenn: &~ FY
Var(6,) < Var(6s)

Ist ein erwartungstreuer Schétzer des Paramters 0 effizienter als jeder anderer erwar-
tungstreue Schétzer desselben Paramters, nennt man ihn effizient.

8.2.3 Konsistenz
Ein Schitzer basierend auf einer Stichprobe der Grofe n, helﬁt konsistent fiir § wenn

P Y M- 0 -P—-‘v& fe nP e

Anschaulich bedeutet Konsistenz, dass sich ein Schétzer mit dieser Eigenschaft fiir
wachsendes n mit hoher Wahrscheinlichkeit in der N@he des zu schatzenden Parameters
aufhélt. Fine sehr wiinschenswerte Eigenschaft von "gutenSSchétzern.

8.2.4 Asymptotische Normalverteilung

Ein Schéitzer ist asymptotisch normalverteilt, wenn er in Verteilung gegen eine nor-
malverteilte sG konvergiert. 3. b @" Q% r € m UM e éﬂ - € c 9 ,\\ ﬁ"\)

A 9@ ( - == ¢ 5
8.3 Konfidenzintervalle W:;??)

Ein wesentlicher Teil jeder Schitzprozedur sind Aussagen betreffend die Genauigkeit
der Schétzer. Ist X eine Stichprobe der sG S, deren Verteilung von einem unbekannten
Parameter';;bhangt und sind 73 (X) < T>(X) zwei Funktionen der Stichprobe, so nennt

man das Zufallsintervall (77(X),7>(X)) ein Konfidenzintervall. Es gibt mehrere ) i‘% - &\?
Moglichkeiten zur Konstruktion von Konfidenzintervallen. A \ 3 uﬂ %‘jjww? ¥ :
‘ ., B &

- C 9 4 o wenf
8.3.1 Pivotmethode \\_\\h s f {» EM W "To (,v'}) 2
Unter einer Pivotgrofe (Grofe um die sich etwas dreht) versteht man eine sG T\l
die eine Funktion der Stichprobe X und des Parameters 6 ist, deren Verteilung aber . Ll f& {
bekannt ist und nicht von € abhéngt. al EQ e @

Um nun ein KI mit Konfidenzkoeffizient 1 — a zu konstruieren, nehmen wir das (a/2)
und das (1 — /2) Quantil der Pivotverteilung [hi# K (o, A\

P e N o

/S‘.‘“‘. A;‘“‘ Ave

J

BiGap<T <2 apy-1—a Aﬁ?wn ma‘m 3
Der Ausdruck in Klammern lasst sich dquivalent wie folgt schreiben a&\a% w
-_— £ 1 o T 4. AN N
e ——ea X o <p<Xp+2- —a/2 = ?(ﬁ\!}\’ e [p 7)) 1&}
'77(.\ ’:44'*}25’“ $o ¥

Wie lasst sich d‘:ese Intervall interpretieren? Zieht man wiederholt Stichproben der\ - Ae U&*t‘i- ¢ e ?»S W}\fb&’
Grofe n aus X und bestimmt jeweils das obige KI, so werden etwa 100(1 — )/dleser i Q*M_“ oh L‘.L
Intervalle das wahre p {iberdecken.

b ‘J\\&f M b &“&M &;“ tﬂ@,\ ((ﬁ,‘;{, ; % {‘\%j-;% J‘\L}‘ 2 m;bz\{‘fl Ev ‘vi’f} i:{7 £ ’ij\f E;E‘M‘?!E ‘s ‘ﬂ_ﬁ‘»
in de S hn dzenst o
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1. Formuliere ein statistische Modell fiir die Stichprobe X :
. Wahle eine geeignete Pivotgrofe
. Bestimme Verteilung des Privots 1 = (4

- Bringe das Ereignis in die Form {T1(X) < 0 < T(X)}

2

3

4. Bestimme zwei Qunatile g1 und ¢2.

5

6. (T1(X), To(X)) ist ein 100(1 — or)-Konfidenzintervall fiir 6.

8.3.2 Normalverteifung

Auf Basis einer Stichprobe X, X5, ...X,, von X~N (u,0?) kbnnen exakte Konﬁden—

zintervalle fiir 1 und ¢ konstruiert werden, da = < « So 12

8.3.3 Normalverteilung (zwei ua. Stichproben)

Hat man zwei Stichproben die einer Normalverteilung folgen, lassen sich Konfiden-
zintervalle fiir die Differenz der Mittelwerte bzw fiir den Quotienten der Varianzen
konstruieren.

8.3.4 Normalverteilung (verbundene Stichproben)

Entwicklung von Konfidenzintervallen fiir die Differenz der Mittelwerte, wenn die Stich-
proben abhéngig sind. Betrifft in erster Linie Vorher/Nachher Situationen an denselben
Untersuchungseinheiten. Die korrekte Vorgangsweise in diesem Fall ist die Bildung der
Differenzen D; = X; —Y; der Beobachtungen.
o ‘*ﬂ‘ﬁ }\.; &

8.4 Stat:'stlsche Tests s plebank SraM:
Betrachtehvdas Testen von statistischen Hypothesen. Unter einer Parameterhypo-
these versteht man eine Behauptung iiber (oder die) Parameter von einer (oder meh-
reren) Verteilungen) Bei dieser Art von Hypothesen wird angenommen, dass der Ver-
teilungstyp bekannt ist. Ist der Verteilungstyp nicht bekannt und méchte man testen,
ob eine bestimmte Verteilung ein zufriedenstellendes Modell fiir die vorliegenden Be-
obachtungen darstellt, spricht man von einer Verteilungshypothese. A

M

8.4.1 Parametertests

& € @ n 870

W %)
-2 12) Quawh /1,-
7’

a{wxi ~Tuls ~UA (

VQ‘;@“QQ

o
Auf Grund einer Theorie gelte § €, oder 6 € St, wobei Fo-und-B disjunkt sind:~

Die erste Behauptung nennt man Nullhypothese, die zweite Alternativ- oder Ge-
genhypothese.

Als Nullhypothese wihlt man in der Regel diejenige Behauptung, die die bisherige Si-
tuation oder den "Normalfall"reprisentiert. Die Alternativhypothese ist hiufig einfach

das Komplement. \é, . & ¢ 90 %zgyf\ H'f! . fl"r & (=
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Testentscheidung: Eine auf einer Stichprobe X basierende Entscheidungsregel tiber
Hypothesen nennt man einen Test. Ein Test wird durch seinen kritischen Bereich C
charakterisiert. Dabei handelt es sich um eine Teilmenge des Stichprobenraumes M¥
mit

Verwerfe Hy (Akzeptiere H;) falls X in C

Akzeptiere Hy (Verwerfe H;) falls X in C¢

Allgemein unterscheidet man Typ I und Typ II-Fehler. Der erste tritt auf, wenn Hy

verworfen wird, obwohl sie richtig ist, der zweite tritt auf, wenn Hy nicht verworfen

wird, obwohl sie falsch ist.

Die Wahrscheinlichkeit eines Typ I-Fehler bezeichnet (auch Signifikanzniveau genannt)\, e \A—

man mit a: # ! :

= P(TypI — Fehler) = P(X € C) P f.f.“f"z (20e o , MHW

Die Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers bezeichnet man mit 3: | _1 i d i ol ) e A
{ horl (R dwl Wan Sopian

B = P(TypII — Fehler) = P(X € C°) Bt i rdilien W st //

-

N " i
In der Praxis verwendet man Tests, die eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit fiir einen ) /¢t ven , {
Typ-I-Fehler nicht iiberschreiten. Wird H, verworfen, spricht man daher von einer “ ’ &
starken Schlussfolgerung. Wird H nicht verworfen, hat man mdglicherweise einen ot
Typ II-Fehler begangen, und iiber die Gréfe weik man meist nur wenig, da 3 vom
wahren unbekannten Para.meterwext abhangt Nennt man dann schwache Schlussfol-
gerung. R \ \

Die Scharfe eines Tests ist die Wahrscheinlichkeit der Verwerfung der Nullhypothese -
Hy, wenn die Alternativhypothese zutrifft. (d.h. die richtige Entscheidung zu treffen,
wenn H falsch ist).

8.5 pWert | "bedachic\w

Die meisten Statistikpakete verfolgen beim Testen von Hypothesen nicht die "klassi-
sche"Vorgehensweise, sondern berechnen statt dessen einen Wahrscheinlichkeitswert.
Der p-Wert der H Qqentspricht der Wahrscheinlichkeit bei Zutreffen von H - den be- g'”
obachteten Wert der Teststatistik oder einen extremeren zu bekommen. Was unter
extremer zu verstehen ist, hdngt von der Gegenhypothese ab.

Bezug zum klassischen Testen: Der p-Wert der H ist der grofte Wert von a, fiir den

die H nicht verworfen wird.

b Jas 6@‘«4“«“
Q\LQA”’"&")

2 (e

Bei der Interpretation des p-Wertes hilt man sich meist an das folgende S¢hema:
< 0.01 — sehr starke Einwinde gegen H Voctell vew £ West - X
0.01 — 0.05 starke Einwéinde gegen H| Avp Baslso QU T [f : o

0.05 — 0.10 schwache Einwinde gegen H ¢ Al Wl Ven a4

> (.10 keine Einwinde gegen H, . unamiiL oot { T oA
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Ein grofer p-Wert bedeutet nicht automatisch eine Unterstiitzung fiir Hy. Ein mog-
licher dafiir konnte auch sein, dass die H, falsch ist, aber der Test eine zu geringe
Schérfe hat um das zu erkennen.

PPN = B s S o ) S LE) | rr S VR S v
g2, e T T
Es gibt eine Beziehung zwischen Parametertests und Konfidenzintervallen, man kann
die Konfidenzintervalle als Hypothesen verwenden. &

8.6 Chiquadrat-Anpassungstests e
Gehoren zu den &ltesten Methoden der schlieRenden Statistik:

X < uy’ sp o
( = /‘) = Xz(l) Wesw, "P\c (X:—,\ﬁ'ﬁ\
B : % o *fre
Hat man n unabhangige sGn X;, so gilt nach dem Additionstheorem fiir Chiquadrat- ~~—~4~—1__L e
verteilungen: A "/1 AL e
n S 1 2 - ! - :
X ( T i 2 =
i=1 5 } AD |
Einfacher Chiquadra.t—Anpassungstest;, Der Merkmalraum M zerfalle in k paarweise = \
disjunkte Teilmengen A, ..., A;. Das Experiment werde n Ma{ wiederholt: Dann ist ER o
die Teststatistik gegeben durch: Co X s e Js rapl.  Sor \erso de= = ;‘ 30 g sa}ﬂ;m
. ¥ ; LU
TN a),' P I/i - X
o imner glaioh
Gy g :
=i npio e e e
" " 5 T,
wobei: // Q e 4: fxf e ﬂf; {B’ }3
< 7 B ———
Hy : p; = pio gegen H, : i mit p; # pyp =y 124 rp: (s
L3 )
H, wird verworfen, falls: 1‘\
@k-1> Xi-11-a <~R~.\\‘\ Qk-y-ﬂ 7 Kpey a1
Der Test hat nur approximativ das Niveau a. Verschiedene Regeln haben sich etabliert, 5\ Sl ares b
um die Zuléssigkeit der x*-Approximation zu gewahrleisten. Die iibliche Regel besagt: |\ "’ 5
nur wenn np;o > 5. ) RN
Sind die Wsl. p; nicht vollstindig spezifiziert, ist der Anpassungstest etwas zu modifi- -

zieren. Man verwendet den sogennanten Minimum-Chiquadrat-Schitzer. — ———

knparien ('TAC")/TL(X)) st oon (A=W = Rorkidiniderwll ﬂ'(‘ Oua  faranaler
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