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Aufgabe 1

Driicken Sie folgende Pradikate jeweils als Boolsche Ausdriicke aus oder argumentieren
Sie warum das nicht méglich ist. Die Ausdriicke sollen nur die Variablensymbole x,

y, bzw. z enthalten. Verwenden Sie die offizielle Syntax fiir BA(D), d.h. keine der
zusétzlichen Notationsvereinbarungen, die auf den Vorlesungsfolien erwahnt werden.

a) Uber D =FamX: z ist eine leibliche Nichte von y.
b) Uber D =FamX: z ist ein Vater oder eine Mutter.
c) Uber D=Z:x = |y — 2|

)
)
d) Uber D=N:z = |y — z|. (Wenn moglich: kompakter als iiber Z)
e) Uber D = N : z teilt y (ganzzahlig).

)

f) Uber D =S : Stack x hat Tielfe 2 oder 3 (enthélt also 2 oder 3 Binirzeichen).

Losung

a) ( (Geschwister(Vater(x),y) ) V (Geschwister(Mutter(x),y) ) A weiblich(x) )

b) ist nicht als boolscher Ausdruck darstellbar, denn es ist in der Angabe nur von einer
Variablen = die Rede, es muss aber noch eine andere Variable (z.B. y) geben, da
Mutter, bzw. Vater Funktionen sind und keine Pradikate. Wenn y existieren wiirde,
kénnte man schreiben: Jy (=(x, Vater(y) V =(x,Mutter(y))

(<(y2) A=(x:(zy) ) )V (<(zy) A=(x:(y.2) ) ) )

e) ist nicht als boolscher Ausdruck iiber N darstellbar. (siehe Folien S.235) Mit einer 3.
Variablen (Beispielsweise z) wiirde das ganze gehen, aber mit nur 2 Variablen nicht.

(Fz=(y.x(x,2)))-



f) istleer(pop(pop(x))) V istleer(pop(pop(pop(x))))

Aufgabe 2

Es sei t ein Term in 7(Z) in dem nur eine Variable vorkommt. Zeigen Sie:

a) t driickt eine polynomiell wachsende Funktion f: Z — Z aus.
D.h., es gilt f(z) = O(z™) fiir ein geeignetes n € w.

b) Entnehmen Sie Threm Beweis eine Schranke fiir n (bezogen auf die syntaktische Ge-
stalt von t).

Losung

a) O(z™) = Asymptotische obere Grenze ist z".
Da f(x) = O(x") sein muss, und man die Potenz von n als eine n-fache Multiplikation
von z darstellen kann, kann man immer ein geeignetes n € w darstellen, fiir das O(z™)
gilt.
So ein Term 7 (Z) lasst sich beispielsweise wie folgt darstellen:

o Fiir n=2: x(x,x) = 22

o Fiir n=3: %(x 3
o Fiir n=4: *(x, x(x, *(x,x))) = 2*

e Fiir n=>5: ...

= Durch eine n-Fache Rekursion bekommen wir die gewiinschte Form z".

b) T3 fiir Terme ist wie folgt 1t. Skriptum definiert: f'(t1,...,t,) € T(D).
* ist eine Funktion aus Z, somit kann man in n-Schritten mit der Multiplikation die
n-te Potenz mittels mehrerer rekursiver *(t1,t2) € T'(D) bilden. = Die Anzahl der
Schritte um die Potenz zu konstruieren ist eine obere Schranke.

Aufgabe 3

Erweitern Sie die Programmiersprache AL(D) um eine repeat-until-Schleife.

Genauer: Sperzifizieren Sie in Ergdnzung der Definition von AL(D) eine Bedingung
(AL5) zur Festlegung der Syntax und in Ergénzung von M 4, eine entsprechende Bedin-
gung (MALS5) zur Festlegung der Semantik der tiblichen repeat-until-Schleifenkonstruktion.

Losung

(AL5) Ist B € BA(D) und sind sind o € AL(D), dann ist repeat « until B € AL(D).
(MALS5) Ist M4.(I, repeat o until B) = Maz(Mar(I, ), while =B do «)




Aufgabe 4

(i) Wenn Abraham nicht nach Wien fahrt, dann findet in Graz ein Konzert statt oder
Chris ruft Abraham nicht an.

(ii) Abraham bleibt in Graz, falls ihn weder Thi noch Chris anrufen.
(iii) Falls Thi Abraham anruft, fahrt letzterer nach Wien.

(iv) Bei einem Konzert in Graz oder Wien rufen sowohl Chris als auch Thi Abraham
an.

(v) Wenn Abraham nicht in Graz bleibt, dann findet in Wien ein Konzert statt und
Abraham fahrt nach Wien.

a) Formulieren Sie Aussagen, die den aussagenlogisch relevanten atomaren Teilen dieser
Sétze entsprechen und ordnen Sie diesen (in der Reihenfolge des ersten Vorkommens)
aussagenlogische Variable A, B, ... zu.

b) Ubersetzen Sie die fiinf Sétze entsprechend (a) in aussagenlogische Formeln Fy bis
Fy .

c¢) Geben Sie ein Gegenbeispiel I zur Behauptung an, dass F5 aus Fi, ..., Fy logisch folgt.
Begriinden Sie Thre Anwort!

d) Folgt es logisch aus “Abraham fahrt nach Wien”, dass Abraham nicht in Graz bleibt?
Warum bzw. warum nicht?

Losung

a) Es gibt folgende Aussagen:
i A: ”Abraham fahrt nach Wien.”
ii B: ”Es findet in Graz ein Konzert statt.”
iii C: ”Chris ruft Abraham an.”
iv D: ”Abraham bleibt in Graz.”
v E: ”Thi ruft Abraham an.”

vi F: 7Es findet in Wien ein Konzert statt.”

b) Aussagenlogische Formeln F; — Fj:
i i=-A>(BV-0)
i Fo=(~EA=C)>D
iii Fs=EDA
iv 4, =(BVF)D(CAE)
v Fs=-DD>(FANA)



¢) Gesucht ist eine Interpretation I, so dass Fj...Fy wahr sind, jedoch F5 falsch liefert,
denn dann ist auch diese Behauptung falsch. Dies ist der Fall, wenn A = 1,B =
0,C=1,D=0,E=0,F=0.

o val;(F1) =valj(m—AD (BVv-(C)=-1>(0Vv-1)=0D0=1
H((FEA=C) D> D)= (-0A-1)20=0>0=1

e valy(Fy) = val
o val;(F3) =wvalj(ED>A)=0D>1=1
o valy(Fy) = val{(BVF) S (CAE) =(0V0) > (1A0)=0>0=1

e val;(F5) =valj(-D D> (FANA)=-0D>(0A1)=12>0=0
Die Behauptung Fy, Fy, F3, Fy |= F5 ist somit falsch.

d) Ja, es folgt logisch, denn das ist durch die 5. Formel in der Angabe gegeben.

Aufgabe 5

Analysieren Sie folgenden ND-Beweis:

1 2
ﬁ[ﬁALB v-in  [=(=Av=B)3 %\/—in [~(~AV=-B)®

T a —-elim T 2 —-elim

=IB[1 =1B[2

A B .

‘!(A/\B) ANDE A-in .
T —-elim
—av-5! BBl

a) Welche Konsequenzbehauptung wird hier bewiesen?

b) Worauf beziehen sich die Markierungen ‘IB’? Koénnte man entsprechende Regelan-
wendungen durch andere ersetzen?

c¢) Ersetzen Sie im ND-Beweis alle Vorkommen von = A durch A und alle Vorkommen von
=B durch B. Erhélt man dadurch einen ebenfalls korrekten ND-Beweis? Wo genau
sind nun allenfalls Fehler zu finden? Wie verédndert sich die Konsequenzbehauptung?
Bleibt Sie korrekt oder kénnen Sie ein Gegenbeispiel angeben?

d) Kann man alle Vorkommen der Ziffern ‘1’ und ‘3’ systematisch vertauschen? Warum
bzw. warum nicht?

e) Kann man alle Vorkommen von ‘A’ im Beweis durch ‘ /A’ ersetzen? Warum bzw.
warum nicht?
Losung

a) Hier wurde die De-Morgansche Regel (~(A A B) Fxp —A V —B) bewiesen.

b) Die Markierung 'IB’ bedeutet indirekter Beweis (Reductio ad Absurdum). Ja, das
ersetzen der Regelanwendungen ist moglich, denn wie in der Vorlesung (S. 309) be-
sprochen kann man anstatt von blah auch % verwenden.



1 2
Lovin  [nave)? i Blovin  [~ave)? i
ANB +1B[1] +1B[2] )
C) ﬁ( A ) T AAB An —-elim
5! B 3]

Nein, man erhélt keinen giiltigen ND-Beweis, denn dafiir miissten noch zusétzlich alle
A durch —=A und B durch —B ersetzt werden. Das Problem liegt an dem Schritt, in
der '—in’-Einfiihrung, denn hier miisste = A stehen, aber es steht ein A ebenso bei B.
Siehe rote markierungen in der Formel.

d) Ja, denn die Zahlen sind nur dazu da, um klarzustellen, welche Regeln welche Varia-
blen schlieflen.

e) Das ist das gleiche wie bei oben, hier gilt auch wenn man A durch —A ersetzt und
gleichzeitig alle = A durch A ersetzt ist die Gleichung weiterhin giiltig, aber da nur
eine der beiden Ersetzungen durchgefiihrt wurde, ist die Gleichung nicht giiltig.



