
3. Übungsblatt
6.0 VU Theoretische Informatik und Logik

25. September 2013

Aufgabe 1
Drücken Sie folgende Prädikate jeweils als Boolsche Ausdrücke aus oder argumentieren
Sie warum das nicht möglich ist. Die Ausdrücke sollen nur die Variablensymbole x,
y, bzw. z enthalten. Verwenden Sie die offizielle Syntax für BA(D), d.h. keine der
zusätzlichen Notationsvereinbarungen, die auf den Vorlesungsfolien erwähnt werden.

a) Über D =FamX: x ist eine leibliche Nichte von y.

b) Über D =FamX: x ist ein Vater oder eine Mutter.

c) Über D = Z : x = |y − z|.

d) Über D = N : x = |y − z|. (Wenn möglich: kompakter als über Z)

e) Über D = N : x teilt y (ganzzahlig).

f) Über D = S : Stack x hat Tielfe 2 oder 3 (enthält also 2 oder 3 Binärzeichen).

Lösung
a) ( (Geschwister(Vater(x),y) ) ∨ (Geschwister(Mutter(x),y) ) ∧ weiblich(x) )

b) ist nicht als boolscher Ausdruck darstellbar, denn es ist in der Angabe nur von einer
Variablen x die Rede, es muss aber noch eine andere Variable (z.B. y) geben, da
Mutter, bzw. Vater Funktionen sind und keine Prädikate. Wenn y existieren würde,
könnte man schreiben: ∃y (=(x, Vater(y) ∨ =(x,Mutter(y))

c) ( ( <(y,z) ∧ =(x,-(z,y) ) ) ∨ ( <(z, y) ∧ =(x,-(y, z) ) ) )

d) ( =(x,-(y,z) ) )

e) ist nicht als boolscher Ausdruck über N darstellbar. (siehe Folien S.235) Mit einer 3.
Variablen (Beispielsweise z) würde das ganze gehen, aber mit nur 2 Variablen nicht.
(∃z=(y,∗(x,z))).



f) istleer(pop(pop(x))) ∨ istleer(pop(pop(pop(x))))

Aufgabe 2
Es sei t ein Term in T (Z) in dem nur eine Variable vorkommt. Zeigen Sie:

a) t drückt eine polynomiell wachsende Funktion f : Z → Z aus.
D.h., es gilt f(x) = O(xn) für ein geeignetes n ∈ ω.

b) Entnehmen Sie Ihrem Beweis eine Schranke für n (bezogen auf die syntaktische Ge-
stalt von t).

Lösung
a) O(xn)⇒ Asymptotische obere Grenze ist xn.

Da f(x) = O(xn) sein muss, und man die Potenz von n als eine n-fache Multiplikation
von x darstellen kann, kann man immer ein geeignetes n ∈ ω darstellen, für das O(xn)
gilt.
So ein Term T (Z) lässt sich beispielsweise wie folgt darstellen:
• Für n=2: ∗(x, x) = x2

• Für n=3: ∗(x, ∗(x, x)) = x3

• Für n=4: ∗(x, ∗(x, ∗(x, x))) = x4

• Für n=5: . . .
⇒ Durch eine n-Fache Rekursion bekommen wir die gewünschte Form xn.

b) T3 für Terme ist wie folgt lt. Skriptum definiert: f ′(t1, ..., tm) ∈ T (D).
* ist eine Funktion aus Z, somit kann man in n-Schritten mit der Multiplikation die
n-te Potenz mittels mehrerer rekursiver ∗(t1, t2) ∈ T (D) bilden. ⇒ Die Anzahl der
Schritte um die Potenz zu konstruieren ist eine obere Schranke.

Aufgabe 3
Erweitern Sie die Programmiersprache AL(D) um eine repeat-until-Schleife.
Genauer: Spezifizieren Sie in Ergänzung der Definition von AL(D) eine Bedingung
(AL5) zur Festlegung der Syntax und in Ergänzung vonMAL eine entsprechende Bedin-
gung (MAL5) zur Festlegung der Semantik der üblichen repeat-until-Schleifenkonstruktion.

Lösung
(AL5) Ist B ∈ BA(D) und sind sind α ∈ AL(D), dann ist repeat α until B ∈ AL(D).
(MAL5) IstMAL(I, repeat α until B) =MAL(MAL(I, α), while ¬B do α)
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Aufgabe 4
(i) Wenn Abraham nicht nach Wien fährt, dann findet in Graz ein Konzert statt oder

Chris ruft Abraham nicht an.

(ii) Abraham bleibt in Graz, falls ihn weder Thi noch Chris anrufen.

(iii) Falls Thi Abraham anruft, fährt letzterer nach Wien.

(iv) Bei einem Konzert in Graz oder Wien rufen sowohl Chris als auch Thi Abraham
an.

(v) Wenn Abraham nicht in Graz bleibt, dann findet in Wien ein Konzert statt und
Abraham fährt nach Wien.

a) Formulieren Sie Aussagen, die den aussagenlogisch relevanten atomaren Teilen dieser
Sätze entsprechen und ordnen Sie diesen (in der Reihenfolge des ersten Vorkommens)
aussagenlogische Variable A,B, ... zu.

b) Übersetzen Sie die fünf Sätze entsprechend (a) in aussagenlogische Formeln F1 bis
F5 .

c) Geben Sie ein Gegenbeispiel I zur Behauptung an, dass F5 aus F1, ..., F4 logisch folgt.
Begründen Sie Ihre Anwort!

d) Folgt es logisch aus “Abraham fährt nach Wien”, dass Abraham nicht in Graz bleibt?
Warum bzw. warum nicht?

Lösung
a) Es gibt folgende Aussagen:

i A: ”Abraham fährt nach Wien.”
ii B: ”Es findet in Graz ein Konzert statt.”
iii C: ”Chris ruft Abraham an.”
iv D: ”Abraham bleibt in Graz.”
v E: ”Thi ruft Abraham an.”
vi F: ”Es findet in Wien ein Konzert statt.”

b) Aussagenlogische Formeln F1 − F5:
i F1 = ¬A ⊃ (B ∨ ¬C)
ii F2 = (¬E ∧ ¬C) ⊃ D
iii F3 = E ⊃ A
iv F4 = (B ∨ F ) ⊃ (C ∧ E)
v F5 = ¬D ⊃ (F ∧A)
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c) Gesucht ist eine Interpretation I, so dass F1...F4 wahr sind, jedoch F5 falsch liefert,
denn dann ist auch diese Behauptung falsch. Dies ist der Fall, wenn A = 1, B =
0, C = 1, D = 0, E = 0, F = 0.
• valI(F1) = valI(¬A ⊃ (B ∨ ¬C)) = ¬1 ⊃ (0 ∨ ¬1) = 0 ⊃ 0 = 1
• valI(F2) = valI((¬E ∧ ¬C) ⊃ D) = (¬0 ∧ ¬1) ⊃ 0 = 0 ⊃ 0 = 1
• valI(F3) = valI(E ⊃ A) = 0 ⊃ 1 = 1
• valI(F4) = valI((B ∨ F ) ⊃ (C ∧ E)) = (0 ∨ 0) ⊃ (1 ∧ 0) = 0 ⊃ 0 = 1
• valI(F5) = valI(¬D ⊃ (F ∧A)) = ¬0 ⊃ (0 ∧ 1) = 1 ⊃ 0 = 0

Die Behauptung F1, F2, F3, F4 |= F5 ist somit falsch.

d) Ja, es folgt logisch, denn das ist durch die 5. Formel in der Angabe gegeben.

Aufgabe 5
Analysieren Sie folgenden ND-Beweis:

¬(A∧B)

[¬A]1
¬A∨¬B

∨-in [¬(¬A∨¬B)]3

⊥
A

IB[1]
¬-elim

[¬B]2
¬A∨¬B

∨-in [¬(¬A∨¬B)]3

⊥
B

IB[2]
¬-elim

A∧B
∧-in

⊥
¬A∨¬B

I B [3]
¬-elim

a) Welche Konsequenzbehauptung wird hier bewiesen?

b) Worauf beziehen sich die Markierungen ‘IB’? Könnte man entsprechende Regelan-
wendungen durch andere ersetzen?

c) Ersetzen Sie im ND-Beweis alle Vorkommen von ¬A durch A und alle Vorkommen von
¬B durch B. Erhält man dadurch einen ebenfalls korrekten ND-Beweis? Wo genau
sind nun allenfalls Fehler zu finden? Wie verändert sich die Konsequenzbehauptung?
Bleibt Sie korrekt oder können Sie ein Gegenbeispiel angeben?

d) Kann man alle Vorkommen der Ziffern ‘1’ und ‘3’ systematisch vertauschen? Warum
bzw. warum nicht?

e) Kann man alle Vorkommen von ‘A’ im Beweis durch ‘ 6 A’ ersetzen? Warum bzw.
warum nicht?

Lösung
a) Hier wurde die De-Morgansche Regel (¬(A ∧B) `ND ¬A ∨ ¬B) bewiesen.

b) Die Markierung ’IB’ bedeutet indirekter Beweis (Reductio ad Absurdum). Ja, das
ersetzen der Regelanwendungen ist möglich, denn wie in der Vorlesung (S. 309) be-
sprochen kann man anstatt von blah auch ¬A⊃⊥

A verwenden.
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c) ¬(A∧B)

[A]1
A∨B

∨-in [¬(A∨B)]3

⊥
A

IB[1]
¬-elim

[B]2
A∨B

∨-in [¬(A∨B)]3

⊥
B

IB[2]
¬-elim

A∧B
∧-in

⊥
A∨¬B

I B [3]
¬-elim

Nein, man erhält keinen gültigen ND-Beweis, denn dafür müssten noch zusätzlich alle
A durch ¬A und B durch ¬B ersetzt werden. Das Problem liegt an dem Schritt, in
der ’¬in’-Einführung, denn hier müsste ¬A stehen, aber es steht ein A ebenso bei B.
Siehe rote markierungen in der Formel.

d) Ja, denn die Zahlen sind nur dazu da, um klarzustellen, welche Regeln welche Varia-
blen schließen.

e) Das ist das gleiche wie bei oben, hier gilt auch wenn man A durch ¬A ersetzt und
gleichzeitig alle ¬A durch A ersetzt ist die Gleichung weiterhin gültig, aber da nur
eine der beiden Ersetzungen durchgeführt wurde, ist die Gleichung nicht gültig.
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