
Histogramm 

Histogramm-Funktion: 𝑯(𝒙) = ∑ (
𝒏𝒊
𝒏  𝟏

𝒕𝒊+𝟏−𝒕𝒊
)  𝑰

[𝒕𝒊,𝒕𝒊+𝟏)
(𝒙)𝒌−𝟏

𝒊=𝟏  

k… Klassenanzahl, t … Intervallgrenzen I … Indikatorfunktion, n… Umfang Stichprobe,𝑛𝑖... # im Intervall 

Intervalllänge nach Sturges: 𝒉𝒏 = 𝒕𝒊+𝟏 − 𝒕𝒊 = ⌈𝐥𝐨𝐠𝟐(𝒏) + 𝟏⌉ 

Intervalllänge nach Scott: 𝒉𝒏 =
𝟑.𝟓𝒔

√𝒏
𝟑       s … empirische Standardabweichung 

Intervallänge nach Freedman: 𝒉𝒏 =
(𝟐𝑰𝑸𝑹)

√𝒏
𝟑  

Verteilungsfunktion 

von 0 bis 1, monoton wachsend, lim
𝑥→∞

𝐹(𝑥) = 1, lim
𝑥→−∞

𝐹(𝑥) = 0 

theoretische Verteilungsfunktion: 𝑭(𝒙) =  ∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

− ∞
 

empirische Verteilungsfunktion: 𝑭𝒏(𝒙) =
𝟏

𝒏
∑ 𝑰[𝒙𝒊,∞)(𝒙)𝒏

𝒊=𝟏  

 



Dichteschätzung/Kernschätzung 

𝒇̂(𝒙) =
𝟏

𝒏
∑

𝟏

𝒉
𝑾 (

𝒙 − 𝒙𝒊

𝒉
)

𝒏

𝒊=𝟏

 

W(t) … Gewichtsfunktion ∫ 𝑊(𝑡) = 1
∞

−∞
, 

 [𝑥 −
ℎ

2
, 𝑥 +

ℎ

2
] … Fenster (h = Intervalllänge)  

Rechtecks Gewichtsfunktion: 𝑾(𝒕) = {
𝟏 |𝒕| ≤

𝟏

𝟐

𝟎 𝒔𝒐𝒏𝒔𝒕 
 

Cosinus Gewichtsfunktion: 𝑾(𝒕) = {
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝝅𝒕 |𝒕| <

𝟏

𝟐

𝟎    𝒔𝒐𝒏𝒔𝒕
  

Wahrscheinlichkeitsnetz 

=Verteilungsfunktion mit verzerrter vertikaler Achse → zb.: Abstände proportional zur Inversen der 

Verteilungsfunktion von 𝑁(0,1) = Φ. y-Achse = Φ−1(𝐹𝑛(𝑥)) x-Achse = x.  

Bei ungefähr Normalverteilung gilt: 𝚽−𝟏(𝑭𝒏(𝒙))~ 𝚽−𝟏 (𝚽 (
𝒙−𝝁

𝝈
)) =

𝒙−𝝁

𝝈
 → auf einer Geraden. 

bei Wahrscheinlichkeit 50% Schätzung für 𝜇 bei 84% Schätzung für 𝜇 + 𝜎 



Quantile-Quantile Plots 

𝑭𝒙(𝒕) = 𝑷(𝑿 ≤ 𝒕), 𝒒𝒙(𝒑) = 𝑭𝒙
−𝟏(𝒑) 

𝑭𝒙 = 𝑭𝒚 ↔ (𝒒𝒙(𝒑𝒊), 𝒒𝒚(𝒑𝒊))  𝒍𝒊𝒆𝒈𝒆𝒏 𝒂𝒖𝒇 𝒅𝒆𝒓 𝑮𝒆𝒓𝒂𝒅𝒆𝒏 𝒚 = 𝒙 

univariate Schätzer 

arithmetisches Mittel: 𝒙̅ =
𝟏

𝒏
∑ 𝒙𝒊

𝒏
𝒊=𝟏      empirische Standardabweichung 𝒔 = √

𝟏

𝒏−𝟏
∑ (𝒙𝒊 − 𝒙̅)𝟐𝒏

𝒊=𝟏  

gestutztes Mittel: 𝒎(𝜶) =
𝟏

𝒏−𝟐𝒈
(𝒙(𝒈+𝟏)+. . +𝒙(𝒏−𝒈))    𝛼 … 0 ≤ 𝛼 ≤ 0.5   𝑔 =  ⌊𝑛𝛼⌋ (auf 

Ganzzahl abgerundet) 

gestutzte Streuung 𝑺(𝜶) = √ 𝟏

𝒏−𝟐𝒈−𝟏
∑ (𝒙(𝒊) − 𝒎(𝜶))

𝟐
𝒏−𝒈
𝒊=𝒈+𝟏  

gestutzte SD = 
𝑆(𝛼)

𝑐𝛼
               𝑐𝛼  .. abhängig von 𝛼 



 

Median 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =  {

𝒙
(

𝒏+𝟏

𝟐
)
  𝑛 𝑢𝑛𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒

𝒙
(

𝒏
𝟐

)
+𝒙

(
𝒏
𝟐

+𝟏)

𝟐
   𝑛 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒

 

MAD (Median Absolute Deviation) = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝟏≤𝒊≤𝒏(|𝒙𝒊 − 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝟏≤𝒋≤𝒏(𝒙𝒋)|) 

 𝑠𝑀𝐴𝐷 =
𝑀𝐴𝐷

0.675
= 1.483 ⋅ 𝑀𝐴𝐷  

25 Quartil 𝑸𝟎.𝟐𝟓 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏 (𝒙(𝟏), … , 𝒙
([

𝒏+𝟏

𝟐
])

) 

 75 Quartil 𝑸𝟎.𝟕𝟓 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏 (𝒙
([

𝒏

𝟐
+𝟏])

, … , 𝒙(𝒏)) 

Interquartilabstand IQR = 𝑸𝟎.𝟕𝟓 − 𝑸𝟎.𝟐𝟓         𝒔𝑰𝑸𝑹 =
𝑰𝑸𝑹

𝟏.𝟑𝟓
 

𝑄𝑛  Streuungsschätzer 𝑸𝒏 = {|𝒙𝒊 − 𝒙𝒋|; 𝒊 < 𝒋}
𝒌

     𝒔𝑸𝒏
= 𝟐. 𝟐𝟏𝟗  ⋅ 𝑸𝒏 



Dichteschätzung in zwei Dimensionen 

Boxcar Funktion 𝑊(𝑢, 𝑣) = {
1

𝜋
 𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1

0 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡
 

Cosinus Gewichtsfunktion 𝑊(𝑢, 𝑣) = {
1+cos(𝜋√𝑢2+𝑣2)

𝜋
  𝑤𝑒𝑛𝑛 𝑢2 + 𝑣2 ≤ 1

0 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡
 

Dichtefunktion 𝒇̂(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝒉𝟐𝒏
∑ 𝑾 (

𝒙−𝒙𝒊

𝒉
,

𝒚−𝒚𝒊

𝒉
)𝒏

𝒊=𝟏       h … Fensterbreite 

 

Robuste Schätzung linearer Trends 

𝒚 = 𝜶 + 𝜷𝒙 + 𝜺 𝛼 … 𝐴𝑏𝑠𝑧𝑖𝑠𝑠𝑒𝑛𝑎𝑏𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑 𝛽 … 𝑆𝑡𝑒𝑖𝑔𝑢𝑛𝑔  𝜀 … 𝐹𝑒ℎ𝑙𝑒𝑟 

 𝒓𝒊 = 𝒚𝒊 − 𝒚𝒊̂ = 𝒚𝒊 − 𝜶̂ − 𝜷̂𝒙𝒊      𝒊 = 𝟏, … , 𝒏 

Least Squares 

 (𝜶̂𝑳𝑺, 𝜷̂𝑳𝑺) = 𝒂𝒓𝒈𝒎𝒊𝒏𝜶,𝜷 ∑ (𝒚𝒊 − 𝜶 − 𝜷𝒙𝒊)
𝟐 = 𝒂𝒓𝒈𝒎𝒊𝒏𝜶,𝜷 ∑ 𝒓𝒊

𝟐𝒏
𝒊=𝟏

𝒏
𝒊=𝟏  

𝜷̂𝑳𝑺 =
∑(𝒙𝒊−𝒙̅)(𝒚𝒊−𝒚̅)

∑(𝒙𝒊−𝒙̅)𝟐   𝜶̂𝑳𝑺 = 𝒚̅ − 𝜷̂𝑳𝑺𝒙̅ 



Bruchpunkt: 
𝒌

𝒏
 n … Stichprobenumfang, k … maximale Anzahl von Ausreißern 

Tukey 

Datenpaare in 3 Gruppen nach x-Werte: 𝒏𝑳 + 𝒏𝑴 + 𝒏𝑹 = 𝒏 

Median pro Gruppe 𝒙𝑳 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏(𝒙𝒊,𝒚𝒊)∈𝑳𝒙𝒊 𝒚𝑳 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏(𝒙𝒊,𝒚𝒊)∈𝑳𝒚𝒊 

Schätzwerte 𝜷̂𝟎 =
𝒚𝑹−𝒚𝑳

𝒙𝑹−𝒙𝑳
 , Residuen 𝑟𝑖

0 = 𝑦𝑖 − (𝛼̂0
(∗)

+ 𝛽̂0(𝑥𝑖 − 𝑥𝑀))    Bruchpunkt = 
1

6
 (Median eines 

1

3
)  

Theil 

𝜷̂𝒊𝒋 =
𝒚𝒋−𝒚𝒊

𝒙𝒋−𝒙𝒊
        1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛   𝜷̂𝑻 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝟏≤𝒊<𝒋≤𝒏(𝜷̂𝒊𝒋)  Bruchpunkt = 0.29 

Siegel (Repeated Median Line)      (Bruchpunkt 0.5) 

𝜷̂𝑹𝑴 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝟏≤𝒊≤𝒏 (𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝟏≤𝒋≤𝒏(𝜷̂𝒊𝒋))  𝜶̂𝑹𝑴 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝟏≤𝒊≤𝒏(𝒚𝒊 − 𝜷̂𝑹𝑴𝒙𝒊) 

 

LMS (Least Median of Squares) Regression    (Bruchpunkt 0.5) 

  (𝜶̂𝑳𝑴𝑺, 𝜷̂𝑳𝑴𝑺) = 𝒂𝒓𝒈𝒎𝒊𝒏𝜶,𝜷𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝒊𝒓𝒊
𝟐 

LTS (Least Trimmed Squares) Regression     

 (𝜶̂𝑳𝑻𝑺, 𝜷̂𝑳𝑻𝑺) = 𝒂𝒓𝒈𝒎𝒊𝒏𝜶,𝜷 ∑ 𝒓(𝒊)
𝟐𝒉

𝒊=𝟏        
𝑛

2
< ℎ < 𝑛 



 



Nichtlineare Glättung 

Lineare Filter 𝒛𝒕 = ∑ 𝜶𝒊𝒙𝒕+𝒊
𝒍𝟐
𝒊=−𝒍𝟏

           gewichtete Summe der 𝑥𝑖  in einer Umgebung von t 

Medianglättung 𝑮𝒙𝒕 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏(𝒙𝒕−𝒔, 𝒙𝒕−𝒔+𝟏, . . )    Wert an Stelle t ist Median aus einer 2s + 1 Umgebung 

Repeated Median  

lokale lineare Approximation 𝝁𝒕+𝟏 ≈ 𝝁𝒕 + 𝜷𝒕 ⋅ 𝒊  𝜇𝑡 … 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙   𝛽𝑡 … 𝑆𝑡𝑒𝑖𝑔𝑢𝑛𝑔, 𝑖 =  −𝑠 𝑏𝑖𝑠 𝑠 

                𝒓𝒕(𝒕 + 𝒊) = 𝒙𝒕+𝒊 − 𝝁̂𝒕 − 𝜷̂𝒕 ⋅ 𝒊 

 𝜷𝒕̂ = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏−𝒔≤𝒊≤𝒔 (𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏−𝒔≤𝒋≤𝒔 (
𝒙𝒕+𝒊−𝒙𝒕+𝒋

𝒊−𝒋
))  𝝁𝒕̂ = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏−𝒔≤𝒊≤𝒔(𝒙𝒕+𝒊 − 𝜷̂𝒕 ⋅ 𝒊) 

Ausreißer |𝒓̂𝒕| > 𝟐 ⋅ 𝝈̂𝒕          𝒓̂𝒕 = 𝒙𝒕 − 𝝁̂𝒕 

 

 

 

 

 



LOWESS (LOcally WEighted regression Scatter plot Smoothing) 

𝒒 = ⌊𝒏𝒇 + 𝟎. 𝟓⌋ … Anzahl der Punkte die zur Glättung verwendet werden 

𝒅𝒊𝒌 = |𝒙𝒊 − 𝒙𝒌|            𝒅𝒊 = |𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝒎𝒂𝒙
 |        𝑖𝑚𝑎𝑥  … Index des am weitesten entfernen Punkt aus q 

Trikubische Gewichtsfunktion 𝑻(𝒕) =  {(𝟏 − |𝒕|𝟑)
𝟑

    |𝒕| < 𝟏

𝟎         𝒔𝒐𝒏𝒔𝒕
 

Gewicht von  (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) 𝑏𝑒𝑧ü𝑔𝑙𝑖𝑐ℎ (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)           𝒕𝒊(𝒙𝒌) = {
𝑻 (

|𝒙𝒊−𝒙𝒌|

𝒅𝒊
) = 𝑻 (

𝒅𝒊𝒌

𝒅𝒊
)     𝒅𝒊 ≠ 𝟎

𝟏         𝒅𝒊 = 𝟎
  

gewichtete Regression (Zeitpunkt i) 𝒎𝒊𝒏 ∑ 𝒕𝒊(𝒙𝒌)(𝒚𝒌 − 𝒂 − 𝒃𝒙𝒌)𝟐𝒏
𝒌=𝟏    Residuen 𝒓𝒊 = 𝒚𝒊 − 𝒚𝒊̂ 

Biweight Gewichtsfunktion 𝑩(𝒕) = {(𝟏 − 𝒕𝟐)
𝟐

  |𝒕| < 𝟏

𝟎 𝒔𝒐𝒏𝒔𝒕
 

 𝒎 = 𝒎𝒆𝒅𝒊𝒂𝒏𝟏≤𝒌≤𝒏|𝒓𝒌|    → 3𝑚 ≈ 2𝜎    Gewichte Residuen    𝒘(𝒙𝒌) = 𝑩 (
𝒓𝒌

𝟑𝒎
) 

robust gewichtete Regression 𝒎𝒊𝒏 ∑ 𝒘(𝒙𝒌)𝒕𝒊(𝒙𝒌)(𝒚𝒌 − 𝒂 − 𝒃𝒙𝒌)𝟐𝒏
𝒌=𝟏  

Upper and Lower Smoothing Aufteilung der Residuen in positive & negative Residuen   𝒓𝒊 = 𝒚𝒊 − 𝒚̂𝒊    

𝒓𝒊
+ 𝒇ü𝒓 (𝒙𝒊

+, 𝒚̂𝒊
+) 



Zeitreihenanalyse 

 𝒙𝒕 = 𝛕𝐭 + 𝜹𝒕 + 𝒆𝒕    𝜏𝑡 … 𝑇𝑟𝑒𝑛𝑑𝑘𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒, δt … 𝑆𝑎𝑖𝑠𝑜𝑛𝑘𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒,   𝑒𝑡 … 𝑅𝑒𝑠𝑡𝑘𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒 

Lineares Modell  𝐥𝐧(𝒙𝒕) = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒕 + 𝒆𝒕 

quadratisches Modell 𝐥𝐧(𝒙𝒕) = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒕 + 𝜷𝟐𝒕𝟐 + 𝒆𝒕  → 𝒙𝒕̂ = 𝒆𝒙𝒑(𝜷̂𝟎 + 𝜷̂𝟏𝒕 + 𝜷̂𝟐𝒕𝟐) 

Fourierreihe 1. Ordnung 𝒇(𝒕) = 𝒂𝟎 + ∑ (𝒂𝒋 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒋𝒕) + 𝒃𝒋 𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒋𝒕))
𝑱
𝒋=𝟏     𝒘𝒋 =

𝟐𝝅𝒋

𝑷
 

𝐥𝐧(𝒙𝒕) = 𝜷𝟎 + 𝜷𝟏𝒕 + 𝜷𝟐𝒕𝟐 + 𝜷𝟑 𝐜𝐨𝐬 (
𝟐𝝅

𝑷
⋅ 𝒕) + 𝜷𝟒 𝐬𝐢𝐧 (

𝟐𝝅

𝑷
⋅ 𝒕) + 𝒆𝒕 

Exponentielles Glätten 

𝒙̃𝒕 = 𝜶𝒙𝒕 + (𝟏 − 𝜶)𝒙̃𝒕−𝟏   𝛼 … 𝐺𝑙ä𝑡𝑡𝑢𝑛𝑔𝑠𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟 0 < 𝛼 < 1    𝑆𝑡𝑎𝑟𝑡𝑤𝑒𝑟𝑡 𝑥̃𝑚 = 𝑚𝑒𝑎𝑛(𝑥0𝑏𝑖𝑠 𝑥𝑚)  

Prognose 𝒙̃𝒕+𝒉|𝒕 = 𝒙̃𝒕 

Glättung noch Holt-Winters 

𝒙̃𝒕 = 𝜶𝒙𝒕 + (𝟏 − 𝜶)(𝒙̃𝒕−𝟏 + 𝒃𝒕−𝟏)        𝒃𝒕 = 𝛃(𝒙̃𝒕 − 𝒙̃𝒕−𝟏) + (𝟏 − 𝜷)𝒃𝒕−𝟏 

Prognose   𝒙̃𝒕+𝒉|𝒕 = 𝒙̃𝒕 + 𝒉𝒃𝒕 

 



Autokovarianz 𝑪𝒐𝒗(𝒙𝒕, 𝒙𝒕−𝒌)  Schätzer  𝒄𝒌 =
𝟏

𝑻
∑ (𝒙𝒕 − 𝒙̅)(𝒙𝒕−𝒌 − 𝒙̅)𝑻

𝒕=𝒌+𝟏      k … lag (Abstand) 

Autokorrelation der Ordnung k 𝝆𝒌 = 𝑪𝒐𝒓𝒓(𝒙𝒕, 𝒙𝒕−𝒌) =
𝑪𝒐𝒗(𝒙𝒕,𝒙𝒕−𝒌)

𝑽𝒂𝒓(𝒙𝒕)
   𝒓𝒌 =

𝒄𝒌

𝒄𝟎
   𝒄𝟎 … 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒏𝒛 𝒗𝒐𝒏 𝒙𝒕 

Zeitreihenmodelle 

Moving Average (MA) Modell MA(1): 𝒙𝒕 = 𝒂 + 𝒖𝒕 − 𝚯𝟏𝒖𝒕−𝟏     𝑢𝑡 … . 𝑤ℎ𝑖𝑡𝑒 𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒 

Autoregressives (AR) Modell AR(1): 𝒙𝒕 = 𝒂 + 𝝓𝒙𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕     𝑢𝑡 … . 𝑤ℎ𝑖𝑡𝑒 𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒 

ARMA (Autoregeressive-Moving-Average) Modell: 

ARMA(1,1) = 𝒙𝒕 = 𝒂 + 𝝓𝒙𝒕−𝟏 + 𝒖𝒕 − 𝚯𝟏𝒖𝒕−𝟏  

ARIMA Modell 

Differenz Operator 𝚫𝒙𝒕 = 𝒙𝒕 − 𝒙𝒕−𝟏 

𝚫𝟐𝒙𝒕 = 𝚫(𝚫𝒙𝒕) = 𝚫(𝒙𝒕 − 𝒙𝒕−𝟏) = 𝒙𝒕 − 𝟐𝒙𝒕−𝟏 + 𝒙𝒕−𝟐 

ARIMA(1,1,1):  𝒙𝒕 = 𝒙𝒕−𝟏 + 𝒂 + 𝛟(𝐱𝐭−𝟏 − 𝒙𝒕−𝟐) + 𝒖𝒕 − 𝚯𝟏𝒖𝒕−𝟏, 

 

 



Kovarianz  

                     𝝈𝒋𝒌 = 𝑬 [(𝒙𝒋 − 𝑬(𝒙𝒋)) (𝒙𝒌 − 𝑬(𝒙𝒌))]  ,     (𝑗, 𝑘 ∈ {1, … , 𝑝} 𝑝 … #𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑛) 

𝒇ü𝒓 𝒋 = 𝒌: 𝝈𝒋𝒋 = 𝑬 [(𝒙𝒋 − 𝑬(𝒙𝒋))
𝟐

] = 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒏𝒛 

Stichprobenkovarianz 

𝒔𝒋𝒌 =
𝟏

𝒏 − 𝟏
∑(𝒙𝒊𝒋 − 𝒙𝒋̅)(𝒙𝒊𝒌 − 𝒙𝒌̅̅ ̅)

𝒏

𝒊=𝟏

 

Korrelationskoeffizient 

𝝆𝒋𝒌 =
𝝈𝒋𝒌

√𝝈𝒋𝒋𝝈𝒌𝒌

=
𝑲𝒐𝒗𝒂𝒓𝒊𝒂𝒏𝒛 𝒋𝒌

√𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒏𝒛(𝒋) ⋅ 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂𝒏𝒛(𝒌)
 

Stichprobenkorrelation  

𝒓𝒋𝒌 =
𝒔𝒋𝒌

√𝒔𝒋𝒋𝒔𝒌𝒌

 



Distanzmaß 

Euklidische Distanz 𝒅𝑬(𝒙𝑨, 𝒙𝑩) = (∑ (𝒙𝑩𝒋 − 𝒙𝑨𝒋)
𝟐𝒑

𝒋=𝟏 )

𝟏

𝟐
= ||𝒙𝑩 − 𝒙𝑨|| 

Manhattan Distanz 𝒅𝑴(𝒙𝑨, 𝒙𝑩) = ∑ |𝒙𝑩𝒋 − 𝑿𝑨𝒋|
𝒑
𝒋=𝟏  

Minkowski Distanz 𝒅𝑴𝒊𝒏𝒌(𝒙𝑨, 𝒙𝑩) = (∑ (𝒙𝑩𝒋 − 𝒙𝑨𝒋)
𝒎𝒑

𝒋=𝟏 )

𝟏

𝒎
 

Kosinus des Winkels 𝐜𝐨𝐬 𝜶 =
𝒙𝑨

𝑻𝒙𝑩

√(𝒙𝑨
𝑻𝒙𝑨)(𝒙𝑩

𝑻 𝒙𝑩)

=
𝒙𝑨

𝑻𝒙𝑩

||𝒙𝑨||⋅||𝒙𝑩||
 

Mahalanobis Distanz 𝒅𝑴𝒂𝒉𝒂𝒍(𝒙𝑨, 𝒙𝑩) = [(𝒙𝑩 − 𝒙𝑨)𝑻 ∑ (𝒙𝑩 − 𝒙𝑨)−𝟏 ]
𝟏

𝟐   Σ−1 inverse Kovarianzmatrix 

 𝒅𝑴𝒂𝒉𝒂𝒍(𝒙𝒊, 𝝁) = [(𝒙𝒊 − 𝝁)𝑻𝚺−𝟏(𝒙𝒊 − 𝝁)]
𝟏

𝟐    für i = 1 bis n, 𝜇 … 𝑍𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑢𝑚 𝑑𝑒𝑟 𝑉𝑒𝑟𝑡𝑒𝑖𝑙𝑢𝑛𝑔 

 

 

 



Linearkombinationen 

𝒖 = 𝒃𝟏𝒙𝟏 + 𝒃𝟐𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒃𝒑𝒙𝒑            𝒖 = 𝒙𝑻𝒃 

Hauptkomponeneten (PC) 

 𝑼 = 𝑿𝑩  X … projizierte Datenwerte → (𝑛 × 𝑝) B … (Spalten = Ladungen der PC → (𝑝 × 𝑝) ) 

𝒃𝒋 = (𝒃𝟏𝒋, … , 𝒃𝒑𝒋)
𝑻

 → 𝑴𝒂𝒙 (𝑽𝒂𝒓(𝒖𝒋)) & 𝑏𝑗
𝑇𝑏𝑙 = 0 & 𝑏𝑗

𝑇𝑏𝑗 = 0             𝑠ℎ𝑎𝑝𝑒(𝑏𝑗) = 𝑝 × 1 

𝑽𝒂𝒓(𝒖𝒋) = 𝑽𝒂𝒓(𝒙𝟏𝒃𝟏𝒋 + ⋯ + 𝒙𝒑𝒃𝒑𝒋) = 𝒃𝒋
𝑻𝑪𝒐𝒗(𝒙𝟏, … , 𝒙𝒑)𝒃𝒋 = 𝒃𝒋

𝑻𝚺𝒃𝒋 
Σ . . 𝑡ℎ𝑒𝑜. 𝐾𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑧𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 

Lagrange Problem 𝝓𝒋 = 𝒃𝒋
𝑻𝚺𝒃𝒋 − 𝝀𝒋(𝒃𝒋

𝑻𝒃𝒋 − 𝟏)  j = 1 bis p   𝜆𝑗 … 𝐿𝑎𝑛𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 

 𝑽𝒂𝒓(𝒖𝒋) = 𝒃𝒋
𝑻𝚺𝒃𝒋 = 𝒃𝒋

𝑻𝝀𝒋𝒃𝒋 = 𝝀𝒋𝒃𝒋
𝑻𝒃𝒋 = 𝝀𝒋 

Anteil der erste k PCs 
𝝀𝟏+⋯+𝝀𝒌

𝝀𝟏+⋯+𝝀𝒑
 

 

 

 



Clusteranalyse 

k-means Zentroide  𝒙̅𝒋 =
𝟏

𝒏𝒋
∑ 𝒙𝒊𝒊∈𝑰𝒋

     j = 1 bis k Zielfunktion: ∑ 𝒏𝒋
𝒌
𝒋=𝟏 ∑ ||𝒙𝒊 − 𝒙̅𝒋||

𝟐

𝒊∈𝑰𝒋
→ 𝒎𝒊𝒏 

Hierachische Clustermethoden 

Complete linkage: 𝐦𝐚𝐱
𝒊∈𝑰𝒋,𝒊′∈𝑰𝒋

𝒅(𝒙𝒊, 𝒙𝒊′) 

Single linkage: 𝐦𝐢𝐧
𝒊∈𝑰𝒋,𝒊′∈𝑰𝒋

𝒅(𝒙𝒊, 𝒙𝒊′) 

Average linkage: 𝐚𝐯𝐞𝐫𝐚𝐠𝐞
𝒊∈𝑰𝒋,𝒊′∈𝑰𝒋

𝒅(𝒙𝒊, 𝒙𝒊′) 

Centroid Methode: 𝒅(𝒙̅𝒋 − 𝒙̅𝒋′) 

Ward Methode: 𝒅(𝒙̅𝒋 − 𝒙̅𝒋′)
√𝟐𝒏𝒋𝒏𝒋′

√𝒏𝒋+𝒏𝒋′

 

Fuzzy Clustering 

c-means Zentroide  𝒙̅𝒋 =
∑ 𝒖𝒊𝒋

𝟐 𝒙𝒊
𝒏𝒋
𝒊=𝟏

∑ 𝒖𝒊𝒋
𝟐

𝒏𝒋
𝒊=𝟏

Zielfunktion: ∑ ∑ 𝒖𝒊𝒋
𝟐 ||𝒙𝒊 − 𝒙̅𝒋||

𝟐

𝒊∈𝑰𝒋

𝒌
𝒋=𝟏 → 𝒎𝒊𝒏 𝑢𝑖𝑗 . . 𝑍𝑢𝑔𝑒ℎö𝑟𝑖𝑔𝑘𝑒𝑖𝑡 



Gütemaße 

Within-Cluster Sum-of-Squares (für Varianz) 

𝑾𝒌 = ∑ ∑ ||𝒙𝒋̅ − 𝒙̅||
𝟐

𝒊∈𝑰𝒋

𝒌

𝒋=𝟏

 

Between-Cluster Sum-of-Squares (für Heterogenität) 

𝑩𝒌 ∑ ||𝒙𝒋̅ − 𝒙̅||
𝟐

𝒌

𝒋=𝟏

𝒎𝒊𝒕 𝑥̅ =
1

𝑘
∑ 𝑥̅𝑗

𝑘

𝑗=1

 

 

Calinski-Harabasz-Index 

𝑪𝑯𝒌 =
𝑩𝒌/(𝒌 − 𝟏) 

𝑾𝒌(𝒏 − 𝒌)
 

Hartigan-Index  

𝑯𝒌 = 𝒍𝒐𝒈 (
𝑩𝒌

𝑾𝒌
) 



Diskriminanzanalyse 

𝝓𝒋(𝒙) =
𝟏

√(𝟐𝝅)𝒑𝒅𝒆𝒕(𝚺𝒋)
𝒆𝒙𝒑 {−

(𝒙−𝝁𝒋)
𝑻

𝚺𝒋
−𝟏(𝒙−𝝁𝒋)

𝟐
} p … Features,  Σ ... Kovarianz, j ... Gruppe, 

𝜙𝑗  .. Dichtefunktion pro Gruppe 

𝑷(𝑮 = 𝒋|𝒙) =
𝝓𝒋(𝒙)𝒑𝒋

∑ 𝝓𝒍(𝒙)𝒑𝒍
𝒌
𝒍=𝟏

    𝑝𝑗 … a-priori Wahrscheinlichkeit pro Gruppe.   G … Gruppenzugehörigkeit 

x wird j zugeteilt wenn gilt: log (
𝑃(𝐺 = 𝑗|𝑥)

𝑃(𝐺 = 𝑙|𝑥)
) = log (

𝜙𝑗(𝑥)𝑝𝑗

𝜙𝑙(𝑥)𝑝𝑙
) = log (

𝜙𝑗(𝑥)

𝜙𝑙(𝑥)
) + log (

𝑝𝑗

𝑝𝑙
) > 0 

Lineare Diskriminanzanalyse (LDA) 

es gilt: 𝚺𝟏 = ⋯ =  𝚺𝒌 = 𝚺 

lineare Diskriminanzfunktion:  

𝜹𝒋(𝒙) = 𝒙𝑻 𝚺−𝟏𝝁𝒋 −
𝟏

𝟐
𝝁𝒋

𝑻𝚺−𝟏𝝁𝒋 + 𝐥𝐨𝐠 𝒑𝒋 

Quadratische Diskriminanzanalyse (QDA) 

𝜹𝒋
(𝒒)

(𝒙) = −
𝟏

𝟐
𝒍𝒐𝒈 (𝒅𝒆𝒕(𝚺𝒋)) −

𝟏

𝟐
(𝒙 − 𝝁𝒋)

𝑻
𝚺𝒋

−𝟏(𝒙 − 𝝁𝒋) + 𝒍𝒐𝒈(𝒑𝒋) 


