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1 Angabe

Unter Verwendung des Fourier-Integraltheorems und der in der Vorlesung hergeleiteten
Transformierten des Rechteckimpulses zeige man

∫ +∞

−∞

sinω

ω
e−iωx d ω =











π, ∀ |x| < 1
π

2 , ∀ |x| = 1

0, ∀ |x| > 1

Was ergibt das Integral
∫ +∞

−∞

sin ω

ω
dω ?

1.1 Theoretische Grundlagen: Absolute Integrierbarkeit,
Fourier-Integraltheorem

Eine Funktion f(t) heisst absolut integrierbar, wenn sie in jedem endlichen Intervall
stückweise stetig ist und wenn gilt:

∫

∞

−∞

|f(t)|d t < ∞

Satz: Falls eine Funktion f(t) absolut integrierbar ist, dann existiert die F-transformierte
F (ω) für alle ω ∈ R; F (ω) ist stetig und beschränkt.
Satz: Fourier-Integraltheorem: Ist die Funktion f(t) absolut integrierbar und ist f(t)
auf jedem endlichen Intervall stückweise stetig differenzierbar, dann gilt:

f(t)+f(t)−

2
=

1

2π

∫

∞

−∞

F (ω)eiωt d ω

Falls f(t) stetig ist gilt:

f(t) =
1

2π

∫

∞

−∞

F (ω)eiωt dω = F−1(F (ω)) =
1

2π
F{F (−ω)}

2 Lösung des Beispiels

2.1 Als der UE-Stunde Kuba

Wir betrachten den Rechteckimpuls:

u :=

{

1, |t| ≤ 1

0, |t| > 1
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Wir berechnen nun die Spektralfunktion:

F{u(t)} =

∫ 1

−1
e−ωt d t = −

1

iω
(e−iω − eiω) =

1

ω
(cos(ω) − i sin(ω) − cos(ω) − i sin(ω)) =

{

2 sin ω

ω
, t 6= 0

2, t = 0

Was ergibt das Integral
∫ +∞

−∞

sin ω

ω
dω ?

F−1(F (ω))(t) =
1

2π

sinω

ω
eiωt dω = · · · =

1

pi

∫

∞

0

sinω

ω
cos(ωt) d ω

Es gilt:

sin a · cos b =
sin(a + b) − sin(a − b)

2

Und somit kann man das Ergebnis weiter vereinfachen:

1

pi

∫

∞

0

sin(t + 1)

ω
dω +

1

pi

∫

∞

0

sin(1 − t)

ω
dω

Mit einfacher Endrechnung (nicht ausgeführt).

2.2 Aus der UE-Stunde Panholzer

Substituiere ω = −v: ::
∫ +∞

−∞

sin(−v)
−v

e−i(−v)x d(−v) =
∫ +∞

−∞

sin v

v
eivx d v (¨)

Aus der Übung ist bekannt:

F{u(t)} = 2
sinω

ω

Wobei

u(t) =

{

1, ∀ |x| ≤ 1

0, ∀ |x| > 1

Daraus folgt:

F−1{
sinω

ω
} =

1

2
u (t)

Man betrachte das Fourier-Integraltheorem:

1

2π

∫ +∞

−∞

F{f(t)}eiωx dω =
f(t+) + f(t−)
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Damit können wir (¨) weiter umformen:
∫ +∞

−∞

sin v

v
eivx d v = 2π

1
2 u (t+) + 1

2 u (t−)

2
=

π

2
(u(t+) + u(t−))

Da u(t) = 1 für |t| ≤ 1 und u(t) = 0 für |t| > 0 ist, kann man sich leicht davon
überzeugen, daß das der gesuchten Funktion entspricht:
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• t ∈ (−1, 1) : π

2 (u(t+) + u(t−)) = π

2 (1 + 1) = π

• t ∈ {−1; 1} : π

2 (u(t+) + u(t−)) = π

2 (0 + 1) = π

2

• t ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) : π

2 (u(t+) + u(t−)) = π

2 (0 + 0) = π

2
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