Theoretische Informatik
Ubungsblatt 4 (2023W)
LGésungsvorschlag

Sei ¥ das Programm

while x > 1 do {
y=2x/2;
if =2 xy then
T =y
else
r=3xx+1
}

Aufgabe 4.1

Zeigen Sie, dass das Programm 3 nach Hinzufiigen einiger Klammernpaare ein syntaktisch korrektes
SIMPLE(Z)-Programm ist.

Anleitung: Geben Sie eine Parallelableitung an.

Loésung 4.1

Programm
=p “while” Term “do” Programm
=p “while (" Term BinOp Term “) do {” Programm “;” Programm “}”
=p “while (" Var “>” Const “) do {” Var “=" Term “;”

“if” Term “then” Programm “else” Programm “}”
=p “while (z > 1) do {y := (" Term BinOp Term “);”

“if (" Term BinOp Term ¢) then” Var “=" Term “else” Var “=" Term “}’
=p “while (z > 1) do {y :== (" Var «/” Const “);”

“if ("Var “= (" Term BinOp Term ¢)) then x =" Var “else x := (” Term BinOp Term “)}’
=p “while (z > 1) do {y == (2/2);”

“if (x= (" Const “«” Var ¢)) then z :=y else z := ((" Term BinOp Term ) +" Const “)}”
=p “while (z > 1) do {y = (x/2); if (x = (2+*y)) then x :=y else x := ((” Const “x” Var )+ 1)}’
=p “while (x > 1) do {y == (x/2); if (x = (2*y)) then x ==y else x := ((3xx) +1)}”

Aufgabe 4.2

Sei o ein Zustand mit o(x) = 2. Berechnen Sie [X]o mittels der strukturellen operationalen Semantik von
SIMPLE(Z).

Anleitung: Teile der Auswertung, die vorangegangene Schritte in &hnlicher Form wiederholen, kénnen
abgekiirzt werden.

Losung 4.2
Um das Ergebnis des Programms, [¥]o, zu erhalten, miissen wir mit der Konfiguration (X, o) beginnen
und solange Rechenschritte durchfithren, bis wir eine finale Konfiguration erreichen.

(3X,0) = (whilez >1do{---},0)
[z>1lc=([z]o >[llo)=(2>1)=1
= ({{y:=2/2;if---};while z > 1do {---}},0)
{y ==x/2;if---},0)
[x/2]c = ([z]o/[2]lc) =2/2=1 firv=y

(y :=x/2,0) = o1, wobei o1(v) = {
o(v) sonst



= ({if z =2 %y then---;while x > 1do {---}},01)
(if x =2y then--- ,07)
[z = 2x4]or = (o = (2% o) = (falo = 2o % [glon) = (2 = 241) = 1
= (z:=y,01)
= ({z ==y;whilez > 1do {---}},01)
(x ==1y,01) = 02, wobei g3(v) = {[y]o*l =1 firv=q
o1(v) sonst
= (while x > 1do {---},02)
[ > 1]og = ([z]oe > [1]o2) =(1>1)=0
= 02

Somit gilt [E]o = 09, da (3, 0) = 0.
Aufgabe 4.3
Sei o ein Zustand mit o(x) = 5. Berechnen Sie [X] o mittels der natiirlichen Semantik von SIMPLE(Z).

Anleitung: Teile der Auswertung, die vorangegangene Schritte in dhnlicher Form wiederholen, kénnen
abgekiirzt werden.

Loésung 4.3
Die natiirliche Semantik erlaubt es, [¥] o direkt zu berechnen.

[¥]o =[whilex >1do {---}o
[z >1]o = ([z]o > [l]o) = (6> 1) =
= [whilez >1do{- -} [{y = /2,1f~-~}]0
=[whilex > 1do {---}[if - ][y =x/2]c

[x/2]0 = ([z]o/[2]lc) =5/2=2 firv=y

= [while z > 1do {---}][if ---] oy, wobei o1(v) = {
o(v) sonst

[z =2xyloy = ([t]or = [2x ylow) = ([z]o = [2]or * [ylor) = (5 =2%2) =0
= [whilez >1do{ - -} [z :=3%xz+1]oy
= [while # > 1 do {---}] 02, wobei
_JBrax+1]or = ([3xx]or + [1]o1) = ([B]oy * [z]or +1) = (3*5+1) =16 firv=12x
o2(v) = o1(v) sonst
[CE>1]O’2:([£B]02>[1]0’2):(16>1):1
=[whilez >1do{- -} [{y =x/2;if---} o9
= [whilez > 1do { - -} [if - ][y == x/2] o9
:[Whilex>1do{...}][if...]ag,wobeiag(v):{[x/(i])UQ_"'_S Z‘i;:t:y
[t=2xyloz=---=1
= [whilez >1do{ -} [z =ylos
. Y or. wobei ou(v) — [ylos =8 fiirv==x
= [while z > 1 do {---}] g4, wobei o4( )_{0'1(’0) sonst
[z>1loy=---=8>1)=1
4 fir v € {z,y}

=...=[while > 1 do {-~}]05,w0beia5(v):{
o(v) sonst
[x>1os=---=4>1)=1

2 fir v € {z,y}

= ... =[while £ > 1 do {---}] g6, wobei og(v) = {
o(v) sonst

[x>1og=---=(2>1)=1



1 fir v € {z,y}

=...=[while z > 1 do {---}] o7, wobei o7(v) = {
o(v) sonst

[x>1]os=---=(1>1)=0

=07

Wir erhalten als Ergebnis [X] o = 7.

Aufgabe 4.4

Zeigen Sie, dass die Aussage {z > 1} ¥ {z = 1} partiell korrekt ist. Leiten Sie die Korrektheitsaussa-
ge mittels der Regeln und Axiome des Hoare-Kalkiils ab. Argumentieren Sie, warum die entstehenden
Implikationen giiltig sind.

Anleitung: Als Invariante ist © > 1 geeignet.

Loésung 4.4

Wir zerlegen die Korrektheitsaussage nach den Regeln des Hoare-Kalkiils. Die Ableitung ldsst sich von
oben nach unten als eine Reihe von Regelanwendungen lesen, bei denen man von wahren Korrektheitsaus-
sagen und giiltigen Formeln auf neue wahre Korrektheitsaussagen schlieit. Konstruiert wird die Ableitung
aber von unten nach oben, beginnend mit der zu beweisenden Korrektheitsaussage.

PAz=2xyDQ {Q}r:=y{Inw} e PANx#2xyDR {R}x=3xx+1{Inv} v
{PANx=2xy}z :=y{Inv} " {PAx#2xy}z =3xx+1{Inv} e
{Inv Az >1}y:=x/2{P} @ {P}if =2y then x ==y else x := 3 xx + 1 {Inv} o
{Inv Az > 1} {y =x/2; if- -} {Inv} "
x>1D Inv {Inv}while z > 1do {y =x/2; if---}{Inv Az } 1} o InvhNxp1Dax=1

(imp)

{r >1}vhilex >1do{ - -} {x =1}
Bei dieser Zerlegung kamen folgende Uberlegungen zur Anwendung.

e Die while-Anweisung kann nur mit der Regel (wh) hergeleitet werden. Dafiir benstigen wir aber
die Vorbedingung Inv und die Nachbedingung Inv A —e. Diese stellen wir her, indem wir mit der
Implikationsregel beginnen.

e Bei der Hintereinanderausfithrungsregel (ha) wihlen wir die Interpolante P so, dass die Korrekt-
heitsaussage im linken Zweig zu einer Instanz des Axioms (zw’) wird. Das bietet sich an, weil die
Variable y weder in der Vorbedingung Inv A z > 1 (mit « > 1 als Invariante) noch im Ausdruck
2/2 auf der rechten Seite der Zuweisung vorkommt. Die Nachbedingung der Zuweisung (und die
Vorbedingung der if-Anweisung) ist also die Formel P: Inv Az > 1 A (y = x/2).

e Bei den beiden Zuweisungen in der if-Anweisung haben wir, anders als bei der Interpolanten P,
nicht die Moglichkeit, eine Formel geeignet zu wihlen. Wir zerlegen die beiden Korrektheitsaussagen
mit den Zuweisungen also zunéchst mit der Implikationsregel, um dann @ und R so zu wéahlen, dass
wir Instanzen des Axioms (zw) erhalten, d.h., Q: Inv[¥] und R: Inv [S*ZH].

Die Ableitung ist korrekt, wenn wir zeigen konnen, dass die vier Formeln, die die Implikationsregel
einfiihrt, giiltig sind.
e x>1D Inv
r>1Dx>1

Diese Formel ist eine Tautologie der Form F' O F.

o nvAz)lDx=1
r>1Nzx<1Dzx=1
Diese Implikation ist aufgrund der Eigenschaften der Ungleichungen wahr: aus x > 1 und = < 1
folgt x = 1.

° PAx=2xyDQ

InvAz>1A(y=x/2)A(x=2xy) D Inv[Y]

e>21Az>1A(y=x/2)A(x=2xy) Dz >1[Y]
x>1Ae>1A(y=z/2)AN(r=2xy)Dy>1



Die Pramisse x > 1 ist gleichbedeutend mit = > 2. Diese Verhéltnis bliebt bei ganzzahliger Division
durch 2 erhalten, d.h., /2 > 1. Wegen y = x/2 ergibt sich daraus y > 1.

° PAhx#2xy DR
Invhz>1A(y=a/2) Az #2%y D Inv[**H]
— 3xr+1
21Nz >1A(y=z/2) Ao #2xyDx > 17T
x>21Ax>1AN(y=z/2) N #2xyD3*xx+1>1

Aus x > 1 erhalten wir durch Multiplikation mit 3 und Addition von 1 die Ungleichung 3xx+1 > 4.
Daraus folgt 3xx +1 > 1.

Damit haben wir gezeigt, dass die angegebene Korrektheitsaussage wahr hinsichtlicher partieller Korrekt-
heit ist: Fiir alle Eingaben, fiir die x > 1 gilt und das Programm terminiert, gilt nach der Ausfiihrung
z =1

Alternative Losung 4.4: Statt dem Axiom (zw’) und der Regel (if) kénnen auch (zw) und (if’)
verwendet werden. In diesem Fall ergibt sich die Interpolante der Regel (ha) aus der Regel (if') als
P:(z=2y> Inw[Y]) A (z # 2y D Iw [**1]).

(InvAz>1)> P[JJf] {P[Iéz}}y =y/2{P} ow {Iw[’]}z =y {Iw} ew {Inv [31;1}}1‘ =3xx+ 1{Inv} ew
{Inv Az >1}y:=a/2{P} . {P}if x =2%y then x .=y else x .= 3*xx + 1 {Inv} o
{Inv ANz > 1}{y == x/2; if---} {Inv}
x>1DInv {Inw}while z > 1do {y:==xz/2; if---}{Inv Ax } 1} o Invhz$1Dz=1
{r>1}vhilez >1do{ - -} {x =1}

(ha)

(imp)

Zusétzlich zu den Implikationen z > 1 D Inv und InvAx # 1 D x = 1, die bereits oben diskutiert wurden,
miissen wir die Giiltigkeit der Formel zeigen, die sich aus der oberen Anwendung der Implikationsregel

ergibt.

(Inuhz>1)DP 142]

(InvAz>1)D ((x=2y D Inv[Y]) A(z #2y D Inv[?’m;l]))[mf]
(@>1A2>1)D ((x=2y2 (x> DY) A (e #2y D (x> 1)[*])[*/?]
(@>1Az>1)D ((x=2yDy>1)A(z#2y D3z +1>1)) [/
(z>1Az>1)D ((z=2=x/2) Dx/2>1)A(x #2(z/2) D3z +1>1))

Die Giiltigkeit dieser Formel ergibt sich daraus, dass aus der Pramisse x > 1, die gleichbedeutend mit
x > 2 ist, sowohl /2 > 1 als auch 3z + 1 > 1 folgt. Wenn also die linke Seite der Implikation wahr ist,
erhalten wir

((x=2=/2) Dx/2>1)A(x#2(zx/2) D3z +1>1))

wahr wahr

wahr wahr

wahr

Aufgabe 4.5

Zeigen Sie, dass die Aussage {z > 1} ¥ {z = 1} partiell korrekt ist. Fiihren Sie den Korrektheitsbeweis,
indem Sie das Programm mithilfe der Annotierungsregeln um Zustandsbeschreibungen ergénzen und
dann die Giiltigkeit der dadurch entstehenden Implikationen argumentieren.

Anleitung: Als Invariante ist x > 1 geeignet.
Loésung 4.5

Wir beginnen mit der zu beweisenden Korrektheitsaussage und fiigen schrittweise Zustandsbeschreibun-
gen hinzu. Wir nummerieren die Formeln in der Reihenfolge des Hinzufiigens.



{Pre:x>1}
wh {F:Inv}
while z > 1 do {
wh {Fa: Invhz>1}
y=2x/2;
zwl {Fo: Invhz>1AN(y=x/2)}
if x =2y then

if] {Fio: InvAhz>1A(y=x/2) AN (x=2x*y)}
zw? {Fr: Iw["] }
xi=y
endiff {F5: Inv}
else
if] {Fii:Invhe>1AN(y=x/2) AN (v #2x*y)}
zwl {Fs: Inv [3*2?1} }
z=3xzx+1
endiff {Fs: Inv}
wh {F5: Inv}
}
wh {Fy: Invhz $1}
{Post: x=1}

Die Implikationsregel verlangt nun, dass wir die Giiltigkeit der Formeln Pre D Fy, Fig D F7, F11 D Fg
und Fy D Post argumentieren, was wir bereits am Ende der Losung 4.4 gemacht haben.

Alternative Losung 4.5: Die oben angegebene Losung entspricht der Ableitung in Losung 4.4, daher
erhdlt man auch dieselben Implikationen. Wendet man statt den Annotierungsregeln zw| und if] die
Regeln iff und zw? an, erhalten wir ein annotiertes Programm, das der Ableitung in der alternativen
Losung 4.4 entspricht. Wie dort steht P fiir die Formel (x = 2y D Inv [Z]) A(z # 2y D Inv [3”:1] ).

{Pre:z>1}
wh {F:Inv}
while x > 1 do {

wh {Fa: Invhe>1}
zw? { Fio: P[%Q]}
Yy =ux/2;
it (Fy: P}
if £ =2y then
VAN {F7: Inv [z]}
x =y
endiff {F5: Inv}
else
zwl {Fg: Inv [3*?—1} }
r=3%xx+1
endiff {Fs: Inv}
wh {F5: Inv}
}
wh {Fio:InvAx$1l}
{Post:x=1}

Die Giiltigkeit der Implikation F» D Fig, also von (Inv Az > 1) D P["Lé 2], wurde in der alternativen
Losung 4.4 argumentiert.

Aufgabe 4.6
Zeigen Sie, dass ein vollstindiger Hoare-Kalkiil nur eine der beiden folgenden Regeln benétigt.
{FAe}I{G} {FA-e}Q{G} {FO{H} {G}Q{H} (if')
{F}if e then II else Q{G} {(e D F)A(-e D G)}if e then Il else Q{H}

(if)

Anleitung: Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zeigen Sie, dass jede Anwendung der Regel (if) in einer
Ableitung durch eine Anwendung von (if’) ersetzt werden kann, und umgekehrt, dass jede Anwendung
von (if’) durch (if) ersetzt werden kann.



Das Programm ist in beiden Regeln dasselbe, die Formel-Platzhalter F'; G und H haben aber unter-
schiedliche Bedeutung. Es hilft, wenn Sie diese Platzhalter umbenennen, sodass sie in den beiden Regeln
unterschiedlich heiflen.

Lésung 4.6

Teil A: ,Jede Anwendung der Regel (if) kann durch eine Anwendung der Regel (if') ersetzt werden.*
Angenommen, wir haben eine Ableitung, die die Regel (if) verwendet, wie die folgende.

{F’/\eiH{G'} {F'/\—\e:}Q{G’}
{F'} if e then II else Q{G'}

(if)

Die Ableitung besteht aus den drei Teilen
{F'}if e then Il else Q{G'}

(F A T{G)  {F A-e}Q{G]

die durch die Anwendung der Regel (if) verkniipft sind. Die drei Teile konnen wir weiterverwenden, die
Regelanwendung miissen wir durch eine oder mehrere andere Regeln ersetzen. Wir nehmen die ersten
beiden Teile und kombinieren sie mit der Regel (if’).

(PTG} [F A=} 9G] i)
{(e D> (F'ANe))A(—eD (F'A—e))}if e then Il else Q{G'} '

Dabei entsprechen die Platzhalter F, G und H in der Regel den Formeln F’ A e, F' A —e bzw. G'. Wir
vereinfachen die Vorbedingung.

(e D (F'Ae))A(meD (F'A=e)) = (=eV (F' Ne))A(eV (F' A—e))
=((meVF)YA(=eVe)A((eVF')A(eV—e))

(meVEYANLA(eVE)AL

(meV F')A(eV F)

(meAe)V F’

=0V F

= F

Nach der Vereinfachung entspricht die Korrektheitsaussage genau jener im dritten Ableitungsteil, den wir
damit direkt anfiigen konnen.

{F'/\eiH{G’} {F’Aﬁez}Q{G'} o
{(eD(F"'Ne))A(—eD (F' A—e))}if e then I else Q{G'} (if)
{F'} if e then Il else Q{G'}

Bei der Vereinfachung handelt es sich um keine Regel, sondern nur um eine logische Umformung der
Vorbedingung.

Teil B: ,Jede Anwendung der Regel (if’) kann durch eine Anwendung der Regel (if) ersetzt werden.“
Angenommen, wir haben eine Ableitung, die die Regel (if’) verwendet, wie die folgende.

(P} (G} »
{(e D F')A(—e D> G')}if e then Il else Q{H'} (if)




Diese Ableitung besteht aus den drei Teilen
{(e D F')A(—e D G')}if e then Il else Q{H'}

(FYU{H} (G {H'}

die durch eine Anwendung der Regel (if’) verkniipft sind. Die drei Teile kénnen wir weiterverwenden, die
Regelanwendung miissen wir durch eine oder mehrere andere Regeln ersetzen. Wir nehmen den dritten
Teil und erweitern ihn mit der Regel (if).

{eDF)AN(meDG)Ne}II{H'} {(eD F')AN(-eDG)AN—-e}Q{H'}
{(eD F')A(—e D G')}if e then IT else Q{H'}

(if)

Dabei entsprechen die Platzhalter F' und G in der Regel den Formeln (e D F') A (-e D G’) bzw. H'. Wir
vereinfachen die Vorbedingungen der beiden Prémissen.

(eDF' YA (e DG )ANe=(-eVF)AN(eVG)Ne Absorption: (eV---)Ae=¢
(meVEF')Ne Distributivgesetz
=(meAe)V (F' Ae)
0V (F' Ae)
F'Ne
(eDF YA (e D G')YA—e=(=eVF)A(eVG)NA—e Absorption: (meV ---) A —e = —e
=(eVG)A—e Distributivgesetz
= (e A=e) V (G' A —e)
=0V (G’ A—e)
=G A-e

Die Prémissen der (if)-Regel vereinfachen sich damit zu {F' A e} II{H'} und {G’ A —e} Q{H'}. Deren
Wabhrheit lasst sich mit den anderen beiden Teilen der urspriinglichen Ableitung und zwei Anwendungen
der Implikationsregel zeigen.

(F'Ae)D F' {FYI{H'} | (G'A=e) DG {G'}YQ{H} |
Faagnqry ey ()
{(eDF)AN(me D G)ANe}II{H'} {(eDF)AN (e D G)N-e}Q{H} (if)
{(e D F')AN(—e D G')}if e then IT else Q{H'}

Wir haben somit gezeigt, dass jede Anwendung einer if-Regel in einer Ableitung lokal gegen die andere
ausgetauscht werden kann. Lésst sich also eine Korrektheitsaussage mit Hilfe der einen Regel herleiten,
geht das auch mit der anderen. Ein vollstéindiger Hoare-Kalkiil benotigt daher nur eine der beiden Regeln.

Aufgabe 4.7

Verwenden Sie die Definition von partieller bzw. totaler Korrektheit um festzustellen, fiir welche Pro-
gramme II die folgenden Korrektheitsaussagen partiell bzw. total korrekt sind.

(a) {1}IT{1}
(b) {1}T1{0}
(c) {O}II{1}
(d) {0}TT{0}

Anleitung: Das sind in Summe acht Fragen (vier verschiedene Kombinationen von Vor- und Nachbedin-
gungen, jeweils untersucht hinsichtlich partieller und totaler Korrektheit), die sich aber gemeinsam mit



nur wenigen Fallunterscheidungen beantworten lassen. Es sind nicht konkrete Programme gefragt, die die
Korrektheitsaussagen wahr werden lassen, sondern die notwendigen und hinreichenden Eigenschaften, die
ein Programm erfiillen muss, sodass die Aussagen wahr sind.

Losung 4.7

Partielle Korrektheit: Eine Aussage {F} I1 {G} ist partiell korrekt, wenn fiir alle Zusténde o € S gilt:

[PK] Wenn [F]o wahr und ¢’ = [[IJo definiert ist, dann ist [G]o’ = [G][IT]o wahr.

In den Unteraufgaben (a), (c) und (d) ist entweder die Vorbedingung falsch oder die Nachbedingung wahr
(oder beides), daher trifft die Implikation [PK] unabhéngig von der Wahl des Programms II immer zu,
die Aussage ist daher fiir beliebiges IT partiell korrekt.

In Unteraufgabe (b) ist die Vorbedingung wahr und die Nachbedingung falsch, die Implikation [PK]
vereinfacht sich zu ,,Wenn [II]o definiert ist, dann falsch.“ Wegen F D 0 = —F ist das gleichbedeutend
mit ,[II]o ist nicht definiert“. Somit ist die Korrektheitsaussage {1} I1{0} genau fiir jene Programme II
korrekt, die fiir keine Eingabe terminieren.

Totale Korrektheit: Eine Aussage {F} I1{G} ist total korrekt, wenn fiir alle Zustinde o € S gilt:
[TK] Wenn [F]o wahr ist, dann ist ¢’ = [II]o definiert und [G]o’ = [G][IT]o wahr.

In den Unteraufgaben (c) und (d) gilt [F]o = [0]c = 0, damit ist der Wenn-Teil immer falsch, die
Implikation also erfiillt. Die Korrektheitsaussagen sind daher unabhéngig vom Programm II wahr.

In den Unteraufgaben (a) und (b) gilt [F]o = [1Jo = 1, damit vereinfacht sich die Implikation [TK] zu
[TK'] o’/ = [H]o ist definiert und [G)o’ = [G][IT]o wahr.

Fiir Unteraufgabe (a) gilt [G]o’ = [1]o’ = 1, womit sich [TK’] auf ,[l]o ist definiert* reduziert. Die
Korrektheitsaussage {1} IT {1} ist daher total korrekt, wenn [II]o fiir alle o definiert ist, wenn also II fiir
jede Eingabe terminiert.

Fiir Unteraufgabe (b) hingegen gilt [G]o’ = [0]o’ = 0, womit [TK’] unabhéngig vom Programm IT immer
falsch ist. Somit ist die Korrektheitsaussage {1} II{0} fiir kein Programm II total korrekt.
Zusammengefasst erhalten wir:

(a) Die Korrektheitsaussage {1} II1{1} ist fiir alle Programme II partiell korrekt und fiir Programme,
die immer terminieren, auch total korrekt.

(b) Die Korrektheitsaussage {1} IT {0} ist fiir Programme II, die nie terminieren, partiell korrekt, aber
fiir kein Programm total korrekt.

(c¢) Die Korrektheitsaussage {0} IT {1} ist fiir alle Programme II partiell und total korrekt.

(d) Die Korrektheitsaussage {0} IT{0} ist fiir alle Programme II partiell und total korrekt.

Aufgabe 4.8
Zeigen Sie, dass die folgende Aussage total korrekt ist.

{x=20N2>0}

{y=3x*x;

while 2% x # y do {
r=x+1;
y=y+1

}r

{x=2xx}

Anleitung: Als Invariante ist die Formel y = 2 x x¢g + x Ay > 2 % x geeignet, als Variante der Ausdruck
y — 2 * x. Argumentieren Sie, warum die auftretenden Formeln giiltig sind.



Lésung 4.8

Wir beginnen damit, der zu beweisenden Korrektheitsaussage schrittweise Zustandsbeschreibungen hin-
zuzufiigen. Wir nummerieren die Formeln in der Reihenfolge des Hinzufiigens.

ZW
wht

wht
zwT

zw 1
wht

wht

{Pre:x =202z >0}
{y=3x*uz;
{Friz=20N Nz >0Ay=3xz}
{Fi: Inv}
while 2z # y do {
{F:InuA2xx£yAt=ty}
17 [z+1
{Fo: (I A0 <t<to)["]["2']}

x

ri=x+1;
{F5: (]nv/\OSt<t0)[yzl]}
y=y+1
{F5: InvNO<t<ty}
+}

{Fy:Invh2xz =y}
{Post: x =2x%uzq}

Die Implikationsregel verlangt nun, dass wir die Giiltigkeit der Formeln F; D Fy, Fy D Fg und Fy D Post
nachweisen. Dem Hinweis in der Angabe folgend verwenden wir die Invariante Inv: y = 2xzo+x Ay > 2%z
und die Variante t =y — 2 x x.

e F DI

r=xoANx>0Ay=3xD Inv
r=20Nx>0ANy=3xDy=22x0+x ANy >2x

Wir miissen zeigen, dass die beiden Bedingungen auf der rechten Seite erfiillt sind, wobei wir
voraussetzen konnen, dass die linke Seite der Implikation gilt.

y = 2x9 + x: Aus y = 3x erhalten wir y = 2x + & und mittels x = x( die gewiinschte Gleichung
y = 2x9 + .

y > 2x: Aus x > 0 erhalten wir durch Addition von 2z auf beiden Seiten 3z > 22 und mittels
y = 3z die Bedingung y > 2z.

Fy D Fg

Im;/\2:177éy/\t:toD(Inv/\oﬁt<t0)[yzl][gﬂ+l]

T

y=2xo+tr Ay >2xA2xFyANy—2x =1ty D (y:2x0+x/\y22;3/\0§y—23:<t0)[y;;1} [”:1]
_ _ _ +1
y=2zo+z Ay =22 A2x #yAy—2x =19 D (y+1 =2x0+z Ay+1 > 22 A0 < y+1-2x < to) [*] ']

y=2x0+x ANy >2c A2z #yAy—2x =ty Dy+l=2x0+z+1 Ay+1>2(z+1) A0 < y+1-2(z+1) < ¢
Es ist die Giiltigkeit von vier Bedingungen zu zeigen.

y+1 = 2x9+x+1 ergibt sich aus der Pramisse y = 2z9+x durch Addition von 1 auf beiden Seiten.

y+1 > 2(x+1): Aus den Prémissen y > 2z und 2z # y konnen wir y > 2z+1 schlieflen, woraus
sich durch Addition von 1 auf beiden Seiten y+1 > 2242 = 2(x+1) ergibt.

0 < y+1-2(z+1): Diese Bedingung ist dquivalent zu 2(x+1) < y+1, also zur vorigen Formel, deren
Giiltigkeit wir bereits gezeigt haben.

y+1-2(z+1) < to: Aus der Priamisse y—2x = tg folgt y—2x—1 < tp. Da y+1—2(z+1) = y—2z—1
gilt, folgt die Bedingung.
Fy, D Post
InvAN2x =y D x =2z
y=2x0+xANy>2xN2x=yDx=2x

Aus der ersten Préamisse ergibt sich unter Verwendung von 2z = y die Gleichung 2z = 2x¢ + z, die
sich zu x = 2x( vereinfacht.



Damit haben wir gezeigt, dass das gegebene Programm fiir nicht-negative Anfangswerte von x terminiert.
Nach dem Programm hat = das Doppelte seines Anfangswertes.

Alternativlosung 4.8: Statt zw| kann auch die Annotierungsregel zw? verwendet werden. Dann dndern
sich die ersten Zeilen des annotierten Programms zu

{Pre:x=29Nx >0}
. 3%z
awt { Fr: Inw[77] }
{y=3xx;
wht {Fy: Inv}
Anstelle von F7 D Fj ist dann die Giiltigkeit folgender Implikation zu zeigen.
e Pre D Fy

(x=x0ANx>0)D Inv [SZ‘”]

=z Az >0)D (y=2%z0+a Ay >2xx)[*7]

(x=2oNz>0)DB*x=2%x0+TAN3*xx>2%1)

Wir miissen zeigen, dass die beiden Bedingungen auf der rechten Seite erfiillt sind, wobei wir
voraussetzen konnen, dass die linke Seite der Implikation gilt.

3xr = 2x¢ + x: gilt wegen der Pramisse x = x¢, da 3x = 2x + .

3z > 2x: ergibt sich aus der Pramisse x > 0 durch Addition von 2z auf beiden Seiten.
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