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1 - Beispiel 144

Man zeige, dass die Funktion cosh () = % fiir z > 0 streng monoton wachsend und

fir x < 0 streng monoton fallend ist und bestimme jeweils die Umkehrfunktion.

Zum Bestimmen dessen, ob die Funktion streng monoton fallend bzw. streng monoton
steigend ist, bediene man sich zunéchst der ersten Ableitung;:

cosh’(z) =

Wir wissen: Eine Nullstelle in der Ableitung einer Funktion bedeutet ein potentielles
Minimum oder Maximum, und somit einen Monotoniewechsel in unserer urspriinglichen
Funktion. Wir sehen, dass 61_26790 = 0 genau dann gilt, wenn z = 0. Durch die zweite
Ableitung sehen wir nun genauer, ob es sich wirklich um einen Monotoniewechsel handelt.

T o er L e % 60 4 60 2
h// = € = = = - =
cosh” () 5 5 5 5

Somit ist die Funktion an dieser Stelle positiv gekriimmt; wir besitzen also ein lokales
Minimum. Ein Monotoniewechsel an der Stelle x = 0 ist somit bewiesen.
Nun wollen wir die Umkehrfunktion berechnen. Hierfiir gilt:

M y) = acosh(y)

e 4+ et
2
e“+e =2y

=Y
Den Logarithmus naturalis kénnen wir aufgrund der Addition nicht direkt anwenden.
Aus diesem Grunde substituieren wir mit e* = z:
1
24+ - =2y |-z
z

z2+1:2yz



22— 2z+1=0

Hier wenden wir nun die kleine quadratische Formel an:

zip=y+£\y* -1

Nun resubstituieren wir und nutzen dabei aus, dass e* = z — = = In (2) gilt.

x=In(yLty/y2—1)

Aber wie ist es nun moglich, dass zwei mogliche Umkehrfunktionen existieren? Sehen
wir uns diese Beziehung graphisch an, indem wir unsere Funktion an der ersten Mediane
spiegeln:

Abbildung 1: cosh (z)

Wir sehen, dass dies durchaus zuléssig ist - wir haben nun eben eine Umkehrfunktion
fir y < 0 und y > 0.



2 - Beispiel 146

Man diskutiere die Funktion f(z) = sinz — /3 - cosz im Intervall I = [, 7].

Trivialerweise ist f(x) stetig, da sie aus zwei stetigen Funktionen besteht. Zur weiteren
Diskussion benétigen wir nun folgende Ableitungen:

f(z) =sinz — V3cosz

f'(z) = cosz + V3sinzx
f"(z) = —sinx + V3 cos

Berechnen wir nun die Nullstellen. Dafiir miissen wir lediglich f(z) = 0 berechnen.

coszx + \/gsinx =0

cosx = —V/3sinx | = sinz
tanx = \/§
Wir haben somit Nullstellen in x = % und = = —%”.

Die Extremstellen erhalten wir durch f/(z) = 0.

coszx + \/gsinx =0

cosx = —V3sinx
1
—% =tanx
Somit erhalten wir Extremstellen an x = —% und x = %”.

Jetzt fehlt noch das Feststellen, ob diese berechneten Punkte entweder Minima oder
Maxima sind. Dies hidngt von der Kriimmung ab, somit benutzen wir die zweite Ablei-
tung:

nwe T
——=>0
e
%8
i
%
Wir haben also ein Minimum an der Stelle —% und ein Maximum an der Stelle %’r.
Wendepunkte erhalten wir durch f”(z) = 0.

) <0

—sinz + V3cosz =0
—sinx+\/§cosx =0
tanx = \/§

s

Wir haben also Wendepunkte an den Stellen x = § und z = —=.



Des Weiteren gilt in Bezug auf die Konvexitét, dass:

f(z) <0,z € (g;w]

2
@) >0z e (-553)
27

f"(z) <0,z € [—3; —)



3 - Beispiel 157

Sei frk — R monoton fallend und differenzierbar. Man zeige, dass dann f'(z) < 0 fiir alle
z € R gilt.

Fiir unsere Annahme gilt, dass: (in Annahme dass x # z0)

f’(ﬂﬂo) — lim f(x) — f(z0) <0

T=T0 T — X

Hierbei miissen nun auch folgende Falle betrachtet werden:

o < Xp:
Wir kénnen aufgrund dessen, dass die Funktion monoton fallend ist, darauf schlie-
Ben, dass f(z) — f(xg) > 0 ist. Des Weiteren wissen wir, dass x — z¢g < 0 ist.
Konsequent ist also der gesamte Ausdruck < 0.

o T > xp:
Wir kénnen aufgrund dessen, dass die Funktion monoton fallend ist, darauf schlie-
Ben, dass f(z) — f(xo) < 0 ist. Des Weiteren wissen wir, dass x — z¢g > 0 ist.
Konsequent ist also der gesamte Ausdruck < 0.

Wir sehen also, dass obige Aussage in allen Fallen zutrifft, und der Beweis ist abgeschlos-
sen.



4 - Beispiel 184

Man bestimme die Potenzreihenentwicklung von f(x) = cosh(x) an der Stelle g =1

Achtung - Fehler! Filschlicherweise wurde hier mit xo = 0 gerechnet. Fiir Ubungszwecke

lasse ich aber auch diesen Teil hier.
0o 2n

Zu zeigen ist somit coshx =1+ 5 + 4 + G+ = n=0 ()"

Uns ist bereits bekannt, dass coshx = ¢ *e " gilt. Des Weiteren gilt:

gerade ungerade
—
. i " i p2n i p2ntl
e’ = —_— = _|_
n=0 n! n=0 (Qn)' n=0 (27’L + 1)'
o i (_w)n _ i x2n _i 2n+1
2 T 2 ()] @n+1)
Ezxponent

Zusammengefasst gilt dann:

220 G + oy + Tnko G — Do oy

coshx =
2

2n
2020 oyt i z2n
2 - = (2n)!

Kommen wir nun zur Losung, nach welcher in der Angabe gefragt wurde
Beschiftigen wir uns zunéchst mit der Ableitung des Cosinus Hyperbolicus. Wir wis-
sen, dass gilt:
(cosh )" = sinh x
(sinhz)" = coshx
Allgemein koénnten wir dann im Prinzip ja sagen, dass fiir die n-te Ableitung des

Cosinus Hyperbolicus gilt:

F(@) =

Wie lasst sich das nun zu einem Ausdruck zusammenfassen? Betrachten wir andere

Schreibweisen des Cosinus Hyperbolicus und des Sinus Hyperbolicus:

coshx, n gerade
sinhx, n wungerade

ef+e*
coshx = %

xr
. et —e
sinhy = ———
2



Das koénnen wir jetzt nutzen, um einen allgemeineren Audruck fiir die n-te Ableitung
zu erhalten. Somit gilt also:

ex_+_(_1)ne—x

Definition - Taylorreihe: Die Reihe ), - %(x —x0)" heilt Taylorreihe von f(z)
im Entwicklungspunkt (mit Anschlussstelle) zq. Der Sonderfall 2y = 0 wird auch McLau-
rinreihe genannt.

Diese Definition nutzen wir nun aus. Im unseren Falle, also mit zg = 1, gilt:

f(n)(x ) . f(n)(l) N
72) n!o (= o) :nz>0 n! v

Und wir sind auch schon fast fertig - jetzt fehlt es nurmehr, unseren vorherigen Aus-
druck einzusetzen.

et(=1)e! (="

fla) =3 — 2t = 3 e

n>0 ' n>0




5 - Beispiel 191

Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion f(x) = ﬁ an der Anschlussstelle 2o = 7.

Bestimmen Sie weiters die zugehorigen Taylorpolynome zweiter Ordnung samt Restglied
und eine Abschéitzung fiir das Restglied im Intervall [4, 10].

Zuerst wollen wir die Taylorreihe von f(x) mit 9 = 7 herausfinden - fithren wir ein
paar Ableitungen durch, um eventuell ein Muster zu erkennen, um die n-te Ableitung
herauszufinden:

Kettenr.
tt
1. Ableitung: (125-)' = (1—3z)" ' =3(1—3z)"! = (e
2. Ableitung: (3(1 —3z)"1) =0-(1 —3z)"2+3-((1 —3z)" 2

~——— ———

Produktr. Kettenr. 18

3-((~2)- (1-32) - (-3)) = 18(1 — 32) ° = s
3. Ableitung: (18- (1 —3z)™3) =162 (1 — 3z)~* = (11g§)4
4. Ableitung: ((1igi)4)’ = (11_%;1)5
Hier sehen wir folgendes Muster fiir die n-te Ableitung:

13n
(n) _ ne o —n—1 __ n:
" (x) =n!3"(1 - 3z) = A soit

Das ist aber lediglich eine Behauptung, mit der man in der Mathematik (leider) nicht
sehr weit kommt - wir miissen diesen Audruck noch beweisen. Das erledigen wir durch
vollstandige Induktion:

1. Induktionsanfang: v*
2. Induktionsvoraussetzung: f(z) v
3. Induktionsbehauptung: f*1(z) = %

4. Induktionsschritt: (£ (x)) = f*+1(x)

—(n!3") - w — (13" (n+ 1)%(_3)
! ((1- 333)”4—1)2 : W(l — 3x)n+l
—(3(n+1)) n!3"3(n+1) (n+1)37H

_(n!3n) ’ (1 _ 3x>n+2 - (1 — 3$)n+2 - (1 - 3m)n+2




Wir haben somit also die n-te Ableitung von f(z) gefunden. Jetzt fehlt nurmehr das
Einsetzen in die Taylorreihe, wodurch wir erhalten:

n!3™

Zf Z(l 37n+1 (= 7)"

n>0 n! n>0
3" .
Z ¢ (—20)7 1At Z 20 it (@)

Beschéftigen wir uns nun mit den Taylorpolynomen zweiter Ordnung und dem Restglied,
sowie einer Abschétzung fiir das Restglied von Lagrange fiir das Intervall [4, 10]. Nehmen
wir uns den Satz von Taylor zuhilfe:

Definition - Satz von Taylor: Sei f auf dem Intervall I = [zg,z] (bzw. [z, %0])
n-mal stetig differenzierbar und im Inneren I von I (n + 1)-mal differenzierbar. Dann
existiert eine Zahl £ € I, sodass

n (k) T (n+1)
- Z fk,(|0)($ - xO)k + f;n_‘_l()g')(!E — l‘o)n+1

Der Term R, = % heifit Restglied von Lagrange. Falls f unendlich oft stetig
differenzierbar ist, so ist auch die Taylorreihe von f definiert. Die Taylorreihe stimmt
genau dann mit der Funktion f(z) iiberein, wenn lim, o R, = 0.

Das Taylorpolynom zweiten Grades ldsst sich leicht durch Einsetzen herausfinden. So
gilt:

2 (3)

Dies gilt fiir alle & € I, wobei unser I unseres Intervalls [4, 10] lediglich (4, 10) entspricht.
Es gilt also fiir:
Vz € [4,10]3¢ € (4,10)

Betrachten wir nun den Betrag unseres Restglieds Ry genauer, um es fiir das gegebene
Intervall abschétzen zu konnen. Wir arbeiten somit im Intervall [z, zo] und [xg,z], in
unserem Falle also [4,7] und [7,10]. f®)(¢) ist hierbei gleich %&

Insgesamt eingesetzt ergibt das dann:

162
By = 1= = 1) = | oy

162

ey
61— 3 1@ —=17)



In summa summarum durch Einsetzen bei statischem z:

Fall 1: [z,x0] = [4,7]

162 162 162
) > (-7 >
516 = 2 50 =39 =7 = 60000

Ra(4) = R2(§) = Ra2(7)

(z—=7)

Fall 2: [zg,z] = [7,10]

162 162 162
ST > (p—T) > 7
560000~ Z 5 -39~ = 213086 =~ 1)

Ro(7) > Ra(§) > Ro(10)

Wir wollen nun das Maximum innerhalb I fiir dieses Restglied bestimmen - hier ist
leicht zu erkennen, dass dieses gleich Ry(4) entspricht. Und somit haben wir die beste
Abschétzung fiir das Restglied erhalten.

10



6 - Beispiel 194

Ein Monopolist produziert eine Ware, wobei die Kosten in Abhéngigkeit von der Stiick-
zahl durch die Funktion K (z) = 5000+ 100z + 2% beschrieben werden, der Umsatz durch
U(z) = 1000x — 222, Der Staat hebe die Steuer S(x) = 100x auf die Absatzmenge ein.
Maximieren Sie den Unternehmensgewinn. Berechnen Sie die Steuereinnahmen fiir den
Staat bei gewinnmaximaler Absatzmenge.

Ermitteln Sie weiters jenen Steuerersatz r (also S(z) = rx), der dem Staat die maxima-
len Steuereinnahmen bringt, falls das Unternehmen wieder die gewinnmaximale Menge
absetzt.

Berechnen wir zundchst den Gewinn. Diesen erhalten wir durch U — K — S, also:

K(@) S(z)
G(z) = 1000z — 22? —5000 — 100z — 2 =100z

Nun wollen wir den grofftmoglichen Gewinn berechnen - wir berechnen also das Maxi-
mum der Funktion, wobei wir uns sowohl die erste als auch die zweite Ableitung zunutze
machen:

G'(z) = —6x + 800
G"(z) = —6
Es ist klar herauszulesen, dass wir jedenfalls eine negative Kriimmung haben - sollte
ein Extrempunkt existieren, ist dieser jedenfalls ein Maximum. Berechnen wir dieses:
G'(x) =0
—624+800=0
800 = 6z
x =~ 1335tk.

Der maximale Unternehmensgewinn liegt also bei circa 133 Stiick. Berechnen wir nun
die Steuern, welche bei dieser Stiickzahl anfallen:

S(133) =100 - 133 = 13300

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Steuersatz r, indem wir uns nochmals an
G(x) bedienen, aber anstatt von S(z) den Steuerersatz rz einsetzen.

Kz S(x)

G(x) = 1000z — 222 —5000 — 100z — 22 72
G(x) = =322 + 900z — 5000 — ra
G(z) = —32% + (900 — z) — 5000

11



Um ein r zu berechnen, bedienen wir uns wieder an G’(z) = 0:

G'(z) =—6x4+900—7r =0
r = —6z + 900

Wir setzen das r in unsere urspriingliche Gleichung ein:

S(z) = re = (=62 + 900)z = —6x% 4+ 900
Fir den Steuerersatz, welcher die maximalen Gewinne erzielt, bendtigen wir wieder
erste und zweite Ableitung und gehen folgendermafien vor:
S'(z) = —12z + 900
S"(z) = —12

Wir haben eine negative Kriimmung, ein existierender Extremwert ist also definitiv
ein Maximum. Setzen wir nun S’(X) = 0:

—122+900 =0
900 = 12z«
T =175

Diesen Wert setzen wir wieder in G’(z) ein, um das r zu berechnen:

—6-754+900 =450 =r
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