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1 Angabe

Man bestimme die Losung des folgenden Anfangswertproblems:

(142 .y -2 y=0, y(1)=2

2 Theoretische Grundlagen: Trennbare
Differentialgleichungen

Ergibt sich (eventuell nach Umformung) eine Differentialgleichung in der Form

welche stetige, auf den Intervallen I C R(z,zo € I) und J C R(y, yo € J) stetig definierte
Funktionen f und g besitzt, sind zwei Félle zu unterscheiden:

1. g(y) # 0 - durch Trennung der Variablen (Verdnderlichen) ergibt sich eine
exakte Differentialgleichung in der Form:

und der Stammfunktion (z,z9 € I, y,y0 € J):

U(x,w:/mf(a)ds—/y%
xo Yo

2. g(n)=0,n € J - esgilt: y(r) =n, x € I ist eine konstante Losung.

Fiir trennbare Differentialgleichungen (xg € I, yo € J) besagt der Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz, dass das Anfangswertproblem

y' =f(x)-g(x),  ylzo) = yo,
lokal eindeutig losbar ist wenn gilt:

L. g(yo) # 0, oder

2. |g(y)] < L- |y —y0| in einer Umgebung von yo, L > 0 konstant (Lipschitz).

Das Losungsverfahren fiir y' = f(z) - g(z) lautet allgemein:



1. Samtliche Nullstellen von 7 € J bestimmen - y(z) = 7 ist jeweils eine partikulére
Losung

2. Trennung der Variablen (’y, dy nach links; x, dx nach rechts’)

1
——dy = f(z)dx
9(y) )
3. Unbestimmte Integration beider Seiten:

G = [ F@) = [ @

9(y)

Allgemeine implizite Losung lautet:
G(y) — F(x) ==z, ceR.
4. Anfangswertproblemlosung: Wenn g(yo) # 0, co := G(yo) — F'(z0). Soferne moglich
G(y) — F(x) = ¢ — 0 nach y auflésen.
Wenn ¢(yp) = 0, dann ist y(z) = yo die Losung.

3 Theoretische Grundlagen: Integralrechnung -
Substitutionsmethode

Aus der Kettenregel £ F(g)z = F'(g(z))g (z) folgt (F'(z) = f(z)):

[ Hotag' @) do = Flg(o) +
Es existieren zwei Substitutionsmethoden:
e Substitution Version 1 - Berechnung von [ f(g(z))¢ (z) dz
1. Substitution g(z) =t und ¢'(x) dz = dt
2. Berechnung der Stammfunktion [ f(¢)dt = F(t) + ¢
3. Riicksubstitution: ¢t = g(x), F(t) = F(g(x))
4

. Insgesamt:
/ﬂﬂ@ﬁ@ﬂxz/ﬂﬂﬁ=F®+c=ﬂM@Hw

e Substitution Version 2 - Berechnung von [ f(z)dz

1. Substitution = = g(t), de = ¢'(t) dt mit einer geeigneten, umkehrbaren Funk-
tion g

2. Berechnung von [ f(g(t))g'(t) dt = H(t) + ¢

3. Auflésung = = ¢(t) nach ¢, d.h. ¢t = h(z) ist dann

/mex:Hmm»+c




4 Losung des Beispiels

4.1 Umformung fiir Trennung der Variablen

(T+a) -y —a? y=0, y(1)=2

4.2 Unbestimmte Integration beider Seiten

dy
/—=1ﬂ|y|
y

2
x
Y de =

/1—1—363 o

1+2°=u = 322

Integration der linken Seite:

Integration der rechten Seite:

_
dx

2
2?1 1 1 ,
Inly| =In1+23+C |Entlogarithmieren
y(x)=C - v/1+ 23 Allgemeine Losung

4.3 Losung des Anfangswertproblems y(1) =2

2
y)=2 = 2=C-V1+13 = C=-—=
V2
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