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The Simpsons — aussagenlogische Modellierung

If all you have is a hammer, everything looks like a nail.

M; ... Maggie
Ki ... Knecht Ruprecht . befindet sich zum Zeitpunkt i
G;i ... Gift auf der anderen Seite des Flusses.
H; ... Homer

@ Zum Zeitpunkt i befinden sich alle auf dieser Flussseite.
AlleHier(i) := =M; A =K; A =G; A —H;

@ Zum Zeitpunkt i/ befinden sind alle auf der anderen Flussseite.
AlleDort(i) := M; A Ki A G; A\ H;

@ Wenn sich Maggie und KR oder Maggie und das Gift am selben
Flussufer befinden, muss Homer bei Maggie sein.

Sicher(i) := (M; = Ki) V (M; = G;)) D (M; = H;)



MH; ... Maggie

KH; ... Knecht Ruprecht

GH; ... Gift

. fahrt mit Homer iber den Fluss
(zw. den Zeitpunkten i —1 und /).

HH; ... Homer fahrt alleine Gber den Fluss (zwischen i — 1 und /).

@ Genau eine Uberfahrt zwischen den Zeitpunkten i — 1 und i.

Uberfahrt(/) :=

(MH, A —=KH; A =GH; N\ _'HH,') V
(—\MH,' A —-KH; AN GH; A —\HH,') V

o Definition der Uberfahrten:

DefUberfahrt(i) :=
(MH; > ((M;_ 1§éM

A (KH; > (Mio1=M,
A (GH; > (Mi1=M,
A (HH; > ((Mi-1=M,

(K, 1;7éK)/\(G, 1=G,

(—'MH,' ANKH; AN =GH; A _\HH,') V
(—'MH,' AN=KH; A —=GH; A HH,‘)

H,‘,l;:_éH,') A\ (H EM,)))
Hi1ZH;) N (Hi=K))))
,1¢-H)A( i=Gi)))
Hi— l?éH))



Gesamtformel: Nach n Uberfahrten sollen alle auf der anderen Seite sein.
Simpsons(n) := AlleHier(0) A AlleDort(n /\ Sicher(i

A /\ Uberfahrt(i /\ DefUberfahrt(i)
i=1 i=1

Methode zum Losen des Ratsels:
@ Errate die benétigte Zahl n der Uberfahrten.

@ Finde eine erfiillende Interpretation fiir die Formel Simpsons(n)
(z.B. mit Hilfe eines SAT-Solvers).

Eine mogliche Losung:
n==1,
I(MH,) = I(HH,) = I(GH3) = I(MH4) = I(KHs) = I(HHg) = I(MH7) =



Vor- und Nachteile dieser aussagenlogischen Modellierung

Vorteile:
@ deklarativ-statisch, nicht prozedural-dynamisch
Welche Eigenschaften sollen gelten?
Nicht: Welche Schritte sind fiir Lésung erforderlich?
@ modular
Neue Bedingungen werden durch zusatzliche Formeln beriicksichtigt.

Nachteile:
@ Erraten von Parametern
n muss durch Probieren gefunden werden
@ GroBe Zahl an Variablen und Formeln
Dynamik muss durch indizierte Variablen simuliert werden.
@ Frame Problem
Bei jeder Aktion muss auch definiert werden, was sich nicht andert.
@ unintuitiv
Bei der Modellierung von Ablaufen denkt man an Zustidnde und
Ubergénge, nicht an statische Bedingungen.
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Beispiel: Flussiiberquerung als Automat

Mogliche Losungen: {mhkmghm, mmmhhhgmkhm, . . . , mhkmgkmgkmghm, . .. }

»Sprache des Automaten*



Beispiel: Reelle Numerale
0.9 0.9

0.9 N .
e N
_’Q% 0..9 @ : é E @\;@ 0..9 @

@ Zustandsbeschriftungen 1-6 dienen nur der Bezugnahme, irrelevant
fur das Verhalten des Automaten

e Kanten sind mit Symbolen beschriftet, die gelesen/geschrieben
werden.

@ Anfangszustand (1) ist durch einen Pfeil aus dem Nichts markiert.

e Endzustinde (3, 6) sind durch einen Doppelkreis markiert.

Zwei Sichtweisen:

@ Akzeptor: Der Automat liest Symbole und akzeptiert alle
Zeichenketten, die vom Anfangs- zu einem der Endzustande fiihren.

@ Generator: Der Automat schreibt Symbole und generiert jene
Zeichenketten, die vom Anfangs- zu einem der Endzusténde fiihren. |,
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Endliche Automaten modellieren Systeme bzw. Ablaufe, die nur eine
begrenzte, feste Zahl an unterscheidbaren Zustanden besitzen.

(Klassischer) Endlicher Automat:
@ Anfangs- und Endzustinde
@ nur Eingaben (bzw. nur Ausgaben)
@ verarbeitet endliche Symbolfolgen
@ Unterarten: deterministisch, nichtdeterministisch mit/ohne
e-Ubergéngen

Transducer: wie endlicher Automat, aber mit Ein- und Ausgaben.
Unterarten: Mealy-Automaten, Moore-Automaten

Bichi-Automat: wie endlicher Automat, verarbeitet aber unendliche
Symbolfolgen

Spezifikation von Automaten:
e Graphisch: Zustinde sind Knoten, Uberginge sind Kanten, Ein- und
Ausgaben sind Beschriftungen von Knoten und Kanten.
@ Tabellarisch: Zu jedem Zustand und Eingabesymbol gibt es einen
Eintrag mit zugehoriger Ausgabe und den Folgezustanden. 14
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Formale Sprachen

> Alphabet, d.h., endliche, nicht-leere Menge atomarer Symbole
w  Wort lber X, (endliche) Folge von Zeichen aus dem Alphabet ¥
€ Leerwort

YT Menge aller nicht-leeren endlichen Woérter iiber ¥
Y*  Menge aller endlichen Worter iiber X (inklusive Leerwort)

wi - wr = wiwe  Verkettung der Worter wy, wp € L¥
L CY* formale Sprache iiber X
2% Menge aller Sprachen iiber

(X*,-,¢) bildet ein Monoid.

¥ = {0,1}
y* ={e,0,1,00,01,10,11,000,001, ...}

10-£-11101-000 = 1011101000 (Klammerung irrelevant, Assoziativitat!)

EocEE=E

16
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Endliche Automaten

Bezeichnungen

Q

do
F

X

0
5*

A
L(A)

endliche Menge von Zustanden
Anfangszustand
Menge von Endzustanden

Eingabealphabet

Ubergangsfunktion /-relation
erweiterte Ubergangsfunktion /-relation

Automat
die von A akzeptierte Sprache

18



Ubergangsfunktionen und -relationen

Q@ xXL—Q det. endlicher Automat (DEA)
FCRXYEXQ nichtdet. endl. Aut. (NEA) ohne &-U.
5: Qx X209

§C Qx(XU{e}) x @ nichtdet. endl. Aut. (NEA) mit ¢-U.
§: Q@x (Xu{e}) 29

e-Ubergange, Relation oder Potenzmenge = nichtdeterm. Automat

Akzeptierte Worter
Alle Worter, mit denen man vom Anfangszustand aus einen der
Endzustande erreicht.

19



Beispiel: Suche nach Max und Ana

Gesucht: Automat zur Suche nach ,, max" und ,ana" in einem Text
Y ={a,mn,x,z} (z ... Stellvertreter fir b-1, o-w, y, z, ...)
NEA:

a,m,n,Xx,z (

DEA:

20
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Beispiel: Suche nach Max und Ana

@@,
X
a,mn,x,z /G< a,mn,x,z

o—a

o* a m n X z
1 {13 {1,2} {1} {1} {1}
2 {4 0 0 O ¢
3 {} {+ {50 & {
41 {3 {+  { {6+ {}
5046 { { { {
6 | {6} {6t {6} {6} {6}

Identisch mit der Tabelle fiir §, wenn es keine e-Kanten gibt.

22



m X

{1,3p {12} {1} {1} {1}
4 0 O O 0
g O B 0 0
g O {4 {8 {4
ey 4 U O U
{6y {6} {6} {6} {6}

oG WN S

~

o

{1} {1,3t {2y {1} {1} {1}
{1.2} | {1,344 {12p {1} {1} {1}
{1,3} {1,3v {12y {15 {1} {1}

{1.3,4} | {13y {12} {15} {16} {1}
{1,5} | {1.3,6} {12} {1} {1} {1}
(1,6} | {1,3,6} {1,2,6} {1,6} {1,6} {1,6}

{17376} {17376} {17276} {1a5a6} {176} {176}

{1,2,6} |{1,3,4,6} {1,2,6} {1,6} {1,6} {1,6}

{1,5,6} | {1,3,6} {1,2,6} {1,6} {1,6} {1,6}

{1,3,4,6} | {1,3,6} {1,2,6} {1,5,6} {1,6} {1,6}




a,mn,x,z

24



Determinisierung

Gegeben: NEA A = (Q,%,9,q0, F) mit § C Q x (XU {e}) x Q
Gesucht: DEA A = <(AQ,Z,5A,?]B, It_> mit 0: Q x £ — Q,
sodass A und A dieselbe Sprache akzeptieren.

Wir definieren den deterministischen Automaten A folgendermaBen:

° ©:2Q

° g = {qo}

. ﬁ:{{aec}mmﬁé@}u{aa} falls e € £(A)
{geQ|gnF#0} sonst

o Fir alle Zustiande g € Q und alle Symbole s € ¥:
3(G,s) ={q € Q|es gibt g € g, sodass (q,s,q') € 5* }

Aund A sind aquivalent, d.h., sie akzeptieren dieselbe Sprache:
L(A) = L(A).

25



Anmerkungen

Neue Endzustinde: Ein neuer Zustand q ist Endzustand, ...

@ wenn seine Bezeichnung einen der alten Endzustiande enthilt,
d.h., wenn g N F # (), oder

@ wenn es sich um den neuen Startzustand handelt und der alte
Automat das Leerwort akzeptiert,
d.h., wenn g = qo und € € L(A),
d.h., wenn g = qo und (qo, ¢, f) € §* fir einen Endzustand f € F.

Neue Ubergangsfunktion: Wegen
3(as)=U{d €Ql(as4d)es =) (as)
9€q qcq
spart es Arbeit, wenn man zuerst 6*(q, s) fir alle g € Q und alle s € ¥

berechnet. Danach miissen nur mehr die Zeilen, die g entsprechen,
vereinigt werden.

Neue Zustinde: Betrachte nur jene Zustiande aus 29, die von g aus
erreichbar sind.

26
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Transducer

Endlicher Transducer
. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A= (Q,X,T,4,/, F), wobei
@ @, X, F ... sieche DEAs
o [ ... Ausgabealphabet (output alphabet)
0 0 C Q@x(Tu{e}) x(Tu{e}) x Q... Ubergangsrelation
e | C Q ... Anfangszustande

Erweiterte Ubergangsrelation 0* C Q x ¥* x [* x @
0* ist die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:
e (g,e,e,q) € 0* furalle g € Q
o (g1, w,w,q) € 6% (q2,s,5,q3) €6 = (qu,ws,w's’ g3) € 6"

Ubersetzungsrelation [A] C £* x '*
[A] = {(w,w') e Z* x T* | (i,w,w,f) € §* firein i € | und ein f € F }

28



Beispiel: Binaraddition von rechts nach links

0/ 0/1 1 1 1
0/0: 1/t o/t 2/0.5/0. 1/1

0010 1 1 =1l 1/0
000101 = 55
01 0 0 0 0 =161 —>
-
3/t
A= ({+0,+1}, {8, 9. &, 1}, {01}, 6, {0}, {+0}), wobei
5 0 0 1 1

0 1 0 1

+0 | {(0,+0)} {(1,+0)} {(1,+0)} {(0,+1)}
{(1,+0)} {(

1,40 0,+1)} {(0,+1)} {(1,+1)}

)
19,01),...,(1318, 0101), ...}

29



Binaraddition von links nach rechts

0010 1 1 =11
00010 1 = 5
0 1 0 0 0 0 =1610
_—
+0
+1

... kein Ubertrag
... Ubertrag

Achtung, Indeterminismus! Zustand ,,+0" besitzt bei Eingabe § zwei

Folgezustande, ebenso Zustand ,+1" bei Eingabe }.

30
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Mealy-Automat
. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A = (Q,X,T,4,, qo), wobei
@ Q X, 0, qo ... siche DEAs
o I ... Ausgabealphabet (output alphabet)
@ v: Q x X T ... Ausgabefunktion (output function)

Erweiterte Ubergangsfunktion §*: Q x ¥* —+ Q siehe DEA.

Erweiterte Ausgabefunktion v*: @ x X* — I'*

v*(g,e) =¢ firalle ge Q,se X, we ¥
7*(q,5w) = (q,s) - v*(d(q,s), w)

Ubersetzungsfunktion [A]: ©* +— I
[Al(w) = 7"(q0, w)

32



Mealy-Automaten sind ein Spezialfall von Transducern:
@ Nur ein Anfangszustand: | = {qo}
e Die Ubergangsrelation ist deterministisch:

» Der Folgezustand 6(gq, s) ist eindeutig durch g und s bestimmt.
» Keine e-Uberginge

e Relationstupel: (g,s,7v(q,s),0(q,s))
@ Alle Zustande sind Endzustiande: F = Q

(1:2)-(0,1)-RLL-Encoder als Mealy-Automat
A= ({a, b}, {0,1}, {01,10,11}, 6, v, a)

0/01 /10 0/10
5lo 1 0 1 1/1
| ol N[
ala b a|01 10 (2 b
b|b a b|10 11
1/11

w: e 0 1 00 10 01 11 000 100
[A](w): ¢ 01 10 0101 1010 0110 1011 010101 101010

33



Detektor fiir fallende Flanken
Ausgabe 1, wenn in der Eingabe ein Wechsel von 1 auf 0 stattfindet.

0/0 1/0
OPARgL
— w: 00110001010 - -
N\ [A](w): 000010001010 --
0/1

Detektor fiir 111-Blocke
Ausgabe 1, wenn in der Eingabe drei 1er aufeinander folgen.

0/0
0/0 / 1/1
(v 1/0 1/0 (y w: 00110111110101110- -
@)\ “ [A](w): 00000001110000010- - -

0/0

34
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Moore-Automat
. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A= (Q,X,T,4,~,qo), wobei
@ Q X, 0, qo... siche DEAs
o [ ... Ausgabealphabet (output alphabet)
@ v: @— T ... Ausgabefunktion (output function)
(Mealy: v: Q x Z —1T)
Erweiterte Ubergangsfunktion §*: Q x ¥* —+ Q siehe DEA.
Erweiterte Ausgabefunktion v*: @ x X* — I'*
v*(q,¢) = (q) firallege Q,s€ X, wex*
7*(q,sw) = (q) - v*(6(q, s), w)
(Mealy: v*(q, sw) = 7(q,s) - v*(d(q; 5), w))
Ubersetzungsfunktion [A]: X* +— I
[Al(w) = ~"(q0, w)
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Moore-Automaten sind (fast) ein Spezialfall von Transducern:

Nur ein Anfangszustand: | = {qo}
Alle Ubergange in einen Zustand geben dasselbe Symbol aus.
Die Ubergangsrelation ist deterministisch:
> Der Folgezustand d(q, s) ist eindeutig durch g und s bestimmt.
» Keine e-Ubergange
Relationstupel: (g,s,7(q),d(q,s))
Alle Zustande sind Endzustiande: F = @

Vergleich von Moore- und Mealy-Automaten

Die Ausgabe erfolgt
» ... bei Moore-Automaten durch den momentanen Zustand.
> ... bei Mealy-Automaten beim Zustandswechsel, der durch

Ursprungszustand und Eingabe festgelegt ist.

@ Moore- und Mealy-Automaten besitzen dieselbe Ausdrucksstarke, sind

aber schwacher als Transducer.

Moore-Automaten haben in der Regel mehr Zustande als
Mealy-Automaten.
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(1:2)-(0,1)-RLL-Encoder als Moore-Automat

= ({a1, az, b}, {0, 1}, {01,10,11}, 0, v, a)

§|o 1 v | 0 0
ay|a b a | 01 Q o % 10
al|la b a | 11 \
b|b a  b|10 (A 17 b\
g/ ! 2o/
w: e 0 1 00 01 100
[A](w): 01 0101 0110 010101 011010 0110 01101010

Zum Vergleich: Mealy-Automat

slo 1 4|0 1
ala b 01 10
b|b a  b|10 11

0/01 0/10

No@ 0

1/11

38



Detektor fiir fallende Flanken
Ausgabe 1, wenn in der Eingabe ein Wechsel von 1 auf 0 stattfindet.

A/‘\u
% w: 00110001010- - -
1

[A](w): 000001000101 - - -

—>

Detektor fiir 111-Blocke
Ausgabe 1, wenn in der Eingabe drei ler aufeinander folgen.

1

aN1/ b\t /7a\1 /e
2N A Y
0
w: 00110111110101110---
[A](w): 000000001110000010 - - - 3




Relevanz von Mealy- und Moore-Automaten

Mealy-Schaltwerk Moore-Schaltwerk
" [ i L
_:J o 7 __K ar— Ktputs
comh ] L % conh conh
i B L | | =
_{J a— :K a
o :J 9_
i R/ —K Y
@ ,inputs” stammen aus dem Eingabealphabet
@ ,outputs” stammen aus dem Ausgabealphabet I
@ Flip-Flops speichern den Zustand aus Q; Reset: Anfangszustand qq
@ ,combination logic": realisiert die Ubergangsfunktionen § und +.

Graphiken: Ken Reid, Indiana University — Purdue University Indianapolis
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Buchi-Automaten

Deterministischer Biichi-Automat
. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, X, J, qo, F), wobei
o @, %, 9, go, F wie bei DEAs definiert sind.

Y“ ... Menge aller unendlichen Woérter (= w-Wobrter) iiber X

Akzeptanz von Wortern

Ein deterministischer Biichi-Automat A akzeptiert ein Wort

S15283 -+ - € X¥, wenn es Zustande qo, 91, 2, g3, - - - € Q gibt, sodass
@ go € Q der Startzustand ist,
@ (gi-1,si) = q; fur alle i € N gilt und
@ es unendlich viele i gibt, sodass g; ein Endzustand ist (g; € F).

Akzeptierte/Generierte Sprache
L(A) ={w e X¥|w wird von A akzeptiert }
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Faire Verkehrsampel
EONO=
a C

h ld
e
f

g

Der Automat akzeptiert genau jene Worter aus {a,
immer wieder griin wird.

...,h}¥, bei denen es
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Nichtdeterministischer Biichi-Automat
. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, %, 4, I, F), wobei
e @, X, F ... sieche DEA
o | C Q ... Anfangszustande
@ ) C Q@ xX x Q... Ubergangsrelation

Akzeptanz von Wortern

Ein nichtdeterministischer Biichi-Automat A akzeptiert ein Wort
S15283 -+ - € X¥, wenn es Zustande qo, 91, 92, g3, - - - € Q gibt, sodass

@ go € Q ein Startzustand ist (qo € /),
o (gi-1,Si,qi) € ¢ fur alle i € N gilt und
@ es unendlich viele i gibt, sodass g; ein Endzustand ist (g; € F).

Akzeptierte/Generierte Sprache
L(A)={w e X¥|w wird von A akzeptiert }
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Nur endlich viele 1er
Gesucht: Ein Biichi-Automat, der genau jene w-Worter iber {0, 1}
akzeptiert, die nur eine endliche Anzahl an 1lern enthalten.

0,1 0

v o, QO

—(a)——(»b
Kein deterministischer Biichi-Automaten akzeptiert diese Sprache.

— Nichtdeterministische Bilichi-Automaten sind ausdrucksstarker als
deterministische!
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Modellierung mit endlichen Automaten

Vorgangsweise:

@ Was sind die Zusténde des Systems? Wieviele sind notwendig?
Zustandsbezeichnungen?

@ Startzustand? Endzustande?

© Was sind die Aktionen/Eingaben, die zu Zustandsiibergiangen fiihren?
Bezeichnung?

© Was sind die Aktionen/Ausgaben, die bei Zustandsiibergéngen
stattfinden? Bezeichnung?

© Lege fiir jeden Zustand und jede Eingabe die Folgezustande und die
Ausgaben fest.
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Anwendung: RLL (run-length limited) Codes
@ Daten werden auf Festplatten, CDs und DVDs binar kodiert
@ Binar-1: Magnetisierungswechsel bzw. Vertiefung (,,pit")

Data 0 l 1] 1 0 (

Write current  — l '|
Magnetic track —_N][¥ 6 g o | o r—
!
J\ =L I'II II| ﬂl
. I / i Y
Read voltage 1 | - ..L_\I A1/ l\'“.l I/_L/ A B
Illlf |I | ', ]
4] | 0 0 (0] 1 1 1 0 1 )
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Detected data 0 1

Graphik aus: D.Lind, B.Marcus: An Introduction to Symbolic Dynamics and Coding, Cambridge Unversity Press 1995



Probleme:

@ ler zu weit auseinander: Synchronisation geht verloren.

Ldsrcrnadion iy !
WMk GNglic iidimn

@ ler zu dicht: werden ununterscheidbar bzw. schwachen sich ab

Read voltage :

—

u ,'.l
Graphik aus: D.Lind, B.Marcus: An Introduction to Symbolic Dynamics and Coding, Cambridge Unversity Press 1995.
Einfache Losung:

@ Fiige nach jedem Datenbit ein zusatzliches Synchronisationsbit ein.
@ Waihle Bitabstand so groB, dass ler-Folgen richtig erkannt werden.
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(m : n)-(d, k)-RLL-Codes

Nachteil der einfachen Lésung: Bendtigt mehr Platz als notwendig.

Idee: Niitze die ,natiirlichen” Oer-Strecken und ler im Datenstrom.
m Datenbits werden so in n Codebits libersetzt, dass zwischen zwei lern
mindestens d und hoéchstens k Oer auftreten.

o Existiert nur fur bestimmte Werte von m, n, d, k

@ Ziel: minimiere n/m, maximiere d

DVD: (8 : 16)-(2, 10)-RLL-Code
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(1:2)-(0,1)-RLL-Code: 2 Codebits/Datenbit, max. ein Oer zwischen lern.

1 Zustand a: zwei Codeworte fiir zwei Datenbits —
0 reicht.
— \_/@ Zustand b: ein Codewort fiir zwei Datenbits —
1 reicht nicht.

., Potenzieren" des Automaten:

01, 11 Zustand a: drei Codeworte fiur zwei Datenbits —
reicht.
— Zustand b: zwei Codeworte fiir zwei Datenbits —
reicht.
Codierungsautomat (Mealy-Automat):
0/01 0/10 0/01,1/11
/ 1/10 / /
s \/é;j oder _,& oder ...
1/11

10010 = 10 10 10 11 01 oder 11 01 01 11 01 oder ...
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(2 :3)-(0,1)-RLL-Code: 3 Code-/2 Datenbits, max. ein Oer zwischen lern.

1 Zustand a: zwei Code- fiir vier Datenworte —
0 reicht nicht.

— \_/@ Zustand b: ein Codewort fiir vier Datenworte —
1 reicht nicht.

Dritte Potenz des Automaten:

011,101,111 110 Zustand a: funf Code- fiir vier Datenworte —
010,110 .
' reicht.
— Zustand b: drei Code- fiir vier Datenworte —
o111 reicht nicht.

Teilung von Zustand a: 011 e

101
111
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(2 :3)-(0,1)-RLL-Code: 3 Code-/2 Datenbits, max. ein Oer zwischen lern.

Zustand a: zwei Code- fiir vier Datenworte —
reicht nicht.
Zustand b: ein Codewort fiir vier Datenworte —
reicht nicht.

Dritte Potenz des Automaten:

011,101,111 110

010,110
A
—>

101,111

Teilung von Zustand a:

Mealy-Automat

Zustand a: fiinf Code- fiir vier Datenworte —
reicht.

Zustand b: drei Code- fir vier Datenworte —
reicht nicht.

10/101
11/111

00/101
01/111 C o




