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I. Wiederholung:
Diskriminantenfunktionen
+ Beispiele




Woflir?

" Entscheidungsregionen: R4, R, und R4

» Entscheidungsgrenzen: g,(x) = g,(x) und g;(x) = g3(x)

______________ x gehdren zu wy
! g1(x) > g,(x) und
g1(x) > g3(x)

x gehdren zu w;
g3(x) > g1(x) und
g3(x) > g,(x)

X gehoren zu w,
g2(x) > g1(x) und
92(x) > g3(x)

:xl




Diskrimingtenfunktionen

... fur multivariate Normalverteilungen unter Verwendung
eines Bayes-Klassifikators

" durch Logarithmieren der Posteriors

p(x|w;)P(w))
p(x)

gj(x) =1In

" erhalt man die folgenden (optimalen) Diskriminanten-
funktionen

1 1
gj(x) = _E(x _ uj)TZj_l(x —u) - §In|2j| +InP(w;) — gln 21 — Inp(x)




Vereinfachung

1 1
g9;(x0) =—5(x- 1) E(x - ) - > In[Z;] +1n P(w;) —M

= die letzten beiden Terme konnen weggelassen werden,
weil sie unabhangig von den Klassen w; sind

= Diskriminantenfunktionen vereinfachen sich zu

gj(x) = ——dz(x) + [ ~In|Z;]| + lnP(w])]




Beispiel: Angabe
: Ermittle die Diskriminantenfunktionen von
Klasse A und B und ihre Entscheidungsgrenze...

1. fur den allgemeinen Fall
2. fur Spezialfall 1

p(x‘a)j) —> multivariate Normalverteilungen
P(w,) = P(wg) = 0,5 - gleiche Priors

far Spezialfall 1: X, = Xp = ((1) (1))




Beispiel: Angabe

Trainingsdaten:

o] 1o]- 6] Lo]

HERAEYAF -



Beispiel: Losung

1. Schatzung der Mittelwertvektoren

1
N

AMZ

= (el + [+ el + 15D 5=l

= (R LI+ 510D 5= 1]



Beispiel: Losung

... fur allgemeinen Fall

2. Schatzen der Kovarianzmatrizen

N

1 ~ o

2 = mZ(xi - (x; — )
1=




Betspiel: Losung
... fur allgemeinen Fall
2. Schatzen der Kovarianzmatrizen

s 4 (2] -[3))(2)-[2)) «([&1-[2])
(BEBEEERN B
(HE)EARE) ..

— 4 {Ele S AL S Y R R R wn
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Betspiel: Losung
... fur allgemeinen Fall
2. Schatzen der Kovarianzmatrizen

7 (- B E Y- @ E0E - +
(&} ANET-CY (e (Eel-Ca) § -
- 4{EeA -+ FR e + [ -0 4+ e}
= S B 0 408 -2 8-

[% 93
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Beispiel: Losung

... fur allgemeinen Fall

3. Determinanten ermitteln
a b
|1X| = ‘ ‘ = ad — bc
c d

4
B 0| 4
1z _|/3 _4/. .12 = 16

4710 12 /3

| X]p = =*4/3-%/3=15/




Beispiel: Losung

... fur allgemeinen Fall

4. Inverse berechnen




Beispiel: Losung

... fur allgemeinen Fall

5. Diskriminantenfunktionen bestimmen

1 1
g;(x) = —5(x - HJ)TZ'_l(x - u;) =5 n|z] +M
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1 = O
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0 0 00
Betspiel: Losung
... fur allgemeinen Fall
5. Diskriminantenfunktionen bestimmen
DA (X)) = —A/'Z_ d,o\t - % Sy (46) = *"3/3 xf‘-tfg/g X1 -A/Z_L( Xz_z'+-"’/g Xz_“"'o/g -
4, o (16) ““ e *'\L-f-g/q x4 — 4y X2 + Yy X2 -'As/t( ‘ﬁm\

or= 2% (RHTERJEHOR -#ecsn

L spr = )
G -6 (59 ) (60 ) -

EEapE e N EaE

2 23 |
(5 -2) e+ (B -3 s -

DY ef- XTI A, '”} 4+1L‘/>*/‘(xu-°7/~fxv. W xot-H=
[ <

L
et = —'5/‘-{ q *”3/‘-{ /t{ T "i&q = dB'



Beispiel: Losung

... fur allgemeinen Fall

5. Diskriminantenfunktionen bestimmen

i N— 2z | 3 2 y 2 ¢ - 730
Qg (X) —-—’(/1 Clo | — 44_ (n (Ae/q) =178 qu ‘1"5/8 Xn =78 ¥ +A)/"g X+ "% |

o/
. 2 - A - S c b
'/1/2, €y} (AS/Cf) = "'/%’X«"-f- "‘T/C( 7('\"";5/8 XZ’,L'(q/L{ X'z_"‘/'s_/q - //12 U‘ (,Ag/‘:f) ‘
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Beispiel: Losung

... fur allgemeinen Fall

6. Entscheidungsgrenze berechnen
94 (%) = g¢ (%) 0=9a (%) = 9¢ (%)

0= — A xa T+ 9/‘( X ”/;/7_‘{ ><Z:L-r/!/c{ *u -As/l{ Yo (76 )+g 7"\2- — A xqF Yg e -
7[,' Xq =+ "32’{- + % (o ('46/*‘7) = =" n + Zz‘( x1 =&y x4 + A -
Ny 6 (46) + Fa. o (1449) = Ve %1+ Nz g = 7 xq =% 0(16) +

Y o ('Aé/*ﬁ)-r- 30 = [ Yz x4 +7V2 N}-'Z_xl + 2% ,90 14
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Beispiel: Ergebnis

... fur allgemeinen Fall

Merkmal x2

Merkmal x1
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Beispiel: Losung

... fur Spezialfall 1

2. Diskriminantenfunktionen ermitteln
1

g;(x) = —T,z(—zﬂ?“ﬂfrﬂj) + INRL0; )

o (= ~T2 ((2(33) (x])+ (33 (3)=
4y ((-€-6) (F2)+ 48] =

—A/Z. (—"éy,\—-gxl ~+ 48) —

\an oy o --?\

——a
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Beispiel: Losung

2. Diskriminantenfunktionen ermitteln

ge (x) = - Y2 (-2(9°3) (’;;% (9 53(2)‘)__.
BL K CRABB I IuSan
7, (=A8%4 - E%xq +99) =

\ﬁx«_ + 3R =43 \
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Beispiel: Losung

... fur Spezialfall 1
3. Entscheidungsgrenze berechnen

Bt H3x |19 = G +Omg =45
—6><r\ -9 = "‘L‘S

=l B P B

I = 6\
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Beispiel: Ergebnis

... fur Spezialfall 1

Merkmal x2

1 2 3 4 5 I 7 8 9 10 11

Merkmal x1
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II. Merkmale



Merkmale

... fur Muster in Bildern

= Beschreibung des , Aussehens” (Appearance)
* durch Template, z.B. Template im RGB-Farbraum

Eingabe

Merkmalsvektor

x € RrMf
n ... Zeilen

m ... Spalten
f ... Farbkanale
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Merkmale

... fur Muster in Bildern

" Beschreibung des , Aussehens” (Appearance)

e durch Histogramm, z.B. 3D-Histogramm mit 16 Bins

_ Histogramme
Eingabe = & 2

S s

00000

Blau

00000

.. 0
Letzte Anderung: 19.11.2015 ® © Nitole M. Brtner **

S0 Griin |
- | Extraktion . :

Merkmalsvektor

afe """ " T afe x € RPS

b ... Bins
f ... Farbkanale




Merkmale

... fur Muster in Bildern
" Beschreibung geometrischer Eigenschaften durch:

po Q
2 S
: W
I o+
(oYo) S Q
N < (- o+
C - N —_ + -
g% -8@ 6@8 d %
— v
o R a & or & = =

-
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Dimensionalitdt von

... Merkmalsvektoren x € R"

= viele Beispiele dieser Vorlesung
verwenden Merkmale/Merkmals-
vektoren im R! und R?

" in praktischen Anwendungen der
Mustererkennung sind Merkmals-
vektoren oft hochdimensional

* 2.B.: optische Buchstabenerkennung
(OCR = optical character recognition)

x € R*M

=

m

~
=

/

q
o
%
L{

5
Y

9,
A
4

W J N WY Py O O
-— A =N G VN £ -2

QA L H =20 NVG 0N~



Bemerkungen zu Merkmalen

= Gute” Merkmale sind und ZU
berechnen

= \Wenn kombiniert werden, sollte
jedes Merkmal enthalten

* im ldealfall sind Merkmale nicht stark korreliert

" Viele Merkmale enthalten
als wenige Merkmale

e sonst wiirde man z.B. bei Mustern in Bildern einfach alle
Pixelwerte verwenden die das Muster beschreiben




Bemerkungen zu Merkmalen

" Generell neigt man dazu die ZU
, wenn man mit dem Klassifikationsergebnis
nicht zufrieden ist.

" Mehr Merkmale = eine ist
, wenn die Ergebnisse des Klassifikators
verbessert werden konnen.

= eider ist es nicht immer der Fall, dass mehr Merkmale
ZU fuhren mussen.




~
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Faustregel

= o o o Em Em Em EE EE EE EE EE EE EE EE O EE R EE EE EE EE R EE R R R R D R R Em D Em Em E o gy,

Sei n die GrolSe des Trainingsdatensatzes pro Klasse

und d die Anzahl der Merkmale. Dann sollte das
Verhaltnis zwischen Trainingsdaten und Merkmale wie
folgt aussehen:

\

_______________________________________




[I1. Fluch der
Dimensionalitit

=



Beispiel

" synthetischer Datensatz
* Messungen der Verhiltnisse von O,
Wasser und Gas mit Hilfe von

Gammastrahlen Stiatified Annulst
Hoi
W.
e Merkmalsvektor x € R12: .Gater
as
* 6 Messungen mit je zwei Gammastrahlen B vix

unterschiedlicher Energie Homogeneous

6 Messungen

e drei Klassen: ,,Stratified”, ,,Annular” A~
und ,,Homogeneous” // : \\=
NC T :
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Beispiel

" Trainingsdaten: 100
Datenpunkte € R

* Merkmale x4 und x- der drei
Klassen ,,Homogeneous®,
S2Annularund |, Stratified”

[Quelle: Bishop, 2006]

2

= Ziel: Klassifikation einer neuen
Beobachtung x = (x4, x7)

Ig
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Beispiel

£ Einfaches Verfahren: \\ i [Quelle: Bishop, 2006]
:  unterteile den Merkmalsraum ‘

: des Trainingsdatensatzes in

| gleich groRRe Zellen (Nachbar-

| schaften)

:  finde heraus in welche Zelle die
|

|

|

|

|

|

7

Beobachtung x fallt

* weise x der Klasse mit den
meisten Datenpunkte in dieser
Zelle zu

N . S . S S S S S S S e e e e e

~

\

Diese naive Lésung hat einige Probleme ....
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Beispiel

Eines der gravierendsten
Probleme wird klar, wenn man
die Dimensionalitat des
Merkmalsraums erhoht:

[Quelle: Bishop, 2006]

R? = 16 Zellen, 4% (siehe 2
Abbildung)

R3 = 64 Zellen, 43

R1%2 > 16.777.216 Zellen, 412
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Beispiel

® Anzahl der Zellen wachst exponentiell mit den Dimensionen des
Merkmalsraums

= es ist schwierig sicherzustellen, dass Zellen in hoch-dimensionalen
Raumen nicht leer sind (keine Trainingsdaten vorhanden)

272‘
[Quelle: Bishop, 2006]
332‘
’I
L 7]
%
f'l
i P ”’ :Ul'
A1
| | |
| I I :’slh xlb zur besseren Visualisierung sieht
man hier nur einen Teil der Zellen
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LSourse of dimensionality”

... ZU Deutsch: Fluch der Dimensionalitat

Der Fluch der Dimensionalitat ist das exponentielle Wachstum

der Moglichkeiten als eine Funktion der Dimensionalitat. Wenn

die Dimensionalitat wachst,

e dann ist eine exponentiell wachsende Menge an Daten
notwendig, um den Merkmalsraum abzudecken und Training zu

ermoglichen;
* dann wachst auch der Rechenaufwand und die Komplexitat;

Ins Deutsche Ubersetzt, aus , Dictionary of Computer Vision and Image Processing”, Fisher et al., 2005




V1. Merkmalsselektion



Grundregel

Wahle Merkmale, sodass im Merkmalsraum =
e der Abstand zwischen unterschiedlichen Klassen grof ist =

* und die Varianz innerhalb der Klassen klein

= 7.B. Klassifikation von Pixeln in ,,Haut“
oder , nicht Haut“

= Mogliche Merkmale:

= Rot, Griin und Blau (RGB-Farbraum) ODER

9 * Farbton, Sattigung und Helligkeit (HSV-
%° Farbraum)
\I/ = Wahl:

_/ * Farbton + Sattigung um unabhangig vom
Farbton Hautton (Helligkeit) zu sein = Varianz entlang
dieser Achse ist am grofSten




Vorgehensweise

: Auswahl einer Teilmenge aus allen moglichen Merkmalen

Wie kann man entscheiden welche Merkmale ausgewahlt
werden?

1. individuell fur jedes Merkmal x

2. fur Merkmalsvektoren x bestehend aus N
unterschiedlichen Kombinationen von -
Merkmalen —_—

* Trennbarkeit der Klassen = unabhangig vom Klassifikator

= Performance des Klassifikators (Fehlerrate) = abhangig von
einem bestimmten Klassifikator




Entscheidungskriterium: ROC

ROC = Receiver Operating Characteristic

A
* Quantifizierung der
Schwellwer‘t/ThreshoId (in einem Merkmal)
|
oWy .1 .
| N * «a ... Fehlerwahrscheinlichkeit Klasse wy
1—al*a (gelbe Flache unter der Kurve)
4,/ — -~ —— /,';
W2 R * [ ... Fehlerwahrscheinlichkeit Klasse w,
N (grine Flache unter der Kurve)
Achtung: Nicht zu verwechseln mit der bedingten Fehlerwahrscheinlichkeit

(posterior der nicht gewahlten Klasse).




Entscheidungskriterium: ROC

= wenn man den Schwellwert Gber ,alle“ moglichen

Positionen schiebt, erhalt man unterschiedliche Werte
fira und S

1-p

. T zwischen Klassen

l - a = 1 — 3 - gerade Linie in Abbildung
& RQC/’iKurve
| A —> umso grofer ist die Flache zwischen

/ Kurve und gerader Linie




Entscheidungskriterium: FDR

FDR = Fisher’s discriminant ratio

FDR fir ein Merkmal ist wie folgt definiert: =

fur M Klassen
M

(11 — 1z)? L e — o)

2
o{ + o, Giz + sz

fur zwei Klassen

NTY

M ...Anzahl der Klassen

" je grofler FDR eines Merkmals umso besser

* |dealfall: Mittelwerte der Klassen sind weit entfernt und
Varianz innerhalb der Klassen ist klein (siehe Folie 40)




/

g EEE I S S DS S DS S e e e e e E—

Auswahlprozess

... fur individuelle Merkmale

———————————————————————————————————————

1. Entscheidungskriterium k wird fiir alle Merkmale m
ermittelt (z.B. FDR)

2. Merkmale m werden absteigend/aufsteigend (je
nach Kriterium) nach k sortiert

3. die ersten [ (Lange des Vektors) Merkmale werden
ausgewahlt
¢

———————————————————————————————————————

-



Auswahlprozess

... fur Merkmalsvektoren

= die ,einfachste” Losung ware einfach
(Lange des Vektors [, Merkmale m) zu testen

=" mit Hilfe der Entscheidungskriterien entscheidet man sich dann
fur die an Merkmalen

Die vollstandige Suche (exhaustiv search) nach der besten Teilmenge ist |
praktisch nur fur eine kleine Anzahl an Merkmalen maéglich. Problem:
kombinatorische Explosion!

= Losung: Prozess durch ein approximieren
* es kann nicht garantiert werden, dass die ,ideale” Teilmenge gefunden wird




/

Seqguential Backward Selection

... sequentielle Rickwartsauswahl (frei Ubersetzt)

Beispiel: m = 4, Merkmale x4, x5, x3, x4, [ soll 2 sein

- o e o D Em E Em Em Em Em Em Em Em E Em Em Em Em Em Em Em o

1. Berechne Entscheidungskriterium fiir [x, x5, x3, x4]" ‘
2. Reduziere die Lange des Vektors um ein Merkmal und
ermittle Entscheidungskriterium fiir [xq, x5, x3]7,
261, %2, x4]", [x1, %3, 24]" und [x3, x5, x,]"
Wihle die beste Kombination, z.B.: [xq, x5, x3]"
4. Reduziere wieder die Lange des Vektors um eins und ermittle
Entscheidungskriterium fuir [x1, x5 17, [x1, x3]7 und [x,, x3]"
5. Wahle die beste Kombination, das Ergebnis der Auswahl, z.B.:
N 1,25 "

o o o o o o o e e e e e S e e EE e S B EEm B e B e Eam e Eam M Em En e Em E Em P

=




r-TTm===

Seqguential Backward Selection

... sequentielle Rickwartsauswahl (frei Gbersetzt)
Allgemeiner formuliert:

- O S S S DS S D DS DS D B B B DS B B G B B B B B B B B B B B e B G B B B B B e B e oy

Beginnend mit einem Merkmalsvektor der Lange m entfernt
man jeweils ein Merkmal von der ,besten” Kombination (ab- ‘
hangig vom Entscheidungskriterium) bis man einen Merkmals-
vektor der Lange [ erhalt.

tn s a S S S S S S S S B S B B B B SIS B DI B BEE BEEE BEE B DI B B B B B B B S B B B e e e .

Anzahl der durchsuchten Kombinationen:
1
1 +E((m + Dm—I(l + 1))
Im vorherigen Beispiel:

1
1+E((4+1)4_2(2+1)) =8




N EEE EEE EEE DS B B B B B S E——

Seqguential Forward Selection

... sequentielle Vorwartsauswahl (frei Gbersetzt)

Beispiel: m = 4, Merkmale x4, x5, x3, x4, [ soll 2 sein

— e = o Em Em Em Em EE EE EE D RS D S S M O S S S M R S S M O R EE O EE O D O O gy,

1. Berechne Entscheidungskriterium fiir jedes ‘
Merkmal: x4, x5, x5 und x,

2. Wahle das , beste” Merkmal (basierend auf
Entscheidungskriterium), z.B.: x4

3. Bilde alle moglichen Vektoren [ = 2 die Merkmal x;
enthalten: [xq, x, |7, [x1, x3 17, [x1, x4 |7

4. Ermittle Entscheidungskriterium fir alle Vektoren und wahle

A den ,besten” z.B.: [x{, x5 |7

e . e e e e e e e e .



Seqguential Forward Selection

... sequentielle Vorwartsauswahl (frei Gbersetzt)
Allgemeiner formuliert:

If Beginnend mit den einzelnen Merkmalen m bildet man

i Merkmalsvektoren wachsender Lange basierend auf der bis-
: herigen ,besten” Kombination (Merkmal) bis man einen

. Merkmalsvektor der Lange [ erhilt.

Anzahl der durchsuchten Kombinationen:
[(l—1)
m 2

Im vorherigen Beispiel:
2(2—-1) B

8
2

7




Sequential Forward vs.
Sequential Backward

= firm = 20

—Backward -—Forward

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Lange des Merkmalvektors
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V. Merkmalsreduktion



Grundlagen

Man spricht von einer Merkmalsreduktion, wenn man die =
Dimensionalitat und die damit verbundenen Probleme
reduziert in dem man Merkmale geschickt kombiniert.

" LDA (=Linear Discriminant Analysis): maximiert die
Separierbarkeit der Klassen, basiert auf FDR (siehe Folie 44)

. erzeugt unkorrelierte
Merkmale

" |CA (=Independant Component Analysis): erzeugt
unabhangige Merkmale




Grundidee

... der Merkmalsreduktion (PCA und ICA)
= die vorhandenen Merkmale zu transformieren

" relevante Information fur Klassifikation in weniger
Verkmalen zu konzentrieren

* redundante Information zu finden und zu entfernen

" reduzieren der Dimensionalitat des Merkmalraums

Letzte Anderung: 19.11.2015 © Nicole M. Artner




Lineare Transformationen

... sind besonders attraktiv zur Merkmalsreduktion, weil
sie einfach zu berechnen sind

X|= Uy —y = |U"1x

Invertierbar




Lineare Transformationen

: Finde lineare Transformation U, welche den
!/
Merkmalsvektor x € R? reduziertzuy € R%, wobeid’ < d

® lineare Transformationen konnen hoch-dimensionale
Merkmalsvektoren in
projizieren

= \/orteile

der Schatzung (z.B.: pdf) und Klassifikation
(z.B.: Entscheidungsgrenze)

* ermoglicht die von multivariaten Merkmalsvektoren
in zwei oder drei Dimensionen




WH: Lineare Algebra

Ein p-dimensionaler Vektor x kann ohne Fehler durch die =
Summe von p linear unabhangigen Vektoren dargestellt

werden: D
X = 2 yiu; = Uy
=1

u; ... Basisvektoren, Spalten von der Basis U
y; ... Koeffizienten bezlglich der Basis U




Beispiel




Hauptkomponentenanalyse

... im Englischen ,,Principal Component Analysis” (PCA)

" ist eine Moglichkeit wie man eine reduzierte Basis U
finden kann mit m < p, wobei der Rekonstruktionsfehler

2
m
x(m) = )y
=1

€< minimiert wird
x = x(m) +|&?

4
X = EYiui
i=1




Hauptkomponentenanalyse

Die Hauptkomponentenanalyse (PCA) findet eine reduzierte =
Basis U die den Rekonstruktionsfehler €% minimiert, weil sie
als Basisvektoren die Eigenvektoren u; mit den m groften
Eigenwerten 1; der Kovarianzmatrix 2 des urspriinglichen
Merkmalsvektors x verwendet.

Z'ul- = )ll-ul-




Eigenvektor & Eigenwert

Wenn man eine Matrix A mit einem Vektor v multipliziert =
und das Ergebnis ist ein Vielfaches Av des Originalvektors v,
dann ist v ein Eigenvektor und der Faktor A ein Eigenwert.

Av = Av

: Die Matrix macht den Vektor zu einem
Vektor der parallel ist.

Regel: Eigenvektoren dirfen keine Nullvektoren sein! ‘




Beispiel

2 0
Eigenvektoren und Eigenwerte von: A = (O 3)
: Welcher Vektor wird durch diese Matrix zu einem Vielfachen von
sich selbst?

1\“
or—m
-~ G
C—r
=
—
\/
AN
—
aC
S S
jz
o
(o8
S—’

Eigenvektoren: ((1)) und ((1)) Eigenwerte: 2 und —3

Letzte Anderung: 19.11.2015 © Nicole M. Artner




zurilick zur Merkmalsreduktion ...
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Lk A2k
25124
0.5 1 0.7
22129
1.9 | 2.2
3.1 1 3.0
2.3 | 2.7

2 | 1.6

1 1.1
1.5 ] 1.6
1.1 1 09

Letzte Anderung: 19.11.2015

35

25T

15¢

05¢

Beispiel

1 0.5 1
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Beispiel
=" Mittelwert Vektor:

o (1,81)
=\101

= Differenz Vektoren:




Beispiel: Eigenwerte

= Ergebnis fur Kovarianzmatrix: 3 _ (0»6126 0:6154)
0,6154 0,7166

" Berechnung der zwei Eigenwerte A; und A,:

det(Z — AE) =0




Beispiel: Eigenwerte

det(Z — AE) =0 ¢ P] = ad - be

0,6166 — A 0,6154

_|32 _
0,6154 07166 — 1| ~ A 1,33324 4+ 0,0632

Die sind die Eigenwerte 4, und 4,.
Ergebnisse:

Ay = 1,2840,1, = 0,0491




Beispiel: Eigenvektoren

" zur Bestimmung der Eigenvektoren |6st man folgendes
Gleichungssystem fir jeden Eigenwert A;

f‘ui = Aiui = (’Z\' — AiE)ul- = 6

= 7.B.: flr A’l
(0,6166 — 1,2840 0,6154 ) (a) _ (0)
0,6154 0,7166 — 1,2840/\b/  \0

" Ergebnisse: Normalisierte Eigenvektoren

0, 6779) (—0,7352)
0,7352 Uz = 0,6779




Beispiel: Eigenvektoren

12, =1.2840

), = 0.049]

\Hau pteigenvektor,

Zweiter Eigenvektor,

224

Der Haupteigen-
vektor liegt entlang
der Richtung der
grolSten Varianz der
Trainingsdaten.




Koeffizienten

" Man kann jetzt die Vektoren xj, als eine Summe (linear
Kombination) der neuen Basisvektoren schreiben:

p
xzzyiui = Uy
i=1

" Die Koeffizienten y; werden folgendermalien berechnet:

T
l

Vi = U; X y=U"x




Beispiel: Koeffizienten

" Wenn man die berechneten Eigenvektoren als
Basisvektoren annimmt, dann hat man

U_(O,6779 —0,7352)
—\0,7352| | 0,6779

" das ergibt fur x4

X = (2,5) v = ( 0,6779 0,7352) (2,5) _ ( 3,4592 )
17 \2,4 Y1 =1\F0,7352_ 0,6779 2,4)  \—0,2110




Beispiel: Koeffizienten

Koeffizienten fur x;,

3,4592
0,8536
3,6235
2,9055
4,3071
3,5442
2,5321
1,4866
2,1932
1,4074

-0,2110
0,1069
0,3485
0,0945
0,1394
-0,2454
-0,3858
0,0105
-0,0182
-0,1986

y2,k




Beispiel: Reduktion

= Reduzieren der Basis = in unserem Beispiel nehmen wir
nur den Eigenvektor des grofRten Eigenwertes, d.h.:

0,6779
U= (0,7352)
= Fur x4
(25 - 2,5\
X; = (2, 4) =y, = (0,6779 0,7352) (2, 4) — 3,4592




Beispiel: Rekonstruktion

" Invertieren der Transformation

y=U"x » x = (U Ly

" Falls die Spalten der Matrix U Vektoren
sind, dann kann man folgendermalen vereinfachen

Ul =UT me) x = Uy




Beispiel: Rekonstruktion

Koeffizienten aus der
reduzierten Basis ) [J = (8:?;;;)

3,4592

0,8536

3,6235

2,9055

4,3071 Rekonstruktion der Daten mit x = Uy

3,5442

, 0,6779 2,3450
2531 AP = Uy, = (0 7352) $3,4592 = (2 5432)
1,4866 ' ’
21332 zum Vergleich: x; = (2'5)

1,4074 2,4
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" Ergebnis der Rekonstruktion

Beispiel: Ergebnis

XX e

2.3450 | 2.5432
0.5786 | 0.6276
24563 | 2.6640
1.9696 | 2.1361
29198 | 3.1666
24026 | 2.6057
1.7165 | 1.8616
1.0078 | 1.0930
1.4867 | 1.6124
0.9541 | 1.0347

Letzte Anderung: 19.11.2015
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Online . Rechner®

... fur Hauptkomponentenanalyse

http://www.mathportal.org/calculators/matrices-calculators/matrix-

calculator.php

Letzte Anderung: 19.11.2015

All Caleulators

Palynomial Calculatars
VY, Find Roats, Factor, Expand, Simplify,

Graph,...

WA N Rational Expressions
% simplify, Multiply, Civide, Add,

Subtract

W Radical expressions
(1? Rationalize, Simplify

Solving Equations
Solve Quadratic, Polynomial or
Rational Equation

A
+

Quiadratic equation
Solving, Factaring, Graphing, ...

Plane Geornetry
Triangle, SinefCosing Law, Square,
Rectangle

Complex numbers
Operations, Polar Farm, Simplifying,
Inverse,...

e Systems of equations
atzy=4| Systems 2xZ, 3x3 and 4x4

Yectors and Matrices

1§44

You are here:

Calculators :: Matrices :: Matrix calculator

This matrix calculator computes determinant | inverses, rank, characteristic polynomial eigenvalues and .
decompose matrix using LU and Cholesky decomposition

The calculator will perfarm symbolic calculations whenewver it is possible,

Basic Matrix Operations Eigenvalues & Eigenvectors Matrix Decomposition

Eigenvalues & Eigenvectors Calculator

In this section you can find Characteristic pohmomial , Eigenvalues and Eigenvectors of the given matrix.
Scroll down to see some tips an how to input matrices.

Input Matrix:

77


http://www.mathportal.org/calculators/matrices-calculators/matrix-calculator.php

VI Anwendungsbeispiele




Anwendung

= henutzerfreundliches Biometrie-Verfahren
= se|lbst Menschen sind nicht 100% fehlerfrei
* Anwendungsgebiet fur PCA




Gesichtserkennung ...

- Anwendung der Hauptkomponenten-
analyse (PCA)

Transformation der 2D Bilder in 1D Merkmalsvektoren

RNVXN _ ]RNle f1
Feoy) » F@) = /2
fn2

Bild




Gesichtserkennung

" Trainingsdaten: Standardisierte Bilder von Gesichtern

] Multiscale g Feature
Head Search Search

bl Scale I I--

[Quelle: Moghaddam & Pentland, 1995]
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Gesichtserkennung

= Reprasentation der Gesichter aus den Trainingsdaten
durch eine reduzierte Basis von Elgenvektoren - die
Eigenfaces

Trainingsdaten

Eigenfaces
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Gesichtserkennung

... zusatzlicher Aspekt - Datenkompression

Rekonstruktion eines Gesichts (aus dem Trainingsdaten-
satz) als gewichtete Summe der Eigenvektoren

r.~
Eigenface
‘ !4 Rekonstruktion  \/S.
g (85 bytes)

Letzte Anderung: 19.11.2015 © Nicole M. Artner

JPEG
Kompression
(530 bytes)




/

 Ablauf der Erkennung: R

Gesichtserkennung

{

2. Rekonstruktion aus
bestehenden Eigenfaces in
,Datenbank”

3. Vergleich der verwendeten
Koeffizienten mit den Koeffi-
zienten von gespeicherten
Gesichtern (Datenbank)

4. ldentifikation des Gesichts

Koeffizienten aus Rekonstruktion

| @

\ / Vergleich mit Koeffizienten in einer

/ :
~ ’ Datenbank von bekannten Gesichtern
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Anwendung

" nicht auf Gesichter beschrankt
" kann allgemein fur ,,Objekte” verwendet werden:

= Beispiel: 10 verschiedene Objekte




Eigen Object 1

Eigen Object 7

Eigen Object 13

Eigen Object 25

Eigen Object 2
Eigen Object 8

v
-

Eigen Object 14

Eigen Object 3

Eigen Object 9

Eigen Object 27

Eigen Object 33

Eigen Object 4

Eigen Object 10

Eigen Object 16

Eigen Object 22

Eigen Object 28

Eigen Object 34

igenobjects

Eigen Object 5

Eigen Object 11

-

Eigen Object 17

Eigen Object 6

Eigen Object 12

Eigen Object 18
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Rekonstruktion

" von einem Objekt aus dem Trainingsdatensatz

Rekonstruktion mit Rekonstruktion mit
Original reduzierter Basis gesamter Basis




Rekonstruktion

" von einem unbekannten Objekt

Rekonstruktion mit Rekonstruktion mit
Original reduzierter Basis gesamter Basis
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