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VI.

Uberblick

Parameterschatzung fir Bayes-Theorem

. Abstecher: Erwartungstreue Schatzer
1.

Statistische Grundlagen fir zwei oder mehrere
Zufallsvariablen

Multivariate Normalverteilungen

Bayes-Theorem flr multivariate
Normalverteilungen

Diskriminantenfunktionen




I. Parameterschitzung
flir Bayes-Theorem



WH: Bayes-Theorem

kdnnen aus Stichproben
wird fir die Klassifizierung verwendet berechnet werden/

NP (ol = )=PG= ile)Plw)

P(x=1)
Normalisierungsfaktor:/

kann aus dem Zahler berechnet werden
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Parameterschitzung ..

... man spricht auch vom Training oder Supervised Learning

Mit Hilfe von Trainingsdaten, bestehend aus N Stichproben
die ¢ Klassen zugeordnet sind, schatzt man:

" priors P(wj)
= evidence p(x)
= class conditional pdfs p(x‘wj)

Ziel: Klassifikator soll neue Muster (Testdaten) richtig
klassifizieren.




Schitzung der Priors

" meist einfach zu schatzen

" Schatzungen basieren auf
* Klassenverteilung in den Trainingsdaten
 zusatzliches Wissen Uber die Verteilung

" oft werden einfach gleiche Priors fur alle Klassen
angenommen




Schitzung der Evidence

" Evidence (Normalisierungsfaktor) erhalt man als:
C
p(x) = z p(x|w;)P(w))
j=1

" man braucht unter anderem die Dichtefunktionen
der Klassen (class conditional pdfs)

P(wj|x) =




Schétzung der Dichtefunktionen

... die class conditional pdfs sind am schwierigsten

zu schatzen VP (w:
P(w;|x) = p(x|w;)P(w))

p(x)

nicht-parametrische Verfahren parametrische Verfahren

* Anzahl der Parameter nicht fix ¢ Anzahl der Parameter ist fix
* keine Annahme uber die * man macht am Beginn eine
Verteilung Annahme Uber die Verteilung
(z.B. Normalverteilung)
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gen EEN EEE EEE E B S R . .y

Nicht-Parametrisches

Verfahren

= k-Nearest Neighbor Estimation (k-NN Schatzung): einfaches
Verfahren zur Dichteschatzung aus N Stichproben von Klasse j

g I I IS IS IS S DS S D DS B D e B e ey

e zentriere ,Zelle” Uber x
e |ass Zelle wachsen bis k
Stichproben enthalten sind
e V. > GroRe der Zelle (z.B.

Lange der Linie)

LN Schatzung der Dichte

_—ea - - - - - - - - - - - e e e -

k=23




k-NN Schitzung

Ergebnis flir Beispiel mit 8 Stichproben mit k = 3
und k =5 aus Duda et al.:

P(fle)

— oo —o oo—0o—+» ® - X
[Quelle: Duda et al., 2001]
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Dichteschitzung fiir nD

" k-NN Schatzverfahrenist  (x
auch fur Dichteschatzungen §
mit zwei oder mehr
Dimensionen anwendbar

" zum Beispiel:
* 2D-Zelle Kreis oder Rechteck 0
* I/, Flacheninhalt der Form
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Anmerkungen Dichteschitzung

" Form der geschatzten
Dichtefunktion hangt stark oclor)
vom Wert fir k ab .

" Geschatzte Dichtefunktion ist
ublicherweise nicht glatt

———W & -8 & & =\

" Schatzung nahert sich der [Quelle: Duda et al., 2001]
tatsachlichen Dichtefunktion
an, wenn Anzahl der
Stichproben N — oo




Link: k-NN Klassifikator

m hbasiert auf der Idee des k-NN Schatzers

= ABER: statt die Likelihood zu schatzen, wird direkt
die posteriori Wahrscheinlichkeit geschatzt

 aus Trainingsdaten werden k ,Datenpunkte” mit der
kleinsten Distanz zu x gefunden

* kj gehoren zur Klasse j

* posteriori Wahrscheinlichkeit fur Klasse j wird
folgendermalien geschatzt:
k-
_J
P(awj|x) = -~




Parametrisches Verfahren

1. Annahme Uber Verteilung der Dichtefunktion
wird getroffen

2. Schatzen der Parameter der Verteilung

* weniger Parameter zu * nicht so flexibel wie
schatzen nicht-parametrische
* kleinerer Trainings- Verfahren

datensatz notwendig




Normalverteilung

" haufig wird eine Normalverteilung angenommen

" Grinde
* eine der meist studierten Verteilungen
e gute analytische Eigenschaften

» gutes Modell fir die Verteilung eines Merkmals
0,5
0,4
~0,3
X
0,2

0,1




Normalverteilung

" Parameter: »(x)~N(y, o)
* Mittelwert u 1 (x—1)>
* Varianz g* p(x) = e 20°
oV2T
0,5
0,4
.03
N
Q.

0,2

0,1




Dichte in Normalverteilung

" am hochsten in der Nahe des Mittelwerts

= Werteverteilung / Dichte:
* P[|lx — u| < o] = 0,68 2> 68% der Daten
* Pl|lx — u| < 20] = 0,95 = 95% der Daten
* Pl|x — u| < 30| = 0,997 2 mehr als 99% der Daten

0,5

0,4
0,3

2,5% 95% 2,5%
0,2

0,1
L N

54 -3 -2-101 2 3 4 5




Schitzung der Parameter

1. Annahme der Verteilung: Normalverteilung

2. Trainingsdaten:
* N = {x4, ..., xy } Stichproben mit Klassenlabel w;
cj=1,2,..,cC

* N; sind die Stichproben der Klasse w;
0,5
0,4

ot

3

P(X|Wj)
o

o
(@ R




Schiatzung Mittelwert

Die Schatzung des Mittelwerts ji; fur Klasse j aus den
Trainingsdaten x; der Klasse j 1 =
7 T — x

Xi€Wj

" [i; ist eine Schatzung des tatsdchlichen Mittelwerts y;




Schitzung Varianz

Falls tatsachlicher Mittelwert u; bekannt ist, wird Varianz
folgendermalien geschatzt: 52 =
% N (xl 'u]

XEQ)J

wichtiger Unterschied!

Bei geschatztem Mittelwert fi;, wird folgender Schatzer
verwendet: =

:“J)

xlew]



wichtiger Unterschied!



wichtiger Unterschied!


Beispiel aus der Botanik

= Fisher's Iris Datensatz
= 50 Stichproben (Beobachtungen) von drei Arten von Schwertlilien

= vier Merkmale der Bluten
* Lange und die Breite des Sepalum (Kelchblatt) und des Petalum (Kornblatt)

Iris setosa Iris virginica Iris versicolor
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Auszug aus den Daten

l. setosa
4.9 3.0 1.4 0.2 l. setosa
4.7 3.2 1.3 0.2 l. setosa
4.6 3.1 1.5 0.2 l. setosa
5.0 3.6 1.4 0.2 l. setosa
54 3.9 1.7 0.4 l. setosa
4.6 3.4 1.4 0.3 l. setosa
5.0 3.4 1.5 0.2 l. setosa

Quelle: http://en.wikipedia.org/wiki/lris_flower data_set#Data_set
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Trainingsdaten f{ir Beispiel

" Merkmal: Petalumlange

+ setosa = versicolor 4 virginica
8,00
7,00 i
6,00 & &, ) A .. A i
5,00 Am A
4,00 o e T B - "y w "
3,00 M
2,00 * .

L 2 L D *
QQ‘Q’ ‘0‘00“ ‘0“ ® o “0"’00’000000.“’ Q’QQQ

1,00 ¢ .
0,00
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Schitzung der Priors

= wir nehmen an, dass die
far alle 3 Klassen gleich sind:

p(x|w;)P(w;))
p(x)

P(wj|x) =




Schitzung der Parameter

= fiir class conditional pdfs (Dichtefunktionen der Klassen)

" geschatzte Mittelwerte und Standardabweichungen
(Varianz) von den Trainingsdaten:

Petalumlange setosa versicolor virginica

Mittelwert 1,46 4,26 5,55
Standardabweichung O,}7 0,47 0,55
1 _ (x—1,46)2]
p(xlwy) = e | 0058

0,17/427
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Geschitzte Dichtefunktionen

I o P .
.. fur jede Klasse/Lilienart  P(wj|x) = p(x)( )
’ III',/.M[I W, ) Iris-Virginica ———
plx|wm,)
1 / plx )
,:’jg _.\\
f,x"j x\\h.-




2.5

1.5

0.5

Schitzung Evidence

Berechnen von p(x = 5)

T
Iris-Setosa

Ins-“ersicolor

Iris-\irginica

plx = 5) 1st die Summe der 3 likelihoods
(geteilt durch 3).

Fetal Length (cm)




0.8

0.7

0.6 |

0.5 r

04

0.3

0.2 r

0.1 ¢

Schitzung Evidence

| [\ | | | | p(x)

_ p(x|w;)P(w;)
P(wj‘x) - p(x)




Klassifikation

... mit Bayes-Entscheidungsregel

| \
0.8 r
06 | _ p(x|a)]) (wl)
p(x)
04 - .
0.2 -
Iris-Setosa
Iris-Versicolor
\ Iris-Virginica
D 1 ! 1 — 1 1 ! !
0 1 2 3 4 9 4] 7 8
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Resilimee

v'diskrete und stetige Zufallsvariablen
v'Bayes-Theorem fur diskrete und stetige Zufallsvariablen
v'Parameterschatzung

Was fehlt noch?




I1. Abstecher:

Erwartungstreue
Schitzer



Grundgesamtheit

55 o

Grundgesamtheit




Eigenschaften von Schéitzern

= ) sei der Schatzer des Parameters 0
= wiinschenswerte Eigenschaften von 6:

Erwartungstreue: 8[9] =0

Effizienz: je geringer die Varianz des Schatzers 092,
desto effizienter ist er -

Konsistenz: 0 — 6 fur N — oo
,Gesetz der groRen Zahlen®




Effizienz des
Mi@@iwamgghﬁzam

— n=50 21000
n=100
n=200 . .
— 000 Je geringer die
Varianz des Schatzers
2 (VY.

e desto effizienter ist er

* desto wahrscheinlicher
liegt die Schatzung nahe

am wahren Wert
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Schiatzung Mittelwert

... Ist erwartungstreu, weil =

treu,
) 1 1 1
e[i] = ¢ Nzlxi =Nze[xi] =~ Nop=p
1=

Wenn man die Stichproben x; zufallig aus der Grundgesamtheit
wahlt, dann gilt €[x;] = u (siehe Vorlesung 02_Grundlagen, Folie
37). Daraus folgt €[ji] = u und das bedeutet, dass der
Mittelwertschatzer erwartungstreu ist.




Schitzung Varianz

.. erwartungstreuer Schatzer, wenn wahres Mittel u =~ _

bekannt ist:

1< Al 1
6% = ¢ NZ(xi—mz Z e[(x; = 1?) = N - 0% = 02

N-1 bei wahrem Mittelwert verwenden

e[(x — u)?] = 0% = siehe Vorlesung 02_Grundlagen, Folie 40)

Der wahre Mittelwert u ist meist nicht bekannt ...



N-1 bei wahrem Mittelwert verwenden

N-1 bei wahrem Mittelwert verwenden


Unkorrigierte Stichprobenvarianz

= wird auch als ,verzerrte Varianz” bezeichnet
» verwendet geschatzten Mittelwert ji (aus Stichprobe)

Unkorrigierte Stichprobenvarianz (verzerrte Varianz):
N
1 oy (g =P+t (xy — P)°
0°=— ) (x; — )" =
N & N
1=




Eigenschaften

... der unkorrigierten Stichprobenvarianz

je mehr Stichproben umso genauer wird der wahre
Mittelwert geschatzt und umso besser wird auch die Schatzung der
Varianz.

nicht erfiillt = £[62] # o2




Beispiel

. wir wollen zeigen, dass £[6%] # ¢
N = 2 Messungen
X = {x4, x,} Beobachtungen (Stichprobe)

2

(=552 ¢ (- 2255)

-
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Beispiel

(o %2y (2 ﬁ)zﬂ—» 2(2-2) =L -y

2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 (n = 0)?| = el — x)?] = geld — 2wy, + 23]

2 4
N

1
; (elxf] = 2e[xi] + e[x3]) = 5 (el = 2(cx])")

—

g III IEI NI EIN I IIE SN EEE SEE DI SEE DS SaE BN SEE BEE B BEm Emm Emm

e[x] —E[X]Z)\:' 02 = e[x?] —e[x]? = ‘.

2.
)
=
®
<
o
=
™
(%)
c
>
oo
o
=
)
-
c
>
o
)
0Q
o)
>
-
e
=
I
o




Schlussiolgerung

" in unserem Beispiel:
mit 2 multiplizieren
= Allgemeiner:

. N
mit Korrekturfaktor N1

multiplizieren

Besselsche Korrektur

N

N—-1

[Bildquelle: http://de.wikipedia.org/
wiki/Friedrich_Wilhelm_Bessel]




Korrigierte Stichprobenvarianz

... ISt erwartungstreu

Korrigierte Stichprobenvarianz (unverzerrte Varianz): [

N
~2 1 AN 2 N (e =%+ + (xy — )7
67 == (= ) =
N-14 N—1 N
i=

Umso groBBer die Stichprobe desto kleiner wird der Korrekturfaktor. Die
Verwendung der korrigierten Stichprobenvarianz ist also nur bei kleinen

Stichproben (Trainingsdatensatzen) relevant!




II]. Statistische Grundlagen
fiir zwel oder mehrere
Zufallsvariablen



Erwartung

Die Erwartung €[] einer bivariaten Funktion h(x,y) von
zwei diskreten Zufallsvariablen ist: =

ehee ] = ) Y k6 y)P(x,y)

xXeX yeY

0424 ,vQ"' o “~~;m. S M
008, e /Z§€§§§&,_N. b

2006

1.%2

004

p(x

002"

0o




Mittelwerte und Varianzen

= Mittelwerte beider Zufallsvariablen

= 2 z xP(x,y)

xXeX yeY

= 2 Z yP(x,y)

xXeX yeY

® \Varianzen beider Zufallsvariablen

0f = €[l — ) = ) (x = 1)?P(x,y)

xXeX yeY

0f = el —m)?] = ) D ¥ - m)PPxY)

xXeX yeEY




Beispiel: Wiirfel %%

{1,2,3,4,5,6} und P(y) = %,y =1{1,2,3,4,5, 6}

P(x) =

|

, X
1
P(X»Y) =g°

o)W e

— % (x und y unabhingig)

" Berechnung des Mittelwerts u,.:

6 6 6
Uy = 1ZP(X,}7) +22P(X,y) + 32P(x,y) 4 ...+
y=1 y=1 y=1
6

+4+5+6_3
6 - )

1+2+3
+6 P(x,y) =
y=1




Kovarianz

Die Kovarianz ist ein Mal3 fur die statistische =
Abhangigkeit zwischen Zufallsvariablen:

Oy = €[~ IO = )] = D D (6= )~ 1y)P(x,Y)

XEX yeEY

Schatzung der Kovarianz:

N
1
Oxy = mzl(xl — .ux)(yi — .uy)
1=

... falls die wahren Mittelwerte bekannt sind, wird mit N normalisiert.



Sebastian Rusch


(4]

Eigenschaften der Kovarianz

x und y unabhangig:
P(x|y) = P(x) = 0y, =0

Achtung: Kovarianz gy, = 0 kann zwei Bedeutungen haben. |
(1) x und y unabhangig oder (2) x und y unkorreliert

Positive Kovarianz gy,
x und y vergréfBern und verkleinern sich gemeinsam

Negative Kovarianz gy.,:
x wird grolBer wenn y kleiner wird




Bivariat > Multivariat

... von zwei Zufallsvariablen (Merkmalen) zu ,,beliebig”
vielen

In der Praxis erfolgt die Klassifikation meist anhand von
multivariaten Merkmalsvariablen:




Mittelwertvektor

11 TE€[xq] ist der Mittelwert
2% €[x,]| deriten Komponente (ites

h=glx]=1.|= : Merkmal) des Merkmals-
Up _E[xp]_ vektors X.

Der Schatzer des Mittelwertvektors ergibt sich, analog zum

univariaten Fall, als
=5,
= —_— X:
” N l

=1




Kovarianzmatrix

Eine Kovarianzmatrix X setzt sich aus zentralen Momenten 2.

Ordnung zusammen. Die Elemente g;; bezeichnet man
als Varianz wenn (i = j) und als Kovarianz wenn (i # j).

Ojj = ‘S[(xi — Mi)(xj — “j)]

Cov(x) =X =

=[x —wx—p']




Eigenschaften

... einer Kovarianzmatrix

011 012 - O1p’
01 Oz - Oyp

Z — . . . . =
_O-pl O-pz nna O-pp_

" symmetrisch: g;; = o0j; fur 1 < i,j < p und somit
y=27

" positiv semi-definit: X hat nicht-negative Eigenwerte

= diese Eigenschaften gelten auch fir X




Schétzung der Kovarianzmatrix

= Fin Schatzer der Kovarianz-Matrix ist

N
1 ~ o
z=N_1zl<xi—u><xi—m
1=




Beispiel

" Gegeben folgende Trainingsdaten:

e 2 Merkmale und 2 Klassen

HEHARAN

AR



Trainingsdaten

Klasse 1 Klasse 2
10

0 1 2 3 4 5
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Schétzung Mittelwertvektor

= {1+ B+ [+ [2)
-3

=[] HEMEHAN

e
S



Schétzung Mittelwertvektor

o Klasse 1 o Klasse 2

10
8 ©
6 © () ©
4 © Mittelwertvektor
2
0 ©
(@)
-2 ®
4
0 1 2 3 4 5
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Schitzung Kovarianzmatrix

- 1
= 1 (x; =) (x; —W"
) ] [E]. [§] . 12

== ) (8- )
(1&-BE-e) )+ ([@-eE-2 -
(%0 -2+ (o 2)+ (e o)+ (B o)

C D€ D+6 D6 -(T )




Ubung

... berechne selbst die Schatzung von
Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix fir Klasse 2.

AR




V1. Multivariate
Normalverteilungen



WH: Univariate

Normalverteilung
-Parameter: p(x)~N (1, 52)
. Mlt.telwerzt U 1 | (x—p)’
. VarlanZOO"5 p(x) — O_me 20

0,2
0,1
0

S5 4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5
X




Multivariate
Normalverteilung

=" Parameter:
* Mittelwertvektor u

e Kovarianzmatrix X g o o

S0.06]..-

1,x2

0.04 o memans

p(x

0.02..

“ao

p(x)~N(u, X)

1
p(x) = —
(2m)2| 2|2
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Im Detail ...

o[- E )

1
(2m)z| 2|2

X ... p-dimensionaler Merkmalsvektor (Spaltenvektor)
U ... p-dimensionaler Mittelwertvektor (Spaltenvektor)
2 ... p X p-dimensionale Kovarianzmatrix

|X| ... Determinante von X

Y¥~1 . Inversevon X

(x — w7 1(x — p)... Mahalanobisdistanz




Determinante und Inverse

a bl..la b|_ ,
von [c d] ist ‘c d‘ = ad — bc.
|1X| = 0 ... wenn X singular ist 2 hat X keine Inverse

2—1 - adibc [—dc _ab]

Fur diese VO reicht es aus, wenn ihr die Determinante und
Inverse einer 2 X 2 Matrix bestimmen konnt. -




&

V172

Mahalanobisdistanz

d?(x) = (x — W' (x —p)

uz
\/'ll]

Y2
A

I

= alle Punkte {x : d?(x) = ¢}
liegen auf einem
Hyperellipsoid im RP mit
Mittelpunkt u

= fiir alle diese x liefert die
Dichtefunktion p(x)
denselben Wert

» Hauptachsen der Ellipse sind
definiert durch Eigenvektoren
u, und u, von ¥

" Eigenwerte 1; und 4,
bestimmen die Lange der
Achsen




V. Bayes-Theorem filir
multivariate
Normalverteilungen




Vorgehensweise

... anhand eines Beispiels mit 2 Klassen

/

r--------
--------‘

= jeweils 4 Merkmale
e Sepalumlange, -breite, Petalumlange, -breite
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Hypothese

" die Dichtefunktion jeder Klasse j kann

durch eine multivariate Normalverteilung N(u, %)
beschrieben werden

P(w;)

P(wf‘x) = p(x)




Parameterschitzung

" aus dem Trainingsdatensatz schatzt man
Mittelwertvektor i; und Kovarianzmatrix X; je Klasse

e =

/ I

| 1 -

I I

| | R R

: : Trainingsdaten (@ H1 = 21 =

I I

I I

1 ! i

I /

T T .-
I

1 . i

I I

[ : - —~

: 1 Trainingsdaten [N TVEES 2, =
I

‘ :

! ‘ :
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Parameterschitzung

... mit 4 Merkmalen

= 4 Mittelwerte \
= Z Varianzen

= 6 Kovarianzen
Insgesamt 4 + (4 + 6) = 14 Parameter je Klasse j

Kann man die Anzahl der zu
schatzenden Parameter reduzieren?
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Naive Bayes-Klassifikator

= um Anzahl der Parameter zu reduzieren, werden
Annahmen Uber die Form der Kovarianzmatrizen
gemacht

* Naive Bayes-Klassifikator nimmt an, dass es keine
Korrelation zwischen den Merkmalen gibt -

" je Klasse 8 Parameter
« 4 Mittelwerte + 4 Varianzen 2=
* statt 14 Parameter




weltere Annaghmen ...

= Alle Klassen haben die
im Beispiel: 2, = %,
4 Mittelwerte je Klasse

10 Parameter (1 Kovarianzmatrix) fiir alle Klassen
nur2 x4+ 10 = 18 Parameter - statt 14 x 2 = 28

= Alle Klassen haben die und sie ist
2 Oy =0
* 4 Mittelwerte je Klasse
* 4 Varianzen (1 diagonale Kovarianzmatrix) fur alle Klassen
* nur2x4+4=12 Parameter - statt 28 Parameter im allgemeinen Fall




Dichtefunktionen

... mit den geschatzten Parametern

\
l
|
|
|
|
|
|
|

Iris virginica

’ 1
[ I
l /) / | 1 _1 o N\Te— -
N o) = e
: : (2m)z|2, |2
Ve al J
i versicolor ":
' 1 1. T
i i p(xla)z) — . 13[ Z(x i) Ezl(x [12)]
U rV, =
: i (2m)z|2, |2
|
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Bayes-Klassifikator

=" anhand der Mahalanobisdistanz klassifizieren, wenn:

* keine normalisierten/genauen
Klassenwahrscheinlichkeiten P(w;|x) notwendig sind

* die Priors gleich sind, im Beispiel: P(w;) = P(w,)

p(x|w;) = 1 18[—%&— YIZTH (x- )]
n)7| 2
p(xlay) = S ol Ax Gl
P =
n)7|




Bayes-Klassifikator

dvzv1 (x) = (x— ﬁ1)T2I1(x — I1y) d\%vz (x) = (x — ﬁz)Tz‘El(x — I15)

o mm————— 1 P -
|' Iris virginica : . . I' :
i ; x wird der Klasse mit der : :
: i kleinsten Mahalanobisdistanz ! :

. I
l : zugewiesen : ;
| L/ ! %

A
Vereinfachte Darstellung: ~
X2
—
X1
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V1. Diskriminanten-
funktionen




Was 1st das?

Ein Klassifikator kann als eine Gruppe von Diskriminanten- _
funktionen g;(x),i = 1, ..., c dargestellt werden. Der
Klassifikator weist den Merkmalsvektor x der Klasse w; zu,

wenn gilt: g;(x) > g;(x) firalle j # i.

Beschreibung eines Bayes-Klassifikators mit Diskriminanten-
funktionen:

gi(x) = P(w;|x)




Was 1st das?

Man kann sich einen Klassifikator als ein Netzwerk vorstellen, dass c
Diskriminantenfunktionen berechnet und die Klasse mit dem
grofSten Diskriminanten auswabhlt.

Ausgabe: gewahlte Klasse

Diskriminanten-
funktionen:

Eingabe:
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Beispiel

= 2 Merkmale x = {x{, x,}

» 3 Klassen w, w,, w, =2 3 Diskriminatenfunk. g, (x), g, (x), g5(x)

x gehdren zu wy
91(x) > g,(x) und
91(x) > g3(x)

x gehoren zu w;
g3(x) > g1(x) und
g3(x) > g,(x)

:xl

X gehoren zu w,
92(x) > g1(x) und
g2(x) > g3(x)




Wahl

... der Diskriminantenfunktion ist nicht eindeutig.

Wenn man alle g;(x) durch f(g;(x)) ersetzt, wobei f(-) eine —

streng monoton wachsende Funktion ist, dann wird das Ergeb-
nis der Klassifikation dadurch nicht beeinflusst.




Optimierung durch kluge Wahl

" Folgende Diskriminantenfunktionen fihren alle zum
gleichen Klassifikationsergebnis:
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g;(x) = P(w;l|x)
g;(x) = p(x|w;)P(w;)
gi(x) = Inp(x|w;) + In P(w;)

|
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Obwohl alle obigen Diskriminantenfunktionen zum gleichen |
Ergebnis fihren, konnte eine davon besonders einfach zu
verstehen oder effizient zu berechnen sein.




Spezialfall: 2 Klassen

Im Fall von 2 Klassen ist es Uiblich nur eine Diskriminanten-

funktion zu definieren g(x) = g,(x) — g,(x). Diese Funktion =
entscheidet fiir Klasse w; wenn g(x) > 0; ansonsten fir

Klasse w,.

= 7.B.: Minimierung der Fehlerrate (,minimum-error-rate
discriminant function®) beim Klassifizieren mit dem Bayes-

Theorem 2 g(x) = P(w4|x) — P(w4|x)

Klassifikatoren die nur zwischen zwei Klassen unterscheiden
nennt man , Dichotomizer® Klassifikatoren fur ¢ = 3 bezeich- =

net man als ,,Polychotomizer”.




Entscheidungsregionen
und -grenzen

» Diskriminantenfunktionen unterteilen den
Merkmalsraum in ¢

Ry, s R

=wenn g;(x) > g;(x) firallej # i, dann liegt x in R;
* x wird der Klasse w; zugewiesen

" Entscheidungsregionen sind durch
(,,decision boundaries”) getrennt

" Entscheidungsgrenze zwischen R; und R; ist durch
die Gleichung g;(x) = g;(x) gegeben




Beispiel

" Entscheidungsregionen: R4, R, und R4

» Entscheidungsgrenzen: g,(x) = g,(x) und g;(x) = g3(x)

______________ x gehdren zu wy
r g1(x) > g,(x) und
g1(x) > gz(x)

x gehoren zu w;
g3(x) > g1(x) und
g3(x) > g,(x)

X gehoren zu w,
92(x) > g,(x) und
g2(x) > g3(x)

:xl




Beispiel

[Quelle: Duda et al., 2001]

" bivariate Normal-
verteilung je Klasse

0.3 DXk Gay) P(X|wy)P(w,)

" Entscheidungsgrenze
besteht aus 2

Hyperbeln .

0.1

" Entscheidungsregion
R, ist nicht

zusammenhangend ‘ - N

decision
boundary

('

0
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Diskrimingtenfunktionen

... fur multivariate Normalverteilungen unter Verwendung
eines Bayes-Klassifikators

" durch Logarithmieren der Posteriors

p(x|w;)P(w))
p(x)

gj(x) =1In

" erhalt man die folgenden (optimalen) Diskriminanten-
funktionen

1 1
g;(x) = _E(x — Mj)TZJ-_l(x — ) - Eln|2j| +InP(w;) — gln 21 — Inp(x)




Vereinfachung

1 1
g9;(x0) =—5(x- 1) E(x - ) - > In[Z;] +1n P(w;) —M

= die letzten beiden Terme kdnnen weggelassen werden,
weil sie unabhangig von den Klassen w; sind

= Diskriminantenfunktionen vereinfachen sich zu

gj(x) = —ldz(x) + [——m\z | + lnP(w])]




Beispiel

" Berechnung der Entscheidungsgrenze mit Hilfe der
Diskriminatenfunktionen

" Annahme: p(x‘a)j) —> multivariate Normalverteilungen

A o L A I R Y



Beispieldaten

10

-4 ‘

0 1 2 3 4
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Beispiel

" angenommen die wahren Mittelwerte sind bekannt

o I

" die Kovarianzmatrizen sehen dann wie folgt aus

_ 19 _ 20)
Yy =1 2 Yy =
N0 2 2(




Beispiel

a b
" Determinanten 2] = ‘C d‘ =ad — bc
124 =1 |1 X, = 4
- 1 rd -b
1
“ _ad—bc[—c a]
" [nverse
. 2 0 . % 0
=03 ==( )
2 0 >
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Beispiel

1. Ermittlung von g;(x) und g,(x)
Annahme: P(w;) = P(w,) = 0,5
Einsetzenin ...

1 1
9;(x) = —21dj (%) + [—§1n|zj\ +In P(wj)]

d? (x) = (x — ﬂj)TZj_l(x — ;)
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Beispiel

m Zwischenergebnisse: Diskriminatenfunktionen der
beiden Klassen

g1(x) = —x12 + 6x1 — %x% + 3x, —184+1n0,5

go(x) = —2x? +3x;, —2x2 —x, — 2 —In2+1n0,5

Ergebnis? Rechne selbst ...




Ergebnis des Beispiels




Spezialfall 1

Zi = O'ZI
= Merkmale sind unabhéngig o;; = 0 fur alle i # j

= alle Merkmale haben dieselbe Varianz g;; = ¢

gj(x) = —ldz(x) + [——ln|2 | + lnP(w])]

1

1 1
9;(x) = (— 5) (p) (x—n) (x—n) - >In|Z;| +In P(w))
202% 2uix+pip;) — =1 | + In P(w))

.. fur alle Klassen gleich




Spezialfall 1

... man erhalt die daquivalente lineare Diskriminaten-
funktion

1

gj(x) = —Tﬂ(—ZMJT-x + MJT-MJ-) + In P(a)j)




[Quelle: Duda et al., 2001]

Spezialiall

plx|w;)

0.15

0.1

Plw,;)=.5 Plw,)=.5

univariate (links) bzw. bivariate (rechts) Normalverteilungen mit Z, = £, = lo?
Entscheidungsgrenzen sind linear und normal zur Verbindungsstrecke zwischen den
beiden Klassenmitteln

bei gleichen Priors verlduft Entscheidungsgrenze durch (u, + p,)/2

ansonsten wird sie von Prior der wahrscheinlicheren Klasse wegverschoben.
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[Quelle: Duda et al., 2001]

Spezialfall 1
‘ \
K

ro
S L
o

. — . ——— —

R R,
P(w’[)=.7 P(q,’z)z.j

* univariate (links) bzw. bivariate (rechts) Normalverteilungen mit Z, = £, = lo?

* Entscheidungsgrenzen sind linear und normal zur Verbindungsstrecke zwischen den
beiden Klassenmitteln

* bei gleichen Priors verlauft Entscheidungsgrenze durch (u, + p,)/2

e ansonsten wird sie von Prior der wahrscheinlicheren Klasse wegverschoben.
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[Quelle: Duda et al., 2001]

Spezialfall 1
,e

R R,
P(w,)=.9 P(w,)=.1

univariate (links) bzw. bivariate (rechts) Normalverteilungen mit Z, = £, = lo?
Entscheidungsgrenzen sind linear und normal zur Verbindungsstrecke zwischen den
beiden Klassenmitteln

bei gleichen Priors verlduft Entscheidungsgrenze durch (u, + p,)/2

ansonsten wird sie von Prior der wahrscheinlicheren Klasse wegverschoben.
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[Quelle: Duda et al., 2001]

ifall 1

Spezia

trivariate Normal-

ur zwei

" Entscheidungsgrenze f
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[Quelle: Duda et al., 2001]

ifall 1

Spezia

trivariate Normal-

ur zwei

" Entscheidungsgrenze f

verteilungen mit X, = X, = Io?.

W 77747
a\“\‘“““““\\\\\\\\\

N\ 24777 LT
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[Quelle: Duda et al., 2001]

Spezialfall 1

iate Normal-

trivar

ur zwei

4

0

verteilungen mit X, = X, = Io?.

" Entscheidungsgrenze f

-
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Spezialfall 2

Z',-=Z'

® 3lle Klassen haben dieselbe Kovarianzmatrix

"Form

der Verteilungen ist durch Hyperellipsoide

in RPgegeben

= Entsc

"jedoc
ZWISC

" Detal

neidungsgrenzen sind wieder

4 zur Verbindungsstrecke
nen den beiden Klassenmitteln

s: siehe Kapitel 2, Duda et al., 2001




Quelle: Duda et al., 2001]

Spezialfall 2 [
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Allgemeiner Fall

" bliebige Kovarianzmatrix X;

" Entscheidungsgrenzen sind durch so genannte

Y
Y
Y

gegeben

oerquadrics sind unter anderem:
oerebenen, Hyperkugeln, Hyperellipsoide,

oerparaboloide, etc.

= korrespondierenden Entscheidungsregionen

sein




Nicht zusammenhgngende
Entscheidungsregionen

... entstehen im 1D-Fall z.B. durch Verteilungen mit
gleichem Mittelwert aber unterschiedlichen

Varianzen Pl [Quelle: Duda et al., 2001]

0.41

0.3
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[Quelle: Duda et al., 2001]
Beispiele

... fur bivariate Normalverteilungen mit beliebigen Kovarianz-

I‘ <.
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[Quelle: Duda et al., 2001]
Beispiele

... fur bivariate Normalverteilungen mit beliebigen Kovarianz-
matrizen

/,/l\\—\
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[Quelle: Duda et al., 2001]
Beispiele

... fur trivariate Normalverteilungen mit beliebigen Kovarianz-
matrizen
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Beispiele

" vier bivariate
Normalverteilungen

" komplexe Entscheid-
ungsregionenund
grenzen
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[Quelle: Duda et al., 2001]




