ADMInf 552023 Fragenpool VO-Priifung v4

Der Fragepool fiir die VO Priifung ADM Inf. Zur VO Pruefung kommt eine Auswahl
aus den folgenden Fragen. (Nicht jede der folgenden Punkte wird in jeder Test-Gruppe
vorkommen.) Irrtiimer etc vorbehalten.

1 Aussagenlogik

Welche der folgenden Aussagen sind allgemein giiltig (d.h. fiir beliebige mathematische
Aussagen ¢, 1)

Zur Erinnerung: ¢ — ¢ heifit “wenn dann” bzw “impliziert”; <> heiit “gdw” oder
“dquivalent”, A heifit “und”, V “oder” und — “nicht”.

1. Wenn ¢ gilt und ¢ — ¢, dann gilt ¢».  19. (¢ = ) = (—p — ).

2. ((pA(p =) = . 20. ¢ — 1 impliziert —1) — —p.
3. Wenn ¢ gilt, dann: ¢ — 1 gdw 1. 21. (¢ = ) — (=) = —p).
4.0 = ((p =) < ¥). 22. © ¢ 1 gdw —p < b,

5. Wenn v gilt, dann: ¢ — ¥ gdw . 23. (p = ) < (mp < p).

6. v = ((p =) & ). 24. o — b gdw —p — b,

7. Wenn ¢ gilt, dann: ¢ — 1 gdw . 25. (p = 1) © (—p = —ab).

8. v ((p=v) ey 26. o — 1 gdw =) — .

9. Wenn ¢ nicht gilt, dann ist ¢ — ¢ 97
dquivalent zu —).

10. = — ((¢ = ) > —p).
11. Wenn ¢ nicht gilt, dann ist ¢ — ¥

(=) o (Y = oe).

28. @ > P gdw —p < .

29. (¢ =2 ¥) & (mp < ).

dquivalent zu —. 30. (pA—p) & @
12. = = ((p = ) & —p). 1. (pA—p) = ¢
13. o=~ 32. (pe ) < (e =) AW = @)
14. ¢ — — ist Aquivalent zu ¢ 33. (0o ¥) = (0= V) A (¥ — @)
15. (p = —p) < ¢ 4. (p o v) & (e =2 Y) V(Y = p))
16. ¢ — —p ist dquivalent zu — 35. (p = Y) = (0= Y)V (W — )
17. (¢ = =) <~ 36. etc

18. ¢ — @ impliziert ~¢p — —.
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2 Pradikatenlogik

Welche der folgenden Aussagen sind allgemein giiltig, d.h. fiir beliebige mathematische
Aussagen ¢, 1, und fiir eine beliebige (moglicherweise leere) Menge A.

Zur Erinnerung: ¢ — v heiffit “wenn dann” bzw “impliziert”; <> heifit “gdw” oder
“dquivalent”, A heifit “und”, V “oder” und — “nicht”, 3 heifit ‘es gibt” und V heif3t ‘fiir
alle”.

1. dx € A p(x) impliziert Vo € A p(x)

2. Vz € Ap(x) impliziert 3z € Ap(x)

3. A# 0 und Iz € Ap(z) impliziert Vo € A p(z)
4. A# 0 und Vo € Ap(z) impliziert 3z € A p(z)
5. =(Vx € A)p(x) impliziert (3x ¢ A)p(x).

6. =(Vz € A)p(z) impliziert (Jx € A)—p(x).

7. =(Vx € A)p(x) impliziert (Vo ¢ A)—p(x).

8. etc

Und dieselben Fragen nochmals fiir “gdw” statt “impliziert”.

3 Mengenschreibweise

Welche der folgenden Aussagen gilt: Dabei bezeichnen {a, b, ... } eine Menge, und (a, b, . ..
eine Folge.

1. (2,3)=(3,2) 3. {2,3,3} = {2,3} 5. etc.
2. {2,3} = {3,2} 4. (2,3,3) = (2,3)

4 De Morgan Regeln

Seien A, B Teilmengen einer Menge X. Welche der folgenden Aussagen gilt allgemein
(d.h., fiir alle solche Mengen):

1. X\ (AUB) = (X \ A)n(X\ B) 5. X\ (X\A)U(X\B))=(X\A)U

(
- (X\ B)
. X\(AuB)=(X\A)U(X\B)
X\A)U(X\B)=X\(ANDB)
3. X\(AUB)=ANB

(

(X\4)
7. (X\AUX\B)=X\((X\4U
4. X\ ((X\A)U(X\B)=ANB ( \ % (X\ B) \ (XN A)

X\ B))
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5 Komplexe Zahlen: Kartesisch und polar
Schreibe die folgenden Zahlen in Polarschreibweise re'®:

—‘,—ﬁi 2. 2 2, 3. etc

1. 5 \/5 ﬁl

1S

Schreibe die folgenden Zahlen ‘kartesisch”, d.h. berechne Real- und Imaginérteil:

37 .

1. 2e4t 2. 3¢3! 3. etc

6 Komplexe Zahlen: Grundrechnungsarten

Berechne
1. Btk 3. L=y 5. (=3+2i) (—4+2i)
2. (34 2i)- (=3 —3i) 4. 93 6. etc

7 Komplexe Zahlen: Einheitswurzeln

Firn=1,2,3,4,5,6,7,8:

Schreibe alle n-ten Einheitswurzeln in Polar-Schreibweise . Betrachte alle Einheits-
wurzeln mit nichtnegativem Imaginéarteil. Was ist ihr Produkt? Dasselbe fiir nichtnega-
tiven Realteil.

Fiur n = 1,2,4,8. Schreibe alle n-ten Einheitswurzeln in kartesischer Schreibweise
a + tb. Betrachte alle Einheitswurzeln mit nichtnegativem Imaginirteil. Was ist ihre
Summe? Dasselbe fiir nichtnegativen Realteil.

8 Injektiv, Bijektiv, surjektiv

Welche der Folgenden Funktionen ist injektiv, surjektiv oder bijektiv.
(D.h.: Wenn zB gefragt ist: Ist F': Ax A — A (z,y) — x injektiv, fiir A Menge, dann
ist gemeint: Ist es wahr dass f fiir beliebige A injektiv ist?)

1. f:A— Ax Aaw (a,a) fir eine Menge A.

2. f:A— Ax Baw (a,by) fir A, B Mengen und ein fixes by € B.
3. f: A— A x+— x fiir eine Menge A.

4. f: Ax B — A (a,b) — a fiir A, B Mengen.

5. f: Ax B — B (a,b) — b fiir A, B Mengen.

6. f:G— G ar> aoby fir eine Gruppe G und fixes by € G
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10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.

:R— R awr> a- b fir einen Ring R und fixes by € R.
:R— R aw a+ by fiir einen Ring R und fixes bg € R.

: K — K a— a- by fiir einen Kérper K und fixes by # 0 in K.

: V= V v Av fiir einen Vektorraum V iiber K und A # 0 in K.
:V =V v v+ wy fiir einen Vektorraum V und fixes wg € V.
‘R —= Rz~ 2?

:C—Cara?

f
f
f
f
f
f
f
f

:C— C w2323 — 1827 +12i

(Hinweis: Fiir surjektiv: Schreibe f(z) = z als f(z) — z = 0 und verwende den
Fundamentalsatz der Algebra. Fiir injektiv: Betrachte fiir z # 0 das Polynom
g(x) := f(x + 2) — f(z). Zeige deg(g) = deg(f) — 1 und verwende ebenfalls den
Fundamentalsatz.)

fN=>Nz—x+1

f: N> Nzw—z—1wennz>1, und f(0)=0
fZ—>Zx—ax+1
f:

7Z—Zx—zxz—1

9 Nullstellen von Polynomen und Fundamentalsatz der Algebra

Welche der folgenden Aussagen ist richtig:

1

. Jedes komplexe Polynom f(X) € C[X] von Grad > 1 hat eine komplexe Nullstelle.
. Jedes reelle Polynom f(X) € R[X] von Grad > 1 hat eine reelle Nullstelle.

. Jedes reelle Polynom f(X) € R[X] von Grad > 3 hat eine reelle Nullstelle.

. Jedes reelle Polynom f(X) € R[X] von Grad 3 hat eine reelle Nullstelle.

. Jedes reelle Polynom f(X) € R[X] von Grad 5 hat eine reelle Nullstelle.

. Jedes Polynom f(X) € Z[X] (mit ganzzahligen Koeffizienten) von Grad 3 hat eine
ganzzahlige Nullstelle.

Jedes rationale Polynom f(X) € Q[X] von Grad 3 hat eine rationale Nullstelle.

. Jedes Polynom f(X) € Z3[X] von Grad 2 hat eine Nullstelle in Z[X]. (D.h.: Jede
Funktion f : Zs — Zs der Form f(x) = asx? + aix + ag, mit a; € Zs und as # 0.)
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9.

10.

11.

Jedes Polynom f(X) € Z2[X] von Grad 3 hat eine Nullstelle in Zs[X]. (D.h.: Jede
Funktion f : Zs — Zo der Form f(z) = azx® + as2® + a1z + ag, mit a; € Zo und

az 7& 0.)

Fiir jeden Korper K, jedesn > 0 und Aq,..., A, in K gibt es ein Polynom f € K[X]
von Grad n das die Nullstellen Aj,...,\, hat. (D.h.: Eine Funktion f : K — K
der Form f(x) = apz™ + - - a1z + ag, mit a; € K und a, # 0, und f()\;) =0.)

Wenn f(X) € Zo[X] Nullstelle T hat, dann kénnen wir f(X) faktorisieren als
F(X) = (X — T)g(X), mit g(X) € Zo[X].

10 Injektiv, Bijektiv, surjektiv 2

Welche der folgenden Aussagen gilt allgemein, fiir X Y eines von injektiv, surjektiv,

bijektiv:
1. Wenn f: A — A X ist, dann ist f Y (fiir eine beliebige Menge A).
2. Wenn f: A — A Xist, dann ist f Y (fiir eine beliebige endliche Menge A).
3. Wenn f:V — V X ist, dann ist f Y (fiir einen beliebigen Vektorraum V und eine
beliebige Funktion V' — V).
4. Wenn f : V — V X ist, dann ist f Y (fiir einen beliebigen endlich-dimensionalen
Vektorraum V' und eine beliebige Funktion V' — V).
5. Wenn f:V — V X ist, dann ist f Y (fiir einen beliebigen Vektorraum V und eine
beliebige lineare Funktion V — V).
6. Wenn f:V — V X ist, dann ist f Y (fiir einen beliebigen endlich-dimensionalen
Vektorraum V' und eine beliebige lineare Funktion V' — V).
7. Wenn f : G — G X ist, dann ist f Y (fiir eine beliebige Gruppe G und einen
Gruppenhomomorphismus f).
8. Jeder Ringhomomorphismus ist injektiv.
9. Jeder Koérperhomomorphismus ist injektiv.
10. Jeder Vektorraum-Homomorphismus ist injektiv.
11. Eine Gruppen-Einbettung f : G — G von G in sich selbst, fiir eine beliebige
Gruppe G, ist immer eine Bijektion.
12. Eine Gruppen-Einbettung (inj. Gruppenhomomorphismus) f : G — G von G in
sich selbst, fiir eine endliche Gruppe G, ist immer bijektiv.
13. Eine Vektorraum-Einbettung (inj. lineare Abbildung) f : V' — V| fiir einen belie-

bigen Vektorraums f, ist immer bijektiv.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Eine Vektorraum-Einbettung (inj. lineare Abbildung) f : V' — V| fiir einen endlich-
dimensionalen Vektorraum f, ist immer bijektiv.

Die Verkniipfung einer injektiven Funktion f mit einer injektiven Funktion g ist
injektiv.

Die Verkniipfung g o f einer injektiven Funktion f mit einer surjektiven Funktion
g ist injektiv.

Die Verkniipfung g o f einer injektiven Funktion f mit einer bijektiven Funktion g
ist injektiv.

Die Verkniipfung g o f einer injektiven Funktion f mit einer bijektiven Funktion g
ist bijektiv.

ete

11 Gruppen

Welche Aussagen bzw Gleichungen gelten in allen Gruppen (G, o), wobei e das neutrale
Element bezeichnet, und a~! das Inverse zu a: Welche gelten in allen kommuttiven
Gruppen?

N

aob) =atob! 10. aob = coa impliziert b = ¢

Q
O
(=]
\_/
®|
—
O
IS
—

11. ao b= aoc impliziert b = ¢
L=atlo(boe)! 12. coa = boa impliziert b = ¢
L=atlo(cob)! 13. aoe = e impliziert a = e.
1= (boc)toat! 14. b loaloaob=c¢

-t 15. a # b impliziert aocc # boc.
16. (aob)o(aob) =ao(boa)ob

aoboc)” 17. aoaoboatobloaglob="0

(
(
(
(
(aoboc
(
(
(
(

Q
O
o
O
v \_/ \_/ @/ \/ \./ \_/
Il
—
e}
O
S
S

aoboc) t=aloclob! 18. etc

12 S,: Zweizeilendarstellung in Zyklendarstellung

Stelle die folgenden Permutationen in Zyklendarstellung dar. Ist die Permuatation gerade
oder ungerade? Schreibe das Inverse der Permutation in Zweizeilendarstellung an.
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1123456 31234
"\2 3 4 6 1 5 “\2 1 4 3
21234567 4. etc
"\2 7 3 4 6 15

13 S,: Zyklendarstellung in Zweizeilendarstellung

Stellen Sie in Zweizeilendarstellung dar: Ist die Permutation gerade oder ungerade? Stel-
len Sie das Inverse in Zyklendarstellung dar.

1. (1)(256)(34) 2. (14)(23) 3. ete

14 S,: Zyklendarstellung in Zweizeilendarstellung 2

Gegeben ein Produkt von Zyklen (nicht notwendigerweise disjunkt, d.h. nicht notwendi-
gerweise eine Zyklendarstellung). Dabei heifit aob dass zuerst die Permutation b und da-
nach a angewendet wird. Ist die Permutation gerade oder ungerade? Gib die Zweizeilen-
und die Zyklendarstellnung an:

1. (12)(23)(34) 2. (146)(235)(36) 3. etc.

15 S,: Verkniipfung

Gegeben zwei Permutationen, schreibe das Produkt in Zweizeilendarstellung an: Dabei
heiflt a o b dass zuerst die Permutation b und danach a angewendet wird.

1 1 2 3 4 o 1 2 3 4 2. etc
“\2 3 41 1 3 2 4
16 S, und A,

Sy ist die symmetrische Gruppe (Gruppe aller Permutationen), A4, die alternierende
Gruppe (Gruppe aller geraden Permutationen).
Welche der folgenden Gruppen sind kommutativ? Welche zyklisch?

1. S 3.5, 5. As 7. Ay
2. 53 4. S5 6. Ag 8. A5
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17 Nebenklassen

Gib die Rechtsnebenklassen Ua bzw die Linksnebenklasse aU der folgenden U < G
und a € G an. Fiir endliche Gruppen: Gib an wieviele Element die Rechts- bzw die
Linksnebenklasse hat.

1. G:(212,—}—),U:<5>,a:§ 4. G:(Zlg,+),U:<6>,a:6
2.G:(Z12,+),U:<5>,a:6 5.G:53,U:A3,a:(12)

3. G=(Zy2,+),U=(6),a=2 6. G=253,U={e (12)}, a = (23).
7. G = (V,+) fiir den Vektorraum R3 mit Standardbasis eg, 2, e3;

1
U der Unterraum (eq,e3), und a = (1)
1

8. G die 2 x 2 Matrizen iiber dem Grundkorper Zs, U die Diagonalmatrizen, und
11
(0 o)
9. etc

18 Gruppen 2

Welche der folgenden Strukturen sind Gruppen, welche kommutative Gruppen?

1. (N,+) 6. (N,-) 11. (N\ {0}, +) 16. (N\ {0},)
2. (Z,+) 7. (Z,-) 12. (Z\ {0}, +) 17. (z \ {0}, )
3. (Q,+) 8. (Q,) 13. (@\ {0}, +) 18. (@\{0},-)
4. (R,+) 9. (R,") 14. (R\ {0}, +) 19. (R\ {0},")
5. (C,+) 10. (C,") 15. (C\ {0}, +) 20. (C\{0},-)
21. ({x € C: zned}, +) 27. {z€Q: x>0}, +)
22. {zeC: x#0},") 28. {z€Q: z>0},+)
23. {x €Z:x>0},4) 29. {x€Q: x>0},
24. {x€Z: x>0}+) 30. {x€Q: x>0},
25. ({x€Z:z>0},) 31. {zeR: z>0},+)
26. {z€Z: x>0} 32. {zeR:z>0}+)
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33.

35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

42.

({z eR: z>0},-) 34. {x eR: x>0},

L(n),-), die n x n-Matrizen mit der Matrixmultiplikation.
L(n),+), die n x n-Matrizen mit der Matrixaddition.

GL(n),-), die invertierbaren n x n-Matrizen mit der Matrixmultiplikation.
(

(
(
(
(GL(n),4+), die invertierbaren n x n-Matrizen mit der Matrixaddition.
(V,+) wobei V ein Vektorraum ist und + die Vektor-Addition.

(

(

L(V,W),+) mit VW Vektorraumen.
L(V),0) mit V Vektorraum.
etc

19 Gruppen-Einbettungen

Fiir welche der folgenden Gruppen G, H 148t sich G in H einbetten? (Mit Einbettung be-
zeichnen wir einen injektiven Homomorphismus.) K bezeichnet einen beliebigen Kérper.
GL(n) sind die invertierbaren n x n-Matrizen iiber K, mit der Matrix-Multiplikation als
Verkniipfung.)

1.

10.

11.

12.

G = (K,+) und H die n x n Matrizen iiber K mit der Matrix-Addition (wobei K
ein beliebiger Korper ist).

= (K \ {0},-) und H = GL(n) tiber K.
G = (Z,+) und H die 2 x 2 Matrizen iiber Q mit der Matrix-Addition.

= (Q\ {0},-) und H die GL(2) iiber Q.

. G die GL(2) iiber dem Grundkérper Q und H = (Q\ {0}, ).

G die GL(2) iiber dem Grundkérper Q und H = (Q, +).
G die GL(2) tiber dem Grundkérper Q und H = (C\ {0}, ).

G =(Z,+) wd H=(@\ {0},
. G =(Z,+) und H die GL(2) iiber dem Grundkérper Q.

(Z3°, +) (Vektorraum-Addition) und Siq

527 und Szg 13. ZIOOO und 55 15. 55 und Zﬁ

Z235 und 5235 14. 54 und Z41 16. 53 und Z
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17. Zo und Zg 19. Zs und Z4q 21. etc
18. Zs und Zg 20. Zg und Zqo

20 Untergruppen

Ist G Unterruppe von H?

1. H = (V,+) fiir V der Vektorraum R?, und G =

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

. H = (V,+) fiir V der Vektorraum R? und G =
. H = (V,+) fiir V der Vektorraum R?, und G =

. H = (V,+) fiir V der Vektorraum R?, und G = <

=

GL(2) (mit Matrixmultiplikation) und G die symmetrischen Matrizen in

2) (mit Matrixmultiplikation) und G die Diagonalatrizen in GL(2).

n) (mit Matrixmultiplikation) iiber dem Grundkérper R, und G = O(n)

H —
GL(2)

H = GL(

H = GL(n) (mit Matrixmultiplikation) und G = SL(n).
H = GL(

H = (Z,+) und G die geraden Zahlen

H = (Z,+) und G die ungeraden Zahlen

H = (Z¢,+) und G = {0, 3}

H = (Zs,+) und G = {0, 3}

H = (Zg,+) und G = {0, 2}

H = (Z4,+) und G = {0,2}

H = (Zg,+) und G = {0,2}

o}
—+
e

10
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21 Untergruppen 2

Was gilt allgemein fiir Gruppen G und Untergruppen U < G:

1.

Wenn G kommutativ ist, dann ist U kommutativ.

. Wenn U kommutativ ist, dann ist G kommutativ.

. Wenn G zyklisch ist, dann ist U zyklisch.

. Wenn U zyklisch ist, dann ist G zyklisch.

. Wenn G endlich ist, dann teilt die Gréfie (Ordnung) von U diejenige von G.

. Wenn G endlich ist, und die Primzahl p die GréBe (Ordnung) von G teilt, dann

hat G eine Untergruppe der Grofe p.

Wenn U ein Element mit Ordnung 17 enthélt, dann auch G.

. Wenn G ein Element mit Ordnung 17 enthélt, dann auch U.

. Wenn G ein Element mit Ordnung 17 enthélt, und a € U, dann teilt die Ordnung

von a 17.

22 Ringe und Korper

Welche der folgenden Strukturen sind Ringe, kommutative Ringe, Korper?

19.
20.

®© N

(N, +,) 10. (C\ {0}, +,-)

(Zy+,") 11. {z €Z: x> 0},+,)
(Q,+,") 12. {z€Z:x2>0},+,)
R, +,) 13. {z€Q: z>0},+,)
(C,+,") 4. {z€Q: x>0}, +,")
(N\ {0}, +,) 15. {z€R: z>0},+,-)
(Z\ {0}, +,") 16. {z €R: z>0},+,")
(Q\ {0}, +,) 17. {z eR: z > 0},+,)
(R\ {0}, +,") 18. ({z €R: z>0}+,)

Die linearen Abbildungen von R™ nach R™ mit der Addition und Verkniipfung.

(R[X],+, ) wobei R ein KRE ist, + die Polynomaddition und - die Polynommul-
tiplikation

11
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21. (GL(n),+, ) iiber einem Korper K, wobei + und - die Matrix-Addition und -

22.

23.

Multiplikation ist.

Die 4 x 7 Matrizen iiber dem Grundkérper R (mit der Matrix-Addition und -
Multiplikation).

Die 4 x 4 Matrizen iiber dem Grundkérper R (mit der Matrix-Addition und -
Multiplikation).

23 Ring-Einbettungen

Welche der folgenden Ringe lassen sich ineinander einbetten? (Ring-Einbettungen sind
injektive Ring-Homomorphismen. Ein Ring-homomorphismus bildet das Einselement auf
das Einselemnent ab.)

1.

2.

ZQ in Z4

Z4 in ZQ

.QinC
. L(Z%) in Z (L(Z32,) sind die 2 x 2 Matrizen iiber dem Grundkorper Z41)

(

Z in L(Z%)) (L(Z%) sind die 2 x 2 Matrizen iiber dem Grundkérper Zy:)
Z41[X] in Z (Z41[X] sind die Polynome mit Koeffizienten aus Z4;)

(

Z in Zs1[X] (Z41[X] sind die Polynome mit Koeffizienten aus Z4;)

Z in L(Q?) (L(Q?) sind die rationalen 2 x 2 Matrizen)

. etc

24 Unterringe

Welches der folgenden sind Unterringe der 7 x 7 Matrizen iiber R? (Unterringe miissen
per Definition dasselbe Einselement enthalten.) Sind sie sogar Korper?

1.

2.

Die Diagonalmatrizen.

Die Diagonalmatrizen die denselben Eintrag in der Diagonale haben, d.h. a; ; = A
fiir ¢ = 5 und O sonst.

. Die symmetrischen Matrizen.
. Die invertierbaren Matrizen.
. Die Projektionen.

. Die orthogonalen Matrizen.

12
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7. Die Matrizen deren Eintrége allesamt dieselbe Zahl sind, d.h. a; ; = c fiir alle 7, j.
8. Die oberen Dreiecksmatrizen, d.h. a; ; = 0 wenn i > j.

9. Die unteren Dreiecksmatrizen, d.h. a; ; = 0 wenn 7 < j.

25 Unterringe und Korper

Welches der folgenden Teilmengen der 2 x 2 Matrizen iiber R sind
e Abgeschlossen unter Addition? (D.h., enthalten mit A, B auch A + B.)
e Abgeschlossen unter Additiven Inversen? (D.h., enthalten mit A auch —A.)
e Abgeschlossen unter Multiplikation? (D.h., enthalten mit A, B auch A - B.)

e Sind Unterring des Rings der 2 x 2 Matrizen iiber R? (Unterringe miissen per
Definition dasselbe Einselement enthalten.)

e Sind sogar ein Koérper?

e Sind Unter-Vektorraum des Vektorraums der 2 x 2 Matrizen iiber R?

1. Die Matrizen der Form (8 2) firaeR

2. Die Matrizen der Form <8 8) firaeR

3. Die Matrizen der Form <8 _Oa) firaeR
4. Die Matrizen der Form (2 8) fir a € R.

5. Die Matrizen der Form <_0 g) fir a € R.
6. Die Matrizen der Form (Z Z) fir a € R.

7. Die Matrizen der Form <_aa aa) fir a € R.
8. Die Matrizen der Form <8 Z) fir a € R.

9. Die Matrizen der Form (8 2) fir a,b e R

13
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b
a

10. Die Matrizen der Form ) fiir a,b € R

b> fir a,b € R
—b a

12. Die Matrizen der Form

11. Die Matrizen der Form ( “

Z) fir a,b € R

a

13. Die Matrizen der Form (O

b) fir a,b € R
a

26 Vektorraum-Einbettungen

Gibt es eine Einbettung (lineare injektive Abbildung) vom Vektorraum V' in den Vek-
torraum W (alle VR iiber R)?

1. V=Rund W = R 4. V die 2 x 3 Matrizen und W = R’
2. V=R"3 und W =R! 5. V. =R* und W die 2 x 2-Matrizen
3. V die 2 x 3 Matrizen und W = R® 6. etc

27 Untergruppen einer gegebenen GroB3e
Hat die Gruppe G eine Untergruppe der Gréfle n?

1. G = (Zg,+), n =2 5. G = Sz, n = 10! 9. G=(Z,+),n =10
2. G=(Z¢,+),n=3 6. G=S19,n=11 10. etc

3. G=(Z¢,+),n=>5 7. G = S12,n =13

4. G =(Zyg,+),n=11 8 G=5;,n=11

28 Matrizen: Elementare Operationen

Welcher der folgenden Sitze gilt fiir alle Matrizen A, wobei X “Bild”, “Kern”, “Rang”,
“Spur” oder “Determinante” oder “die Invertierbarkeit von A” sein kann:

1. Vertauschen zweier Zeilen ldsst X unverandert.
2. Vertauschen zweier Spalten ldsst X unveréndert.
3. Multiplikation einer Zeile mit A # 0 ldsst X unverdndert.

4. Multiplikation einer Spalte mit A # 0 lasst X unveréndert.

14
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5. Multiplikation einer Zeile mit (bzw: ersetzen durch) 0 ldsst X unveréndert.

6. Multiplikation einer Spalte mit (bzw: ersetzen durch) 0 ldsst X unverdndert.
Gilt allgemein:

7. Wenn B durch eine elementare Zeilenoperation aus A konstruieren kann, dann ist
B ahnlich zu A.

8. Wenn B #hnlich ist zu A, dann kann man B durch elementare Zeilen- und Spal-
tenoperationen aus A konstruieren.

29 n x n Matrizen

Welcher der folgenden Sitze gilt fiir alle n x n Matrizen (bzw fiir alle invertierbaren
n x n-Matrizen, falls A~! erwihnt wird):

1. Wenn A = A~!, dann det(A) =1

2. Wenn A = A=, dann det(4) = &1

3. Wenn A Projektion ist, dann ist det(A) = £1
4. Wenn A Orthogonal ist, dann ist det(A) =1
5. Wenn A Orthogonal ist, dann ist det(A) = £1
6. Wenn det(A) = 1 dann ist A orthogonal.

7. Wenn det(A) = 1 dann ist A Drehung.

8. Wenn A Drehung ist dann ist det(A) =1

9. det(A) = det(A™1)
10. det(A™!) = det(A)~?

(

(

11. det(AT) = det(A)~!

12. det(AT) = det(A)
(A

13. det(AT) = det(A™1)

14. Die Verkniipfung von Projektionen ist eine Projektion.

15. Die Summe zweier Projektionen ist eine Projektion.

16. Das Vielfache (mit einem A\ € K) einer Projektion ist eine Projektion.

17. Das Vielfache mit einem A\ € K ungleich Null einer Projektion ist eine Projektion.

15
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18.
19.
20.

21.

22.
23.
24.
25.

26.
27.
28.

29.

Das Produkt zweier symmetrischen Matrizen ist symmetrisch.
Die Summe zweier symmetrischen Matrizen ist symmetrisch.
Das Vielfache (mit einem A\ € K) einer symmetrischen Matrix ist symmetrisch.

Das Vielfache mit einem A € K ungleich Null einer symmetrischen Matrix ist
symmetrisch.

Das Produkt zweier invertierbaren Matrizen ist invertierbar.
Die Summe zweier invertierbaren Matrizen ist invertierbar.
Das Vielfache (mit einem A € K) einer invertierbaren Matrix ist invertierbar.

Das Vielfache mit einem A € K ungleich Null einer invertierbaren Matrix ist in-
vertierbar.

Wenn A eine Projektion ist, dann ist A™ = A fiir jedes natiirliche n > 1.
Jede komplexe n x n-Matrix hat mindestens einen komplexen Eigenwert.
Eine komplexe 2 x 2-Matrix hat zwei verschiedene komplexe Eigenwerte.

etc

30 Eigenwerete und -Vektoren

Welcher der folgenden Sétze gilt allgemein:

1.

Wenn A ein Eigenwert von A ist, dann ist A Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms von A.

. Wenn A Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ist, dann ist A ein Ei-

genwert von A.

. Fiir A1 # A2 in K gibt es kein v # 0 in V das gleichzeitig Eigenvektor von A; und

A9 ist.

. Fir Ay # A2 in K und v; ein A\j-Eigenvektor und vy ein Ao-Eigenvektor ist v; und

v orthogonal.

. Fiir A1 # A9 in K und v ein A\i-Eigenvektor und vy ein Ao-Eigenvektor ist v und

() L.u.

. Zwei orthogonale Vektoren kénnen nicht Eigenvektoren desselben Eigenwertes sein.

A ist Eigenwert von A gdw % Eigenwert von A~ ist.

. Wenn die reelle n x n-Matrix A einen Eigenwert in C hat, dann auch in R.

16
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9. Fiir die reelle n x n-Matrix A und A € R gilt: Es gibt ein ¥ € R? mit Av = \7 gdw
es gibt ein 7 € C? mit AT = \7.

10. Etc

31 Eigenwerte bestimmen

Welche der folgenden Zahlen sind Eigenwerte der Matrix A? (Wenn A keine Eigenwer-
te hat ist keine Zahl anzukreuzen, wenn A genau einen EW hat dann ist dieser EW
anzukreuzen, wenn A zwei verschiedene hat dann sind beide anzukreuzten, etc)

) B R R S I A V)
2 (5 (L) e(33) T

32 Verkniipfungstabellen

In welchen der Strukturen {a, b, ¢} mit der folgenden Verkniipfungstabelle ist - kommu-
tativ? Gibt es ein neutrales Element? (welches?) Wenn es ein neutrales Element gibt:
Ist die Operation assoziativ? Eine Gruppe? (Hinweis: Fiir assoziativitdt muss hier nur
(zy)z = z(yz), (zx)y = z(xy), (xy)y = z(yy) geprift werden fiir z, y Elemente ungleich
dem neutralen Element.)

a b ¢ 7abc a b ¢
ala b b ala a a alc a b
1'baca 5'baca 9'babc
c|b b a cla a a c|lb ¢ a
a b ¢ 7abc a b ¢
a|lb ¢ c ala a a alb ¢ a
2'bcba 6'baba 1O'bcab
c|/b a b cla a a cla b ¢
7abc a b ¢
3aaac 7abba
" bla b c b|b b b
c|b ¢ a cla b ¢
a b ¢ 7abc
ala ¢ a ala a a
4‘bbcb 8'baab
cla b c cla b c

17
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33 Verkniipfungstabellen 2

Gegeben die folgende teilweise ausgefiillte Verkniipfungstabelle der Gruppe G = {e, a, b, c}
bzw G = {e, a, b, c} mit neutralem Element e. Ergiinze die Verkniipfungstabelle. Ist das
eindeutig moglich?

e a b e a b ¢ e a b ¢
, et U4 el OO OO O e lJ OO 0O O
Calld I O 4. a|[] e ¢ [] 6. al|l] e [] []
b | ) [ b | O O O b | O O O
e a4 b e c|J O O O c|J O e [
e ] 0 OO e a b c e a b ¢
2. a0 e 0 el OO OO O e J OO O
b L] ] e [] 5 all ] [l ¢ [ 7. alll] b ¢ L[]
cl0 0O 0O O b | ¢ O O b O O O O
o /0000 /0000
e L] IJ LJ I 8. etc.
3. alll ¢ [ L[]
b | [ ¢ [
c|l] OO O O

34 Verkniipfungstabellen 3

Sei G = {e,a,b,c} und o die durch folgende Verkniipfungstabelle gegebene Operation.
Es gilt dass o assoziativ ist (das muss nicht mehr nachgerechnet werden). Ist (G, o) eine
Gruppe?

e a b ¢ d e a b ¢ d
ele a b ¢ d e|le a b ¢ d
1‘aacaca 3‘aacedb
b|b a b ¢ b b|b e d a c¢
clc ¢ ¢ ¢ ¢ clc d a b e
d|d a b ¢ d d|{d b ¢ e a
e a b ¢ d e a b ¢ d
e|le a b ¢ d e|le a b ¢ d
2aabcde 4aadceb
" blb ¢ d e a " b|lb ¢ a d e
clc d e a b clc e d b a
d|d e a b ¢ d|{d b e a ¢

18
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35 Identifizieren von Projektionen

Ist die folgende Matrix eine Projektion?

-3

—10

)
)

-5
—4

L
;

-3

—10

)

—6
—41 7

5. (
9. etc

-7
—6

7
8

-5

—14

20
—6

7
-1

3 (
36 Quadrieren von Projektionen

Die folgende Matrix A ist eine Projektion. Berechne die Spur Tr(42).
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37 Identifizieren von orthogonalen Matrizen

0
3
-1

1
6
-3

[es B en B an)
oS O O

MmN
=
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0
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9. etc
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N——

o

Ist die folgende Matrix orthogonal?
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S—

S
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ﬁTA 1_,2 1_,2
) ﬁ_inzﬂi?u

ﬁTZ — AN |

N~——

o3

/

s ™1 ey
o ﬂTﬂTA

N~
o ™1 ey
(\

—
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T

N——

~ o0

~

ﬂ721,21,_2

_

. NN
I

N
S
—le |
_
SN———

<t
~
s i ™|
- NN
I
ﬂ7217_21,2

N—

™

PR
Sl

SAEE

N——

9. etc

38 Invertieren von orthogonalen Matrizen

Die folgende Matrix A ist orthogonal. Berechne die Spur Tr(A~!).

—
— ~ Tooo
— |
ol oo
co T o
- o oo |
cCoOoOoOHA OO0 O
oo o—oo 9
5}
= 0 =
— — —
ee |1 @ e 12 Tooo
— — —
oS T oo ocoo e e
o T oo
oo~ O—-HOO |
— 000 HOoOO0OO0O OO0 O
<f e <)
~—
co T o
coo A wooo |
O—HO0OO0O oo HO oo o H
000 o000 H HOOO
COHO OO0 O—HOO
(\
— ™ e
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39 Berechnen der Determinante

Berechne det(A?) fiir die folgende Matrix A:

0 -2 —4 -2 -1 -2 3 4 0o 3 2 1
L 0 -1 -2 -1 4 -1 -2 2 3 7 -3 -3 -3 —4
0 -1 -3 1 o 1 -4 2 0o 2 -2 2
4 3 1 —4 0o -1 3 =2 -2 -2 1 -4
2 0 4 -3 2 -3 4 -4 —4 0 1 =2
9 -1 -1 -4 14 5 2 3 0 3 g -1 -2 2 0
-3 2 =3 0 4 -1 -3 -3 0 1 1 4
1 -2 3 1 1 -2 -1 -3 4 -2 -1 -1
-2 —4 2 —4 -2 2 3 0 9. etc
-3 -1 3 -1 1 2 -3 2
3 -1 -2 -3 3 6 -1 2 0 1
-2 1 4 =2 1 1 0 -1

40 Euklidischer Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus gibt fiir 1 < a < b ganze Zahlen z,y mit x-a+y-b =
ggT(a,b). Berechne |z| + |y| (die Summe der Absolutbetréige).

(Bemerkung: Es sind diejenigen 2 und y gesucht die sich wie in der VO besprochen aus
dem Euklidischen Algorithmus ergeben; es gibt auch andere z’ v/ mit der Eigenschaft
2 a+y -b=gegT(a,b).)

l.a=14,0=19 .a=36,b=44 9. a=32,b=38 13. a=11,6=120

5
2.0a=24,b=33 6.a=11,b=14 10. a=34,b=48  14. etc
3.a=26,b=44 7.a=16,b=37 11. a=22,b=23l

8

4. a=21,b=36 .a=41,b=49 12 a =23, b =27
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41 Inverse in Z,

Berechne (z.B. mithilfe des Euklidischen Algorithmus) a1 in Z,. Genauer: Finde 0 <
b < n (Achtung! nur dieses b verwenden) s.d @-b = 1 in Z,, oder #quivalent: a -b = 1
mod n. Als Antwort ist das 0 < ¢ < 5 gesucht mit b = ¢ mod 5.

Bsp: Angenommen n = 47 und a = 41, dann bekommt man als a~! z.B. —8 (weil
—8-41 = —328 =1 mod 47). Dann ist das gesuchte b = —8+47 = 39. (Beachte: b = —8
ist das eindeutige Inverse von @ in Z,.) Daher ist c =4 (39 =4 mod 5).

1. n=235,a=33 4. n=31,a=14 7. n=47, a =17
2. n=47,a =22 5. n=27,a=23 8. n=14,a=11
3. n=35,a=24 6. n=37,a=16 9. etc

42 Drei Vektoren im R?

Sind die folgenden Vektoren z,y, z in V = R? Lu.? Erzeugen Sie V? Sind sie eine Basis?
Sind sie orthonormal? Sind sie eine ONB?

3 —4 -2 ) 0 _V2
Loz= 33 Y= _32 12 = g 9.:17(—%)& _g 72(—2)
il 2 il
2 2 2
—2 —4 1
2.z=1 5 |,y= 1 |,z=12 % 0 _%
2 0 1 10. z = _% Y = Q? 2=
1 ~1 —6 2 Fl 2
doax=(-1],y=(0],z=|-2 V2 0 2
6 —2 —4 o= (Zt)y=[2|.= ¢
0 —2 1 _1 2 i
4. z=|-1],y=1 4 |,z=| -1 2 2 2
4 4 —6 V2 0 _V2
3 6 12. 2 = i)y: 2 z:(g)
5. x=|-1),y=1-2],z= -1 % 3
0

m\»—m\»—m‘%
N

N~ —
@
Il
|
S,
N~
S
I
—
|
~

14.

0 15. etc
2= |2
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43 Vier Vektoren im R?

R? L.u.? Erzeugen Sie V? Sind sie eine Basis?

Sind sie orthonormal? Sind sie eine ONB?

Sind die folgenden vier Vektoren im V'
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44 Zwei Vektoren im R*

Sind die folgenden zwei Vektoren L.u.? Erzeugen sie den R*? Sind sie eine Basis? Sind
sie orthonormal? Eine ONB?

1 1 1
1 o] 4 3.1 V2, | V2 5.1 V2|, | L
0 0 0 V2
1 —2 0 0 0 NG
1 2 1 1 L 0
2 6 EAN L ) (s
2| 4 4 vzl V2 6 V2l L
) 5 0 0 0 V2
0 0 0 7

45 Linear unabhéngig in Z>

Sind die folgenden zwei Vektoren in ZI% l.u.? Erzeugen Sie V7 Sind sie eine Basis? Der
besseren Lesbarkeit halber schreiben wir nur 2 statt 2 etc.

L p=3, G) : @ Tp=T, (3) 7 @ p=t (Lll) | @
co=n (0. e () we=n (O
o= (3.0 eesn (D) me=s(3)()
o=n ().() e (OO w8
somn () e () memn(D).0)
ormn () a0 ween (D))

Bzw.: Fiir welches p sind die gegebene Vektoren Lu. / Basis / ... in Z2?
Gilt allgemein:

1. Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K, und v # 0in V.

Dann ist v + v # 0.

2. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K, und A # 0 in K, und v # 0in V.
Dann ist Av # 0.
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3. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, und (vq,v2) l.u.

Dann ist auch (vy,ve +v1) Lu.
4. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K, und (vq,v2) l.u.

Dann ist auch (v, ve + v2) Lu.

46 Rang von reellen Matrizen

Was ist der Zeilenrang, der Spaltenrang, der Rang der folgenden Matrix A? Was ist die
Dimension von ker(A) und von img(A)? Ist A injektiv, surjektiv, bijektiv?

1. Betrachte die Matrix M deren Spalten aus den drei Vektoren aus Beispiel 42.1
besteht

2 etc Analog fiir die anderen Punkte aus Beispiel 42.

47 Invertierbarkeit von reellen Matrizen

Welche der folgenden reellen 222 oder 3z3 Matrizen ist invertierbar?

=
[
|
o
|
N o
\
Lo
\/

-1 -1 1 0 -3 3 1
2. |4 -4 —4 10 (0 2) 18. (1 1)
2 -4 —4 ) s
11. (‘ _> -4 -2
5 (2 2 0 0 19. (_4 3
-1 3

ot
N\
O =
[
wW =
N\
—
w

3.0 0
2 1 -1
4 (_03 _01) 12. (Z _42 8) 2. |-2 4 —4
2 3 2
0 —3 —4
' N 21,(2 3>
3 -3 -3 -4 4
4 4
22
14. (1 1) (

2]
=N O
| o |
[\ —
o =N
\—/
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48 Rang von Matrizen iiber Z,

(Frage wurde aus dem Katalog entfernt)

49 Lo6sungen von linearen Gleichungssystemen

Hat das Gleichungsystem Ax = b (iiber R): keine Losung; genau eine Losung; oder mehr
als eine Losung?

0 2 -2 2 -1 -1 2 -1
1 1 -1 2 -3 -2 4 2
LA=| o, o =G 0. 4= |7 5 b=
4 4 -1 6 -5 -2 4 7
-1 -2 0 5 -1 -4 1 -9 ~1
5 4 3 | -22 1. A=|2 -1 4 -6|,b=|2
2A=11 4 b= 6 0 3 -2 8 -1
9 4 7 —38
-1 1 2 -2
-3 -6 3 27 0 4 5 1
g oA |3 42|, |2 2A=15 » a[bt=|
ATl 2 1P 7 2 10 11 1
—6 —6 3 33
0 1 1 0
0 -1 -1 2 1 2 -2 7
£ A=lo 2 —2].b=10 BA=| 5 1 qb=]s
2 0 -2 0 4 3 -3 8
0 2 0 0 1 -2 -1 -3 0
5 A=10 2 2],b=1[- 14. A=|0 =2 0 —4],b=1[ 2
—2 -2 2 — 1 1 0 2 -3
0 2 -2 2 —4 -5 3 ~16
1 1 -1 2 15. A=|-2 —4 1|.b=1|-13
6. A= b= : ,
-2 -2 -1 -1 0 3 1 10
4 4 -1 6
0 -1 =2 0 2
-2 1 3 8 6. A= 2 6 4 8|, b=|1
7. A=1-1 1 2 |,b= 6 1 -1 2 4 1
0 -3 -3 12
7 02 —4 3
8 —02 22 62 17. A=11 -1 2 |,b=|-1
_ - I 4 -1 2 -1
8. A= 5 o |v=]4
1 -2 —4 0 -2 —4 5 -3
18. A=(1 7 —5|,6=12
0 1 -2 4 -3 0 2 _1 .
9. A=(0 —2 —2 —2|,6=|0
-1 -1 -2 0 1 19. etc
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50 Basiswechsel: Vektoren

Gegeben eine Basis B = (b1, b, b3). Die B-Darstellung des Vektors v ist d@. Berechne die
I

Darstellung & = <m2> von v in der Standardbasis. Als Antwort gefragt ist z;.
T3

3. etc

51 Basiswechsel: Vektoren, orthonormal

Gegeben ein Vektor @ (in Standardbasis) und eine Orthonomalbasis B = (b1, ba, b3).
1
Berechne die B-Darstellung & = (u) von a. Als Antwort gefragt ist .

Z3
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0 1 0 0
9. 61: 0 ,b2: 0 ,63: -1 ;a4 = 2
1 0 0 -2
-1 0 0
10. b1: 0 ,b2: 1 ,bgz 01];
0 0 1

11. etc

52 Basiswechsel: n x n Matrizen, orthonormal

Gegeben eine 2 x 2 Matrix A und eine Orthonormalbasis B = (b1, b2). Sei C' die B-
Darstellung von A. Was ist ¢1 1 (d.h. der erste Eintrag der ersten Zeile von C)?

53 Basiswechsel Matrizen im Definitionsbereich

Die Lineare Funktion f : R? — R3 hat die (E, E')-Darstellung A. Sei B diejenige Basis
des R? deren Vektoren die E-Darstellung (b1, bs) haben. Sei C' die (B, E')-Darstellung
von A. Was ist ¢1 1 (d.h. der erste Eintrag der ersten Zeile von C')?

3 1
) bF(;)),bF@;A:(l )
2 -1
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3. etc

54 Komplemente

Gegeben Wy = (by, by) und W = (b3) im R3. Sind W3 und Wo Komplemente? Orthogo-
nale Komplemente?

10.

. by

. by

by

b1 =

b=

by

by

by

by

by

0 0
2|, b=11
-1 -1
3 2
“1],bp=|-2
1 -2
-1 -1
3], b= 3
—2 3

-2 0
T P |
1 -2

—2 -1
2 |, by=[-1
1 -2

-2 -2

2|, by=|-2

~1 0

; by =
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-2 -2 -1
11. 61: 0 ,b2: 0 ;b3: -2
-2 -2 1
1 0
12. 171: 1 ,b2: 1 ;63: 1
2 2 1
0 -2 -1
13. b1: —2 ,b2: -1 ;b3: 0
—1 -1 -1
2 -1 3
14b1: 0 ,b2: 2 ;b3: 2
-2 1 -3
-2 -1 -1
].5 b1: 0 ,b2: 1 ;b3: -1
-1 1 2
—2 -1 -2
].6 b1: 2 ,bQZ 1 ;b3: —2
2 -2 1
2 -1 -2
].7b1: 0 ,bQZ 0 ;b3: 0
-2 1 -2
—1 2 1
18. b1 = -2 s bg = 0 5 b3 = -1
-1 -2 1
1 2 0
19. b= 2 |,bo=(-1]:b5=1[-1
-2 1 -1
-1 0 1
20. b= 1 |,ba=12 |;05=11
-2 1
0 -2 1
21.b1: 2 ,bQZ 2 ;bg— 0
-1 1 1

1 1 —1
22. b1: 2 7b2: 1 ;bgz 0
1 1 1 )
1 0 2
23b1: 1 ,bQZ 1 ;b3: 2
—2 (—1 2
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1 -2 -3
24. 61: 3 ,b2: 2 ;b3: -1
—1 2 3

25. etc

55 RSA 1

Es werden multiple Choice Fragen der Folgenden Form gestellt (fiir moglicherweise an-
dere p, q):

Gegeben p =5 und ¢ =7, n := p-q. Welche der folgeden Zahlen ist eine giiltige Wahl
fiir den public Key e?

1. 2 5. 6 9. 10 13. 14
2.3 6. 7 10. 11 14. 15
3. 4 7.8 11. 12 15. 16
4. 5 8.9 12. 13

56 RSA 2

Es werden multiple Choice Fragen der Folgenden Form gestellt (fiir moglicherweise an-
dere p, q, e):
Wir wahlen p =3, ¢ = 11, e := 7. Was ist der private key d?

1.1 3. 3 5. D 7. 13
2.2 4. 4 6. 9 8. 12
57 RSA 3

Es werden multiple Choice Fragen der Folgenden Form gestellt (fiir moglicherweise an-
dere n, e, t):
Gegeben der public key n = 33, e = 3. Was ist der Ciphertext ¢ vom Klartext ¢t = 2?7

1. 6 2. 8 3.9 4. 27

58 RSA 4

Es werden multiple Choice Fragen der Folgenden Form gestellt (fiir moglicherweise an-
dere n,d, c):
Gegeben der private key n = 33, d = 3. Was ist der Klartext ¢t vom Ciphertext ¢ = 37
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1. 6 2.9 3. 21 4. 27

59 RSA 5

Gegeben der public key (n, e) und der private key (n, d), mit n = pg (wobei p, ¢ so grofie
Primzahlen sind dass man n de facto nicht ohne zusétzliche Information faktorisieren
kann). Sei ¢; der verschliisselte Ciphertext zum Reintext 1, und co der verschliisselte
Ciphertext zu einem anderen Reintext t5. Welche der folgenden Informationen reichen
aus um den Schliissel (effizient) zu knacken?

1. pund ¢ 3. p(n) 5. ¢1 und t;
2. p 4. ¢1 und cy
60 RSA 6

Der o6ffentliche Schliissel (e,n) ist gegeben. Brechen Sie die Verschliisselung mit brute
force, d.h. berechnen Sie den private key (d,n).

l.e=7,n=33 2. e=27,n=055 3. etc

61 Ahnliche Matrizen
Sei B ihnlich zu A, d.h. B = U"1AU fiir ein U € GL(n). Was gilt allgemein:

—_

Te(A) = Te(B) (Spur)

det(A) = det(B) (Determinante)

rk(A) = rk(B) (Rang)

Wenn A die Identitdtsmatrix I ist, dann ist auch B = I

Wenn A eine Projektion ist, dann auch B

Wenn A eine Orthogonalprojektion ist, dann auch B

Wenn A orthogonal ist, dann auch B

Wenn A eine Diagonalmatrix ist (d.h. a;; = 0 fiir i # j), dann auch B.

© % N o ook W

Wenn A eine obere Dreiecksmatrix ist (d.h. a; ; = 0 fiir ¢ > j), dann auch B.

—
=}

. Wenn A symmetrisch ist, dann auch B

—_
—_

. Wenn A injektiv ist, dann auch B

—_
[\)

. Wenn A surjektiv ist, dann auch B

—_
w

. Wenn A bijektiv ist, dann auch B
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62

Induktion 1

Ist die folgende induktive Definition wohldefiniert fiir alle Element von N? (D.h. gibt es

eine

1.

63

eindeutige Funktion f : N — N mit den angegebenen Eigenschaften?)

f(0) =0, f(1) =0, f(p) = p fir p Primzahl, und f(a-b) = f(a) + f(b) fiir
l1<a<b.

. f(0) =0, f(1) =0, f(p) = p fiir p Primzahl, und f(a-b) = 2- f(a) + f(b) fur
1<a<b.

. f(0) =0, f(1) =0, f(p) = p fiir p Primzahl, und f(a-b) =2 f(a) +2- f(b) fiir
1<a<b.

. f(0) =0, f(1) =1, f(p) = p fiir p Primzahl, und f(a-b) = f(a)-f(b) fir 1 < a <b.

. f(0) =0, f(1) =1, f(p) = p fir p Primzahl, und f(a-b) = 2- f(a) - f(b) fiir
1<a<b.

. f(0) =0, f(1) = 1, f(p) = p fiir p Primzahl, und f(a - b) = f(a)? - f(b) fiir
1<a<b.

Induktion 2

Welche der folgenden Beweisprinzipien ist giiltig: () gilt fiir alle z € A, fiir ...

1

[

64
1

. A =N, wenn gilt: ¢©(0), und fiir alle n € A gilt: p(n) — p(n+1).

. A={z€Z:z>—-12}, wenn gilt: p(—12), und fiir alle n € A gilt: p(n) — @(n+1).
. A =7, wenn gilt: ¢(0), und fiir alle n € A gilt: p(n) — p(n +1).

. A={qeQ:q >0}, wenn gilt: ¢(0), und fiir alle n € A gilt: p(n) = p(n + 1).

. A={neN:n > 12}, wenn gilt: p(12), und fiir alle n € A gilt: p(n) = p(n + 1).

Frage zu Permutationen

. Die Permutation c ist die Verkniipfung p = ¢; o ¢ca---¢p—1 o ¢y von disjunkten
Zyklen ¢;. Sei ¢ = cpocp_q---cgocy (d.h. das Produkt derselben Zyklen, in umge-
kehrter Reihenfolge). Gilt allgemein dass p = ¢?

. Die Permutation c ist die Verkniipfung p = cjoca---c¢p—1 0 ¢y von disjunkten Zy-
klen ¢;. Sei ¢ = cgocy_q - - - ca0c1 (d.h. das Produkt derselben Zyklen, in umgekehrter
Reihenfolge). Gilt allgemein dass das Vorzeichen von p gleich dem Vorzeichen von
q ist?
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3. Die Permutation c ist die Verkniipfung p = c¢j0ca -+ ¢y—1 0 ¢y von (nicht notwen-
digerweise disjunkten) Zyklen ¢;. Sei ¢ = cyocy_q1---ca0c; (d.h. das Produkt
derselben Zyklen, in umgekehrter Reihenfolge). Gilt allgemein dass p = ¢?

4. Die Permutation ¢ ist die Verkniipfung p = ¢y oca -+ - ¢p—1 0 ¢y von (nicht notwen-
digerweise disjunkten) Zyklen ¢;. Sei ¢ = cpocy_q1---ca0c; (d.h. das Produkt
derselben Zyklen, in umgekehrter Reihenfolge). Gilt allgemein dass das Vorzeichen
von p gleich dem Vorzeichen von ¢ ist?
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