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1. Bestimmen Sie Erwartung und Varianz der Betaverteilung erster Art.

Betaverteilung erster Art B1(α, β) : f(x) = xα−1(1− x)β−1

B1(α, β)

Additionstheorem für Gammaverteilung: B1(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β)

E(X) =
∫ ∞
−∞

x·f(x) dx =
∫ 1

0

xα(1− x)β−1

B1(α, β) dx =
∫ 1

0

Γ(α+ 1)Γ(β)
B1(α, β)Γ(α+ β + 1) dx = αΓ(α)Γ(β)

B1(α, β)(α+ β)Γ(α+ β)

= αB1(α, β)
B1(α, β)(α+ β) = α

α+ β

E(X2) =
∫ ∞
−∞

x2·f(x) dx =
∫ 1

0

xα+1(1− x)β−1

B1(α, β) dx = Γ(α+ 2)Γ(β)
B1(α, β)Γ(α+ β + 2) = (α+ 1)αΓ(α)Γ(β)

B1(α, β)(α+ β + 1)(α+ β)Γ(α+ β)

= (α+ 1)αB1(α, β)
B1(α, β)(α+ β + 1)(α+ β) = (α+ 1)α

(α+ β + 1)(α+ β) = (α+ 1)α
(α+ β)2 + α+ β

V(X) = E(X2)− E(X)2 = (α+ 1)α
(α+ β)2 + α+ β

− α2

(α+ β)2 = αβ

(α+ β + 1)(α+ β)2

2. X und Y seien unabhängig mit Gammaverteilung Γ(α, λ) bzw. Γ(β, λ). Bestimmen Sie die Verteilung
X + Y .

Gammaverteilung: Γ(α, λ) ∼ xα−1λαe−λx

Γ(α)

Betafunktion: B(α, β) =
1∫
0
xα−1(1− x)β−1 = Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β) ⇒
1∫
0

xα−1(1− x)β−1

Γ(α)Γ(β) = 1
Γ(α+ β)

Gammafunktion: Γ(x) =
∞∫
0
tx−1e−tdt ⇒ Γ(x+ y) =

∞∫
0
tx+y−1e−tdt

Berechnung:

fX+Y (z) =
∫ ∞
−∞

fX(u)fY (z − u) du =
∫ ∞

0

uα−1λαe−λu

Γ(α)
(z − u)β−1λβe−λ(z−u)

Γ(β) du

=
∫ z

0

uα−1λα+βe−λz(z − u)β−1

Γ(α)Γ(β) du

Substitution: u = zw
du

dw
= z ⇒ du = z · dw

=
∫ 1

0

λα+βe−λzzα−1zβ−1wα−1(1− w)β−1

Γ(α)Γ(β) z dw = λα+βe−λzzα+β−1

Γ(α+ β) ∼ Γ(α+ β, λ)

3. X und Y seien unabhängig mit Gammaverteilung Γ(α, λ) bzw. Γ(β, λ). Bestimmen Sie die Verteilung
X/Y .

Gammaverteilung: Γ(α, λ) ∼ xα−1λαe−λx

Γ(α)

B2-Verteilung: B2(α, β) ∼ 1
B(α, β)

xα−1

(1 + x)α+β
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Betafunktion: B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β) ⇒ 1

B(α, β) = Γ(α+ β)
Γ(α)Γ(β)

Gammafunktion: Γ(x) =
∞∫
0
tx−1e−tdt ⇒ Γ(x+ y) =

∞∫
0
tx+y−1e−tdt

Berechnung:

fx/y(z) =
∫ ∞

0
fx(yz)fy(y) |y| dy =

∫ ∞
0

y
(yz)α−1λαe−λyz

Γ(α)
yβ−1λβe−λy

Γ(β) dy = λα+βzα−1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

yα+β−1e−λy(1+z) dy

Substitution u = λy(1 + z)
(
y = u

λ(1 + z)

)
⇒ du

dy
= λ(1 + z) ⇒ dy = du

λ(1 + z)

= λα+βzα−1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(
u

λ(1 + z)

)α+β−1
e−λu

du

λ(1 + z) = λα+βzα−1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

uα+β−1e−λu

λα+β−1(1 + z)α+β−1λ(1 + z) du

= zα−1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

uα+β−1e−λu

(1 + z)α+β du = zα−1

Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β)

(1 + z)α+β = 1
B(α, β)

zα−1

(1 + z)α+β ∼ B2(α, β)

4. X ist normalverteilt mit Mittel 3 und Varianz 7. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X < 2),
P(X > 5) und P(0 < X < 7).

X ∼ N(µ, σ2) ⇒ P(x1 ≤ X ≤ x2) =
∫ x2

x1

1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2

Da die Funktion stetig ist es egal ob < oder ≤

P(−∞ < X ≤ 2) =
∫ 2

−∞

1√
14π

e
(x−3)2

14 dx = 0.35

P(5 ≤ X ≤ ∞) =
∫ ∞

5

1√
14π

e
(x−3)2

14 dx = 0.22 = Φ(5− 3√
7

) = 1− Φ( 2√
7

) = 1− 0.648 = 0.352

P(0 ≤ X ≤ 7) =
∫ 7

0

1√
14π

e
(x−3)2

14 dx = 0.81

Diese Methode funktioniert händisch nicht, da sie auf eine nichtelementare Stammfunktion führt, händis-
che Methode im Folgenden (Werte von Φ stehen in Standardnormalverteilungstabelle):

P(X ≤ x) = Φ
(
x− µ√
σ2

)
= Φ

(
x− E(X)√

V(X)

)
Φ(−x) = 1− Φ(x)

P(X > x) = 1− P(x ≤ X) P(x < X < y) = P(X < y)− P(X < x)

P(X < 2) = Φ(2− 3√
7

) = 1− Φ( 1√
7

) = 1− 0.648 = 0.352

P(X > 5) = Φ(5− 3√
7

) = 1− Φ( 2√
7

) = 1− 0.776 = 0.224

P(0 ≤ X ≤ 7) = Φ(7− 3√
7

)− Φ(0− 3√
7

) = Φ( 4√
7

)− 1 + Φ( 3√
7

) = 0.805

5. X sei standard-normalverteilt. Bestimmen Sie M(t) = E(etx).

E(etx) =
∫ ∞
−∞

etx
1√
2π
e−

x2
2 dx =

∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

1
2 (x2−tx+t2−t2) dx = e

t2
2

∫ ∞
−∞

1√
2π
e−

(x−t)2
2 dx︸ ︷︷ ︸

=1 (Std Normalvtlg)

= e
t2
2

6. X hat die Laplace-Verteilung (oder doppelte Exponentialverteilung) mit der Dichte f(x) = 1
2e
−|x|. Bes-

timmen Sie E(X), E(X2) und M(t) = E(etX).

E(X) = 1
2

∫ ∞
−∞

x · e−|x| dx = 0 (1 mal partiell integrieren)
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E(X2) = 1
2

∫ ∞
−∞

x2 · e−|x| dx = 2 (2 mal partiell integrieren)

E(etx) = 1
2

∫ ∞
−∞

etxe−|x| dx = 1
2

∫ 0

−∞
ex(t+1) dx+ 1

2

∫ ∞
0

ex(t+1) dx = ex(t+1)

2(t+ 1)

∣∣∣∣0
−∞

+ ex(t−1)

2(t− 1)

∣∣∣∣∞
0

= 1
2(t+ 1) −

1
2(t− 1) = t

(t+ 1)(t− 1) = 1
1− t2 für − 1 < t < 1 ansonsten ∞

7. Die Gedächtnislosigkeit der Exponentialverteilung: wenn T exponentialverteilt ist, dann gilt für s, t > 0

P(T > s+ t|T > s) = P(T > t)

(wenn T als Wartezeit interpretiert wird, dann kann man die linke Seite als die Wahrscheinlichkeit ansehen,
dass die restliche Wartezeit größer als t ist, wenn schon s Stunden gewartet wurde - diese restliche Wartezeit
ist in diesem Fall genauso verteilt wie T selbst, die Exponentialverteilung hat also “vergessen”, wie lange
schon gewartet wurde).

fλ(x) = λe−λx ⇒ F (x) =
∫ x

0
fλ(t) dt = 1− e−λx

P(T > s+ t|T > s) = P(T > s+ t)
P(T > s) = 1− P(T ≤ s+ t)

1− P(T ≤ s) = 1− (1− e−λs+t)
1− (1− e−λs) = e−λs+t

e−λs

= e−λse−λt

e−λs
= e−λt = 1− (1− e−λt) = P(T > t)
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