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1. Bestimmen Sie fiir eine Zufallsvariable X ~ B(40,1/2) die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse [X < 8],
[X <11], [X <14], [X <17] und [X < 20]
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e mit der Normalapproximation ohne Stetigkeitskorrektur
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e mit der Normalapproximation mit Stetigkeitskorrektur
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2. Wie oft muss man wiirfeln, damit die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der Augenzahlen gréfier als 100
ist, mindestens 0.9 betragt?

Zentraler Grenzwertsatz (Bedingung: X;, ..., X,, unabhingig, identisch verteilt):

Sp =X+ Xo+ ...+ X, = N(nu,no?)

E(X))=EXy)=...=p = ES)=n-pu VX)=VX)=...=p = V(S,)=n-0°
P<w§x>%¢)(x) = P(Sngm)%(b(x_nu)
no? o2
Losung:
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P(S, > 100) = 1-P(S,, <=100) = 1-9 =1-¢| ——) =09 == &|——|=0.1
( ) ( ) ( 7102) ( v2.916n Vv2.916n

Dies passiert laut Tabelle bei ®(—1.285)

100 — 3,5n 58.5607
— 7 =-1,285 = ——— —2.04962 =-1.285 = = 32.1249
V/2,916n ’ NG Vi "
Das Ergebnis ist genauer, bei Verwendung der Stetigkeitskorrektur 1005 — 3, 5n 1,285
Wi — = —
g g s g g 2.016n ,

3. Bei einem Spiel kann auf die Augénge 1,...m gesetzt werden, die mit Wahrscheinlichkeiten p1,...py,
gezogen werden. Wenn Ausgang ¢ gezogen wird, werden die Einsédtze auf i, m-fach zuriickgezahlt,die
anderen verfallen. Ein Spieler spielt nach folgender Strategie: er verteilt sein Kapital K im Verhéltnis
¢ ... ¢m (mit >, ¢; = 1) auf die moglichen Ausgénge und verwendet den Gewinn aus einer Runde als
Einsatz in den néachsten.

(a) Zeigen Sie, dass das Kapital nach n (unabhingigen) Runden
K, = KoX1...X,
ist, mit P(X; = mg;) = p,.
Ki=Ky-m-q=Kyp- X1
Ky= K, -Xo= Ko X1 - X5

Kn:Kn—l'Xn:KO'Xl'XQ"'Xn



(b) Bestimmen Sie
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=1 L=
(c) Wie sind ¢, ..., ¢ zu wihlen, damit dieser Grenzwert maximal wird?
E(log(X Zlog ZIOg m-q;)-pi = Z(log( )+log(q:)) Zlog - p; +1log(gi) pi
i=1 konstant

it log(g;) - p; muss maximiert werden unter Bedg, dass Y, ¢; = 1

Zlog(qi) i — A(Z ¢ —1)

A - S
9q;  qi 0 o2 %“=9

pi=A = A=1 = ¢ =p;

= log(q;) =
o, og(q;) =0

4. Erzeugen Sie 1000 standardnormalverteilte Zufallsvariable (etwa nach dem Box-Muller Verfahren: X; =
V—2log Uy sin(27U3), Xo = /—2logU; cos(2nUs), das aus zwei unabhéngigen auf [0, 1] gleichverteilten
Zufallszahlen Uy ,Us zwei unabhéngige normalverteilte X1, X5 erzeugt). Stellen Sie die Stichprobenmittel
graphisch dar.

#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define M_PI 3.14159265358979323846264338327 // Not in C99
#define NUMBERS 1000

static double rand2(void);

int main() {
srand(time (NULL)); // seed
double sum = 0;

// 500, because every loop 2 random uniform
// distributed [0,1] variables will be created
for (int i = 0; i < NUMBERS / 2; i++) {
double u_1 = rand2(Q);
double u_2 = rand2();

double x_1 = sqrt(-2 * log(u_1)) * cos(2 * M_PI * u_2);
double x_2 = sqrt(-2 * log(u_1)) * sin(2 * M_PI * u_2);

sum += x_1 + x_2;

(void) printf("%f, Stichprobenmittel: %f\n
%f, Stichprobenmittel: %f\n",
x_1, (sum-x_2)/(i*2), x_2, sum/(i*x2+1));



// Returns random value between 0 and 1
static double rand2() {
return (double) rand() / (double) RAND_MAX;
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5. Wie vorher, mit X; Cauchy-verteilt.
Cauchy-Verteilungsfunktion:

1 1 —t
F(a:)—P(X<;z:)—2+W~arctan<x8 )

Mit der Inversionsmethode bekommt man aus einer gleichverteilten Zufallsvariable, eine Zufallsvariable
einer anderen Verteilungsfunktion (sofern diese umkehrbar ist) indem man die Inverse dieser anderen
Verteilungsfunktion bildet

1 1 -1
Y= §—|—f-arctan (x - ) = 1z =t—s-cot(ry) = — cot(my) = cot(my) fiir t =0, s = 1 (Std-Cauchy-Vert.)
™

F~(y) = cot(my) x; = cot(mu;)

#include <time.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define M_PI 3.14159265358979323846264338327 // Not in C99
#define cot(x) cos(x)/sin(x)
#define NUMBERS 1000

static double rand2(void);

int main() {
srand (time (NULL)); // seed
double sum = 0;

for (int i = 0; i < NUMBERS; i++) {
double u = rand2();
double x = cot(M_PI * u);
sum += Xx;

(void) printf("%f, Stichprobenmittel: %f\n", x, sum/(double)i)
(void) printf("%f\n", x);

}

}

// Returns random value between O and 1
static double rand2() {

return (double) rand() / (double) RAND_MAX;
}
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6. (X,) seien unabhéngig gleichverteilt auf [0, 1]. Bestimmen Sie

50
P( I1 x. > 2—50)
n=1

P(ilog(){n) > —50 log(2)) = ]P’(i log(X,) <50 log(?))

n=1 n=1 Y, ~Ezp(z)

50log(2) =50\
i (ﬁ) = ®(—2.17)

Sieht man nicht sofort, dass Exponentialverteilung vorliegt:

B(Y < y) = P(~ log(X) < y) = Pllog(X) —y) =P(X > eV =1 ¢

7. Rundungsfehler: zweistellige Dezimalzahlen der Form 0.ab werden auf eine Dezimalstelle gerundet. Bes-
timmen Sie Erwartungswert und Varianz des Rundungsfehlers.

(a) Wenn bei b = 5 aufgerundet wird
(b) Wenn bei b = 5 auf die nichste gerade Ziffer gerundet wird (etwa 0.15 auf 0.2, 0.65 auf 0.6)

Wie verhélt sich der Rundungsfehler, wenn 100 Zahlen addiert werden
(geben Sie - ndherungsweise - 0.01- und 0.99-Quantile dafiir an)?

b =5 wird aufgerundet:

0.05
1 004 003 002 001, 0 00l 002 003 004 0.05
EX)= > o= o I L LT T —0.
&0 2 U0 0 10 10 10 w0t "0 T Tt 200

0.05
V(X) =E(X?) - E(X)? = < > oa? ) —0.005% = 0.000825



100 Additionen:
w = 0.005 o2 = 0.000825 n = 100
xT—p-n m—0.5) x—0.5
P(——— | =P | — ] =001 == —=-309 =
( oZn > (\/0.0825 0.0825

T—p-n x—0.5> x—0.5
P — | =P | — | =099 = —=2.325 =
( oZn ) (\/ 0.0825 v/0.0825

b =5 auf nichste gerade:

1
E(X)= > 5 =0
rz=—0.05
0.05 1
VX)= Y a® o 0% = 0.0011
x=—0.05

100 Additionen:
p=0 ¢*>=00011 n=100

T—p-n T
| — | =D =001 = x=-1.025
( o2n ) <\/0.11>

T—p-n x
Pl — | =P —] =099 = 2z£=0.771
( o2n ) (\/0.11>

z = —0.388

z = 1.168



