Nachtrdage von Stunde 1

Quantorenreihenfolge wichtig!.
Bsp: (Vx)(3y)x = y + 1 gilt in N, aber (3y)(Vx)x = y + 1 nicht.
Links darf y von x abhingen (“y(x)"), rechts nicht.

Gleiche Quantoren kénnen natiirlich schon getauscht werden:
(Vx) (Yy) ... dquivalent zu (Vy) (Vx) ..., auch (Vx,y) ... geschrieben.

Exakte Definitionen (fast notwendig: in (semi)formaler Sprache)
unerldssliche Grundlage jeder mathematischen Argumentation.
(Priifungsbsp.) (exakt != formal)

Indirekter Beweis (Bsp: v/2 ¢ Q) vs. direkter (Bsp: r period.— r € Q):
Vorteile direkter Beweis: Jeder Schritt ist “wahr”, dh kann Information
liefern (im Bsp: Konstruktion des Bruchs) und l3sst sich auf Plausibilitat
tberpriifen.
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Nachtrége von Stunde 1 (Forts.)

Notation Folgen:
“Richtig” waire (%)neN, oft auch geschrieben “<%>neN
lYY

<% : n € N)". Schlampig einfach “die Folge -".

oder

Den Limes einer Folge 32 = (a,)nen schreibt man entweder als lim(3), als
lim,_ oo an oder schlampig als lim a,.

Z.B lim((%)nen), oder limy_.o £, oder einfach lim i.

(Wenn a, = ¢, dann sieht man lim & formal nicht an ob n oder c gegen
unendlich geht; man sieht das wie so oft aus dem Kontext.)

(exakt != formal)
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Wachstumsraten, O-Notation

Seien 3, b Folgen. Wir schreiben

Definition

3 < b, oder “a ist o(b)" (“klein o von b") wenn gilt: lim, s z2=0

Aquivalent (warum?): (Vk € N) (IM € N) (Vn > M) k - |a,| < |bnl.
Intuitiv: |b,| wéchst “viel schneller” als |ap,|.

Es gilt (ohne die (recht einfachen) Beweise): Sei 1 < ¢ < 2 und 2 < k.
logn < ¥/n< vVn<Yn<n<nlogn<n® < n®<n<2"

In der Informatik oft verwendet:

Definition

“3 ist O(b)" (“groB O von b") wenn gilt: (3C > 0) (Vn € N) |22 < C

Intuitiv: “a, wachst nicht wesentlich stirker als b,” (aber in anderern Sinn
als zuvor!)
Es gilt: a, ist o(b,) — ap ist O(by).
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Arithmetik mit Limiten

Wenn lim(a,) = a und lim(b,) = b (beide endlich), dann
o lim(a, £ b,) =a+b.
Bsp: lim(1 + L) =0.
e lim(apby,) = ab.
Bsp: I|m(|nnf) 0.
o Falls alle b, und b ungleich 0 sind: lim(§2) = 3.
@ Analog fiir viele andere Operationen. (Bemerkung: Genau fiir die
“stetigen”.)

Beweise: Einfach, (U)

Achtung: “Limes unendlich” gibt fiir — und = keine Information
("oo — oo und & S|nd nicht definiert”):

Beispiele: Sei a, = n® und b, = n und ¢, = n® + n, also

lim(3) = lim(b) = lim(¢) = .

Dann ist lim(a, — bp) = oo, und lim(b, — ap) = —o0;

und lim(£2) = oo, lim(2) =0, lim(2) = 1.
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Limiten ausrechnen, ein Beispiel

2
: __ _n“+4
Sei an = 327,

22 bringt nichts.
(0.9]

1+
2+

::N‘ ~

Umformen: a, =

[
BN

Das ergibt %

In solchen Fallen (Bruch von Polynome) sind immer nur die
Summanden mit dem hdchsten Exponenten relevant.
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Ein Beweisbeispiel

Es gilt: Angenommen lim a, = a, lim b, = b. Dann lim(a,b,) = ab.
D.h.: (V€') (3N) (Vn > N), |anb, — ab| < €

Beweis: Fixiere vorldufig ¢ > 0.

Es gibt N, mit: (n > N,) — |a, — a| < e. Analog fiir b.

Dann gilt fiir n > max(N,, Np): |anb, — ab| = |(an — a)b, — (b — byp)a| <
lan — a| - |bn| + |b— bn| - |a] < €(|b] +€) + €|a] < e(|a] + |b] + €).

(Das hilft nicht fiir --- <e.)

Benennen € in ¢ um. Fixiere ¢/. D.h. wir wollen zeigen
(IN) (Yn > N)|apb, — ab| < €.

Setze ¢ := min(1, m) Wenn wie oben n > max(N,, Np), dann
|anby — ab| < €(|a] +[b| + €) < e(|a] + [b] + 1) < €. 0
(Das O ist ein iibliches Q.E.D. = Beweis-fertig Symbol.)

Der “Buch-Beweis" beginnt mit € := min(1, Mﬁ) das gibt einfachere

Struktur aber ist etwas mysteridser.
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Monotonie

Sei 3 = (an)nen eine Folge.

a heiBt monoton steigend (oder: monoton wachsend), wenn
ant1 > ap fir alle n.
Bsp: Konstante Folge.

3 heiBt streng monoton steigend (oder: monoton wachsend), wenn
an41 > ap fir alle n.
Bsp: a, =n
Analog: monoton fallend wenn a, 1 < a,, streng monoton fallend
wenn ap+1 < ap.
. 1
Bsp: ap, =
a heift monoton, wenn entweder monoton wachsend oder monoton

fallend.

a ist nach oben beschrankt, wenn es {a, : n € R} ist, d.h.:
(3M € R) (Vn € N) a, < M. Analog fiir “nach unten”.

“Beschrankt” heiBt: nach oben und unten beschrankt.
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Monotonie und Konvergenz

Der folgende Satz ist eine Variante der Ordnungsvollstandigkeit von R:

Sei a monoton. a konvergiert gdw. a ist beschrinkt.

Beweis: U. Hinweis: konvergiert — beschrinkt ist einfach. Andere
Richtung: Der Limes ist (im Fall “steigend”) das Supremum von
{ap 1 n € N} (das existiert, weil R ordnungsvollstandig ist).
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Haufungspunkt

Sei a eine Folge und b € R.

Definition (Haufungspunkt)

b ist Haufungspunkt von a, wenn

(Ve > 0) (Yo € N) (3n > no) |an — b| < ¢

Die Folge muss also nicht “ab irgendwann” beliebig nahe kommen,
sondern “immer wieder”.

Bsp: (—1)" und (—1") + 1 haben beide die H.P. 1 und —1.

Der Ordnungsvollstandigkeit entspricht nun:

Jede beschrinkte Folge hat einen Haufungspunkt.
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Haufungspunkt: Keine Arithmetik

Bemerkung: Uber Haufungspunkt von Summenfolgen (oder Produktfolgen
etc) konnen wir nichts Allgemeines sagen.

Beispiel:

0, 3, 0, 5 0, ...) hatHaufungspunktO

, , 0, 6, ...) hatHaufungspunkt 0

2, 3, 4 5 6, ...) hatkeinen Haufungspunkt

ol wl
I
—_———
= O
N
w o«
N
o
[®)}

(an+ bn)neny =
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Teilfolgen

Sei 3 eine Folge. Eine unendliche Teilmenge / der Indexmenge definiert
eine Teilfolge b, in der die n-ten Elemente von 3, aber nur fiir n € I, der
Reihe nach aufgezahlt werden.

Bsp: 2 =(1,2,4,8,16,32,64,124,256,512,1024,...), dh a, = 2",

I ={3,4,6,9,...}, dann beginnt b mit (8,16,64,512,...).

Es gilt:

o Wenn b Haufungspunkt von 3 ist, dann gibt es Teilfolge b von 3 so
dass b Limes von b ist.

o Wenn b = lim(3) und b Teilfolge von 3, dann b = lim(b).
@ Insbesondere: Wenn b = lim(3), dann ist b einziger Haufungspunkt.

@ Wenn 3 monoton ist, dann ist 3@ beschrankt gdw. a konvergiert gdw. a
einen Haufungspunkt hat.
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Cauchyfolgen

Definition

3 ist eine Cauchyfolge, wenn (Ve > 0) (3N € N) (Vn,m > N) |a, — am| < €.

Ahnlich wie “konvergent”, nur brauchen wir keinen Kandidaten fiir den
Limes.

Der folgende zentrale Satz ist schon wieder eine Variante von
“ordnungsvollstindig” (und eine Moglichkeit R zu
definieren/konstruieren):

a ist Cauchyfolge <> a konvergiert.
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Abzahlbarkeit

Gegeben eine Folge 3 = (ap)nen = (a1, a2, ... ), oder dquivalent: Eine
Funktion f : N — R (&quivalent mit f(n) = a,).
Wir betrachten nun die Menge A C R aller Folgenelemente:

A:={a,: neN}={f(n): ne N} = f'N

Wir sagen: "Die Folge a zdhlt A auf.” Solche A heiBen abzihlbar:

Definition

A C R heiBt abzihlbar, wenn A = "N fiir ein f : N — R, oder wenn
A=10.

() ist die leere Menge. (Warum muss man den Fall extra anfiihren?)
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Abzahlbarkeit von Q

Theorem (Cantor)
Q ist abzahlbar.

4 4 4 4
I 2 3 7]
3 3 3
2 3 Z

1/“7‘”/1
T
|

EN

Der tibliche Beweis: %

(1,32, 3/5/3,4,2,32/2// .) zahlt Q" ab (ohne

Wlderholungen

N[
Wl

Wie sehen uns das nun etwas abstrakter an.
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Einfache Eigenschaften der Abzahlbarkeit 1

Wenn A" abzihlbar fiir jedes n € N, dann ist die Vereinigung |,y A"
abzahlbar.

At={ at—a 4 a4 -}
NN
A={ a & a4 a4 -}
I NN
A={ & & & 2
| NN\
Beweis: Al={ a—a a—a ..} D.h.,UneNA”:{ai,aé,a%,...}

Wenn A abzahlbar ist, dann gibt es eine Folge die A aufzdhlt so dass jedes
Element von A unendlich oft vorkommt.

Derselbe Beweis (verwende dasselbe A" = A fiir jedes n).
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Einfache Eigenschaften der Abzahlbarkeit 2

Eine Funktion f : N — R heiBt injektiv, wenn f(n) # f(m) fiir alle n # m.
Bei der dquivalenten Folge heit das: Keine Folgenglied tritt mehrmals auf.

f : N — A heiBt bijektiv, wenn f injektiv ist und f'N = A.

Wenn A abzihlbar und unendlich (kurz: abzahlbar unendlich) ist, dann
gibt es ein f : N — A bijektiv.

D.h. es gibt eine Folge die A aufzidhlt und jedes Element von A genau
einmal enthalt.

Der Beweis ist sehr einfach. (Ubung)

Wenn A abzahlbar ist und B C A, dann ist B abzdhlbar.

Ebenfalls einfach. (Ebenfalls Ubung.)
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Unendlichkeiten

Wir sagen A und B haben dieselbe Kardinalitat (“sind gleich gross”) wenn
es ein f : A — B bijektiv gibt.

(Was entspricht das im Endlichen?)

Wir haben nun also unendliche Mengen kennengelernt, die alle gleich groB
sind (anzidhlbar unendlich): N, Z, Q.

Es gibt aber Mengen die noch groBer sind, d.h. es gibt verschiedene
Unendlichkeiten:
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Uberabzihlbarkeit von R

Theorem (Cantor)

R ist nicht abzahlbar (R ist “iiberabzahlbar” ).

Beweis: Angenommen R N [0, 1] wire abzihlbar als {r!, r? ... }.

rr' =0 17 6 13
Al
rP=0.500 02
AN
P =0199 .. 91
=0 r 55 rf - nn+2 mod 10

d =0 3 21

Dann ist d (“wirklich”) ungleich jedem r’, Widerspruch.
(Frage: Warum +2 und nicht +17)
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Unldsbarkeit des Halteproblems (kein Priifungsstoff) 1

Diese Beweismethode heit “Diagonalisierung” . Sie hat alle mdglichen
Anwendungen, ein Beispiel aus der Informatik:

Das Halteproblem ist unlosbar.

Formulieren wir es fiir Python (Computermodell aber egal):

@ Halteproblem: Gegeben ein Python Programm s und einen Input n,
hilt s auf Input n (oder “hangt” das Programm).

@ Wir konnen strings als natiirliche Zahl interpretieren, d.h. s € N.

@ Der Einfachheit halber: Identifiziere jede natiirliche Zahl mit einem
Sourcecode. D.h.: 1,2,3,... sind alle moglichen Python Programme.

@ Halteproblem ist also Funktion, die dem Input (s, n) (natiirl. Zahlen)
den Output True oder False zuordnet.

@ Satz: Diese Funktion ist nicht (in Python) programmierbar.
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Unldsbarkeit des Halteproblems (kein Priifungsstoff) 2

Sei U ein Python-Interpreter (in Python):

Der Input: Python-Sourcecode s € N, und n € N.

Der Output: Was s auf Input n ausgeben wiirde: “U(s, n) = s(n)".
Wir kénnen nun diagonalisieren: f(n) := U(n, n) + 1.

Diese Funktion 138t sich in Python programmieren:

Wir simulieren U(n, n), addierern 1 zum Ergebnis, und geben das aus.

f hat also einen sourceode m, und es gilt: m(m) = U(m, m) + 1.

Aber U(m, m) = m(m). Widerspuch??

Nein! Programm terminiert i.A. nicht fiir jeden Input. Es gilt also

einfach U(m, m) = m(m) = undefiniert = U(m, m) + 1.

Das zeigt: Python-Halteproblem in Python unlésbar. Ansonsten ware
U(n,n)+1 wenn U(n,n) terminiert

g(n) = {

27 sonst

(in Python) programmierbar, nun wirklich Widerspruch!
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