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1 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN - GRUNDBEGRIFFE 1

1 Gewo6hnliche Differentialgleichungen - theoretische
Grundbegriffe

Gleichungen, in denen neben = und der gesuchten Funktion y = y(x) auch deren Ab-
leitungen y'(x), ..., y™ (x) vorkommen, werden als Differentialgleichungen bezeichnet. Es
werden hier hauptséachlich reellwertige Funktionen betrachtet.

Definition:
F:R"™2D>D—=R

F(xJ y? y/7 A y(’rL)> = 0

nennt man implizite Form einer Differentialgleichung n-ter Ordnung, falls 4™ vorkommt.
Explizite Form:

y(n) = G(x7 y? yIJ R y(n_l))

1.1 Losungen von Differentialgleichungen

Definition: Eine Funktion mit Definitionsbereich y(x) : I — R heifit Losung der Diffe-
rentialgleichung, falls y(z) die Differentialgleichung erfiillt. y(z) muss dabei n-mal diffe-
renzierbar sein.

Beispiel: iy = zy + 2? Differentialgleichung 1. Ordnung. Sie ist linear, da y und ¢/
nur linear vorkommen.

Losungen von Differentialgleichungen sind im Allgemeinen parameterabhéngig (d.h.
nicht eindeutig).

e Spezielle- bzw. Partikularlosung ist eine Losung, die nicht von Paramtern abhéngt.

e Allgemeine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Losung, die
von n frei wihlbaren Parametern (= Integrationskonstanten) abhéngt.

e Vollstdndige Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung, ist eine allgemeine
Losung, die alle Losungen beinhaltet.

Gegeben sei eine Differentialgleichung n-ter Ordnung:

y(n) = G(x7 y? y/7 ) y(n_l))

Die eindeutige Losung bekommt man nur durch zuséatzliche Bedingungen.
Anfangswertproblem (AWP): Bedingungen (= Gleichungen) an einem Punkt x. Bei
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung miissen Bedingungen bis zur n — 1-ten Ordnung
in o bekannt sein.

y™ = G(z,y,y, ...,y )
y(0) = Yo, ¥'(20) = 1, -, Y™V (20) = Yns
Yo, Y1y -+ Yn—1 S ]R
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X & X;te X & X;te

Fortsetzung

Abbildung 1: Lokale Losung des Anfangswertproblems (li.), Fortsetzung (re.).

Definition: Die lokale Losung des Anfangswertproblems ist eine Losung der Differen-
tialgleichung im Intervall (xy — €, 29 + €), welche die Anfangsbedingung y(x¢) = o, ...
erfiillt.

Ein Anfangswertproblem heifit well posed oder sachgemafl gestellt, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

e Existenz einer lokalen Losung des Anfangswertproblems.
e Eindeutigkeit der lokalen Losung.

e Stetige Abhéngigkeit der Losung von den Anfangswerten.

Letzteres ist besonders fiir numerische Losungsverfahren wichtig.

Von Interesse ist gegeniiber der lokalen Lésung die ganze Funktion in einem betrach-
teten Gebiet (Abbildung[1).
Randwertprobleme (RWP): ) nennt man in der Mathematik eine wichtige Klasse von
Problemstellungen, in denen die Losungen zu einer vorgegebenen Differentialgleichung
(DGL) gesucht werden, die auf dem Rand des Definitionsbereiches vorgegebenene Funk-
tionswerte (Randbedingung) annehmen sollen. Der Gegensatz dazu ist das Anfangswert-
problem, bei dem nur Werte zu einem anfinglichen Zeitpunkt vorgegeben werden.

1.2 Graphische Interpretation einer expliziten Differentialglei-
chung 1. Ordnung

Y = f(z,y)p

Die Losung ist eine differenzierbare Kurve (sieche Abbildung 2), die in das Richtungs-
feld passt. (d.h. differenzierbare Kurve, deren Tangentenanstiege in jedem Punkt (z,y)
mit ¢y = f(x,y) gleich sind.) Das graphische Losungsverfahren heifit auch Eulersches
Polygonzugverfahren. Es ist ebenfalls ein numerisches Losungsverfahren fiir Differen-
zialgleichungen.
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Abbildung 2: Richtungsfeld, Eulersches Polygonzugverfahren

1.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Gegeben sei wiederum eine Differentialgleichung ' = f(z,y)
e f(z,y) ist stetig. Diese Forderung muss erfiillt sein, reicht jedoch nicht aus.

e f(z,y) ist differenzierbar (nach x und y). Diese Forderung wiirde die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung zwar implizieren, ist jedoch zu streng formuliert. In der
Praxis gilt sie oft nicht, obwohl eine Losung existiert und eindeutig ist. Auflerdem
ist sie zum Teil schwer iiberpriifbar.

e f(xz,y) soll Lipschitz-stetig sein. Diese Forderung garantiert die Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung.

Lipschitz-Stetigkeit: Es sei ein Gebiet G C R? gegeben. Eine Funktion f(z,y) erfiillt
die globale-Lipschitz Bedingung (= sie ist global Lipschitz-stetig) in Bezug auf y, falls es
eine positive Konstante L > 0 gibt, sodass die globale L. Bedingung gilt:

‘f(l’,y1) - f(l',y2>| <L- |y1 - y2|
Y, y1,yo mit (z,y1) € G, (z,y2) € G

wobei L die Lipschitzkonstante ist. Ein Gebiet GG ist eine offene, zusammenhingende
(d.h. Von jedem Punkt (x,y) € G fithrt ein Weg zu einem beliebigen anderen Punkt
(x1,11) € G.) Menge.
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Eine Funktion f(z,y) erfiillt eine lokale L -Bedingung (= ist lokal Lipschitz-stetig),
wenn es fiir alle (z,y) € G eine Umgebung U gibt, mit U C G, sodass fiir alle (z,y1), (x,y2) €
U gilt:

|f(l',y1> - f(x7y2)| <L- ‘yl - y2|7 L>0

d.h. L ist abhdngig von (z,y;) und gegebenenfalls unterschiedlich.

1.4 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Existenz- und Eindeutigkeitssatz (von Picard und Lindel6f): Gegeben ist ein
Gebiet G C R? und eine Differenzialgleichung v’ = f(z,y). Falls f in Bezug auf x und y
stetig ist und in Bezug auf y eine lokale L Bedingung erfiillt, dann besitzt das Anfangs-
wertproblem mit y(zg) = yo fiir alle zg, yo mit (z,yo) € G eine eindeutige Losung, die
sich bis an den Rand von G fortsetzt.

Wir betrachten das Anfangswertproblem y/(x) = f(x,y) mit y(zo) = yo.

f(z,y) ist stetig und erfiillt eine lokale L-Bedingung beziiglich y. Anmerkung: Wenn
f(z,y) stetig nach y differenzierbar ist, dann erfiillt es eine lokalen L-Bedingung beziiglich
y.

In diesem Fall gilt fiir den Rechtecksbereich D, der vollstdndig in G liegt:: Lipschitz-
Konstante

L =maz|f,(z,y)] (y€ D)

Abbildung 3: Rechtecksbereich D liegt vollstindig in Gebiet G
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Betrachten die Beweisidee vom Existenz- und Eindeutigkeitssatz - Picard-Iteration:

Y = f(z,y), =1 Integrieren

/ t)dt = /fty ) dt
oIz, = / Sty

=y(x)=yo+ / f(t,y(t))dt 'Integralgleichung’

Wir wollen y(z) durch die Funktion yo(z),y1(2z), y2(z), ... approximieren:

yo(x) = yo konstante Funktion

yi(r) =yo + /x f(t,yo(t)) dt

z) = yo + / () de

1terieren

Yn(z) = yo + /“"f St yna (1)) dt

Zo

Die Funktionenfolge y,(x),n = 0,1,2,... konvergiert unter der Voraussetzung des
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes in einem Intervall yp—e < o < yp+-¢ gleichméssig gegen
die Grenzfunktion y(x) = lim, . yn(z), die auch die Losung des Anfangswertproblems
ist.

Beispiel: Die bekannte Losung des AWP 3 = zy,y(0) = 1, wird mittels Picard-
Iteration approximiert (f(z,y) = zy,yo = 0,y0 = 1):

yo(:c)zl
3/1(37):1+/ t-yo(t)dt :1+?
0
x 2 2
wle) =1+ [ =1+ 54T
0 2 8
’ x?  at 1S
=1 t Ddt =1+ — 4+ 42
ys(x) +/0 ya(1) 5t gt
T ZL’2 1.4 {L‘G {L'S
=1 t Ddt =1+ — 4+ 4+ 2 4~
(=) +/0 ya(t) + 2 + 8 +48+384
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Allgemein ergibt dies

n 2k
Yy
k=0 ’

Yn(x) mit n — oo konvergiert gegen die Losung

Dies kann man dadurch verifizieren, dass man y' = zy auf Y — 2z umformt und aus
dieser trennbaren Differentialgleichung’ die Losung mittels "Trennung der Verédnderlichen’
errechnet:

o 22
logy(z) = 5 +c = y(x) =ce?

y(0) =1 = cez =1 = y(x)=e

. 5P, G6)

z° T
ylr) =ez = 1+?+ o + al +..
Taylorreihe
I’Q l‘?’

Taylorreihe

Die stetige Abhingigkeit der Losung von den Anfangswerten besagt, dass sich
zwei Losungen auf einem beschriankten Intervall [a, b] wenig unterscheiden, sobald nur die
beiden Anfangswerte bei a hinreichend nahe beieinanderliegen.

Abbildung 4: Stetige Abhéngigkeit der Losung von den Anfangswerten

Wenn eine stetige Funktion f in einem Gebiet G C R? eine L-Bedingung (L > 0)
erfiilllt, kann man den Abstand zwischen zwei in G verlaufenden Losungen y;(z) und
y2(x) wie folgt abschétzen:

L|z—=o|

[y1(7) — y2(2)| < |y1(w0) — yalwo)le

Je grosser L ist, desto weiter werden die Losungen auseinander liegen!
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Vereinfacht gesagt bedeutet die stetige Abhingigkeit der Losung von der rech-
ten Seite, dass kleine Anderungen der rechten Seite f bei gleichen Anfangsbedingungen
auch nur eine kleine Anderung der Losung bewirken.

Abbildung 5: Stetige Abhéngigkeit der Losung von der rechten Seite

Wenn eine stetige Funktion f in einem Gebiet G C R? eine L-Bedingung (L > 0)
erfiilllt und sich f* auf G nur um ¢ (|f(x,y) — f*(z,y)| < €|V¥(x,y) € G) unterscheiden,
dann gilt fiir die Losungen y(x) von 3/ = f(z,y) und y*(z) von y' = f*(x,y), mit derselben
Anfangsbedingung y(z¢) = y*(xo) = yo im Intervall zy < x < zy + § die Abschéitzung:

ly(x) =y (2)] < edeemeo)
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2 Differentialgleichungen: Spezielle Typen

2.1 Trennbare Differentialgleichungen
Ergibt sich (eventuell nach Umformung) eine Differentialgleichung in der Form
y = fz)-g(@),

welche stetige, auf den Intervallen I C R(z,x¢ € I) und J C R(y,yo € J) stetig definierte
Funktionen f und g besitzt, sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. g(y) # 0 - durch Trennung der Variablen (Verinderlichen) ergibt sich eine
exakte Differentialgleichung in der Form:

1 ;-
f(x)—@-y—O

und der Stammfunktion (x,z9 € I, y,yo € J):
v dnp

Uz, y) Z/xf(ﬁ)df— =

2. g(n) =0,n€ J-esgilt: y(r) =n, x € I ist eine konstante Losung.

Fiir trennbare Differentialgleichungen (zo € I, yo € J) besagt der Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz, dass das Anfangswertproblem

y = f(x)-g(z), y(o) = Yo,
lokal eindeutig losbar ist wenn gilt:
1. g(yo) # 0, oder
2. |g(y)] < L- |y — y0| in einer Umgebung von yo, L > 0 konstant (Lipschitz).
Das Losungsverfahren fiir v = f(x) - g(z) lautet allgemein:

1. Samtliche Nullstellen von n € J bestimmen - y(x) = 7 ist jeweils eine partikulére
Losung

2. Trennung der Variablen (’y, dy nach links; x, dx nach rechts’)

1
@dy = f(z)dx

3. Unbestimmte Integration beider Seiten:

Gly) = [ Py = [ S

9(y)

Allgemeine implizite Losung lautet:

G(y) — F(z) =c, ceR.
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4. Anfangswertproblemlésung: Wenn ¢(vo) # 0, ¢y := G(yo) — F(x¢). Soferne moglich
G(y) — F(x) = ¢y nach y auflosen.

Wenn ¢(yp) = 0, dann ist y(x) = yo die Losung.

2.2 Exakte Differentialgleichungen

Exakte Differentalgleichungen stellen eine spezielle Form der Differentialgleichungen 1.
Ordnung dar und entstehen durch Differentiation nach der Kettenregel aus U(z,y) =
const. Thre implizite Form lautet

Us(z,y) + Uy(z,y)y =0,
und die explizite fiir U, # 0:

. Uslzy)
Uy(z,y)

Normalerweise ist die Exaktheit einer Differentialgleichung nicht auf den ersten Blick
ersichtlich. Eine Differentialgleichung der Form

Y

A(z,y) + Blz,y)y' =0
ist dann exakt, wenn es eine Funktion U gibt, so dass gilt:

dU
e
dzx ’

=—=2RB
dy

U, U,

U ist dann die Stammfunktion von A(x,y)+ B(x,y)y’ = 0 - und ist nichts anderes
als die Stammfunktion des Vektorfeldes

Az, y)
(z,y) —
B(z,y)
Der Exaktheitstest ergibt fir A(x,y)+ B(z,y)y’ = 0 genau dann ein positives Resultat,
wenn folgende Integrabilititsbedingung erfiillt ist:

dA(z,y) dB(z,y)
y o X

Allgemein lautet die Losungsmethode fiir exakte Differentialgleichung der Form
A(xy) + B(xy)y’ = 0

1. Bestéatigen von

a4 _dp
dy dz
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2. Bestimmung einer Stammfunktion iiber den Ansatz u, = A, U, = B:

(a) A unbestimmt nach z integrieren
Uay) = [ Ale.g)do+ cly)

(b) y partiell nach y differenzieren, mit B gleichsetzen:
Uyfa) = ([ Alw.y)do), + (o) = B

(¢) c(y) durch Integration nach y bestimmen
Allgemeine implizite Losung: U(z,y) = const.

3. Implizite Losung ist U(x,y) = U(xo,yo) - wenn moglich nach y auflésen und Defi-
nitionsbereich bestimmen.

2.3 Integrierender Faktor
Eine nicht exakte Differentialgleichung in der Form
A(z,y) + B(z,y)y’ =0
geht durch die Multiplikation mit einer Funktion M (z,y) in die exakte Differntialgleichung
M(z,y) - A(z,y) + M(z,y) - B(z,y)y’ =0

tiber. M(z,y) ist der integrierende Faktor oder Euler-Multiplikator.

Allgemein lautet der Losungsweg fiir A(z,y)+ B(x,y)y’ = 0 mit integrierendem Faktor
vom Typ M(z,y) = m(u(z,y)):

1. Berechnung von A, — B,. Wenn 0 herauskommt, dann liegt eine exakte Differenti-

algleichung vor, die wie gehabt gelost werden kann. (siehe 2.2.)

2. Wenn u(z,y) nicht explizit vorgegeben so versuchen wir ausgehend von folgender
Konstellation:

Alz,y) + B(z,y)y' =0
e Wir priifen, ob
A, — B,
B

nur von x abhéngt. Sollte das der Fall sein, setzen wir

A, - B,

und erhalten als Losung dieser Differentialgleichung einen nur von x abhéngigen
integrierenden Faktor .
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e Wir priifen, ob

A, — B,
A

nur von y abhéngt. Sollte das der Fall sein, setzen wir

A, — B,
My:T

und erhalten als Losung dieser Differentialgleichung einen nur von y abhéngigen
integrierenden Faktor .

e Wenn der Hinweis vorhanden ist, dass der integrierende Faktor m(x,y) eine
bestimmte Gestalt hat, z.B. m(z,y) = x%°, so 16st man folgende Gleichung
(evtl. ist Koeffizientenvergleich notwendig):

dA(z,y) dB(z,y)

) (S = ) =0

dm(z,y)
dy

dm(z,y)
dz

Az, y) — B(z,y)

e Sollte keiner der o.g. Punkte zutreffen, so bleibt nur die Auswahl verschiedener
Funktionen u(z,y) und dazu Berechnung von

Ay — Bx
H ==
(z,y) BU, — Au,
Wenn H(xz,y) = h(u(x,y)) weiter mit néchstem Schritt, ansonsten anderes

u(z,y) wihlen.
Standard-Ansétze fiir u(z,y):

u(x,y) | H(x,y)
y Ay—Da
v+y | FE
Ay,—B,
r—y B+ A
R M=
et A 2=

3. Berechne m(u) = e/ M@« M (2, y) = m(u(z,y)) ist der Euler-Multiplikator

4. Losung der exakten Differentialgleichung M (z,y) - A(x,y) + M (z,y) - B(z,y)y’ =0
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3 Inhomogene Lineare DGL 1. Ordnung

3.1 Grundlagen

Fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Form

v+ fx) -y = s(x)

gilt: Die allgemeine Losung ist die Summe aus der Losung der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung und einer partikuldren Losung der zugehorigen inhomogenen Diffe-
rentialgleichung.

1. Integration der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
y+fx)-y=0

Zunéchst Trennung der Verdnderlichen, dann Integration. Allgemeine Losung ist
schlieflich (auch logarithmische Schreibweise moglich):

y:c~e_ff(’“”)dx, ceR

2. Integration der zugehorigen inhomogenen Differentialgleichung

Die aus der Losung der homogenen Differentialgleichung gewonnene Integrations-
konstante ¢ wird durch die Funktion ¢(x) ersetzt, so dass man den Losungsansatz

y=c(x)- e [T

erhélt und diesen in die inhomogene Differentialgleichung einsetzt. Die so entste-
hende Differentialgleichung 1. Ordnung kann durch unbestimmte Integration direkt
gelost werden.

3. Summe aus der Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und einer
partikuldren Losung der zugehorigen inhomogenen Differentialgleichung berechnen

Eine andere Moglichkeit zur Losung besteht in der Verwendung einer Formel:
Lineare inhomogene Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Form ' + p(z)y = r (r ist
Storfunktion, singuldr oder nur von z abhéngig) kénnen mit folgender Formel aufgelost
werden:
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Beispiel:
1
y+—y=a
x
"+ = v - = 1 Inz +¢
— . — _— = —— n = —1nx C
Y Y Y T )
log%
c
Yn = —
x
c(z) z!
yp(z) = S = yp(z) = =
d(z) 3 / 4 a®
" T d(x)==z c(x) E
4
y(x) = — Allg. Lsg.

3.2 Einige Typen
3.2.1 Ahnlichkeitsdifferentialgleichung (= Homogene Differetialgleichung)
Allgemeine Gestalt:

Beispiel:

Ca— = Yy =v+az-
T
vtz =v—+v1—-v = oot
V31— T
1—v=u? = —dv = 2u - du
1 2u
dv= | —du=—-2u=-2v/1—w
/Vl—v /u
1
-2Vl —v=—lnx+¢ = 1—g:§lnx+c
T

x(1— (5% +0)%) = y(x)
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3.2.2 Bernoulli-Differentialgleichung

Allgemeine Gestalt:
(@) + ale) - y(e) = ) - (y(2)°)
Substitutionsmethode:
1@ =@ > @) =) y@) (@)
= b(x) - y(a)°

y'(z)
7'(x) + (1 — a)a(x)n(x) = (1 — a)b(x)

Substitution ergibt eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, deren allgemeine Losung
1
man bestimmt. Abschliefend macht man die Substitution mir y(z) = n(x) T riickgéngig.

3.2.3 y tritt nicht explizit in Differentialgleichung auf

y'(x) = f(z.y)
u=1y = uw = f(x,u)
Substitution ergibt eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.

x tritt nicht explizit in Differentialgleichung auf - autonome Differen-

3.24
tialgleichung

y'(x) = f(y,9)
o(y) =y = y”zz—iz%‘%zg—z-vzv’(y)‘v(y)
viy) - v(y) =f(y,v(y)

=

Substitution ergab eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.

Beispiel:
o W)
= — = vYy) =Yy
o )
v = v = LA
by v by
5 c , c
——-Inz+¢ = v(y) = — = y'(x) = :
ys y(x)s
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3.3 Numerisches Losen von Anfangswertproblemen fiir Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung

Gegeben ist das Anfangswertproblem:
y' () = fz,y(2)), y(z0) = Yo

Zerlegen [z,, x] in n gleich grosse Teilintervalle = Punkte xg, z1, 2o, . .., Tp.
Berechnen N#herungswerte fur y(xz;), d.h. yo, 1,92, .., Yn.
Approximative Losung y(x) durch Nidherung, die auf Diskretisierung des Anfangswert-

problems beruht.
angenahert
y(x)
Yo T

Xy X; X, X

n

Abbildung 6: Approximative Losung durch N#iherung

Prinzipielle Unterteilung:
e Einzelschrittverfahren: Zur Berechnung von y; wird auf y;_; Werte zuriickgegriffen

e Mehrschrittverfahren: Zur Berechnung von y; wird auf mehrere zuriickliegende Wer-
te zuriickgegriffen

Einzelschrittverfahren - Mittelwertsatz:

c . .
Ti — Ti 5 (mz 1 xz)

y(z:) = y(wima) +y'(&) - (2 — 2i21)
—_——
=: h ... Schrittweite

= y(x;) = y(xic1) +h- (& y(6))
——

verwenden Ersatzfunktion

Néherungsweise Berechnung durch Verwendung von Ersatzfunktion: Explizites Einzel-
schrittverfahren

Vit1 =yi +h-F(xi_1,yi,h)
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Verfahren von Euler (Euler-Cauchy): Es ist das einfachste Verfahren zur nume-
rischen Losung eines Anfangswertproblems. Wir verwenden fiir F'(z;,y;, h) die Funktion

f(x'uyl)
Vir1 =Yi + h-F(x5,y:)

Verfahren von Heun: In diesem Einschrittverfahren erfolgt die Ndherung iiber ein
Trapez und nicht iiber ein Rechteck:

Ki = f(xi,y)
Ky = f(zi+hyi +h- f(zi,u))
Yir1 = Yi +h - F(x;,y)
———

1. (K1+K3)

Verfahren von Runge-Kutta: Verwende zusétzlichen Zwischenwert x; + g, gewich-
tetes Mittel aus Funktionswerten an den Stellen z;, x; + %, x; + h:

Ky = f(zi, vi)
Ky = f(zi + g,yi + gfﬁ)
K3 = f(z; + gayi + ng)
Ky = f(z; + gayi + ng)

1
Yi+1ZYi+h'6'(K1+2K2+2K3+K4)

Konsistenzmafle: Ein Einzelschrittverfahren besitzt die Konsistenzordnung p, wenn
es ein ¢ - hg > 0 gibt, so dass gilt:

’y(fv +h) —y(x)
h

— F(z,y,h)| <c-h?
p ist konkret fiir folgende Verfahren:

e FEuler-Verfahren: 1

e Heun-Verfahren: 2

e Runge-Kutta-Verfahren: 4

Festlegung der optimalen Schrittweite 1 durch Beriicksichtigung von Verfahrensfehlern
und Rundungsfehlern:
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Fehler

Verfahrensfehler
Rundungsfehler

optim. Schrittweite Schrittweite

Abbildung 7: Optimale Schrittweite

17
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4 Potenzreihenansatz zur Lésung von DGLen

Es liegt eine Differentialgleichung in folgender Form vor:

F(‘/L‘7 y7 y/7 A 7y(n)) - 07

und wir nehmen an, dass die Losung xq = x in eine Potenzreihe entwickelbar ist, d.h.:

o0
y(@) =3 an- (2 - 20)"
n=0
Die Bestimmung der Koeffizienten ay, as, ..., a, kann auf zwei Arten erfolgen:

4.1 Fortgesetzte Differentiation
Ausgangspunkt ist das AWP
y, = f('ra y)> y(.To) = %Yo

Mit der Taylor-Formel gilt:

Durch fortgesetzte Differentiation der Gleichung y/'(z) = f(x,y(z)) bei z = xy (Kettenre-
gel) bestimmt man nacheinander die Koeffizienten:

ag = y(o) = Yo
a1 = y'(w0) = f (2o, Yo)
2lay = 4" (x0) = fa(yo, o) + fy(@0, y0)y' (20)
lag = y" (x0) = [foa + fay¥ + (fya + L)V + L0 Jeomo

4.2 Koeffizientenvergleich
1. Ableitungen bilden:

y(x) =Y an-(x—x)"
y'(z) = Z n-ay - (r—20)" "

y//(ﬂf) = Zn . (n — 1) Sy (:C _ mo)nf2
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2. Potenzen von y(z) ((y(x))?, (y(x))3,...) nach der Cauchy-Produktformel entwickeln:
f(ff) = an ) (575 - ifo)n, g(x) = Zgn . (x — xo)”
n=0 n=0

W)= @) 9@ =Y D o)

=0
"= hn =302 0 frIn—k

3. Reihenentwicklung in Differentialgleichung einsetzen und nach Potenzen von (x —
o)™ ordnen. Dann die Koeffizienten von (z—m) vergleichen, d.h. F(z,y,v/,...,y™) =
0 setzen.

= Gleichungssystem (unendlich dimensional) fiir ag, ay, ... .

Die Reihenentwicklung wird unter Annahme einer guten Approximation abgebro-
chen.

Zum Beispiel die Laguerre-Differentialgleichung:
r-y'+(1—2)-y+m-y=0, m e R

Wir formen den Summanden x - y” in eine Potenzreihe um:

x-y”:x-Zn-(n—l)-an-x”’Q:Zn-(n—l)-an-x“’l
n=2 n=2

Nun verschieben wir den Summationsindex:

Zn ‘(n—1)-a,2" ! = Z(n—H) ‘N ap " = Z(n—i—l) ‘n-apprt =A
n=2 n=1 n=0
Nun formen wir den Summanden (1 — z) - 3/ in eine Potenzreihe um:
(1—2x)-y = (1—:c)~Zn-x”’1-an:Zn-xWLan—i-x‘Zn-x”’l~an:
n=1 n=1 n=1

o0

o
g n-m”_l-an—i—xg n-x"-a,
n=1 n=1

Nun verschieben wir den Summationsindex:

in-x"1-an+in-x"-an:i(n+1)-x"-an+2+i(n+1)-x”~an+1:B
n=1 n=1 n=0 n=0

Abschliessend formen wir den Summanden m - y in eine Potenzreihe um:

o0
m-y=m- E " a,=C
n=0
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In Kurzschreibweise:
A+B+C=0
Da die Summationsindizes gleichgesetzt wurden, fallen sie weg und es ergibt sich:
((n+1)* aps1 + (m—n) - aq) 2" =0

Wir fithren den Koeffizientenvergleich fiir (n 4+ 1)? - ay1 + (m — n) - a, fiir alle n > 0
durchfiihren und danach versuchen wir, ein Bildungsgesetz zu erkennen:

l.n=1
ar+m-ayg=0 = ap = —m- ay
ag frei wéahlbar
2. n=1
22.a*+(m—1)-a; =0 = @__mT—l.%:

m—1)-m a
(1) (- D

3. n=2

ag = ———5—

Daraus ergibt sich das Bildungsgesetz:

an = (—1)" - (:) 2

Beweis miisste mittels vollstandiger Induktion erfolgen. Die Funktion allgemein als Po-
tenzreihe ausgedriickt (ist auch die Losung der Differentialgleichung von Laguerre) lautet
nun:

Falls m € N bricht die Reihe bei n > m ab - es bleibt das Laguerre-Polynom {ibrig.
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4.3 Modifizierter Potenzreihenansatz f. lineare DGL 2. Ord.

Wenn der bisher erwahnte Ansatz nicht zum Ziel fithrt wird der modifizierte Potenzrei-
henansatz verwendet. Die DGL muss in folgender Form vorliegen:

p(@) -y +q(x) v +r(x)-y=0

a(x)
p(z) ( )
Das Problem sind dabei die Nullstellen von p(x). Wenn p(zy) = 0, so wird z ein

singularer Punkt genannt.

Eine Nullstelle 2 von p(x) heiit regulédre Singularitit der DGL, falls die Funktionen
po(@), pr(x), ... mit p(z) = (& — 20)? - pol), y(z) = (& — T0) - p1(x), 7 = pa() existieren,
so dass po(z),p1(x),pe(x) um xy in eine Taylorreihe entwickelbar sind und zusétzlich
po(wo) # 0 gilt.

Falls xq ist regulidre Singularitit der DGL

miissen um x = x in eine Taylorreihe entwickelbar sein.

(z —@0)* - po(@) -y + (x — o) - pr(w) -y +palw) -y =0
und r eine Nullstelle der Indexgleichung
r-(r—1)-po(xo) + 1 - p1(zo) + pa(x0) =0
ist, dann gilt die Potenzreihendarstellung:

y(x) = (x — )" - Zan x — xo)"

n=0

Beispiel: Bessel-Differentialgleichungen, welche die folgende Form haben:
oy +roy + (2 —a?) - y=0, a€R

Wenn x = 0, liegt regulére Singularitét vor - Losung mittels Potenzreihenansatz um zy = 0
moglich. Dabei unterscheiden wir zwei Fille: (a) a =m € Nund (b) a =m e R\ Z

e a=meN
2y vy + (@ +m?)y=0

po(wo) = 1, p1(xo) = 1, pa(xg) = 2 —m
Indexgleichung: r-(r—1)-1+7r-1-m?*=0

2

= r? —m? =0, = ri2 = +m
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—r=-+4+m
oo [e.9]
Ansatz: y(x) =2™ - Z a, - " = Z Ay - 2"
n=0 n=0
o0 oo
Z(n—l—m) (n+m— 1)-an-xn+m+2(n+m)-an-xn+m+
n=0 n=0
[e.e]
+ (2% —m?) - Zan 2"t =0
(. n=0 7
“m
oo oo
lZan-x"+m+2 - Zm2 cay -z
n=0 n=0 .,
~

00 oo
<>§ :an_2_xn+m_ E :m2'xn+m
n=2 n=0

Durchfithrung des Koeffizientenvergleichs:

*xn=20
m-(m—1)-ag+m-ag—m?-ay=0

Da 0 - ag = 0 gilt ist ag frei wihlbar!

*xn=1
(m+1)-m-ay=(m+1)-ap—m?-a;, =0
2(m—|—1)a1:0 = a; =0
meN
* n > 2

(m+n)-m+m—1)-a,=(m+n) a,+a, o—m* a, =0
(m+m)®>-m?)-a,+a, 2 =0
Rekursion fiir die Bestimmung fiir n > 2 (Differenzengleichung).

Mittels Induktion ergibt sich fiir die ungeraden Koeffizienten immer 0.
Betrachten nun die geraden Koeffizienten (asg,):

(2-n+m)? —m?) - ag, + azpo =0

= g — — A2n—2 _ A2n—2 _
n (2n +m)? — m? (2n 4 2m) - 2n
A2p—2

4n+m)-n =~

iterieren
ap - m!
(=1)"

4nnl - (n4m)!




4 POTENZREIHENANSATZ ZUR LOSUNG VON DGLEN 23

Die folgende Funktion ist somit eine Losung der Bessel-Differentialgleichung

(ao € R)
_ m = n ag -m! 2n
y(x) =x -ao-nz_o(—l) .4“'n!-(n—|—m)!'x

Frei wéhlbares ag: Mit folgendem speziellen ay ergibt sich die Bessel-
Funktion 1. Art der Ordnung m:

_ 1
S om )

) L

Qo

X2n

47 .nl-(n+m)!

— 9 = —Mm
Nicht in der LVA behandelt, aber der Vollstédndigkeit halber erwéhnt. Die zwei-
te Losung der Differentialgleichung in der Gestalt

1
Yi(z) =c- Jp(x) - Inx 4+ — - Py(x)
(c € R,P, ist Potenzreihe um x4 (singuldre Stelle)) ist die Bessel-Funktion
2. Art der Ordnung m(//J,, und Y;, bilden eine Losungsbasis).

e a=mecR\Z

Berechnung analog wie bei ry, nur statt dessen bei letzter Umformung statt m! die
Gamma-Funktion I'(a + 1).

Der Vollsténdigkeit halber (nicht in LVA behandelt) seien der Ansatz ap = garoyy

(Gamma-Funktion ist eine hohere Funktion und als I'(z) = [ " 'e~'dt definiert)
mit der folgenden Losung erwahnt:

’ 8
Q

y(z) =

[\]

' i(_l)n ' ! W
ot g .nl-T'(n+a+1)
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Erginzungen
e Die Indexgleichung ist ein quadratisches Polynom mit zwei Losungen rq,ry

— Wenn r; #1ry A 1 —ry € 7Z - modifizierten Potenzreihenansatz verwenden -
ergibt zwei unabhéngige Losungen: (P(z) ist Potenzreihe)

1. (x —xo)™ - P(x)
2. (x — )™ - P(x)
—ry =1y A 11 —1ry € Z - wihle das 'grossere’ r (r = max(ry, 7)) fiir den
Losungsansatz

(x —x9)" - P(x)

Liefert aber keine allgemeine Losung (nur durch Variation der Konstanten
erhéltlich)
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5 Lineare DGL n-ter Ordnung

5.1 Grundlagen

an(z) - y"(2) + an-1(z) - y" (@) + -+ an(@) - y(2) + ao(z)y(r) = b(w)

(an(x) # 0,a0(x), ... sind stetige Funktionen in einem offenen Intervall I C R)

b(x) ist die Storfunktion (inhomogener Anteil). Ist b = 0 liegt eine homogene DGL
VOr.

Zum Satz vom Losungsraum homogener linearer DGL n-ter Ordnung: ()
und ¢ (x) seien Losungen der homogenen DGL - dann folgt daraus, dass a-¢;(z)+5-@a(z)
auch eine Losung ist.

Die Gesamtheit aller Losungen bildet einen n-dimensionalen Vektorraum iiber R. Die
allgemeine Losung der homogenen DGL lautet:

yn = c1-p1(@) + 2 - o) + -+ o - pn(2)

Fiir alle Werte ((yo, ¥4, Y0, - - - ,yé"fl)) € R" und x € [ gilt: Das AWP y"(x) +--- +
ao(z) - y(z) = 0 mit y™ (x) = y& hat immer eine eindeutige Losung.

Die n Losungen der DGL (¢1(), . .., ¢, (z)) bilden genau dann eine Basis des Losungsraums
(= Losungsbasis, Fundamentalsystem), wenn die Wronski-Determinante W (z) # 0 fiir
ein x € I ist:

e1(z) () on(z)
W) = d(x) = ¢ () 902.(1: o ()
e € IR € I (€9

= Vollstindige Losung y™ (z) = c101(x) + - - + cpn(z) mit ¢1, ¢ € R.

e Homogene DGL
Die homogene DGL hat die Form

Y™+ a1 (2)y" Y 4 g (@)Y + ao(z)y =
und ihre allg. Losung hat die Form
Yln] (z) = crp1(w) + capa(x) + -+ - + cipn(T)

e Inhomogene DGL
Die inhomogene DGLhat die Form

Y+ ap 1 (2)y" Y 4 an (@)Y + ag(x) = (@)
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s(z) ist eine Storfunktion.

Angenommen ¢y, ... ¢, sind unabh. Losungen der homogenen DGL und bekannt -
wie erhélt man die Partikulérlésung y,?

Die allg. Losung ergibt sich aus:
y(x) = ym(x) + ypi (z)
Erhalten eine partikuldre Losung iiber den Ansatz 'Variation der Konstanten’
(c = c(x)):
Y () 1= c1(x)p1(z) + ca(X)p2(x) + . .. ca(X)pn(2)
Fiir ¢1(x), ..., c,(z) gelten folgende Bedingungen:

(1) a@el(r)  +  G)pa(r)  + o+ Ge)en(r) =
(2) ar)pr(r) 4+ G@)es(r)  + +  G@e,(r) = 0
(n=1) G @)+ el @)+ e ) =0
() Al @) + Gl @)+ @l @) = ()
Folgendes Lineare Gleichungssystem ergibt fiir ¢;(z), ..., ¢, (z) eindeutige Losungen:
pr(e)  pa(x) o (@) | () 0
pilz) ogn(e) e en(@) | al) | |
n—1 n—1 n—1
ol @) ol @) et )] \d@)) sk
Fundarne‘n’talmatrix
Wir erhalten ¢(z),...,c,(x) durch die Integration der aus dem Linearen Glei-
chungssystem errechneten (), ..., c (x)
Anmerkung: Bei einer DGL 1. Ordnung sieht dieser Ansatz einfach so aus: ¢ () =

p1(z) - () = s(x).
Beispiel einer Eulerschen DGL:

fL‘QyH o 2$y/ + 2y _ :L‘3

Im ersten Schritt bestimmen wir das Fundamentalsystem ¢ (z), ¢2(x) der zugehorigen
homogenen DGL., und zwar mit dem Ansatz ¢(z) = 2':
y(x) =", y (z) =ra" ", y'(2) = r(r —1)a"2
22r(r — Da" 2 = 2ora”™ 1 + 22" =0
1
r(r—1)a" —2ra" + 22" =0 | - —
./Lr’l"
r(r—1)—2r+2=0 Indexgleichung
r? —3r+2=0 = (r—=2)(r—1)=0 = rio=12



5 LINEARE DGL N-TER ORDNUNG 27

Die Losungen der homogenen DGL sind somit: () = 2! = z,05(2) = 2%

Mit Hilfe der Wronski-Determinante priifen wir die Unabhéngigkeit der Losungen:
r 2’
1 2z
W(l)=1*=1+#0

=227 — 2* = 2°

W(z) =

Somit sind die Losungen unabhégig und die Losung der homogenen DGL lautet:
yn(®) = a1z + con®

Nun wenden wir die ’Variation der Konstanten’ an:

x%y — 2wy + 2y = 2° —

1! 2/ 2
ly' ——y +—Zy=x
X e
1 =T, 09 = T°

Ansatz  yp = c1(@)p1(z) + (@) p2(2)
r x? i (z) 0
[1 2:c] | <c5<x>> ) (— = )
Cramer’sche Regel anwenden

0 22

T 2z

Nach Integration ergibt sich ¢;(z) = —% und cz(x) = z und damit:

2 3
__r. 2=
yp(x) = 5 T +r-x 5
x3 9
y(x) = > + C1X + CoX allg.Lsg.

Eine weitere Anwendung fiir die Variation der Konstanten ist die folgende: Es sei eine
homogene lineare DGL gegeben und es sei angenommen, man kenne eine Losung ¢4 ().
In diesem Fall fithrt man eine Reduktion der Ordnung n der DGL durch den Redukti-

onsansatz

y(z) = ¢1(z) - c(x)
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durch, was eine DGL der Ordnung n — 1 fiir ¢/(z) ergibt.
Beispiel (s. vorhergehendes):
2%y — 2xy + 2y =0, oi1(z) ==
Ansatz  y=c(x)z = y =d(x)+c
y'=d"v+d 4+ ="v+2
2w 4 2c) — 2x(dw + ¢) + 2cx =0

/"

22 =0 = = = d=1 = c=x

2

ylx)=clx) - z=x-x==x = unabh. Lsg.

5.2 Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Die allgemeine Form (homogen) ist:

y™ +a, 1y b ay Fag(x)y =0 ao, - -, ap—1 €R

Ax

Verwendug des Exponentialansatzes y(x) = e, was das folgende charakteristische Poly-

nom von Grad n ergibt:
PA) =X+ a, N '+ +ad+ag =0
Nullstellen (Vielfachheit k):
PO =A=A)M - (A=xp)2 e (A=)
i # A, 1<5 <4, A €C
Die Losungsbasis ¢1(x), ..., @, (x) der homogenen DGL erhélt man wie folgt:

e Falls A eine reelle Nullstelle mit der Vielfachheit k ist: k; ist unabhéngige Losung,
gegeben durch e*® geri® g2er® . ghleliw

e Falls A = a — i eine komplexe Nullstelle mit der Vielfachheit k ist, dann ist auch
Aj = o — i3 eine komplexe Nullstelle mit der Vielfachheit k;.

Unabhéngige Losung ist gegeben durch
e®® cos(Bx), re®® cos(Bx), 22" cos(Bx), . .., x" e cos(fx)

% sin(Bx), xe®* sin(fx), 22" sin(Bx), . . ., 2" 1e sin(Bz)
Die allgemeine Form (inhomogen) ist:

Y™+ a, 1y 4 ay + ao(z)y = s(w) ag,...,0p—1 €R
Zur Losung kann die Variation der Konstanten verwendet werden oder bei speziellen s(x)
verschiedene unbestimmte Ansétze, z.B.:
s(z) = (co+ 1w + -+ - + cpa™)el?, weR
Ansatz  yy(z) = (Ao + A1z + -+ + Apz™)el”
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w1 ist die Losung des aus der zugehorigen homogenen DGL resultierenden charakteristi-
schen Polynoms P(\).
Wenn p eine k-fache Nullstelle ist, so tritt der Resonanzfall auf und es gilt:

Yp(z) = (Ag + Ayx + -+ + Apz™)e "
Anderes Beispiel:

s(x) = (co+ @+ -+ cpa™)e™ cos(fx)
s(x) = (co+crx+ -+ cpa™)e™ sin(fr)
Ansatz Yp(x) = (Ao + A1z + -+ - + A x™)e™ cos(fx)+
(Ag+ Ajx + - + Apx™)e* sin(Bx)

(Falls a + i3 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\) ist)

Ansatz Yp(x) = 2"(Ag + Ayz + - + Apz™)e™ cos(Bz)+
Ay + Az + -+ Apz™)e™ sin(Bz)

(Falls o + i3 k—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\) ist)
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6 Losen von DGLen mittels Laplace(£-)-Transformation

6.1 Grundlagen

Gegeben ist eine Funktion f(t) [0,00) — R. Falls das uneigentliche Integral fiir zumin-
dest ein s € R existiert, dann heifit F(s) (Bildfunktion) die Laplace-Transformierte
(L-transformierte) von f(t) (Zeitfunktion):

o0

w@:cﬁ@}:A £(t) - e~=*dt

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir £-transformierte:

e Ist die Funktion f : [0,00) — R auf beschrankten Intervallen stiickweise stetig
(d.h. sie besitzt in Intervallen nur endlich viele Sprungstellen) und f(¢) hat hochstens
exponentielles Wachstum, d.h. es existieren Konstanten M, > 0

If(H)] < Me,  t>0

dann gilt:

— F(s) = L{f(t)} existiert fiir alle s > ¢

— Das uneigentliche Integral fooo f(t) - et dt konvergiert fiir alle s > sq > §
gleichmaéssig

— f(t) ist durch F(s) eindeutig bestimmt (bis auf die Sprungstellen). Die Riick-
transformierbarkeit ist daher gewéhrleistet

— lims_oo F(s) =0

Es gibt allerdings auch £-transformierbare Funktionen, die o.g. Bedingungen nicht vollstandig

gentligen.
Es gilt:

LU0} = F(s) = [ et f0) du

0

Inverse Transformation £ {F(s)}

f&) | F(s)

1 1
COS(W . t) 242
sin(u) . t) Sin-u—wQ
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Beispiel:
et a=a+i-3
wenn a—s<0 dann ok
—~
00 () e(a—s)~t
0 0 a— S
e(a—s)~t 1 1
lim — =

cos(w - t),sin(w - t) : setze a =041 w

e =cos(w-t)+i-sin(w-t)=...

6.2 Rechenregeln

c
F(t), g(t) - Zeitfunktion == F(s), G(s)

o Linearitdt

L{a-f)+0-9)} = a- L{f(O)} + 5 L{g(t)} = a- F(s) + (- G(s)

Beispiel:

e Streckung
1 s
Life-t)t = F()e>0

Beweis: Variable im Integral substituieren

e Differentiation und Integration im Zeitbereich

L{f(O)} = s F(s) — &0:2

rechtsseitiger Grenzwert an der Stelle 0
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Voraussetzungen:

1. f,f" L-transformierbar
2. f stetig auf [0, 00)

LU0} =" Fls) = 8" f(07) =872 f(07) = -0 = f271(0)

Voraussetzungen fiir die Integration analog denen von der Differentiation:

of [ sinyary =2

Beispiel:
f(t) =t L{t} =7

f't) =1, L{f' ()} =s5-F(s) = L{1} = %

s F(s) = f(07) = s+ F(s)
= F(s) 5=+ = Fls)=
Analog: f(t) =t",n=1,2,3,...
fPt) =nn—-1n-2)...1-t°=n'-t

LLFM ()} = 5" F(s)
LUy = L0} =

n/

= F(s) = L{t"} = =

Weitere wichtige Eigenschaften:

o Differentiation und Integration im Bildbereich

L{t T} =~ F(s) = —F'(s)
L4 T} = (F1" R (s) = (1) P (s)
.c{f(t—t)} _ /SOOF(u) du
Beispiel:
d d w o 2s

CAt st} = =3, Fo) =55 v ~ oy
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e Dimpfung und Verschiebung

(t)

Abbildung 8: Dampfung und Verschiebung

L{e™@ . f(t)} = F(s+a), f(t):]0,00] = R,a>0
L{f(t—a) - u(t—a)} =€ F(s)
u(t) ... Heavisidische Sprungfunktion
(hat fiir eine beliebige nichtpositive Zahl den Wert Null, andernfalls den Wert Eins)

Abbildung 9: Heavisidische Sprungfunktion

1 t>0
u(t) =
0 t<0
1

L{u(t—a)} =e* -

S

Beispiel: £-Transformation der Rechteckperiode 7', Amplitude A (T, A > 0):

pil2 3pil2  5pil2

Abbildung 10: £-Transformation der Rechteckperiode T, Amplitude A
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£ = A (~1)ult )] - A

Sl
~
AN
~
S

|
(e
=
=
(oW
S

|
—_
g
[¢]
=
-+

L{f(t) = _ZAL{Z t—%)}—A-E{l}:
2A/ —Stz t—g)dt—§:
2A/ Z—“ t—g)dt—éz

nT A

—st
QAZ/ "u(t - =) dt——m

B Darf man hier machen, ist aber i.A. nicht erlaubt!

o Gleichmdfige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition: Eine Funktionenfolge fo(z), fi(z),... heisst auf einem Intervall I C R
gleichméssig konvergent gegen eine Funktion f(x), wenn Ve > 0 ein von z un-
abhéangiger Index N = N, > 0 existiert, sodass

n>N:|fulx)— flz)| <eVeel

Satz: Wenn (f,,(x))nen gleichmiéssig auf I gegen f(x) konvergiert, dann gilt:

b
lim f(n)dx—/ lim f dx—/ f(n

Betrachten Reihe:
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Integration und Summation einer Reihe ) ;7 diirfen vertauscht werden, wenn die
Folge der Partialsummen

s(n)(@) =) fulz)

gleichmaéssig gegen
s(n)(@) =) fulx)
k=0

konvergiert.

o Weierstrass’scher M-Test

Fir gleichméssige Konvergenz von Funktionenreihen > 7 fi(z): Wenn fiir jede
Funktion fy(x) ein Wert M > 0 angegeben werden kann, sodass

|fe(@)| <My  VzeR

und " M; < oo, dann folgt daraus: Reihe > 7 fi () konvergiert gleichméssig
auf I.

* n-T A
t)} =24 (D" ut - ——)dt——=1
L =24 [ S (e
J und Y sind wegen gleichméssiger Konvergenz vertauschbar.
k-T
filt) = e (=1 - uft = )
k-T . .
Ol =121 (D ul 1= == ) < e = e = My
5>0 ——
Sprungfunktion
K-t K-T
t=—, 0<t<—:u(t—T):o
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Fortsetzung von W

X, [ kT A
2A *St—l — - — - — =
Z/ e u(t — =) dt -~

kT A
2A t——)} — — =
Z ~ Lfult = ")} - &
1 A
2A —1 - — — =
§< ST
2A w(fn__é 241 A
s = s_sl—l—e S
A 2 A 1—6—7 A sT
il — Ztanh(2=
s (1+e—— )= s l4+e— s an(k)

o [ualtung

(f*g)t /f gt —7)dr
L{(f*g)(t)} = F(s)-G(s)

o Umkehrformel
Gegeben F(s) - giiltig falls F'(9) existiert

fa)+f) _ 1 / " o B 4 i) dw

2 T om )
————
=f(¢) falls stetig
6.3 Anwendungen der L-Transformation
6.3.1 AWP fiir lineare DGL mit konst. Koeffizienten

Vorteil: Die Anfangswerte werden sofort eingesetzt.
Vorgangsweise: DGL L-transformieren - ergibt eine lineare Gleichung fiir X (s) (=£L-
transformierbar); danach Losung der Gleichung und Riicktransformation (£71) mit

e Rechenregeln

e Tabellen
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Beispiel:
Z(t) + 4x(t) = sin(wt), w>0, 2(0)=c1, & =y
L-transformieren:
L{x(t)} := X(s)
L{% + 4z} = L{sin(wt)}
L{ & }y+4L{ = } = L{sin(wt)}
o N
O s2X (s) — sx\?) — I\(E)l

w? + s2
O+ =9

X(s)(s*+4) =
1
52+4[

w

w? 4 s2

X(S): +018+02]:

w? + 52
c1S . 2co n w

s2+4  2(s2+4) wr4s?

mw sin(2t) — 2sin(wt)) w # 2

= (sin(2t) — 2t cos(2t)) w=24¢

¢ Resonanzfall, s. Vachenauer 2, S.72

z(t) = L7H{X(s)} = ¢ cos(2t) + 0—22 sin(2t) + {

6.3.2 AWRP fiir lineare DGL mit nichtkonstanten Koeffizienten

LA. liefert die £-Transformation keine Erleichterung, in Spezialfillen jedoch eine ’einfa-

chere’ DGL im Bildbereich.
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Beispiel:
tr—x =0

Ist eine DGL 2. Ordnung im Zeitbereich, £{z(t)} := X (s):

Liti — ) = L{ti} — L{x) = —%L‘{s’i‘} — [sX(s) — 2(0)] =
d

—E(SQX(S) —sx(0) —z(0)) — sX(s) +z(0) =

25X (s) — s*°X'(s) + z(0) — sX(0) + z(0) =0
—5X'(s) — 35X (s) = —2z(0)
z'(s) + %X(s) = 22(20)

DGL 1.0rdnung im Bildbereich

X(s) = @ + S%, CeR
2(t) = L7HX(s)} = 2(0) + <

2

6.3.3 Elektrische Schaltungen (RCL-Schwingkreis)

Schaltelemente: Widerstand, Kondensator, Spule
Spannung u(t) = ug(t) + uc(t) + ur(t) (Kirchhoft’sche Regel)

L
U
vy o —— c
ULt

— R }—

Abbildung 11: RCL-Schwingkreis

Stromstérke i(t), i(0) =0
I(s) = L{i()}, U(s) = L{u(t)}

Zeitbereich Bildbereich
ur(t) = Ri(t) Ur(s) = RI(s)
uc(t) =& [i(r)dr | Ud(s) = & - 2201 1(s)
ur(t) = Li(t) Upr(s) = LsI(s)

38
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Im Bildbereich gilt das Ohmsche Gesetz:
1
U(s)=H(s)-I(s) mit H(s)=R+ —+Ls
cs
Nach Losung im Bildbereich Riicktransformation notwendig.

6.3.4 Losen von Integralgleichungen

Integralgleichungen sind Funktionalgleichungen, in denen die gesuchte Funktion als Inte-
grand in einem best. Integral vorkommt.
Best. Integralgleichungstyp:

u(t) + / w(r)y(t — ) dr = f(t)
Fh90, (ra) /f ot — 7y dt

Faltung

L-Transformierte:

Y(s)+ k(s)-Y(s) = F(s) = Y(s) =

Voraussetzung: y,k,f miissen L-transformierbar sein.
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Beispiel:
)+ y T)sin(t —7)dr =1
s>+ 1 <>:§
Yis) = (1+ =) B s(s;—_{—ls) >
*

* Partialbruchzerlegung
s4+1 A N Bs+C
s(s24+2) s s2+42
s+ 1=A(s*+2)+(Bs+C)=(A+ B)s* + Cs + 2A

1=2A = A_1

2

0=0Cs = C=0
> 1+ S

s 2(s2+s)

y(t) = L (0) = L7+ L7

1
2

S 1 1
m} = 5 + 5 COS(\/§t)

40
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7 Randwertaufgaben, -probleme (RWA, RWP)

Definition: Treten in der Bestimmungsgleichung fiir die eindeutige Charakterisierung der

Losung einer DGL Auswertungen der gesuchten Funktion und deren Ableitungen nicht

nur an einer Stelle (wie beim AWP), sondern an zwei Stellen a # b auf, dann spricht man

von einer Randwertaufgabe (RWA) bzw. von einem Randwertproblem (RWP).
Allgemeines Prinzip zur Losung von RWA /RWP:

e Auffinden der allgemeinen Losung der gegebenen DGL (mit Parametern cq, co, . . ., ¢,)

e Anpassen der Koeffizienten ¢y, cs, ..., ¢, durch Einsetzen der Randbedingungen in
die allgemeine Losung

= Gleichungssystem cq, ¢, ..., ¢,
Spezialfall: DGL ist linear und Randbedingungen sind auch Linear = Linea-
res Gleichungssystem fiir ¢y, co, ..., c,.

Falls nichtlineare RWA /RWP, so ist das Problem i.A. wesentlich komplizierter.
Beispiel: Biegebalken

Biegemoment M(x)
N

]

Biegesteifigkeit E(x)

x=0 x=1

Abbildung 12: Biegemoment und Biegesteifigkeit beim Biegebalken

y(z) ist dabei die Auslenkung (Elongation) an der Stelle x.
Die das Modell beschreibende DGL fiir y(x) lautet (vereinfacht):

"
= — e —b
y'(z) E) ()
Deren allgemeine Losung ist:
g
y(r) = 1o+ co — / / b(n)dnd§
o Jo

Betrachten RWA: Trager fest aufliegend

I |
VAN AN

Abbildung 13: Biegebalken: RWA-Tréger fest aufliegend

Am Ende fest - daraus folgt: y(0) =0, y(I) = 0.
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Einsetzen der Randbedingungen:

0=y(0) =c1-0—cy—y,(0) = co =0
—~—

=0

O=y(l)=c-l+ c2 —y,(l) = =
-0

= egal wie M (), E(z) gewahlt werden - die RWA hat immer eine eindeutige Losung.
RWA: an Enden eingespannt

verschiebbar

Abbildung 14: Biegebalken: RWA - Biegebalken an Enden eingespannt

Es gilt: v/(0) = o1, ¥'(1) = 2
Allgemeine Losung:

y(x) = 12 + o — yp()
Zwei Gleichungen (1,11):

IT:  pr=y(l)=c —y,(l) =c1—yp(l)

Es sind zwei fille zu Unterscheiden: ¢; = @1, ¢1 = ¢ + ¥, (1):
L. @1 # w2 + 4, (1) - keine Losung
2. 1 = 3 +y,(I) - unendlich viele Losungen weil ¢, frei wihlbar.

Daraus folgt: Es kann keinen EE-Satz fiir RWA /RWP geben!
_ Vergleiche hierzu Lineare Gleichungssysteme: n Gleichungen fiir n Unbekannte - A-7 =
b

o det A # 0 - LGS mit Lsg. fiir jedes b

e det A =0 - LGS hat entweder unendlich viele Losungen oder keine.
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7.1 Lineare RWA

Lineares DGL: L[y] = y(2)" + an—1 - y(2)" ™" + ap—2 - y(2)" > + -+ + ag - y(z) = b(2).
Lineare Randbedingungen: n Gleichungen (Stelle a):

= A(t) + b(t)
Rx(a) + Sz(b) = R, Rang(R,S) =n

Klassifikation:

e inhomogene lineare RWA: b(z) #0 AT #0

e vollhomogene lineare RWA: b(z) =0Ar =0
e halbhomogene lineare RWA: b(z) =0V r =0

Bemerkung: Vollhomogene RWP besitzen immer die triviale Losung x(t) = 0.

Das halbhomogene RWP muss i.A. keine Losung haben.

Jede Losung y(z) (soferne existent) des inhomogenen RWP lésst sich wie folgt schrei-
ben (nach dem Superpositionssatz):

y(@) = yn() + yp(2)

Wobei y,(x) die spezielle Losung des inhomogenen RWP ist ist; y,(x) eine Losung des
vollhomogenen RWP.

7.2 RWP - Alternativsatze
Fall: halbhomogenes lineares RWP:

e homogene lineare DGL: L[y] := y™(2) + a,_1y" Y (2) + -+ + agy(z) = 0

e inhomogene lineare Randbedingung: R = ¢(a) + Sy(b) = p'
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Allg. Lsg. der homogenen linearen DGL (¢, ..., ¢, Losungsbasis):

y() + crpi(x) + capa(@) + - -+ + cnipn ()

pi(r)
vi(x)

P (@)
= R(Cﬂﬁl(a) + 62(732(@) + -4 cngﬁn(a))—i-
S(c1P1(b) + coBa(b) + -+ + cnBn(b) =7
= R®(a)c+ SO(b)c=p  wobei

pr(r)  pax) o en(2)
B _ B 1 () eo(z) o ()
O(z) = (Au(@) [ G2(2) | ... [ Gul2)) = : : .
AV @) @) e el @)
(&1
- C2
c=1| |
Cn
= LGS [R®(a)+ SP(b)|-¢=p D-c=p
D
LGS ist mit n Unbekannten ¢y, ..., ¢, und n Gleichungen sowie mit n x n Matrix D.

e det D # 0 - LGS fiir alle p eindeutig l6sbar
e det D =0 - LGS hat entweder keine oder unendlich viele Lsg.

Alternativsatz: Gegeben sei ein halbhomogenes lineares RWP L[y] = 0, R - ¢(a) +
S - y(b) = p. Seien ¢1(x),...,¢,(x) eine Losungsbasis der zugehorigen homogenen DGL
und sei D := R-®(a) + S - ®(b), ¢ definiert wie oben (=Fundamentalmatrix), dann gilt:

1. Ist D # 0, dann besitzt das halbhomogene RWP eine eindeutige Losung fiir alle p.

2. Ist D = 0, dann besitzt das halbhomogene RWP genau dann eine eindeutige Losung
wenn rg D = rg(D, p).

3. Das entsprechende vollhomogene RWP, d.h. fiir p'= 0, besitzt genau dann nichttri-
viale Lisg. y(z) # 0, falls det D = 0.
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Bemerkung zum inhomogenen RWP L[y] = b(x), R - y(a) + S - y(b) = p: Allgemeine
Losung der zugehorigen inhomogenen DGL ist gegeben durch

y(x) = c1-p1(w) + ca - pa(®) + - + ¢ PulT) + Yp()

Yp(x) ist die Partikulérlosung.
Anpassen an Randbedingungen liefert wiederum ein LGS der Gestalt

D.c=q
D=R-®(a)+S5-D(b)
§=p—R-ypla) =5 -4p(b)
Alternativsatz: Entweder ist das inhomogene RWP fiir alle b(x) und p eindeutig

losbar (falls det D # 0), oder das entsprechende vollhomogene RWP, d.h. b(z) =0 A p'=
0, besitzt nichttriviale Losung (falls det D = 0).

Beispiel: 4" + w?y = ¢, y(0) = p1, y(7) = pa.

Diese homogene DGL mit konstanten Koeffizienten beistzt die charakteristische Glei-
chung A\? + w? = 0 mit den Losungen A\ = 4 - w (konjugiert komplex). Die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen DGI lautet somit:

yn(t) = c1 - sin(wt) + ¢ - cos(wt)

10 0 0
R= . 8=

0 0 10
— —

linker Rand rechter Rand
L-y(0) + 0[y'(0)+|0-y(m) + O|y'(m)=m
0-9(0) + 0]y (0)+ [L-y(m) + 0]y(m)=p>
R 5

wio i =5 a0 = (00 )

Berechnen nach Alternativsatz, betrachten

+

1 0| |wcos(wt) —wsin(wt)

0 O] . [ sin(wt) cos(wt) ] _

D — RO(0) + S(x) = [; g] | [ ;

0 1] l 0 0 [ 0 10 ]
_|_ =
00 sin(wm) cos(wm) sin(wr)  cos(wm)
det D = — sin(wm)

Wann ist sin(wm) = 07 Wenn w € Z.
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Falls w ¢ Z besitzt das RWP fiir alle p; und p, eine eindeutige Losung (da Determi-
nante von D nicht Null ist).

Ist die Determinante 0 und w € Z, so gibt es entweder keine oder unendlich viele
Losungen.

D.c=yp
0 1
| |p1éo L I mlafo1 2
sin(wrm) cos(wm) | po 0 cos(wm) | po 0 0 | ps—pi-cos(wn)

=0

Daraus folgt: py — p; - cos(wm) = 0 hat unendlich viele Losungen, py — p; - cos(wm) # 0 hat
keine Losung.

7.3 Losen von RWP mit Hilfe der Green-Funktion

Gegeben: halbhomogenes lineares RWP: L[y] := y™ (2) + a,_1y" VY (2) + -+ + apy(x) =
b(z), R-5(a)+ S - 5(b) = 0.

Satz iiber die Green-Funktion von RWP: Seien ¢;(x),...,¢,(z) eine Basis des
Losungsraumes der zugehorigen homogenen DGL Lly] = 0, gelte fiir das halbhomogene
RWP, dass det D = det(R®(a) + SP(b)) # 0. Dann existiert fiir jede Storfunktion b(z)
eine eindeutige Losung des RWP. Diese lésst sich darstellen als

b
y(z) = / 92, w) - b(w) dw,

wobei die sog. Green-Funktion g(x,w) : [a,b] X [a,b] = R folgende Eigenschaften besitzt:

o g(z,w) erfiillt fiir jedes feste w in Bezug auf z(z # w) die homogene DGL, d.h.
Lig(xz,w)] = 0 fiir alle z # w.

o g(x,w) erfiillt fiir jedes feste w, a < w < b die homogene Randbedingung, d.h..

R{(a,w) + Sb(a,w) =0, wobei

glw,w) = (g(z,w),¢'(z,w),...,g" V(z,w))  und
dk‘

wg(wi)

9" (z,w) =

e Die Funktionen g(z,w), ¢ (z,w),...,¢g" V(z,w) sind stetig auf [a,b] x [a,b]. Die
Funktion ¢ (z, w) existiert fiir z # w und es gilt:

gV at ) =g V(@) =1

(x ist der rechtsseitige, 2~ der linksseitige Grenzwert)
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g(x,w) heifft auch Einflussfunktion, weil sie den Einfluss der Storfunktion b(w) zur
Losung y(x) im Punkt x angibt.

Bemerkung zum praktischen Rechnen: Erste Bedingung impliziert, dass g(x,w) fol-
gende Gestalt hat:

{qw%wﬂ@
di(w) - g1 ()

Beispiel: Biegebalken y”(z) = b(z), 0 < 2z <[, RB: y(0) =0, y(I) = 0.

Die Determinante D ist nicht Null, daher existiert eindeutige Losung.

Homogene DGL 3" (z) = 0 - Allgemeine Losung: y(x) = cx + d. Daraus folgt: v’ = c.
Ansatz Green-Funktion:

_ Jawiz+eow) 0<z<w
o) = {fdl(w)$+d2(w) w<z<l

e2(w) - pa(@) + -+ enw) - palr) a<z<w

glo,w) = () - pa(@) + -+ du(w) - pulz) w <z <

+
+

Randbedingungen miissen erfiillt sein, wahle w: 0 < w < [:
e RBy(0)=0-2=0-¢(w)zr+c2(w) =0-c(w) =0
e RBy(l)=0-2z=1-d(w)l+ da(w)

Bei Stetigkeit von g wihle x = w: Daraus folgt ¢;(w)w + ca(w) = di (w)w + do(w). Die
Differenz zwischen rechtsseitigem und linksseitigem Grenzwert ist 1, daraus folgt:

§(z,w) = {Cl(“’)’ 0= ”f Y W) — ew) =1

c2(w) = 0 - daher ist ¢;(w) = dy(w) — 1:

w(di(w) —1) =dy(w)w — dy(w)l

d(w(w-w+l)=w = dl(w):%

) I

’\/g[xij)

Abbildung 15: Green-Funktion
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dy(w) = —ldi(w) = —w
Somit gilt:

48
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8 Eigenwertprobleme

Spezielle Randwertprobleme, die von einem Parameter A\ abhédngen. Betrachte vollhomo-
genes lineares RWP. Die Existenz von nichttrivialer Losung y(z) = 0 hdngt von der Wahl
des Parameters A € C (oder A € R) ab.

Definition: Jeder Wert A, fiir den das vollhomogene RWP nichttriviale Losungen
besitzt, heift Eigenwert. Die zugehorigen nichtrivialen Losungen y(x) heilen Eigenfunk-
tionen zum Eigenwert \.

Anmerkung: Aus dem Alternativsatz folgt: det D =0 < ) ist Eigenwert.

Beispiel: 'Knickstab’ - RWP: y”\y = 0, y(0) = 0,y(I) = 0. Uns interessieren die reellen
Eigenwerte A > 0 (Stab bricht).

Betrachte zunéchst A = 0. Die allgemeine Losung der zugehorigen DGL ergibt sich
aus o + \ = 0 mit o = +iv .

Die allgemeine Losung ist somit: y(x) = ¢, cos(v/Az) + ¢z sin(v/Az).

D) = [ cos(V ) sin(v/\x) ]
—VAsin(vAz)  VAcos(vAz)
1 O] ' [1 0 ] N [0 0] . [ cos(vV ) sin(v/\z) ]
0 VA 1 0| [—VAsin(vAz) VAcos(vVAz)

D = R®(0) + S®(I) = [

Lo] [ o o | [ 1 0
00 cos(v/Al) sin(v/l) a cos(V ) sin(v/Al)

det D =sin(vAl) =0-dh vVA=km k=1,2,3,....
Es gibt unendlich viele Eigenwerte: A, = (£7)2.

Eigenfunktion: D - & = 0:

1 0\ (a\ (o [ 1 o]0 I
cos(v/Al) sin(v/Al) ) \o) cos(vAI) 0 | 0 L

co kann somit beliebig gewéhlt werden. Die zugehorige Eigenfunktion lautet somit:

Yk = C1 - COS(\/XZ) +cy - Sin(\f)\l) =cCy- sin(\/Xl)
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9 Fourier-Analysis - Fourier-Reihen

9.1 Grundlagen - periodische Funktionen

Periodische Funktiom: f(t) : R — C
Periode T': f(t +T) = f(t), Vt € R. Beispiel Rechtecksschwingung:

k]
U

Abbildung 16: Rechtecksfunktion

A

Beispiel Sdgezahnschwingung;:

]/
/|

Abbildung 17: Sidgezahnschwingung

Wichtig ist die genaue Kenntnis des Verlaufs von Sinus und Cosinus (s.Abb.18,S.51).

Idee: Wir wollen periodische Funktionen durch Uberlagerung von sin- und cos-Funktion
verschiedener Amplituden und Frequenzen darstellen.

f(t) ist eine T-periodische Funktion. Aus w := 2% folgt:

F(z):=f (f) ist 2m-periodische Funktion
w
Nachweis:
T+ 27 r 2T T
(wrom) = FT) = 4+ T = £ = Fla)

Trigonometrische Polynome. Sinus-Cosinus-Term

%ﬂLNZ_lan-Cos(n-w~t)+NZ_lan-sin(n-w-t)
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i Smi2

045

2 2 7 1 1 E)
15
4 X

—i2 ) 32

in

20 o /282 i ez 6 sm/2
05
X

Abbildung 18: Verldufe von Sinus und Cosinus

In der Exponentialform:

N
E CK - €z~w~k~T
K=—N

N ist dabei der Grad des trigonometrischen Polynoms.
w = 2%: Trigonometrische Polynome sind T-periodische Funktionen

e"? =cosp+1i-sinp
Umrechnen zwischen beiden Formen:

et = cos(w- K -T) +i-sin(w- K - T)

N
Z g - T — Z - cos(w- K -T) + Z i-cp-sin(w-K-T)=

K=—N

ch'cos( K- T)—i—co—i-ch cos(—w-K-T) —i—Zz ¢ -sin(w- K - T)+

K=1 K=1
N
—i—i-sin(O)~00+Zi‘ck~sin(w~K~T)
K=1

———
K=—N a by

|8

N N
= Z ci - etR T = ¢ Z g+ c_g)-cos(w- K-T) +Z(ck—c k) -1 - sin(w
Y K=1 o K=1

ol

"K-T)
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Beim Koeffizientenvergleich erfolgt die Umrechnung ¢y = %, ¢, + ¢, = an,n > 1,
Cp— C_p =bp,n > 1:

anvbn geg = Ck:%7 C—k_w

Beispiel: Gegeben sind sin®t, cos® t. Gesucht sind trigonometrische Polynome, die diese
darstellen.

e’ = cost +i-sint | 2®
cos3-t+i-sin3-t = (cost+i-sint)® =cos®t+3-cos’t-sint-i—3-cost-sin®t—i-sin®t
Re, Im: cos3-t=cos’t —3-cost- sin®t O

1—cos?t

sin3-t=3-cos’t-sint —sin®*t = ...
1—sin®¢

O =cos®t —3-cost+3-cos®t =4-cos®> —3-cost
cos3-t+3cost .
= cos’t = 1 trigonometr. Polynom von Grad 3

Frage: Gegebene T-periodische Funktion f(¢). Wir setzen voraus: f(t) lasst sich durch
trigonometrische Polynome vom Grad N darstellen. Wie bestimmt man die Koeffizienten
b, bzw. ¢,7 Antwort: Mit Hilfe der Formeln von Euler-Fourier, d.h.:

-/f(t)-cos(n-w-t)dt
-/f(t)-sin(n-w-t)dt

1 .
k= /f(t) ceTtRet ¢

Beweisidee: Funktion {1} U {cos(n-w-t),n =1,2,3,... }Usin(n-w-t),n =1,2,3,...}
bilden ein Orthonormalsystem beziiglich:

T —_—
(no®) ~ [ 1) -0 at
0
T
d.h./ cos(n-w-t)dt-cos(m-w-t)dt,=0 m#n
0
T
/ cos(n-w-t)dt-sin(m-w-t)dt =0, Vm,n
0

T
d.h./ sin(n-w-t)dt-sin(m-w-t)dt,=0 m#n
0

Analog: Funktion {e"*“! k € Z} bilden ein Orthonormalsystem, d.h.:

/ei-k-w-t . efi-k-w-t dt = {O K 7&[

T K=I1

ad, —

b, =

| H N
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Nachteil: Trigonometrische Funktionen sind nicht immer differenzierbare Funktionen.
Definition trigonometrische Reihen:

+o0o
i KwT . - K-wT
> e ]&:H;OZCK 6
K=—00
a o=
50+;an.cos(nwt)+;bnSln(nwt)

Nachteil: Reihen miissen nicht notwendigerweise konvergieren.

Eigenschaften fiir T-periodische Funktionen f(¢):

e Stiickweise stetig auf Intervall I = [a, b]

Abbildung 19: Stiickweise stetige T-periodische Funktion

Stetig auf [a,b] bis auf endlich viele Punkte t,t,...,t, z.B. der linksseitige und
rechtsseitige Grenzwert f(t*) bzw. f(t7) existiert fiir ¢y,to,...,1,

e Stiickweise stetig differenzierbar auf I = [a, b]. Stetig differenzierbar (differenzierbar
und Ableitung stetig) bis auf endlich viele Punkte t¢q,%s,...,t,, fiir die aber die
rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwerte f(¢t), f(t7), f/(t7), f'(t7) existieren.
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Definition: Gegeben T-periodische Funktion f(t), die stiickweise stetig auf [0, 7] sein
soll. Dann ist die Fourierreihe S¢(t) von f(t) definiert als trigonometrische Reihe

+oo +0o0
zKu)T Qo
— Se(t) = — n t)+ by, - t
KEOOCK 5 KE: ~cos(n-w-t)+ b, -sin(n-w-t)

wobei die Koeffizienten cyx bzw. a,, b, iiber die Formeln von Euler-Fourier berechnet
werden:

2
an:—-/f(t)-cos(n~w-t)dt
T
2
b, T-/f(t)-sin(n-w-t)dt
c _ 1. f(t)-e kvt dt
Ko

Beispiel Rechtecksschwingung:

1 0<t<m
t - = t)...2m-periodisch fortges.
f(t) {_1 <t < 2pi () p g
| e T
w = w = —
T
0 27 3m

Abbildung 20: Fourier-Reihe: Rechtecksschwingung
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Gesucht: Fourier-Reihe von f(¢) - wéhle Sinus-Cosinus-Form:

1 T
0

2

(~1)dt) = — - [ty + (<O = = (r— 0~ 2w +-7) =0

—

S

n>1: an:%-[/Wl~cos(n-w-t)dt—/2ﬂ(—1)-Cos(n-w-t)dt]:
1 [sin(n - 1) - sin(n - t) 27]
%.[sin(z-w) B Sinn(O) _ sin(2 nn - N sin(z- 7T)] _0
bn:%~[/Oﬂl-sin(n-w-t)dt—/%(—l)-sin(n-w-t)dt]:
1 [—cos(n - 1) i cos(n - t) 27 =
#~[—cos(n~7T)+Cos(0)—i—cos(2~7r-n)—cos(n~7r)]:
L S O

O 1,ngerade, —1,nungerade = (—1)"

- L L=2- (1) 4 (=1)2") = L[l (1) = {0i n gerade
n-m H{_/ n-r 4

n ungerade

= Fourier-Reihe von f(t) lautet:

_ <sinl(t) N sin(??: - 1) N sin(g - 1)

4
m

Sy(t) = o)

95

Als Gibbssches Phinomen oder 'Ringing’ bezeichnet man das typische Verhalten
von Fourierreihen in der Umgebung von Sprungsstellen. Entwickelt man eine Fourierreihe

aus einer unstetigen Funktion, so ergeben sich an den Unstetigkeitsstellen typische Uber-

und Unterschwinger, die sich auch dann nicht verringern, wenn man versucht, die Funktion
noch besser zu approximieren. Dies liegt daran, dass die Reihe an der Unstetigkeitsstelle

nicht mehr gleichméfBig, sondern nur punktweise konvergiert.
Die Hohe des Uberschwingers in einer Richtung lésst sich bestimmen zu:

sint

/ —dt———0089490

womit sich ein prozentueller Fehler von 17,898%, gerundet 18%, der Sprunghohe ergibt.
Der Effekt wurde nach seinem Entdecker, dem amerikanischen Physiker Josiah Willard

Gibbs, benannt.
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Abbildung 21: Gibb’sches Phinomen

9.2 Rechenregeln fiir Fourier-Reihen

f(t), g(t) stiickweise stetige Funktionen:

+o0 +o0o
Spty= > ex- T S (t) = Y di e R
K=—0c0 K=—0c0
e Linearitét
+o0 .
a- f(t)+ B - g(t) besitzt Fourier-Reihe Z (-cx + B -dg)- et
K=—c
e Zeitumkehr, Konjugation
F=t) v Y e @ T ) A Y et T
K=—c K=—
e Streckung
+00 A
fle-t) ~ Z cx - et fewT c>0
K=—00
T . .
f(c-T)...— -periodische Funktion
c

e Verschiebung im Zeitbereich

f(t+CL> ~ Z (CK . ez-a-K-w-T) . ez-K-w-T

K=—

Verschiebung im Frequenzbereich

+oo

6i-K'w~T . f(t) ~ Z Chm - 67J~K~<JJ~T
K=—00

o6
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Beweise: Uber Definition des Euler-Fourier-Integrals.
Satz: Betrachte f(t), periodisch mit Periode T, stetig auf R und stiickweise stetig
differenzierbar. f(t) besitzt die Fourier-Reihe

+o00
S(t) Z cre - et T
K=—00
= Fourier-Reihe Sy (t) ~ f/(t) = S 55 e i K -w- e KT,

Satz: Betrachte periodisch mit Periode T, stetig auf [0, T], S;(t) Y5> cx - e 5T,
Fourier-Reihe der Stammfunktion:

F(t) = /Otf(T) dr

F(t) i.A. nicht mehr periodisch, nur wenn

/ f)dt=0 ©cp=0 =
0

1 C .
Se) =~ [0 Y e
K=—00,K#0

9.3 Wichtige Sitze zu Fourier-Reihen
Geg.: f(t), T-periodisch ~ Sy(t) - zusammengesetzt aus g(t) ~ S,(t),h(t) ~ Si(t).

e Eindeutigkeitssatz

Gilt fiir zwei stiickweise stetige Funktionen ¢(t),h(¢) mit Periode T' die sog. Mittel-
werteigenschaft

Abbildung 22: Mittelwerteigenschaft bei Fourier-Reihen

Falls nun S,(t) = Si(t) so gilt g(t) = h(t)-

e Darstellungssatz (fiir gleichméssige Konvergenz von Sy(t))

Geg.: Stetige, T-periodische Funktion f(¢), deren Fourierreihe S;(t) gleichméssig
auf [0, T'] konvergiert.

Dann gilt: S¢(t) = f(¢),Vt € R
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e Darstellungssatz (fiir stiickweise differenzierbare Funktionen)
Geg,; T-periodische Funktion f(t), stiickweise stetig differenzierbar auf [0, 7]. Dann
gilt fiir die Fourier-Reihe S¢(t):

— S¢(t) konvergiert punktweise fiir alle t € R

fT) + ()
2

d.h. S¢(t) = f(t), fiir alle stetigen Punkte t € R
— Falls f(t) stetig auf Intervall I = [a, b] konvergiert S¢(t) gleichméssig azf [
— An den Unstetigkeitsstellen von f(¢) tritt das Gibb’sche Phénomen auf

= f(t),vt e R
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10 Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

10.1 Grundlagen

Geg.: Diskrete periodische Funktion f(t), periodisch mit Periode T', wobei wir annehmen,
dass in ein Periodenintervall genau N Werte der Funktion fallen.
Weitere Annahme: Werte der Funktion an dquidistanten Stiitzstellen, d.h.:

to t1 to tN-1

= —~N —~= —— T
PO FC AN, FERY, (N0 AY), A=
—_— —— —— ~

fto=yo fey=n fto=y2 fty_1=YN—-1
N=8

\z

Tt

Abbildung 23: Aquidistante Stiitzstellen

Diese diskrete periodische Funktion ist durch N Werte (y,y1,...,yn—1) vollstandig

charakterisiert.
Def.: Gegeben sind N Werte (y,y1,...,yn—1) der diskreten periodischen Funktion.

Dann bezeichnen wir mit

1 N1

_ 27
ck::NZyj-e N k=0,1,.. N-1

j=0
als Spektralkoeffizienten (oder Fourier-Koeffizienten) von(y, y1, ..., yn_1)
| V-l ;N .
— . P L i At) e NarhI At AL —
— N = =
Ck N,_O y,] € NAtZ_(;f(] ) e
T )=1GA0) ”

1 = .
27i )
? Z f(t]) . e—TkAtj . At — ? Z f(tj) A e—z.w.k;~Atj . At
Jj=0 =0
Betrachte Fourier-Reihe:
e f(t) —iwkt g ¢
Cp = — )
k T ) e

Notation: N gegeben, w erste von 1-verschiedene N-te Einheitswurzel. Es gilt: w =
1 = %
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Abbildung 24: N-te Einheitswuzel

Fourier-Matrix Fy: N x N-Matrix

1 1 1 1

1 w2 WwN-1
FN — 1 2 4 w2(N—l)

1 N1 L2v-1) w(N—1)2

Satz: Es gilt:
Fy -Fy=Fy-Fy=N-Ey

Ey ist die Einheitsmatrix der Grosse N x N:

1 0
Ey =

Fy ist die konjugierte Fourier-Matrix.

Betrachte & (Spektralkoeffizienten) und ¥:

Co Yo
o 1 . Y1
CcC = s y: .
CN-1 YN-1
1N—1 1N—1
_ = A wki k=0 N -1
Ck y] w Yj - wH, ) 9
N]:0 N]:0
1 — _
Ezﬁ' Ny N-Fy-¢c=Fy -Fn-y=N-Ey-y=N-9y
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DFT
Def.: Gegeben § = (yo, 1, - - - ,yn—1)%. Dann wird durch DFT: CV — CN g7 ¢ =
% - Fiy - i/ eine umkehrbar eindeutige Abbildung beschrieben, die sog. Diskrete Fourier-
Transformation.

IDFT
Die Inverse Fourier-Transformation ist gegeben durch: IDFT: CV — CVN .y "¢ =
Fy-c
¢=(co,c1,...,cn_1)T ist der Vektor der Spektralkoeffizienten von .

Beispiel: ¥ = (1,0,1,0,1,0,...,1,0)7, Anmerkung: N = 2M gerade. Gesucht: ¢ =
(CQ, Ciy... ,CNfl)TI

N N
N—-1 51 51
1 iy 1 o 1 L
Ck—N Yj - w & - N yoj ~w P N (w H)J
J=0 J=0 Jj=0
" +1, =
Betrachte ¢ = {/anLl_l 1
— , sonst
7=0 1
w2k = 1, e N (=2k) —
wi=1 < N|Q(eqg=1-N,l€Z)
k=0
wt=1 & { N
k - ?
= 110N N
—2k —k-2\j
“ a=y LW =g N2 T
7=0 7=0
T 1 (w2)¥ -1
—2k —k-2 W 2
w #1:>ckzﬁ (w )]—N- o
Jj=0 —_——
40 y/
betrachte: w_zk)% = W = RN — 2wk
1 1-1 N
— . —0ke{0,..., N—1\{0,—
R { no. )

10.2 Rechenregeln fiir DFT

DFT(§ = ¢ = (co,...,en-1)T; fiir ¥ = (yo,-..,yn_1)". Periodische Funktion (y), wobei
Yr = Yron fur alle k € Z.
e Linearitét

DFT B
oy + 27— ac+ [3d,

!

DFT (i), f = DFT(2)

oy
I
w
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e Verschiebung im Zeitbereich

DFT
~ =/ kn 2:md
(YN )kez = ("™ - . )kez, w=en
e Verschiebung im Frequenzbereich
DFT
k-n =
(Yx - W )rez = (Ck—n)rez

e Periodisches Faltungsprodukt

N-1
xZ= (5" Z Yj * 2k—k)kez
=0

DFT

y* 2= (c - di)kez

Komplexitétsanalyse: Algorithmus mit O(N log N), danach O(N).

10.3 FFT-Algorithmus

IDFT
Betrachten nur IDFT : @23, y; = Yon o ¢ - w9, mit 0 < j < N — 1.

Idee: 'Die Kosten’, um alle Werte (yo, ...,yn—1 zu berechnen ist i.A. viel geringer als
das N-fache einer Berechnung von z.B. y;.

Betrachten den wichtigsten Fall, dal N = 2", r € N. Idee (k = 2 - m, gerade):

2r—1 2"—1 2r-1
y] = Z Cp - 62‘27;'z.k:~j — Z Com 6%2771] + Z 02'm+1 ) 62»27;41_(2.7”_"_1)_]- _
k=0 m=0 m=0
2r—1 . 2r—1 .
g . 27 ) ;
Z Com - €2r 1T feam g Z Comy1 - €271
In:O PN m=0 .
u(j) v(j)
e u(j) ist Element der IDFT von den geraden Koeffizienten ([cg, ca, ..., cn_2])
e v(j) ist Element der IDFT von den ungeraden Koeffizienten ([c1,cs, ..., cn-1])
Einziges Problem: IDFT|cy, co, . . ., cy_2] liefert nur % Werte, analog IDFT[cy, c3, ..., cn_1];

d.h. erhalte y; zunéchst fiir Werte 0 < j < 277! — 1.
Problem ist leicht zu 1sen, weil u(j) und v(j) periodisch mit der Periode & = 27!
sind, d.h. (bitte nachrechnen!):

o u(j+2"7") = u(j)

o v(j+2"7") =v(j)
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Allgemeine FFT: Um die diskrete Fouriertransformation durchzufiihren, geniigt es,
den Vektor f mit der N x N -Matrix Fly zu multiplizieren. Dies erfordert (neben den Addi-
tionen) N2 Multiplikationen, fiir grofie N ein zu hoher Aufwand. Die schnelle Fouriertrans-
formation beruht darauf, dass man im Fall N = 2¢ fiir ein d € Nnur d- N = N - log,(N)
Multiplikationen bendtigt, wenn man gewisse Symmetrien ausnutzt. Dies machen wir uns
am Beispiel d = 2 klar. Dann ist

2mi . .

w= exp(T) = exp(§z) =i

Es ergibt sich fir £ =0,...,3

fro = fo+ fii" + foi® + f5i®F = fo+ L(P)F + i (f1 + f(%)F). R

Wir setzen g = (fo, fo)" und u = (fy, f3)" . Dann ldsst sich die Gleichung fiir fj
umformen. Fiir k < 1= N/2—1 gilt

fion = Gunye + " vy

(Wir haben dabei durch den zusétzlichen Index N bzw. N/2 angedeutet, dass es sich
um eine diskrete Fouriertransformation im CV bzw. C"/2 handelt.) Fiir & = 2 bzw. 3 sei
k' =k mod N/2 . Dann ist fk’N = gw N2+ ikﬁk/,N/Q . Wir haben also Fouriertransfor-
mationen in C"/2? und eine anschlieBende “Zusammensetzung” erhalten. Allgemein ergibt
sich das folgende rekursive Schema:

g(f) = (fo; fos far - s Ina)sul(f) = (fr, f3s o fn)

Jev = 9(f)i mod NNz T wku(f)k mod N/2,N/2 k=0,...,N—-1

Die Rekursion kann man d = log,(/N) mal aufrufen. Pseudocode s.Abb.25, S.63.

Komplexitétsanalyse:

M (r) sei die Anzahl der komplexen Multiplikationen im FFT eines Vektors der Lénge
N =2

M(ry=2"4+2-M(r—1), r>1
-1
M)yt =Ly 1= - M) =0
or 27“—1 N
M(r)y=r-2"= N -log, N = O(N -log N)

M(0) =0,
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FUNCTION FFT{ f,d,w )

FFEC® deNy,w=exp(—2mi/2%)

N =124,

IF (M=1) THEN f

ELSE M
g

[

hy

hz

Fivn

ENDy;
ENL¥;
ENDy;

-

ausGaBe [ -

Abbildung 25:

= f

= M2,

(fz&+1)ngk£hd'—1 .

FFTt g, d — 1,2 ¥

FFTi u,d — 1,w® ¥

por =0 T0O M —1pO

— hi; +wiha;;

hi,7 +wMti by

FFOR™
FELEE™*
™IF =

FFT-Pseudocode

o {fardo<h<ar—1

64
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10.4 Beispiele fiir Anwendung der DFT

10.4.1 Approximation der Fourier-Koeffizienten einer Fourier-Reihe

Betrachten 2r-periodische Funktion f(¢).
Auswerten an den Stiitzstellen f(%”,j), 0<j<N-1I

= (y0ay17--'7 Y; 7"'7yN—1):y
A

2r
N

Betrachte ¢ = (cy,...,cy—1) = DFT(y).
Betrachte N-periodische Fortsetzung (ci).

65

Es gilt: ¢ fiir —% << % sind eine gute Approximation fiir Fourier-Koeffizienten

der Fourier-Reihe von f(t).

10.4.2 Trigonometrische Interpolation

Gegeben sind Werte (yo, y1,---,Yn-1) = ¥.
Gesucht ist ein trigonometrisches Polynom von kleinstem Grad

n
E Ck_erha

k=—n

sodass dieses an den Stiitzstellen ZN’” - j genau die Werte y; annimmt.
Falls N ungerade ist, so ist das trigonometrische Polynom eindeutig bestimmt und es

gilt dann N = 2n + 1.
Einsetzen der Werte an den Stiitzstellen liefert N Gleichungen:

n
YJZZCk-wk’, 0<j<2nw=eN

k=—n
2n 2n
§ k—n)-j 2 kj —nj
y]: Ck:—n'w( )]: Ck—n'w]'w J
k=0 k=0
2n

=Wy =Y e, 0<j<m=N-2

= (W - y;)jez = IDFT(c_p)
= Ch_p = IDFT((w" - y;)jez)

Liefert schlielich (cg.c1, ..., Cno1,Cny Cns1s - - -5 C2n) = DET (yo, y1, - ..

7y2n)-
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11 Fourier(F-)-Transformation

11.1 Grundlagen
Gegeben: Funktion f(t), f: R — R. Falls der Cauchy-Hauptwert

400
F{f(t)} := F(w) := (CHW) f(t) e "tdt
fir alle w € R existiert, dann heifit F(w) die Fourier-Transformierte oder Spektral-
funktion von f(t). f(t) liegt im Zeitbereich (= Originalbereich), F'(w) liegt im Frequen-
zebreich (= Bildbereich).
Definition: Geg. ist eine Funktion f(¢). Der Cauchy-Hauptwert (CHW) fj:oo f(t)dtist
folgendermassen definiert:

(CHW) +OO t)ydt = hm/ (@)

N—oo

Beispiel: f(t) = HLtg, fiVN f(t)dt =0, VN:

N

~

Abbildung 26: Fourier-Transformation: f(t) = ﬁ

Anmerkung: Falls fiir die Funktion f(t) das uneigentliche Riemann-Integral [~ f(t)d¢
existiert, dann existiert auch (CHW) [T f(t)dt und es gilt: (CHW) [72° f(t)dt =
J23 rmde

“+o00

F(s) = F{f(t)} = (CHW) / f(t) e "tdt

—0o0
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Beispiel Rechteckfunktion:

0, [t <1
nit) =<0, [¢>1
1, sonst.
+o0 ‘ 1 } p—iwt 1 4 '
F{(t)} = /OO () e ™ dt = /1 et s e (e ) =
1 2sinw

. w(COS(_w> + isin(—w) — cos(w) —isin(w)) = —

w#0, (w=0= F(0)=2)

Beispiel Spaltfunktion:

sine(z) = si(z) =

M) falls z # 0
1 falls x = 0

Die Spaltfunktion ist die Fouriertransformierte der Rechteckfunktion

t 1 |t <7/2
reet (£) = X-rjzora0) :={ <72

0 sonst

denn es gilt

T/2
1 wT

: 1
_ —iwt — . wh
]:(X[—r/2,r/2])(w) = —\/ﬂ / e dt —\/%TSIHC( 5 )

—7/2

Wichtige Frage: Wann existiert die F-Transformation der Funktion f(¢)?
Definition: Eine Funktion f(¢) heisst absolut integrierbar, wenn sie in jedem endli-
chen Intervall stiickweise stetig ist und wenn gilt:

/_OO ] de < o0

o0

Satz: Falls eine Funktion f(¢) absolut integrierbar ist, dann existiert die F-transformierte
F(w) fiir alle w € R; F(w) ist stetig und beschrénkt.
Erginzungen zum Begriff ’absolut integrierbar’: Die Behauptung, dass bei einer
absolut integrierbaren Funktion f(t) gelte
tlim ft)=0
ist i.A. falsch.
Damit diese Behauptung gilt. miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:
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1. f(t) absolut integrierbar
2. f(t) stetig

3. f'(t) absolut integrierbar
/ |f'(t)|dt =c :>/ flit)dt=c¢

4. f(t) stiickweise stetig differenzierbar.

Dan gilt: lim;_, f(¢) = lim;—,_ f(t) = 0.
Allgemein gilt:

[F(O)] = f1.) + /2 @)
Weiters gilt die Plancherel-Gleichung (Energiegleichung). Der parsevalschen Gleichung

fiir die Fourierreihe entspricht eine Identitét der Fouriertransformation, die gemeinhin als
Satz von Plancherel bezeichnet wird:

1 o0

2 J o

[e.o]

Fl)fde= [ Ir@)Par

—00

Satz: Fourier-Integraltheorem: Ist die Funktion f(¢) absolut integrierbar und ist
f(t) auf jedem endlichen Intervall stiickweise stetig differenzierbar, dann gilt:

f(t)—;f(t)_ — % /_OO F(w)eiwtdw

Anmerkung: Falls f(t) stetig ist gilt:

1
o

10 =5 [ Fl)edw = FH(PW) = - F{P(-w)}

11.2 Umkehr- und Eindeutigkeitssatz
Gilz fiir eine Funktion f(¢)
e f(t) ist absolut integrierbar
e f(t ist auf endlichen Intervallen stiickweise stetig differenzierbar
e f(t) ist Mittelwerteigenschaft f(t) = w
Dann gilt, dass neben f(t) auch F(w) = F{f(t)} F-transformierbar ist, und es gilt:

1(6) = FHEW)} = S F(F(-0)} = o (Cw) [ Fo)d

o0
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o/

-

Abbildung 27: Mittelwerteigenschaft der Fourier-Transformation

11.3 Rechenregeln fiir die F-Transformation

f(t), g(t) seien absolut integrierbare Funktionen; F(w), G(w) entsprechende Spektralfunk-
tionen:

e Linearitat:

Faf(t)+Pgt)} = aF{f(t)} + BF{g(t)} = aF(w) + G (w)

Streckung;:

Fifle-0} = mF(3). o

Verschiebung im Zeitbereich:

Flft—a)} =e"™F(w), a€eR

Verschiebung im Frequenzbereich:

FLEMFE)) = FwQ), QeR

Differentiation im Zeitbereich:

F{f'(1)} = iwF(w)
Voraussetzung; f(t) stetig, f'(¢)F-transformierbar

Differentiation im Frequenzbereich:

F{t-ft)} =i F'(w)

Voraussetzung; ¢ - f(t) ist F-transformierbar

Faltungsprodukt f(¢) % g(t)

(f * g)(t) == /_°° F(r) - glt —r)dr

Faltung:

F{{*}}=Fw)- G
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e Konjugation:

e Symmetrien:

11.4 Anwendung der F-Transformation
11.4.1 Hilfsmittel zum Lésen von DGL

Anmerkung: i.A: ist £-Transformation vorzuziehen. Ein Beispiel von Bedeutung: Losen
bestimmter PDGen, z.B. Warmeleitungsgleichungen, z.B.:
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs19/seite40.html

11.4.2 Losen von Integralgleichungen

Die im Gegensatz zur L-Transformation andere Form des Faltungsproduktes erméglicht
die Losung von Integralen vom Fredholm-Typ:

/OO k(t— D)a(r)dr — \at) = f(t),  tER

—00

Wenn alle Funktionen absolut integrierbar sind, lautet die Gleichung fiir die zugehorigen
Spektralfunktionen:

Kw)X(w) = AX(w) = F(w)

Wenn z(t) dem Umkehr und Eindeutigkeitssatz gentigt, erhélt man die Losung X (w)
dieser Gleichung mit der inversen F-Transformation als Losung der Integralgleichung

1 [ Fw) .
t) = — — "' d
=(t) 27T/_OO K(w)—)\e “
11.4.3 Nachrichtentechnik

Betrachten idealen "Tiefpassfilter’:

Eingangs- Ausgangs-

signal f(t) X‘ signal g(t)

Abbildung 28: Tiefpassfilter

Wirkung eines Filters: Fiir eine periodisches Eingangssignal wird nur die Amplitude
des Signals verdndert, aber die Frequenz unverdndert gelassen.
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Idealer Tiefpassfilter: Alle Frequenzen |w| > 2 werden gesperrt, aber alle Frequenzen
lw| < Q werden unverdndert durchgelassen,
Betrachten Spektralbereich:

Fw) =F{f)}, Glw) = Flg(t)}

Wirkung: G(w) = H(w) - F(w). Dabei ist H(w) die Ubertragungsfunktion fiir den
idealen Tiefpassfilter;

H(w) 1, |w <Q
w) =
0, |wl>Q

Betrachte h(t) = F'{H(w)}. Im Zeitbereich liefert dies:

g(t) = g(t) = f(t)
W) = F{H(W)} = — / et H(w)dw =

— % N
1 Q ) 1 eiwt
— le“'dw = _e. 2, =
2 J_q 2m it
1 eiQt o e—iQt 1
— = j(sin (2t in(Qt)) =
27 it 2mit (i(sin(€2t) + sin(01))
sin(Qt)  Q sin(Qt)
o o
Q
- sin(Qt)

sin(Qt) ist die Spaltfunktion. Daraus folgt weiter:

1) = = -sin(€2) 1 (1)



12 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (PDG) 72

12 Partielle Differentialgleichungen (PDG)

Eine Gleichung der Form
dm

o ml,.m2 mm
daals .. 2y

u) =0

F(xy, . Tpy Uy Ugy ooy Uy, Ugsy -

in der neben der unbekannten Funktion u(xy,...,z,) auch partielle Ableitungen vorkom-
men heifit PDG.

Ordnung der PDG; Die gréfite m := my + - - - + m,, heiit Ordnung der PDG,

Definition: Eine Funktion u : G C R® — R heifit Losung der DGL, wenn die m-ten
Ableitungen von n existieren und v auf G die obige DGL erfiillt.

Anmerkung: Die Lésungen u(x,y) einer PDG in 2 Variablen sind Flichen in R3.
(Losungsfliachen, Integralflichen).

12.1 PDGen, die sich wie gewohnliche DGLen behandeln lassen

Die einzige Schwierigkeit besteht darin, dass die Integrationskonstanten i.A. von allen
iibrigen Variablen abhéngen.
Beispiel: Gegeben u(z,y):

e u,, =0 = u, = c(y). Daraus folgt weiter nach [ dz: c(y)z + dy.

Dabei ist d y eine beliebige, differenzierbare Funktion.

e u,, = 0. Daraus folgt weiter nach [dy: u, = ¢(z). Daraus folgt weiter nach [ du:
c(x) +dy.

Dabei ist ¢(z) eine beliebige Funktion.

12.2 Lineare PDG 1. Ordnung mit Konstanten Koeffizienten
2 Variablen, a,b € R:

aug + buy = f(xay)
Idee: geeignete Variablensubstitution, so dass gewochnliche DGL entsteht:

& =bx + ay, n=bxr —ay

S S/ Sl
2b 2a
@) = Em UEm =u>T ST — e, y),

2b 7 2a

Fem = fCEE0 S0 = fay)



12 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN (PDG) 73

Nach Anwendung der Kettenregel ergibt sich:
F(&n) = aug + buy = a(Uely + Uyny) + 0(Ue + & + Upyny) =
a(Ueb + Uyb) + b(Uga + Uy (—a)) = abU; + abU,, + abUe — abU,, = 2abUs

1
= U = F(&,n)

U(En) = 5o / F(&, )A€+ Gl

=y / (€, bz — ay) d € + G(n)
1 T+ay
:,u@,y):_/ F(E b — ay) A€+ G()
2ab bro+azg
Beispiel:
2uy + 3uy = ™Y
& =3z + 2y, n =3z — 2y, x—§2 , y—g_Tn
_ 1 — i Hnjpeem i 125_577
Ue=qplfl&m=pmer v =3¢
1 1 1
= U(€n) = 5 [ B a4 G = e i [ eheag s Gl -

1 12 1 s 1
_ _ﬁn — — ﬁg_ﬁn g
75¢ + G(n) £e + G(n)
1
ge”y + G(3z — 2y)
G ist eine beliebig differenzierbare Funktion.

12.3 Eindimensionale Schwingungsgleichung (Wellengleichung)

U = CQUx:E - f(.]?,t)

uy ist Auslenkung (Elongation) der Saite zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle x.
c? ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit.
f(z,t) bezeichnet den Einfluss der dusseren Krifte.
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£=7.

Geeignete Substitution: £ = x — ct, 7 = x + ct. Daraus folgt weiter: x = HTT, t =5

vien) =TT 0T = (e

F(E 1) = f(z,t)
Uy=Us - &+ Uy - 1o = Ue(—x) + Ure = —cUe + cU-
uy = (—cUe + cUy) = —c(Ueebp + Ureri) + c(c(Urely + Urrmi)) =
—c(Uge(—c) 4+ Upee) + (Upe(—¢) + Urre) = (Uge — 2Ure + Uyr)
Uy =Uc&y + Uy, = Ue + U;
Use = Ueels + Urr Ty + Urea + Urr Ty = Uge + 2Ure + Urr
F(&,n) = uy — gy = P (Uge — 2Ugy + Uyy) — (Uge + 22U UL, ) = —4c2Ug,

1
= UET = _@F(£7T>

Dies ist eine gewohnliche DGL:

#U(f,T):—%é//F(f,T)dde

Dies ergibt eine Partikulédrlosung. Die allgemeine Losung setzt sich aus der Losung der
zugehorigen homogenen DGL und einer Partikulérlosung zusammen (Summe).

Ve =0= [ dr = Ui

= [Bdgsplr) = Ue) = olr) + 0(6)
u(z,t) = p(z + ct) + Y(x — ct)

Das ist die Losungsformel von d’Alembert (Uberlagerung zweier gegenliaufiger Wellen).

12.4 Lineare PDG 1. Ordnung
a1 (1, .oy Tp) gy + Qo(T1, .oy Ty ) Ugy + -+ -+

Fan(T1, ... Tp)Uy, + (X1, ) )u+d(xy,. .. 2,) =0
ar (), + a2()ey + -+ + ap(Z)tg, + c(T)u +d(T) =0

Fiir Funktion u = u(z1, ..., x,).
Sonderfall: ¢ = d = 0 - 'Rumpf’-DGL:

a1(x1, .oy Tp) gy + ao(T1, o Ty Uy + -+ an(T1, ..., ) Uy, =0
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Betrachten in Systemen von linearen DGL "gekoppelte’ Grossen xq(t), x2(t), . . ., z,(t),
beschrieben durch ein System von DGL:

xl(t):vl(t,xl,...,xn)

To(l) = vo(t, xo, ..., Ty -

2(8) = va(t, 2 ) #(t) = T(t, ©)
zp(t) = vp(t, zo, ..., xp)

Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme: Wenn das Vektorfeld #(¢, %) fiir
alle a < t < b und fiir alle Z im Gebiet D C R? stetig partiell nach 1, ..., z, differenzier-
bar ist, dann besitzt das AWP

genau eine (maximale) Losung.

Betrachten autonomes DGL-System (héngt nicht von ¢ ab) und setzen voraus, dass
U(%) stetigt nach x1, ..., xz, partiell differenzierbar ist fiir ¥ € D:

7 = U(Z)

Nach dem EE-Satz gibt es fiir jedes @ € D eine Losungskurve, die fiir ¢ = 0 durch a geht.
"Notation’

Dabei ist ®(t, @) die Losungskurve.

Definition: Eine Funktion u : D € R" — R heif}t erstes Integral (=Invariante)des
DGL-Systems & = 9(Z), falls u(a@) = u(®(t,a)) fiir alle @ € D, d.h. u ist konstant entlang
jeder Losungskurve:

u(x,(t).x(t)

u(&(1)%,(1))

Abbildung 29: Erstes Integral

Beispiel: # = 1,9 =1, (0) = 0,y(0) = 0. Losen z(t) =t + ¢ und ergibt ¢ = 0 (wegen
(x(0) = 0) und daraus z(t) = t. Analog y(t) = t.
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xO¥O=ty

Abbildung 30: Erstes Integral x(t) =t

Behauptung: y — x ist erstes Integral. u(z(t),y(t)) =t —t =0.
Allgemein gilt:

(x(t)) _ <t> + (C) =t+d— (t+c)=d— c= const.
y(t) t d

"Methode” zum Finden eines moglichst allgemeinen ersten Integrals:

d v da,- n—1(Z
System der Phasen-DGL (n — 1) o v () i l(f)

dz, v, T day, U T

Aus den ersten n — 1 Gleichungen gewonnen:

l’l(t) = ’U1<l’1, Ce ,ZEn)
xg(t) = UQ(iL'l, Ce ,Jjn)
Tn(t) = vp(xy, ..., 2p)
Annahme: v, (z1,...,2,) # 0. Nach dem Hauptsatz impliziter Funktionen lésen wir x,,

nach ¢ auf, d.h. t = x,(t).
Nun ersetzen wir t iiberall durch z,, und erhalten:

x1(t) = z1(2,(1)) = 21

Tp1(t) = 21 (zp(t)) = Ty

Ergibt allgemeine Losung mit frei wahlbaren Parametern ¢y, ..., ¢, 1:
T1(n) = 91(Tn, 15+ - Cat)
T2(n) = G2(Tn, 1, -, Cp1)

xn—l(«rn) = gn—l(xna Cly.. 7cn—1>
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Weiter gilt: Wir kénnen nach ¢4, ..., ¢, auflosen:

c1 = @1(z1(t),. .., za(t))
co = pa(x1(t), ..., 2, (1))

Cn1 = Pn_1(x1(t), ..., z,(1))

Es gilt: ¢1(Z), ..., ¢n_1(Z) sind unabhingige erste Integrale von & = 7(Z(t)).
Allgemein gilt: ¢1(Z), ..., ¢r(Z) sind erste Integrale - dann ist

F(p1(7), ..., or(T))

erstes Integral fiir jede k-stellige, differenzierbare Funktion.
Beispiel: u(z,y) = y — « = const.: Daraus folgt dass

F(o1(Z),. .., on1(2))

i.A. ein erstes Integral von Z(t) = v(Z(t)).

Weiteres Beispiel: Gegeben sei die Rumpf-DGL
a1 (F)ug, + a2(X) gy + -+ + an(T)uy, =0

begriindet folgendes charakteristische DGL-System fiir eine Rumpf-DGL @)(aq, ..., a,)":

Dieses System kann man kiirzer mit ¥ = d@(#) anschreiben.

Es gilt folgender Satz: Sei U € G C R™ — R eine stetige, nach zi,...,z, differen-
zierbare Funktion. Dann gilt, dass u(zq, ..., x,) ist eine Losung der Rumpf-DGL und ist
erstes Integral des charakteristischen DGL-Systems.

Beispiel: yu, = xu, - setzen y = x und = y und erhalten nach # = y und y = z die
trennbare Phasen-DGL:

dr dy dr vy
— = = = — == = dr=yd
devar " dy = rermvey
2 2 2 2
= %:%4_01 = cl:%—%:const.
——
e(z,y)
22

2
= Allgemeines erstes Integral: F(pi(z,y)) = F(? — %)
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22

Die allgemeine Losung lautet: u(z,y) = F(%5 — %2)
Allgemein fiir n — 2:

a(z,y)uy + b(x,y)u, +cu+d=0
Subst. (z,y) — (§,n) = (§(z,y),n(z,y))
w(z,y) = U(&,n), alz,y) = A(§,n), b(z, y) = B(&,n)
Uy = Uely + Upnye
uy = Ue&y + Upny
A€, eta)(Uels + Uyna) + B(&, eta)(Ue&y + Uyny) + (&)U + D(, eta) = 0
(A& + BEy)Ue + (Any + Bny)u, + CU +D =0
N

v

Wiihlen in ¥ ¢ so, dass A, + B, = 0 (zugehorige Rumpf-DGL) - da dieser Term dann
wegfillt ensteht eine gewohnliche DGL.
n kann beliebig gewéhlt werden in Hinblick auf:

Eo &y
e My

£0
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