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(1) [8 Punkte] Man erliutere das Prinzip der vollstindigen Induktion an Hand eines Beweises
der Behauptung;

Sidiis
o (F*) 2 (n+1)(n+2)

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1. [{:1} sei in diesem Beispiel der Binomialkoeffizient. )

(2) [8 = 6(a)+2(b) Punkte] Gegeben sei die reelle Matrix A = ( 119 1%; )
(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren von A.

(b) Rechnen Sie nach, daB je zwei Eigenvektoren von A, die zu verschiedenen Eigenwerten
gehdren, zueinander orthogonal sind.

(3) [B = 2(a)+2(b)+4(c) Punkte] Zwei Folgen (,),50 und (y.)n=o seien durch das Ergebnis

von Matrizenmultiplikationen folgendermaBen definiert ((y) ist in diesem Beispiel selbst-
verstindlich ein Spaltenvektor):

() () -aea (),

n mal

S e z0) (1
a=ld o) (2)-(3)
(a) Man berechne xy, ¥, T2 und ys.

(b} Unter Verwendung von A" = A- A"! und (377} ) = A» ! - (§3) stelle man ein System

von linearen Differenzengleichungen erster Ordnung fiir z,, ¥, auf, durch welches man
die Werte .., y. aus den Werten z,_1, ¥n—1 berechnen kann. Also: man finde a, 3, +, &
sodaB r, = az,_; + Byn—1 und Yy = YEa-1 + SYn-1.
(¢) Man lése dieses System von Differenzengleichungen und erhalte somit eine explizite

Formel fiir die Werte x,, und y,.

Anleitung fiir (¢): man lose zuerst die (sehr einfache) Differenzengleichung fiir y, und setze

erst anschliefend die erhaltene Losung in die Differenzengleichung fiir z,, ein; diese lafit sich

dann ebenfalls (problemlos) lésen.
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(4) [8 = 1(a)+1(b)+2(c)+2(d)+2(e) Punkte]|
(a) Wann ist die Operation o einer algebraischen Struktur (Af o) Bt s 3
(b) Wann ist die Operation o einer algebraischen Struktur (A ) assoxiativ (Definition)’

i i : M, =) kommutativ { Definition)?
(¢) Sei U eine Untergruppe einer endlichen Gruppe (G, Arion,

o). Was driickt daun in diesem
Zusammenhang der Satz von Lagrange aus ( Formulierung)?

(d} Man definiere, wann eine Abbildung ¢ : G — H ein Homomorphismus zwischen den
Gruppen (G, o) und (H, #) ist.

(e) Wie viele verschiedene Gruppenhomomorphismen ¢ - (Z,. +) = (Za, +) gibt es?
(Anleitung: man untersuchte, welche der 4 moghchen Abbildungen vou Z; nach Z,

tatsiichlich Homomorphismen sind. Alternativ dazu kann man auch den Homomorphie-
satz verwenden.)

(5) [8 Punkte] Beantworten Sie die folgenden Fragen bzw. iiberpriifen Sie die nachstehenden
Aussagen zum Thema “Graphentheorie” (bitte ankreuzen; es konnen keine. genau eine oder
auch mehrere Antworten zutreffend sein; fiir jede vollstindig richtizge Antwort gibt es einen
Punkt; es werden fiir falsche Antworten KEINE Punkte abgezogen):

“Wie viele Kanten besitzt ein Baum mit 5 Knoten?
Welche Bedingung{en) ist{sind) notwendig, damit ein gerichteter Graph G eine geschlossene Euler sche Linie |
besitat?
I G planar G schwach zusammenhingend
Wdt(v) =d (v), YveV(G) G hesitzt eine Hamilton'sche Linie e L ]
Wofiir sind die Adjazenzmatrizx A(G) eines Graphen G sowie die Potenzen A(G)™ nutelich”
wm die Knotengrade d(v), v € V(@) zu bestimmen
um festzustellen, ob es eine Kant von einem Knoten v zu einem Knoten v, gibt -
gusammenhingender planarer Graph & besitzt 4 Enoten und 5 Kanten. In wie viele Gebiete zerfallt |
die Ebene, wenn die Kanten von G entfernt werden? (Hinweis: Euler'sche Polyederformel) '
1 B2 B3 4 0 es gibt keinen planarer Graphen mit 4 Knoten und 5 Kanten |
“Besitzt Ko, also der vollstandige Graph mit 5 Knoten, eine planare Darstellung”
ja

un o1 - -
Wozu dient der Dijkstra-Algorithmus?

' gum Bestimmen einer Hamilton'schen Linie in einem Graphen
* zum Bestimmen eines minimalen spannenden Baumes in einem Netawerk
~ zum Bestimmen des Entfernungsbaumes beziiglich eines Knotens in einem Netswerk
 zum Bestimmen eines kiirzesten Weges zwischen zwei Knoten in einem Netzwerk |
- elche Bodingung(on) 1st(sind) far das erfolgreiche Anwenden des Dijkstra-Algorithius swsentich
. #ﬂﬁ' Kantengewichte diirfen nicht negativ sein; also w(e) > 0, ¥e € E(G) mus gelten
Grap kreisfrei sei ¢ Graph mufi hamiltonsch sein
lehe Bedingung olgreiche Anwenden des Kruskal-Algorithmus wesenthich?
_uéammenhﬁngend sein _'Graph darf keine Mehrfachianten besitzen




