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Aufgabe 1

a) Formalisieren Sie folgende Aussagen tiber der Signatur ¥ (FamX):
(1) Ege ist ein Bruder von Abdul.
(2) Mindestens ein GroBvater von Ege ist auch ein Grofivater von Abdul.

Wir nennen die beiden entsprechenden Formeln im Folgenden F'1 und F2.

b) Beweisen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels Z = (D, ®,£) mit D = w, dass F2
ist keine logische Konsequenz von F'1 ist. Hinweise: Beachten Sie, dass das Pradi-
katensymbol ”=" von ¥(FamX) nicht unbedingt als Gleichheit interpretiert werden
muss!

c) Welche Fakten tiber die intendierte Interpretation muss man explizit machen um
eine logisch wahre Konsequenzbehauptung zu erhalten? Genauer: Formulieren Sie
Annahmen, sowohl natiirlichsprachlich, als auch als Formeln Al,..., An iiber der Si-
gnatur X (FamX), sodass F'1; Al, ..., An |= F2 gilt. Diese Annahmen sollen mdglichst
allgemein sein und insbesondere nicht direkt auf Ege und Abdul Bezug nehmen, son-
dern nur auf allgemeine Beziehungen zwischen Geschwistern, Miittern, Vitern und
Gleichheit von Personen.

Losung

a) Formeln F} und Fj:
o [} = Geschwister(Ege, Abdul) A méannlich(Ege)
o [ = (3z)(= (x,Vater(Vater(Ege)))V = (x, Vater(Mutter(Ege)))) A
(= (z, Vater(Vater(Abdul)))V = (x, Vater(Mutter(Abdul))))

b) Es soll bewiesen werden, dass F} [~ Fy:
Auf Folie 217 wird w mit den Zahlen {0,1,2,3,...} definiert.
Die Signaturinterpretation ® ist wie folgt definiert:



®(Vater) = -3 (multiplikation mit 3)
®(Mutter) = -2 (multiplikation mit 2)

o GeschwzsteT) ="="(Gleichheit)
o(=) = klelner)

o Abdul)

®(Ege) =2

(
(
®(méannlich) ="> 0" (vergleich ob grofler als 0)
(
(=
(

7=({0,1,2,3,..},9,¢)

valz(F1) = valz(Geschwister(Ege, Abdul) A mannlich(Ege))
= valz(Geschwister(Ege, Abdul)) und valz(ménnlich(Ege))
= (valz(Ege) gleich valz(Abdul)) und (valz(Ege) >0)
= (2 gleich 3) und (2 >0)
= falsch und richtig
valz(Fy) = falsch

valz(Vater(Vater(Ege))) = valz(Vater(Ege)) - 3
=valz(Fge)-3-3
=2-3-3

valz(Vater(Vater(Ege)) = 18

valz(Vater(Mutter(Ege))) = valz(Mutter(Ege)) - 3
=wvalz(Ege) -2 -3
=2-2-3

valz(Vater(Mutter(Ege)) = 12

valz(Vater(Vater(Abdul))) = valz(Vater(Abdul)) - 3
= valz(Abdul) -3 -3
=3-3-3

valz(Vater(Vater(Abdul)) = 27



valz(Vater(Mutter(Abdul))) = valz(Mutter(Abdul)) - 3
= valz(Abdul) - 2 - 3
=3-2-3

valz(Vater(Mutter(Abdul)) = 18

Da in der Interpretation Z sowieso immer gilt: Vater(Vater(Ege)) = 18 > 1 und
Vater(Mutter(FEge)) = 12 > 1, auflerdem gilt: Vater(Vater(Abdul)) = 27 > 1 und
Vater(Mutter(Abdul)) = 18 > 1. Daher kann man sagen, dass es immer ein x geben
wird(z.B. = 0), das in dieser Interpretation kleiner ist als die vorigen Ausdriicke.

= Die Formel F} ist wahr und Fj ist falsch (in dieser Interpretation).
= N b& Fy

¢) Das grofle Problem ist, dass nirgends definiert ist, dass Geschwister die selben Eltern
haben miissen. Daher wird dies wie folgt definiert (das V in A; kommt daher, da

beide Halbgeschwister sein kénnten, wenn man die ausnehmen méchte, muss man
das V durch ein A in A; ersetzen):

Ay = VaVy(Geschwister(x,y) D (= (Mutter(x), Mutter(y))V = (Vater(z), Vater(y))))

Auflerdem kann es noch sein, dass das Pradikatensymbol ”=" nicht als Gleichheit in-
terpretiert wird, somit muss noch sichergestellt werden, dass folgendes gilt:
Ay = V(= (v,2))

Aufgabe 2

Analysieren Sie folgende Inferenzketten. Wenn es sich um einen korrekten ND-Beweis
handelt, so geben Sie einen Tableau-Beweis der selben Konsequenzbehauptung an. An-
dernfalls beschreiben Sie alle Fehler und geben Sie ein Gegenbeispiel mit moglichst we-
nigen Doménelementen an.

vz(P(z) 5 Q(x))

PEI T P@OQE L Va(Ql) D R,
N Q) Q) > Riz) > -elim
R@) 5
P(z) D R(x) Vein
Vo (P(xz) D R(x))

Qla,2)

Qay)” V -in
by Qe /) v yQla, y) ~in

Jz(Q(z, f(y)) V VyQ(a,y))



Losung

a) Diese Inferenzkette beweist nichts anderes, als

Va(P(z) 5 Q(x)),Vx(Q(z) D R(x)) = Ve (P(x) O R(z))

Diese ist giiltig, daher im folgenden der Beweis mittels Tableau:

(1) t: Vz(P(z) D Q(z)) Annahme (7)
(2) t: Vz(Q(z) D R(x)) Annahme (vy)
(3) f: Vo (P(x) D R(x)) Annahme ()
(4) f: (P(c) D R(c) von 3
(5) t: P(c) von 4
(6) f: R(c) von 4
(7) t: (P(c) D Q(c)) von 1
(8) t: (Q(c) D R(c)) von 2
(9) f: P(c) vonT7 ] (10) t: Q(c) von 7

x Wid.(4/9) (11) £: Q(c) von8 | (12) t:R(c) von 8

x Wid.(10/11) x Wid.(6/12)

= Annahme vom Tableau-Beweis ist falsch und somit ist die oben angegebene Infe-
renzkette ist richtig.

Diese Inferenzkette sollte eig. das folgende beweisen:

Qla,z) = 3x(Q(z, f(y)) vV VyQ(a,y))

das ist aber ungiiltig, denn der Existenzquantor wurde falsch eingefiigt. Es muss ein
Term t existieren, der durch z ersetzt wird, aber das ist nicht der Fall, denn hier
wurde a nur teilweise durch x ersetzt. = Inferenzkette ist ungiiltig.

Gegenbeweis:

e D ={Mond, Erde, Sonne}
®(a) = Sonne
®(f(y)) = id (Identitdtsfunktion)

true, wenn x = Sonne und y = Mond
* 2(Q(z,y)) =

false, sonst
e &(y) = Erde
e &(x) = Mond

valz(Q(a,x)) = ®(Q(P(a),{(x)))
= ®(Q(Sonne, Mond))
valz(Q(a, z)) = true



Fir den Rest braucht man den Beweis gar nicht so ausfiihrlich machen, man sieht
gleich:

Fx(Q(x, f(y))

J2(Q(z, f(§(y)))
J2(Q(z, f(Erde))
J2(Q(x, Erde)

Fz(Q(x, f(y)) = falsch

Denn das Priadikatensymbol Q(z,y) ist auf jeden fall immer Falsch, wenn y # Mond
ist. Und auch bei

VyQ(a,y)) = VyQ(®(a), y))
= YyQ(Sonne,y))
YyQ(a,y)) = falsch

ist klar, dass fur YyQ(Sonne,y) # true sein kann, denn das ist nur fiir Mond, jedoch
niemals fir alle anderen der Fall.

Somit hat man den Gegenbeweis:

Qla,z) = Fx(Q(z, f(y)) Vv VyQ(a,y))
true = false V false.

Aufgabe 3

Geben Sie einen Tableau-Beweis oder ein Gegenbeispiel fiir folgende Giiltigkeits bzw.
Konsequenzbehauptungen an. Wo dies méglich ist, entnehmen Sie einem offenen Ast des
gescheiterten Beweisversuchs die Beschreibung eines Gegenspiels.

a) (ADB)A(mADC)EBVC

b) E-[(AV(BAC)) D ~((BAC)V A
¢) = Va[IyP(z,y) D VyP(z,y)]

d) | Vay[P(z,y) O VyP(z,y)]

Hinweis: Achten Sie bei allen Tableau-Beweisen darauf, dass alle bewerteten Formeln
eine eindeutige Nummer tragen und dass alle Regelanwendungen {iber diese Nummern
auf ihre jeweiligen Pramissen verweisen.

Weiters sollten alle - und é-Formeln in einem PL-Tableau jeweils auch als solche mar-
kiert werden.



Losung

a) (ADB)A(mADC)EBVC:

(1) t: (ADB)A(-ADCO) Annahme
(2) f: BvC Annahme
(3) t: (ADB) von 1
(4) t: (FADCO) von 1
(5) f: B von 2
(6) f: C von 2
(7) f: = A vond | (8) t:C von 4
(9) t: A von 7 x Wid.(6,8)
(10) £ A von3]|(11) t: B von3

x Wid.(9,10) x Wid.(5,11)

Nur Widerspriiche gefunden = Behauptung ist richtig.
b) E-[(AV(BAC)) D=((BAC)VA):

(1) f: -[(AV(BAC))D~((BAC)VA)] Annahme
(2) t: (AV(BAC)) D=((BAC)V A) von 1
(3) f: AV (BAQ)) von2 | (4) t:=((BAC)VA) von 2
(5) f: A von 3 muss nicht betrachtet werden

(6) f: BAC von 3

(7) £ B von7]|(8) £:C von7

Dieser Tableau-Beweis fiithrt zu einem offenen Ast, der ist das Gegenbeispiel:
Interpretation I mit I(A) = f,I(B) = f.

¢) = Va[3yP(z,y) D VyP(x,y)]:

(1) f:Va[3yP(z,y) D VyP(x,y)] Annahme (0)
(2) f: JyP(c,y) D VyP(c,y) von 1

(3) t: JyP(c,y) von 2 (9)
(4) f: VyP(c,y) von 2 (9)
(5) t: P(c,d) von 3

(6) f: P(c,e) von 4

Dieser Tableau-Beweis fithrt zu einem offenen Ast, der ist das Gegenbeispiel:
Interpretation I mit I(P(c,d)) = f,I(P(c,e)) = t.

d) | Va3y[P(z,y) D VyP(z,y)]



(1) f: VaTJy[P(z,y) D VyP(x,y)] Annahme (0)
(2) £ 3y[P(c,y) D VyP(c,y)] von 1 (v)
(3) f: P(c,c) D VyP(c,y) von 2

(4) t: P(c,c) von 3

(5) f: VyP(c,y) von 3 (9)
(6) f: P(c,d) von 5

(7) f: P(c,d) D VyP(c,y) von 2

(8) t: P(c,d) von 3

9) f: VyP(c,y) von 3 (6)

X Wid.(6,8)

Nur Widerspruch gefunden = Behauptung ist richtig.

Aufgabe 4

Erklaren Sie die Probleme mit folgenden Varianten der - bzw. §-Regel fiir Tableaux.

a) Geben Sie eine Formel F' an, die zeigt, dass der Tableau-Kalkiil unvollstiandig wird,
wenn man fiir die y-Regel nicht beriicksichtigt, dass die Signatur der Formel um neue
Paramter anzureichern ist.

b) Geben Sie eine Formel G an, die zeigt, dass der Tableau-Kalkiil inkorrekt wird, wenn
man fir die 6-Regel nicht beriicksichtigt, dass der einzusetzende Parameter neu sein
muss.

Losung

a) Meine Formel lautet:
~(P(a,b)) = =(VeP(a, x))

Beweis fiir falsche Verwendung des Tableau:

(1)  t:=(P(a,b))  Annahme
(2) f:=(VzP(a,x)) Annahme
(3) f: P(a,b) von 1
(4)
()

t: VzP(a,z)  von 2 (y)
t: P(a,a) von 4

Wenn man nun schon aufhoért ist der Beweis falsch, denn so scheint es, als wére die
Behauptung falsch.

b) Meine Formel lautet:
P(a) = VzP(x)

Beweis fiir falsche Verwendung des Tableau:



(1)  t: P(a) Annahme
(2) f:VxP(zr) Annahme (9)
(3) f: P(a) von 2

x Wid.(1,3)

Hier ist der Beweis ebenfalls falsch, es scheint, als wére die Formel P(a) = VzP(x)
immer giiltig. Das ist allerdings falsch.

Aufgabe 5

Beweisen Sie folgende partiellen Korrektheitsaussagen iiber dem Datentyp Z mit Hilfe des
Hoare-Kalkiils. (Vergessen Sie nicht auf den Giiltigkeits-Nachweis fiir die verbleibenden
Formeln iiber Z.)

a) y<0{ifx >ythenz<«xrelsebeginz«y;y«y—1lend}z>y

b) (=13 A y=21) {whilez < ydobeginz <2 —2;y<y—5end}z <9

Losung

a) Zeigen der Giiltigkeit von y < 0{ifz > ythenz<—zelsebeginz«y;y+<y—lend}z >y
iber Z:

i)

ii)

iii)

Ableitung mit den Abkiirzungen P =y <0 und Q = z > y:
(2 .
(1) (P/\(m>y)/\z:y)@[zf ]

Pre>y) QL g PA>yAz=yfyey-1Q
(PA(x>y){z<x}Q (PA(z>y)){beginz <y ; y<y— 1lend}Q

Hs P{if z > ythenz < xelsebeginz <y ; y+y— lend}Q

Giltigkeit von (1) beweisen:

(PA(z>y)) DQ[Z] = P und Q einsetzen:

(y<OA(z>y)) D (z>y)[Z] = Ersetzungen in Q:

(y<OA(z>y)D(z>y)

Die 2.Pramisse (x>y) ist auch gleichzeitig die Konklusion. = Implikation von 2
gleichen Formeln bedeutet, dass diese giiltig ist. (X D X ist Tautologie)

Gultigkeit von (2) beweisen:

(PA(xz>y)Az=y)Q[ '] = P und Q einsetzen:

(y <OA(z>y)Az=y)(z>y)[y '] = Ersetzungen in Q:
(y<OAn(z>y)Az=y)(z>y—1)

Die 3.Pramisse (z=y) besagt, dass x und y gleich sind, daher ist auch die Kon-
klusion immer richtig, denn sie sagt ja dass y — 1 < z und das ist ja immer der
Fall, wenn z = y.

Formal kann man die 3. Pramisse in die Konklusion einsetzen:

Aus y — 1 < z und z = y = (eingesetzt) z — 1 < z



b) Zeigen der Giiltigkeit von (z = 13 Ay = 21) {whilex < ydobeginz <z —2;y<y—
5end}z < 9 iiber Z:

i) Ableitung mit den Abkiirzungen P = (x = 13 Ay =21) und Q = (z < 9):

@)
(Ina<y) SI[E)E7

1 =
o INz<y)fex—2H[Y ] 3)
P>1I (INx <y){beginz <z —2;yy—5end}/ (IA-(z<y)>Q
P{whilez < ydobeginz <z —2; y <y — Hend}Q

Hy

ii) Die Invariante wurde 1t. Rezept 2 (aw+c=bv) gewahlt:
mitv=z,w=y,a=2,b=5 = 2y+c=>5z

iii) Giiltigkeit von (1) beweisen:
P D> 1= P und I einsetzen:
x =13 ANy =21 D 2y + ¢ = bx Werte von links rechts einfiigen:
x =13 Ay =21D 21 + ¢ = 65 Umstellen auf c:
c=23=c€’Z

iv) Giiltigkeit von (2) beweisen:
(IAz<y) DI ][ ? = P und I einsetzen:
2y+c=bxANz<y)D2y—>5)+c=>5(x—2)= ausmultiplizieren:
2y+c=bxANzx<y)D(2y+c=>5bx Az <y)= ist auch giltig, da wie bereits
gesagt X D X Tautologie ist.

v) Giiltigkeit von (3) beweisen:
(IN=(z<y)) DQ= Qund I einsetzen:
2y+c=5xA=(z <y)) D (r <9)= umformen der 1. Pramisse und umschrei-
ben der 2. Préamisse:
y=32_—B Az >y) D (z <9) = einsetzen der 2.Priimisse in die 1.:
x> 5 — 2) 5 (z <9) = einsetzen der 2.Prémisse in die 1.:
—zi —|>—:U %—%) D(x<9)
—7_—7)D($<9)

< B)> (z<9)
<7+ 2)D (z <9) = richtig!



