Beispielblatt 1

186.813 VU Algorithmen und Datenstrukturen 1 VU 6.0

25. September 2013

Aufgabe 1

(a) Bringen Sie folgende Laufzeitfunktionen, in Abhéngigkeit von n in ©-Notation, in die auf-

steigende Reihenfolge.
1. 162827
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(b) Geben Sie zwei Funktionen f(n) und g(n) an, die beziiglich O-Notation unvergleichbar

sind, fiir die also weder f(n) = Q(g(n)) noch g(n) = Q(f(n)) gilt.

LGsung
(a) Losung vgl. Abblidung
1. L =el=0(1)

2. y/(logn)? =logn = ©(logn)
2

3. n*lr(;an - logg(n) - e(logg(n)) - 9(10&”))

4. nlogn™ = n?log(n) = O(n?logn)
5. 16210821 = G4log2n — @(64losn)
6. 32 = O(32) = O(3")

7. nl =0O(n!)
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Abbildung 1: Laufzeitfunktionen zu sortieren

1 fall d
() Annahme: f(n) = nlogy n falls n gerade
n? falls n ungerade

Wie man in Abbildung 2| sieht, liegt die Funktion g(n) genau zwischen den beiden Teil-
funktionen von f(n), somit kann fiir die Funktionen f(n) = Q(g(n)) nicht gelten und fiir

die Funktion g(n) = Q(f(n)) ebenfalls nicht gelten.

, g(n) =n?.
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Abbildung 2: Laufzeitfunktionen selbst gewahlt




Aufgabe 2 Entscheiden Sie, ob die folgenden Behauptungen immer wahr, immer falsch oder
manchmal wahr sind. Geben Sie in den ersten beiden Féllen einen Beweis oder ein Gegenbeispiel
an. Geben Sie im dritten Fall ein Beispiel und ein Gegenbeispiel an.

(a) g(n) =Q(f(n)) = f(n)+g(n) = O(f(n))
(b) Vf(n), 3g(n) : f(n) = O(g(n)) und f(n) = o(g(n))

Anmerkung: Die o-Notation (kleines o!) ist wie folgt definiert:
o(g(n)) = {f(n) | (Ve > 0),(3ng > 0),(Vn 2 ng) : 0 < f(n) < cg(n)}

LGsung

(a) Diese Behauptung ist nur manchmal wahr, und zwar dann, wenn f(n) und g(n) assympto-
tisch Gleich sind: (d.h. f(n) = ©(g(n)) = O(g(n)) = Q(g(n)))

Beispiel, wenn die Behauptung stimmt:
Mit f(n) = n? und g(n) = 3 * n? folgt:
3n? +n? =4n? = O(n?) = O(f(n))

Beispiel, wenn die Behauptung nicht stimmt:
Mit f(n) = n und g(n) = 3 x n? folgt:
3n? +n = 0(n?) #06(f(n)) =O(n)

(b) Diese Behauptung ist immer wahr.

Die Bedingung f(n) = O(g(n)) ist eigentlich keine wirkliche Einschrénkung, wenn f(n) =
o(g(n)) auch gleichzeitig gelten muss, denn o(g(n)) impliziert auch automatisch O(g(n)).
Aus der Behauptung f(n) = O(g(n)) folgt, dass folgende Bedinungen gelten miissen:

i. Ing € N\{0}.
ii. f(n) ist eine von n-abhéngige Funktion.
iii. g(n) ist ebenfalls eine von n-abhéingige Funktion.
iv. V¥n > ng und Ve > 0 gilt:
v. 0< f(n) <c-g(n)

Angenommen: g(n) =n- f(n).
Eingesetzt in [v] ergibt sich folgende Ungleichung;:

0< f(n) <con-f(n)|: f(n) &

0<1l<ecn

= Vf(n), 3g(n) : f(n) = olg(n)) (f(n) = O(g(n)) gilt Implizit durch f(n) = o(g(n))

sowieso.)




Aufgabe 3 Bestimmen Sie die Laufzeiten der unten angegebenen Algorithmen in Abhéngigkeit
von n in ©-Notation. Verwenden Sie hierfiir einen méglichst einfachen Term.
(a) a=2"
solange a > 0 {
firb=1,...,n{
c=c+ b
}
a=la/2];
}
(b)) i=1
a=1;
wiederhole
1 =141
a=ax*?2;
bis i > logy n;
fiir j=0,...,a {
r=x+7;

}

LGsung
(a) Die Gesamtlaufzeit betrigt: ©(n?) (Siehe Listing
a=2" //60(1)

solange a >0 { //©(n)
fir b=1,...,n { //0(n?)
c=c+b; //O(n?)

}
a=la/2]; //O(n)
}
Listing 1: Beispielprogramm

1 public class bsp3_1

2 {

3 public static void main (Stringl([] args)
4 {

5 long n=40;

6 long a=(long)Math.pow(2,n);

7 long c=0;

8 long cnt_aussen=0;

9 long cnt_innen=0;

10 while (a>0) {

11 cnt_aussent++;

12 for(long b=1; b<=n; b++) {
13 c=c+b;

14 cnt_innen++;

15 +



16 a/=2;

17 +

18 System.out.println(cnt_aussen);
19 System.out.println(cnt_innen);
20 }

21}

(b) Die Gesamtlaufzeit betréigt: ©(n) (Siehe Listing [2), da ©(n) > O(log2(n)).
i=1;//6Q1)
a=1; //6(1)
wiederhole //O(loga(n))
i=1i+1; //O(loga(n))
a=ax2; //O(loga(n))
bis ¢ > log, n;
fiir j=0,...,a { //©(29%2(") = O(n)
} z=xz+j; //O(n)

Listing 2: Beispielprogramm

1 public class bsp3_2

2 {

3 public static void main (Stringl[] args)
4 {

5 long n=4096;

6 long a=1;

7 long i=1;

8 long x=0;

9 long cntl1=0;

10 long cnt2=0;

1 double log2n=Math.log(n)/Math.log(2);
12 doA{

13 cntl++;

14 i++;

15 a*x=2;

16 } while(i<log2n);

17 for(long j=0;j<a;j++) {
18 cnt2++;

19 x+=3;

20 }

21 System.out.println(cntl);
22 System.out.println(cnt2);
23 }

24}

Aufgabe 4 FErginzen Sie die folgenden Algorithmen auf beliebige Weise, sodass sie aber die
angegebene Laufzeit erreichen:



(a) ©(n’log(n))
1=1
k=1
firj=1,....[ |{
solange i < n {
1= I:l;

k=k+1;

1=1;
}
i=L]
firi=1,...,k{
j=27+1

}
(b) ©(n*log(n))

m=|_]
solange m > 0 {
fiiri=1,...,n{
s=s+m-i
}
m=|_|
}

L6sung

(a) Der folgende Pseudocode hat eine Laufzeit von ©(n3logy(n)) (Siehe auch Listing

B
i=1
k=1

fiir j =1,...,n%-log(n) {
solange i < n {
1 =141
k=k+1;

1= 1;
;
J=14
firi=1,...,k {
j=2j+1

Listing 3: Ziellaufzeit

1 public class bsp4_1
2 {
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(b)

1

2

}

Der folgende Pseudocode hat eine Laufzeit von ©(n®logy(n)) (Siehe auch Listing

public static void main (Stringl[]

{
long n=64;
long k=1;
long i=1;

long cnt_innen=0;
long cnt_aussen=0;

long cnt2=0;

double log2n=Math.log(n)/Math.log(2);

//1.Moeglichkeit:

for(long j=1;

//2.Moeglichkeit:

//for(long j=1;

cnt_aussen++;

while (i<n) {
cnt_innen++;
//1.Moeglichkeit:

i++;

//2.Moeglichkeit:

//i=(long)Math.pow (2, (k-((j-1)*(log2n))));

k++;

i=1;
b
long j=1;

for(i=1;i<k;i++) {

j=2%j+i;
cnt2++;

}

j<Math.pow(n,3);

args)

j<Math.pow(n,2)*log2n;

System.out.println(cnt_aussen);

System.out.println(cnt_innen) ;

System.out.println(cnt2);

1y

m=n-log(n)
solange m > 0 {
firi=1,...,n{
s=s+m-1i
}
m=m — 1;

}

public class bsp4_2

{

Listing 4: Ziellaufzeit

j++) A



3 public static void main (Stringl[] args)

4 {

5 long n=16;

6 double logn=Math.log(n)/Math.log(2);
7 long m=(long) (n*xlogn);

8 long s=1;

9 long cnt_innen=0;

10 long cnt_aussen=0;

11 while(m>0) {

12 for(long i=1; i<=n; i++) {
13 cnt_innen++;

14 s=s+m*1i;

15 }

16 m--;

17 cnt_aussen++;

18 }

19 System.out.println(cnt_aussen);
20 System.out.println(cnt_innen);
21 3

22 F

Aufgabe 5 Geben Sie die Anzahl der Schliisselvergleiche und Schliisselbewegungen fiir Selec-
tion Sort und Insertion Sort in ©-Notation in Abhingigkeit von N an, wobei N eine beliebige
groPe gerade Zahl sein kann, wenn der Input folgendermafien aussieht:

@ N N N N
— —=——1,...,0,— —
75 ) ,0,2+1,2+2, Y

)

(b)

+1 1,— +2 2,...,.2,N—1,1,N

9

NN N _ N ,N_
2'2 T2 T 2 T

Begriinden Sie Ihre Antwort. (Hinweis, falls Sie Probleme mit der Aufgabenstellung haben:
Wiéhlen Sie z.B. N = 8 und beobachten Sie, was passiert.)

LGsung

1. Selection-Sort: Beim Selection-Sort sind die Schliisselvergleiche nur abhéngig von der
Anzahl der Datensitze, das heifit, die Sortierung ist egal. Die Anzahl der Schliisselbewe-
gungen ist aber nicht unabhéngig von der Sortierung, aber sie ist auf jeden Fall immer
kleiner oder gleich N-1, denn im schlimmsten Fall muss wirklich immer Jeder getauscht
werden. Durch die falls-Uberpriifung (if in java) wird sichergestellt, dass keine Elemente,
die nicht vertauscht werden miissen vertauscht werden.



(a) Fir &, 5 —1,...,0,5 +1, 5 +2,..., N gilt (Siche Tabelle [1]:

Durchlauf | Vergleiche  Schliisselbew.
1 N-1 1
2 N-2 1
3 N-3 1
%; 1 N- (%; 1)
IR
711 N—-(7+1)
N-2 2 0
N-1 1 0

Tabelle 1: Anzahl der Schliisselvergleiche und Schliisselbewegungen bei Selectionsort mit Da-
tensatz |§| aus Angabe [5| pro Durchlauf.

i. Vergleiche: @(M — M) = 9(N?)
ii. Schliisselbewegungen: @(%) = O(N)
(b) Fir &, 5 +1, 5 -1, 8 +2,5-2,...,2, N—1,1,N gilt (Siche Tabelle[2):

Durchlauf | Vergleiche Schliisselbew.
1 7 1
2 6 2
3 5 2
4 4 3
5 3 3
6 2 4
7 1 4

Tabelle 2: Anzahl der Schliisselvergleiche und Schliisselbewegungen bei Selectionsort mit Da-
tensatz |E| aus Angabe [5| pro Durchlauf mit N=8.

i. Vergleiche: @(NT2 — &) =e1?
ii. Schliisselbewegungen: © (V)

2. Insertion-Sort: Bei Insertion-Sort ist die Anzahl der Schliisselbewegungen und die der
Vergleiche gleich. Sie ist aber im Gegensatz zu Selection-Sort auch abhéingig von der
Sortierung der Datensétze.

(a) Fir 5,80 —1,...,0, 5 +1,5 +2,..., N gilt (Siehe Tabelle [3)):
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Durchlauf | Vergleiche Schliisselbew.

1 2 2

2 3 3
N N N
2 N2 N2
| 1 1
N-1 1 1
N 1 1

Tabelle 3: Anzahl der Schliisselvergleiche und Schliisselbewegungen bei Insertionsort mit Da-
tensatz [a| aus Angabe [5| pro Durchlauf.

Anzahl der Vergleiche = Anzahl der Schliisselbewegungen = @(%2 - % +5) =
O(N?)
(b) Fiir ¥, ¥ +1,5 -1,5 +2,5 —2,...,2/N — 1,1, N gilt (Siche Tabelle [4):
Durchlauf | Vergleiche Schliisselbew.
1 1 1
2 3 3
3 1 1
4 5 )
N-2 N-1 N-1
N-1 1 1

Tabelle 4: Anzahl der Schliisselvergleiche und Schliisselbewegungen bei Insertionsort mit Da-

tensatz |E| aus Angabe [5| pro Durchlauf.
. . 2
Anzahl der Vergleiche = Anzahl der Schliisselbewegungen = (- +1+ %) = O(N?)

Listing 5: Schliisselvergleiche, Schliisselbewegungen

public class bspb

{

//would be called on startup...
public static void main (Stringl[] args)

{

int n=8;

double [] valuesl = new double[n+1];

for (int i=0;i<=n/2;i++) {
valuesl1[i] = n/2-1i;

}

for(int i=1;i<=n/2;i++) {
valuesl[n/2+i] = n/2.0+1i;

}

printValues (valuesl);

selectionsort(valuesl);

printValues (valuesl);

10
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double[] values2 = new doublel[n];

values2[0] = n/2;

for(int i=1;i<n/2;i++) {
values2[i*2-1] = n/2+i;
values2[i*2] = n/2-1i;

}

values2[n-1] = n;

printValues (values2);

selectionsort (values?2);

printValues (values2);

public static void selectionsort (double[]
int beweg=0;

values) {

int vgl=0;
for(int j=0;j<values.length-1;j++) {
int minpos = j;
for(int i=j+1; i<values.length; i++) {
Vgl++;
if (values[i]<values [minpos]) {
minpos = 1ij;
}
}
if (minpos>j) {
beweg++;
double min = values[minpos];
values [minpos] = values[j];
values[j] = min;
}

System.out.println("durchl:" + (j+1) + ",beweg" + beweg + ",vgl:

public static void insertionsort (double[]
int beweg=0;
int vgl=0;
for(int j=1;j<values.length;j++) {
double key = values[j];
int i=j-1;
while(i>=0 && values[i]>key) {
values[i+1]=values[i];
i--;
beweg++;
vgl++;
}
values [i+1]=key;
vgl++;

values) A

11



65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

v

78

beweg++;

System.out.println("durchl:" + j + "beweg:" + beweg + ",vgl:

}
//

public static void printValues (double[] values) {

String out = String.format( "%2f", values[0]);
for(int i=1; i<values.length; i++) {

out += String.format( ", %2f", values[il]);

}
System.out.println (out);

Aufgabe 6 Schreiben Sie einen Algorithmus in Pseudocode, der fiir ein gegebenes Array A fest-
stellt, ob dieses einen giiltigen Minimum-Heap darstellt (d.h., das kleinste Element soll in A[1]
stehen usw.). Der Inhalt des Arrays darf dabei natiirlich nicht verédndert werden. Analysieren
Sie die Laufzeit Ihres Algorithmus in ©-Notation.

Losung Der folgende Pseudocode ist ein rekursiver Algorithmus und hat eine Laufzeit von
O(n), da er fiir jedes Element im Heap einmal aufgerufen wird. (Siehe auch Listing [6])

Algorithmus CheckHeap(var A, pos, m):

Eingabe: Heap A, Index pos, Indexgrenze m
Ausgabe: Richtig, oder Falsch, je nachdem, ob Heap ein Minimum-Heap ist.
Variable(n): Indizes posleft,posright
: posleft = 2 x pos;
posright = posle ft + 1;
falls posleft > m dann {
retourniere Richtig;
} sonst falls A[posleft].key < Alpos|.key dann {
retourniere Falsch;
}
res = CheckHeap(A, posleft,m);
falls res = Falsch dann {
retourniere Falsch;
-}

: falls posright > m dann {

retourniere Richtig;

: } sonst falls A[posright].key < A[pos].key dann {
retourniere Falsch;

: } sonst {

e e e

12
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17:

18: }

retourniere CheckHeap(A,posright,m);

Listing 6: Algorithmus um auf Minimum-Heap zu checken

public class bsp6

{

//would be called on startup...
public static void main (Stringl[] args)

{
int [] valuesl = {8,6,7,3,4,5,2,1};
int[] wvalues2 = {1,3,2,7,5,4,6,8%};
int[] values3 = {1,3,2,7,5,4,6,8,14,16,12,10,9,10,15,11};
printHeap (values1);
System.out.println(checkHeap (values3, 0));
}

public static boolean checkHeap(int[] values, int pos) {
System.out.println("checkHeap " + pos);
int posl = 2x(pos+1)-1;
int pos2 = posl+l;
if (posl>=values.length) {
return true;
} else if(values[posl]l<values[pos]) {
return false;
}
boolean res=checkHeap(values,posl);
if (res==false) {
return false;
}
if (pos2>=values.length) {
return true;
} else if(values[pos2]<values[pos]) {
System.out.println("bb");
return false;
} else {
return checkHeap(values,pos2);

public static void printHeap(int[] values) {

int steps = (int)Math.ceil(Math.log(values.length+1)/Math.log(2));

int width = 2; //nodewidth in the diagramm

String lines="";

double middle = (Math.pow(2,steps-1)*(width+2)/2);

int pos=0;

for(int row=1; row<=steps; row++) {
int leftchildren = (int)Math.floor (Math.pow(2,steps-row)/2);
String space=" ";

13
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if (leftchildren>=1) {

for(int i=0; i<leftchildren*(width)+(leftchildren-1)*2;

space += " ";
}
}
for(int col=0; col<Math.pow(2,row-1); col++) {
if (pos < values.length) {

lines += space + String.format( "%" + width +

pos++;

}
lines += "\n\n";
}

System.out.println(lines);

Aufgabe 7 Welche der nachstehenden Zahlenfolgen erfiillt die Heapeigenschaft eines
Maximum-Heaps (d.h., das gréte Element soll in A[l] stehen usw.)? Zeichnen Sie zu jeder

der Zahlenfolgen den entsprechenden bindren Baum, um Ihre Antwort zu begriinden.
(a) A=(7,4,6,—1,5,3,5,-2,-3,2,0,2,1,4,4)
(b) B=(16,8,9,4,3,3,6,6,0,1,1)

Losung

(a) Diese Zahlenfolge erfiillt die Eigenschaft eines Maximum-Heaps nicht, denn unter dem 4er

an der 2. Stelle der Zahlenfolge diirfte kein 5er sein. Siehe Abbildung [3]
Zusammenfassend: ko < k5 = Zahlenfolge ist kein Maximum-Heap.

(b) Diese Zahlenfolge erfiillt die Eigenschaft eines Maximum-Heaps ebenfalls nicht, denn der

letzte der beiden Ger wiirde unter einem 4er stehen. Siehe Abbildung
Zusammenfassend: k4 < kg = Zahlenfolge ist kein Maximum-Heap.

Aufgabe 8 Gegeben sei eine Artikeldatenbank, deren FEintrédge art — ein Artikel — in einer

einfach verketteten linearen Liste gespeichert sind. Ein Eintrag art enthélt dabei folgende Daten:

e art.nr : Artikelnummer (eindeutig)
e art.bez : Bezeichnung (nicht unbedingt eindeutig)

e art.ekp : Einkaufspreis (fiir ein Stiick)

14
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Abbildung 3: Zahlenfolge aus als Heap dargestellt.

Abbildung 4: Zahlenfolge aus als Heap dargestellt.

15
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e art.stk : Momentan vorhandene Stiickzahl
e art.next: Das nichste Element in der Liste

Die Eintrége in der Liste seien nach den Bezeichnungen aufsteigend sortiert. head ist der Zeiger
auf das erste Element der Liste, beim letzten Element gilt art.next = NULL.

Geben Sie den Pseudocode fiir eine Prozedur extract(bez) an, die fiir eine gegebene Artikelbe-
zeichnung bez die Artikelnummern, Einkaufspreise und vorhandenen Stiickzahlen aller Eintrége
mit dieser Bezeichnung ausgibt. Gleichzeitig sind diese Elemente aus der Liste zu entfernen, d.h.,
der Algorithmus muss die Suche, die Ausgabe und das Entfernen in einem einzigen Durchlauf
bewerkstelligen.

Lésung Die Prozedur extract hat eine Laufzeit von ©(n), da alle verketteten Elemente nur
einmal durchgegangen werden. (Entweder von der ersten Schleife, oder von der zweiten).
Algorithmus extract(var bez):

1: solange head.bez = bez {

2 gibaus head.nrhead.ekphead.stk;
3:  head = head.next;

4: }

5: newhead = head;

6: solange head.next # NULL {

7. falls head.next.bez = bez dann {

8 gibaus head.next.nrhead.next.ekphead.next.stk;
9 head.next = head.next.next;

10:  } sonst {

11: head = head.next;

12: }

13: }

14: retourniere newhead;

Listing 7: Einfach verkettete Liste mit Extract-Methode

public class bsp8
{
public class art{
private int nr, stk;
private String bez;
private double ekp;
private art next;

public art(int nr, String bez, double ekp, int stk) {
this (nr,bez,ekp,stk,null);
}

public art(int nr, String bez, double ekp, int stk, art next) {
this.nr=nr;
this.bez=new String(bez);

16
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this.ekp=ekp;
this.stk=stk;
this.next=next;

public void setNext(art next) {
this.next = next;

3

public art getNext () {
return this.next;

}

public String getBez () {
return this.bez;

}

public String toString() {

}

return new String("Nr:" + this.nr + ", Bez:

//would be called on startup...
public static void main (Stringl[] args)

bsp8 program = new bsp8();

new art(4,"Orange",3,5);
art (5,"0Orange" ,5,2,head);
art (6,"Orange" ,6,1,head);
art (2,"Birne" ,4,1,head);
art (3,"Birne" ,2,5,head);
art (1,"Ananas" ,10,2,head);

{
program.run () ;

}

public void run() {
art head =
head = new
head = new
head = new
head new
head new
head = new

art (0, "Ananas",12,3,head);

printList (head) ;
System.out.println ();

extract ("Orange" ,head);
System.out.println ();
printList (head);

head

public static art extract(String bez, art head) {

while (head.getBez () .equals(bez)) { //so lange iterieren, bis ein gue
System.out.println(head);
head =

head.getNext ();

+ this.bez + ", Ekp
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64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

}

art newhead = head;
while (head.getNext ()!=null) {

¥

if (head.getNext ().getBez () .equals(bez)) {
System.out.println(head.getNext ());
head.setNext (head.getNext ().getNext ());
} else {
head = head.getNext ();

return newhead;

public static void printlList(art head) {
System.out.println (head);
if (head.getNext () !'=null) {

}

printList (head.getNext ());
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