Formale Beschreibung einer Turingmaschine Ubergange

Eine Turingmaschine ist ein Siebentupel (9. X;p,Y.D)€d

M= (Q.%,T,8,qo, B, F),
(@19, 60, ) M liest im Zustand g auf dem Band Symbol X

o Q endliche Menge von Zustanden, - wechselt nun davon abhangig in den Zustand p,
o Y endliche Menge der Eingabesymbole, - tberschreibt Symbol X durch Symbol Y,
o T endliche Menge der Bandsymbole, £ C T, - bewegt den Lese-/Schreibkopf in die durch D beschriebene

04§:QxT — @xT x{L,R,S} Ubergangsfunktion, Richtung (D € {L, R, 5}).

e go € Q Startzustand,
° B el — 3 Blank-Symbol, Eine Turingmaschine M heiBt deterministisch, wenn fiir alle

o F C Q Menge von Endzustanden. (9, X) € Q x ¥ x T hochstens ein Element (g, X;p, Y,D) € §
existiert, D € {L, R, S}; wir schreiben dann auch 6(q, X) = (p, Y, D).

Deterministische Turingmaschine (DTM)

(Deterministische) Turingmaschinen: akzeptierte Sprache Beispiel
Akzeptierte Sprache TM fir {0717 | n > 1}
Die von der (deterministischen) Turingmaschine M akzeptierte M= ({q;i |0 <i<4},{0,1},{0,1,X,Y,B},d, qo, B,{qa})
Sprache L(M) besteht aus genau all jenen Wértern, bei deren wobei § gegeben durch:
Anaylse M einen Endzustand erreicht:
Symbol
L(M) ={weT" | qw ="apB, pcF, aBel} Zustand 0 1 X Y B

g e o q | (q1,X.R) (g3, Y, R)

ekursiv aufzahlbare Sprachen G (q1.0,R) (2, Y, L) (q1.Y,R)
Eine formale Sprache heiBt rekursiv aufzahlbar? wenn sie von einer @ (2,0, L) (g0, X,R) (g2, Y,L)
(deterministischen) Turingmaschine akzeptiert wird. - (45.Y,R) (qsB,R)

qa

%engl: recursively enumerable, auch bezeichnet als: Turing-erkennbar
(Turing-recognizable), semi-entscheidbar (semi-decidable)




Beispiel ctd.

akzeptierende Berechnung von 0011

Symbol

Zustand 0 1 X Y B

@ | (q,X,R) (93, Y, R)

aQ (q1,0,R) (g2, Y. L) (q1,Y.R)

a2 (42,0, L) (90, X,R) (2, Y, L)

s (93, Y,R) (a4, B,R)

a
0011 = Xq011 = X0l = Xq0Yl =
@X0Y1 = Xgo0Y1 = XXq¥Y1 = XXYq1l =
XXaYY = XpXYY = XXqYY = XXYgsY =
XXYYqsB = XXYYBqB

Beispiel ctd.

abweisende Berechnung von 0010

Gt
Zustand 0 1 X Y B
do (a1, X, R) (g3, Y\ R)
@ (q1,0,R) (g2, Y. L) (q1,Y,R)
@ (42,0, L) (90, X,R) (2. Y.L)
a3 (93, Y, R) (as,B,R)
a@

0010 = X@010 = X0q10 = Xqg0Y0 =
@X0Y0 = Xg0Y0 = XXq:1Y0 = XXYq:0 =

XXY0q,B

Entscheidbare (Rekursive) Sprachen

Wird eine Turingmaschine M auf einem Input w gestartet, so gibt es
folgende Méglichkeiten:
@ M halt in einem Zustand g € F und akzeptiert somit die Eingabe
@ M hilt in einem Zustand g ¢ F und verwirft somit die Eingabe
o M gerat in eine Endlosschleife und hilt nicht

Rekursive (Entscheidbare) Sprachen

Eine formale Sprache heiBt rekursiv oder entscheidbar® wenn sie von
einer (deterministischen) Turingmaschine akzeptiert wird, die immer
hilt. (Man sagt dann auch: die TM entscheidet die Sprache)

Sengl: recursive, decidable, auch bezeichnet als: Turing-entscheidbar
(Turing-decidable) ®

(Nicht)deterministische Turingmaschinen

Turingmaschinen kénnen auch Funktionen (auf nicht-negativen
ganzen Zahlen) berechnen, bzw. Sprachen erzeugen:

Berechnung von Funktionen

Eine (deterministische) Turingmaschine M kann auch zur
Berechnung von Funktionen verwendet werden, d.h., M beginnt
mit dem Input auf dem Band, der Output, also der Funktionswert
zum Input, ist das Ergebnis der Berechnung, wenn M hilt.

Erzeugung von Sprachen

Eine (nichtdeterministische) Turingmaschine M kann auch zur
Erzeugung von Wartern verwendet werden, d.h., M beginnt mit
dem leeren Band, das Ergebnis der Berechnung ist das Wort, das al
Ende einer Berechnung, wenn M halt, auf dem Band steht.




Problemlandschaft

Rekursiv aufzihlbare Sprachen L:
Es gibt eine TM M die akzeptiert und halt wenn
w € L, sonst aber u.U. unendlich lauft.

Rekursive Sprachen (Entscheidbare Probleme) L:
Es gibt eine TM M mit L(M) = L die immer

halt. (d.h., es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe

von w “ja” antwortet, wenn w € L und “nein” antwortet,
wenn w ¢ L)

Rekursiv aufzihlbare Sprachen

Rekursive (entscheidbare) Sprachen und ihr Komplement

Das Komplement einer rekursiven Sprache ist rekursiv.

J

Beweis

Sei L rekursiv und M eine TM mit L(M) = L, die immer halt. Wir
konstruieren M’ aus M so, dass M’ stoppt ohne zu akzeptieren, wenn
M auf einer Eingabe w in einen Endzustand iibergeht. Halt M ohne
zu akzeptieren, so geht M’ in einen Endzustand iiber. Da eines dieser
beiden Ereignisse eintritt, ist L = L(M’) (das Komplement von L) eine
rekursive Sprache.

— ja | -ja
neij> ™ nein

M

Rekursive (entscheidbare) Sprachen und ihr Komplement

Ist eine Sprache L und auch ihr Komplement L rekursiv aufzahlbar, so
ist L (wie auch L) rekursiv.

Beweis

Mj und M, akzeptieren L bzw. L. Daraus konstruieren wir M so,
dass sie w akzeptiert, wenn w von M; akzeptiert wird, und verwirft,
wenn w von M, akzeptiert wird. Da w entweder in L oder in L ist,
wird genau eine der beiden Turingmaschinen M;, M, akzeptieren.
Also wird M immer entweder “ja" oder “nein” ausgeben, aber nie
beides. Somit ist L rekursiv.

Codierung von Turingmaschinen

Turingmaschinen kénnen als (bindre) Strings codiert werden,
beispielsweise so:

Sei M = ({a1. q2. e 47}, {0,1}, {0, 1, B. Xo. ... Xe}. 6. 1. B. {q2))
Codierung von 6(qi, X)) = (g Xi. Drm):

0'10/10¥10'10™
Codierung von M:
G11G11..11G, 111G,

wobei C; der Code einer Transition ist.



Nicht rekursiv aufzahlbare Sprachen

Es gibt Sprachen iiber ¥ = {0,1}, die nicht rekursiv aufzihlbar sind. J

Beweis

@ Zu jeder rekursiv aufzahlbaren Sprache L iiber ¥ = {0,1} (d.h.
L € P(X*)) gibt es eine Turingmaschine, die sie akzeptiert.

o Jede Turingmaschine M kann als String iiber ¥ = {0,1} (d.h.
M € ¥*) dargestellt werden.

o Die Menge aller Sprachen P(X*) ist iiberabzahlbar (unendlich),
die Menge aller Warter £* hingegen abzahlbar (unendlich).

o Es gibt also iiberabzahlbar viele Sprachen, von denen jedoch nur
abzahlbar viele von einer Turingmaschine akzeptiert werden.

[m]

Das Halteproblem ist rekursiv aufzahlbar

L, = {(M,w) | M ist eine TM die w akzeptiert }
L, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar. J

Beweis Teil 1: L, ist rekursiv aufzahlbar

Wir konstruieren eine universelle Turingmaschine U wie folgt:
Mit Eingabe (M, w) simuliert U die TM M auf w. Wenn M die
Eingabe akzeptiert, so akzeptiert auch U, akzeptiert M nicht, so
akzeptiert auch U nicht:

U akzeptiert (M, w) <= M akzeptiert w <= (M, w) € L,

Folglich akzeptiert U die Sprache L,,. o

Das Halteproblem ist unentscheidbar

Beweis Teil 2: L, ist nicht entscheidbar
Beweis indirekt. Angenommen, es gibt eine Maschine H, die L,
entscheidet:

ja wenn w von M akzeptiert wird
H(M,w) = ) o

nein  wenn w von M nicht akzeptiert wird
Dann gibt es aber auch eine Maschine D, die genau das Gegenteil von
H macht.
D simuliert zunichst H mit der Eingabe (M, (M)) und gibt dann ja
aus, wenn M nicht akzeptiert, bzw. nein, wenn M akzeptiert:

D((M)) :{

Offensichtlich gilt: wenn H existiert, so existiert auch D.

ja wenn (M) von M nicht akzeptiert wird
nein wenn (M) von M akzeptiert wird

Das Halteproblem ist unentscheidbar - ctd.

Setzt man nun D auf ihren eigenen Code an, so ergibt sich folgendes
Verhalten:

D((D)) :{

Was auch immer D macht, sie muss genau das Gegenteil machen.
Das ist offensichtlich ein Widerspruch! Es kann also weder D noch H
geben, demnach ist L, nicht entscheidbar. (m]

ja wenn (D) von D nicht akzeptiert wird
nein wenn (D) von D akzeptiert wird




Diagonalargument

o H akzeptiert (M, w) <= M akzeptiert w
o D weist (M) zuriick <= M akzeptiert (M)
@ D weist (D) zuriick <= D akzeptiert (D)

Ein nicht rekursiv aufzahlbares Problem

L, = {(M,w) | M ist eine TM die w nicht akzeptiert }

L, ist nicht rekursiv aufzihlbar.

[ (M) (M2) (Ms) --- (D) Beweis

M| ja nein  ja - ja Angenommen, L, ist rekursiv aufzihlbar. Da L, rekursiv aufzihlbar

M| ja ja  nein --- ja ist, missten demnach beide entscheidbar sein, was aber nicht der Fall
Ms | nein nein nein nein ist!

. . L, kann nicht rekursiv aufzihlbar sein. o

D | nein nein ja ... 7?7

5 53
Berechenbarkeit Reduktion

Eine Funktion f : ¥* — ¥* heiBt partiell berechenbar, wenn es
eine Turingmaschine My gibt, fir die mit x € X* gilt:

o Ist f(x) definiert, so hilt My, gestartet mit x, und f(x) steht
dann auf dem Band.

o Ist f(x) nicht definiert, so halt My, gestartet mit x, nicht.

Ist f total, d. h., fiir alle x € X* definiert, und partiell berechenbar,
so heiBt f (total) berechenbar.®

Sengl: computable

Reduktion ist eine Technik, die Unentscheidbarkeit von Problemen
durch Rickfiihrung auf andere Probleme nachzuweisen, deren
Unentscheidbarkeit bereits bekannt ist.
Reduktion
Eine Sprache A C X* heiBt reduzierbar auf die Sprache B C I'*,
(bezeichnet mit A < B), wenn es eine (total) berechenbare Funktion
f:¥X* — I'* so gibt, dass

fiir alle w € ¥*: w € A genau dann, wenn f(w) € B.

In diesem Fall nennt man f eine Reduktion von A auf B.

(Anmerkung: die Relation < ist transitiv und reflexiv)



Reduktionen und (Nicht-)Entscheidbarkeit

Seien A und B Sprachen mit A < B. Dann gilt:
@ Ist A nicht entscheidbar, so ist auch B nicht entscheidbar.

@ Ist A nicht rekursiv aufzahlbar, so ist auch B nicht rekursiv
aufzahlbar.

@ Ist B entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.
@ Ist B rekursiv aufzihlbar, so ist auch A rekursiv aufzahlbar.

Weitere Unentscheidbare Probleme

Lne ={M | L(M) # {} } ist nicht entscheidbar. |

Beweis

(Indirekt, durch Reduktion von L, auf Lpe (Ly < Lpe))
Angenommen, es gibt eine Turingmaschine M, sodass L(M) = Lye.
Dann konstruieren wir eine Maschine M’, die beliebige Eingaben
genau dann akzeptiert, wenn M die Eingabe w akzeptiert:

w € L(M) & L(M) # {}

Nachdem L, nicht entscheidbar ist, kann auch L, nicht entscheidbar
sein. (o]

Eigenschaften von Sprachen

Eine Eigenschaft von Sprachen ist eine Teilmenge P von rekursiv
aufzihlbaren Sprachen (iiber einem geeigneten Alphabet).

Beispiele fiir Eigenschaften
Py = {L | L ist entscheidbar }
Py ={L| L ist endlich }

Py={L|L=1L"}
Py = {{c}}
Py =

}
Ps = {L | L ist rekursiv aufzdhlbar }
{a, b}* hat die Eigenschaften Py, P3, Ps, aber nicht P, P4, Ps

Der Satz von Rice®

Eine Eigenschaft ist trivial, wenn sie entweder leer ist (d.h., sie
kommt keiner Sprache zu), oder aus allen rekursiv aufzihlbaren
Sprachen besteht. Andernfalls ist sie nicht trivial.

Triviale Eigenschaften

Ps = {}
Ps = {L | L ist rekursiv aufzdhlbar }
sind triviale Eigenschaften.

Satz von Rice
Jede nicht triviale Eigenschaft der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist
unentscheidbar.

SHenry Gordon Rice (* 1920)



Anmerkung

Wir koénnen eine Menge von Sprachen nicht als die Sprachen selbst
erkennen. Stattdessen miissen wir die Turingmaschinen erkennen, die
diese Sprache akzeptieren.

Ist P eine Eigenschaft der rekursiv aufzahlbaren Sprachen, dann
besteht die Sprache Lp aus der Menge der Codes fiir
Turingmaschinen M;, sodass L(M;) eine Sprache aus P ist (d.h.

Lp = {M; | L(M;) € P}).

Wenn wir Giber die Entscheidbarkeit einer Eigenschaft P sprechen, so
meinen wir die Entscheidbarkeit der Sprache Lp.

Der Satz von Rice: Anwendungen

Einige Beispiele von Eigenschaften, fiir die der Satz von Rice
unmittelbar die Unentscheidbarkeit impliziert.

@ Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine mehr als
sieben Worter akzeptiert.

(Die Eigenschaft P ist also definiert durch P = {L | |L| > 7}.
Um den Satz von Rice anwenden zu kdnnen, miissen wir noch
tberpriifen, ob die Eigenschaft P nicht-trivial ist. Wir miissen
also mindestens eine rekursiv aufzihlbare Sprache finden, die die
Eigenschaft erfillt, und eine, die die Eigenschaft nicht erfiillt:
2B. Ly ={a,2%a%...,a"} e Pund L = {} ¢ P.)

Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine nur endlich
viele Wérter akzeptiert (d. h. ob die von einer Turingmaschine
akzeptierte Sprache endlich ist).

Es ist nicht entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine
akzeptierte Sprache regular ist.

Nicht Anwendbarkeit des Satzes von Rice

Es gibt aber durchaus Eigenschaften fiir Turingmaschinen, die
entscheidbar sind. Fir diese Eigenschaften ist dann aber eine der
Voraussetzungen des Satzes von Rice nicht erfiillt. (Entweder handelt
es sich nicht um eine Eigenschaft der akzeptierten Sprache der
Turingmaschine oder die Eigenschaft ist trivial)

o Es ist entscheidbar, ob eine Turingmaschine mindestens 7
Zustande besitzt.
(Diese Eigenschaft ist keine Eigenschaft der akzeptierten
Sprache, sondern eine Eigenschaft der Turingmaschine selbst.)

o Es ist entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Sprache rekursiv aufzéhlbar ist.
(Diese Eigenschaft ist trivial, sie ist fiir jede rekursiv aufzahlbare
Sprache per Definition erfiillt.)

Das Postsche Korrespondenz Problem’

Das Postsche Korrespondenz Problem (PCP)
Gegeben: Alphabet A, k € N, sowie die Folge von Wortpaaren
(x1y1)s 02, y2)s -5 (ke yi) mit x;, y; € AT fir 1 <i < k.

Frage: Gibt es eine Folge von Indizes i1, ia, ..., ip mit jj € {1,2,...,k}
fir 1 <j < n,n €N sodass x;x, - .. X, = YuYip - - - Vi, gilt?

(Post 1946)
Das Das Postsche Korrespondenzproblem ist nicht entscheidbar.

Das Das Postsche Korrespondenzproblem ist rekursiv aufzahlbar.

"Emil Post, amerikanischer Mathematiker, 1897-1954



Das 10. Hilbertsche Problem?®

10. Hilbertsche Problem

Gegeben: n € N, ein Polynom p(x1,.. ., Xn) in n Unbekannten

Turingmaschinen - Beispiel

Turingmaschine, die {a"b"c” | n > 1} akzeptiert

=(p.q,r.s}h{a b,c}, {2, A B, C},0,p, {20, 21, 22}, B, {s})

Frage: Besitzt p ganzzahlige Nullstellen? wobei
1: d(p,a,B) = (p,A R,R)
2: §(p.b,B)=(q.B.5.L)

(Matijassewitsch, 1970) 3: 4(q, b A)=(q,C,R,L)

Das 10. Hilbertsche Problem ist nicht entscheidbar. 4: 0(q,¢,20)=(r,2,5,R)
5: d(r,c,C)=(r,B,R,R)
6: d(r,Z2,B)=(s,B,S,L)

David Hilbert (1862-1943) o ™
Turingmaschinen - Beispiel ctd. Normalform

Dabei passiert Folgendes:

1: fiir jedes eingelesenes Symbol a wird ein A aufs Arbeitsband
geschrieben;

2 : wenn das erste Symbol b eingelesen wird, geht M einen Schritt
nach links; dieses erste Symbol b wird bei der ersten Anwendung von
Ubergang 3 nochmals gelesen;

3 : fiir ein eingelesenes Symbol b wird ein A auf dem Arbeitsband mit
C lberschrieben;

4 : wird das erste Symbol c gelesen, so muss M genau Z; erreicht
haben;

5 : fiir jedes eingelesene Symbol ¢ wird nun ein C auf dem
Arbeitsband geldscht (durch das Blanksymbol B ersetzt);

6 : wird mit dem Ende der Eingabe (d.h., dem Erreichen von Z»)
gleichzeitig das Ende der Symbole C auf dem Arbeitsband erreicht, so
halt die Turingmaschine M im Endzustand s, und hat damit die
Eingabe akzeptiert.

Eine (deterministische) Turingmaschine ist in Normalform, wenn

@ sie nur einen Endzustand besitzt,

@ das Arbeitsband am Ende eines akzeptierenden Laufes der
Turingmaschine leer ist und

o der letzte Ubergang von der Gestalt §(s, 2, Zp) = (. Z, S, R)
ist, wobei f dieser einzige Endzustand und s ein beliebiger
anderer Zustand ist.



Normalform: Beispiel

M' akzeptiert {a"b"c" | n > 1} in Normalform
M =({p,q,r,s.f},{a,b,c},{Z, A B, C},0,p,{Z, 21, 22}, B,{f})

wobei

Uberginge 1 bis 6 wie bei M aus vorigem Beispiel.

Damit M’ jedoch mit leerem Band akzeptieren kann, benétigen wir
zusitzlich noch folgende Ubergange:

7:0(s, 2>, B) = (s, B, S, L) sowie
8:0(s, 22, Z0) = (f. Zo, S, R).

TM: eingeschrankte Varianten - LBA

Ein linear beschriankter Automat (LBA) ist eine Turingmaschine,
die auf dem Arbeitsband nur héchstens soviel Platz verwendet wie das
Eingabewort lang ist (der Platz darf sogar eine lineare Funktion der
Lange des Eingabewortes sein).

LBA

Eine Turingmaschine M heiBt linear beschrinkter Automat, wenn es
eine lineare Funktion cn + d so gibt, dass die Turingmaschine M fiir
Jjedes Eingabewort w der Lange n wahrend der Analyse héchstens
cn + d Felder auf dem Arbeitsband benétigt.

TM: Eingeschrankte Varianten - Kellerautomaten

Turingmaschine erfiillt Kellerautomatenbedingung, wenn sie
o auf dem Eingabeband nie nach links gehen kann und
o fir den Lese-/Schreibkopf auf dem Arbeitsband in jeder
Konfiguration gilt, dass

» links davon nur Nicht-Blanksymbole und
» rechts davon nur Blanksymbole stehen kénnen

Kellerautomaten: Beispiel

Kellerautomat M in Normalform an, der L = {0"1>"** | n > 0}
akzeptiert

M = ({q0, q1, %2, qr}, {0, 1}, {20, A}, 6, q0. {2021, 22} {ar}),

wobei

(40,0, B) = {(a1. A, S, R)}
(q1,0,B) = {(q0, A, R, R)}
(q0. 1, B) = {(a2. B, R, L)}
(g2, 1, A) = {(q2: B, R, L)}
(2. 22, Z0) = {(ar, 20, S. R)}

GA W




Kellerautomaten: Beispiel ctd.

Dabei passiert Folgendes:

1,2 : fiir jedes eingelesenes Symbol 0 werden 2 Symbole A in den
Keller geschrieben;

3 : das erste Symbol 1 wird iiberlesen;

4: nun wird fiir jedes eingelesene Symbol 1 ein Symbol A im Keller
geloscht;

5 : wird gleichzeitig mit dem Ende der Eingabe (dem Erreichen von
2,) das Kellergrundsymbol Zg erreicht, geht der Kellerautomat in den
Enzustand g tiber und akzeptiert somit die Eingabe.

Turingmaschinen: Eingeschrankte Varianten - EA

Endlicher Automat: Turingmaschine, die das Arbeitsband gar nicht
benétigt. Uberginge besitzen einfache Form (g, a; p, Dg)

Erlaubt man nur Dg € {R, S}, kann die Ubergangsfunktion & durch
Tripel der Gestalt (g, a; p) beschreiben werden (a € T U{e}); dabei
ist

(g.a;p) fir ac T als (q, a; p, R) zu interpretieren und
(g.€; p) als (q,a; p, S) fiir ein beliebiges a € T.

AuBerdem geht man davon aus, dass ein endlicher Automat seine
Analyse auf dem ersten Symbol des Eingabewortes beginnt und in
einem Endzustand akzeptiert, wenn der Lesekopf auf dem rechten
Begrenzungssymbol steht.

Akzeptierte Sprachen

Eine formale Sprache heiBt

o

rekursiv aufzihlbar, wenn Sie von einer Turingmaschine
akzeptiert wird

-

kontextsensitiv, wenn sie von einem linear beschrinkten
Automaten (LBA) akzeptiert wird

N

kontextfrei, wenn sie von einem Kellerautomaten akzeptiert wird

w

reguldr, wenn Sie von einem endlichen Automaten akzeptiert
wird.

Einschub (WH): Induktive Definition

Gegeben: Grundmenge Ag C B, Bildungsregel f: B" —+ B
Stufenweise Konstruktion von Mengen:
Aipr = A U{f(xa. .. %) | X1, x0 € A}

Die dadurch insgesamt definierte Menge ist dann die Vereinigung all
dieser Mengen:
A=A

i>0
Abgeschlossenheit

Sei B eine Menge und f: B" — B eine Funktion. Eine Menge A C B
heiBt abgeschlossen unter f, wenn gilt:

X,.. ;X% €A = f(x1,...,xn) EA




Einschub (WH): Induktive Definition ctd.

Sei B eine Menge, Ay C B und f: B" — B. Weiters sein
A1 = A U{f(x1, .., %) [ X1, X0 € Ai} sowie A = Ujso A
Dann gilt:
o A ist abgegeschlossen unter f.
o Ist A’ abgeschlossen unter f und gilt Ag € A’ C B,
dann gilt A C A",

D.h.: A ist die kleinste Menge, die Ag enthilt und abgeschlossen ist
unter f.
Schema der induktiven Definition
A ist die kleinste Menge, fiir die gilt:
e ApCA
0 X1,....Xn € A= f(x1,...,xa) EA
(A ist abgeschlossen unter f)

Regulare Sprachen

Regulire Mengen (Sprachen)
Die Menge Ly (X) der regularen Mengen (Sprachen) iiber ¥ ist die
kleinste Menge, sodass

o {},{a} € Lieg(X) fiir alle a e &

0 A B E Lyg(T) = AUB, A~ B, A" € Lroa(T)

Reguldre Ausdriicke (Algebraische Notation)

s statt {s} firse X L+ L, statt LiUL
e statt {e} Lily statt  Ly-Lp
0 statt {} L*  bleibt L*

* hat die hochste Prioritat, + die niedrigste.

Anmerkung: Genau genommen, ist ein regulirer Ausdruck E keine
Sprache. Will man auf die Sprache Bezug nehmen, die von E
beschrieben wird, sollte man eigentlich L(E) verwenden. %0

Deterministische endliche Automaten (DEA)

DEA
Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) ist ein 5-Tupel

A =(Q.X, 4,90, F), wobei

Q ... endliche Menge von Zustanden
Y ... Eingabealphabet
0: @ x X — Q... Ubergangsfunktion (total)
qo € Q ... Anfangszustand
C @ ... Menge von Endzustanden

DEA: Falle

Falle
Sei A= (Q,X,4,qo, F) ein DEA und g € Q — F mit 6(q,a) = q fir
alle a € X. Dann heiBt g Falle.

Beispiel: Falle

0,1 0,1 0,1
a1 a2 Gfalle

Akzeptierte Sprache: {,00,01,10,11}




Deterministischer endlicher Automat

Um das Verhalten eines DEA auf einer Zeichenkette formal zu
beschreiben, erweitern wir die Ubergangsfunktion & auf beliebige
Worter aus £*:

Erweiterte Ubergangsfunktion
QXTI = Q

5*(q.6) = q,

firallege Q weX* acX.

0°(q,aw) = 6*((q, a), w)

Akzeptierte Sprache
L(A) = {wex*|o*(qo,w) € F} J

Nichtdeterministische endliche Automaten (NEA)

DEA
0 1 Von einem Zustand aus gibt es mit
i 1 % :0 ein und demselben Eingabesymbol
o q1 = 9P genau einen Folgezustand.
NEA
0,1 0.1 Von einem Zustand aus kann es mit
ein und demselben Eingabesymbol
1 0 1 mehrere Folgezustande geben.
q0 q 92 93
e-NEA Von einem Zustand aus kann es mit ein
0,1 0,1 und demselben Eingabesymbol mehrere
1 0, 1 Folgezustande geben, Ubergange sind
% t %@ g3 auch mit & moglich (e-Ubergange).

Nichtdeterministische endliche Automaten (NEA)

Ubergangsfunktion NEA: §: Q x © — P(Q)
Ubergangsfunktion e-NEA: §: Q x (Z U {e}) = P(Q)
Erweiterte Ubergangsfunktion: §*: Q x &* — P(Q)

Determinisierung (NEA — DEA)

Zu jedem NEA gibt es einen dquivalenten DEA.

Beweis (Teilmengenkonstruktion)
NEA: A =(Q,%.0,q0, F)

DEA: A = (Q, %, 3, 0, F), wobei

6*(q.w)=1{d' € Q| g~ wq'} Q = PQ
g~ wq' ... es gibt einen mit w beschrifteten Pfad von g nach ¢’ §g.2) = qLEJa‘S*(q* 2) firallege @ acx
Akzeptierte Sprache: G = {qo}
L(A) = {w e T | (q0,w) N F £ {}} J B {{ae§>|amw{}}u{af,} falls ¢ € L(A)
{geQ|gnF#{}} sonst
Automaten A und A’ sind dquivalent, falls £(A) = L(A'). |

Tipp: Berechne die Ubergangsfunktion ausgehend von go nur fiir
tatsachlich erreichbare Zustande.



Determinisierung: Beispiel Regulidre Menge — e-NEA
a,b
Zu jeder reguldren Sprache L gibt es einen endlichen Automaten A,
NEA: sodass L = L(A). J
Q a /\: a Q
90 qu 9@ B
5 |a b ) a b L= {}: ) (o)
a0 | {ao. a1} | {ao} SZ {qo} {90, a1} {qo} o s
L={s}: ®——0O €(xu
o [{et [ {q0. a1} | {d0- 1,92} | {q0} L is}u L SEEUE
2o @ EZ {q0, 91 @2} | {q0, a1, 92} | {0} T
DEA:
00 101
Regulére Menge — e-NEA DEA — regulare Menge
. Jede von einem DEA akzeptierte Sprache ist regular. |
Beweis ctd.
L= lhols Beweis
A=({a,-..,qn},%,0.q1, F)
(.qﬂ lAlq, ‘O}LGO%ZAZW 2@) R,f ... Menge aller Worter, mit denen man von g; nach g; gelangt,
: : ohne einen Zustand mit einem Index gréBer als k zu beriihren.
L = (L)*: RO {{562\5(17;,5):%-} i#j
’ {sex|d(ans)=q}ufe} i=j
RE = RETTURET - (REC)-RETT k>0
) = U RY;
o qeF
o
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Einschub: Graphen

Markierte gerichtete Graphen

Seien U und W endliche Mengen. Ein markierter gerichteter Graph g
tiber U und W ist ein Tripel (K, E, L) wobei

@ K die Menge der Knoten
e EC K x W x K die Menge der Kanten
o L: K — U die Knotenmarkierungsfunktion ist.

Ein Element (x, w, y) € E stellt eine gerichtete Kante vom Knoten x
zum Knoten y mit Markierung w dar.

Aquivalenz und Isomorphie

Zwei markierte gerichtete Graphen g = (K, E, L) und g’ = (K, E’, ')
iiber U und W heiBen isomorph, wenn wenn es eine bijektive
Abbildung f : K — K’ gibt, sodass fiir alle k,/ € K und w € W gilt:
(k,w, ) € E genau dann wenn (f(k),w, f(/)) € E'.

Gilt auBerdem L(k) = L'(f(k)) fiir alle k € K, so heiBen g und g’
aquivalent. 05

Minimierungsalgorithmus von Brzozowski'

Sei A= (Q,X,4, qo, F) ein DEA mit L(A) = L. Dann ist
A" =(Q,%,{(q,2,p) | (p,a,q) € 6}, F,{qo}) mit L(A") = L".

Minimierungsalgorithmus von Brzozowski

Gegeben ein DEA A. Um den zu A 3quivalenten Minimal
C zu erhalten:

omaten

@ konstruiere einen NEA A" durch “Spiegelung” von A
@ konstruiere einen DEA B durch Determinisierung von A"
@ konstruiere einen NEA B" durch “Spiegelung” von B
@ konstruiere einen DEA C durch Determinisierung von B"

! Janusz (John) Antoni Brzozowski (*1935)
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Lyeg(X) ist abgeschlossen gegeniiber:

o Vereinigung, Verkettung, Stern-Operator: per Definition.
@ Plus-Operator: AT = A*- A

Komplement bzgl. X*: konstruiere DEA und vertausche End-
und Nichtendzustinde. (Falle nicht vergessen!)

Durchschnitt: ANB =AUB.

Differenz: A— B=ANB.

Spiegelung: Konstruiere EA, vertausche Start- mit Endzustand,
kehre alle Zustandsiibergange um.

Homomorphismen: reprasentiere L durch regularen Ausdruck und
ersetze alle Vorkommnisse von a durch Ausdruck fiir h(a).
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Homomorphismus

Seien X und I zwei Alphabete. Homomorphismus: h: ¥ — "
Induktive Erweiterung auf Waérter tber ¥:

Q h(e)=¢
@ h(wa) = h(w)h(a) fir alle w e T* und a € X.
Anwendung von h auf jedes Wort der Sprache L:

H(L) = {h(w) | w € L}

Beispiel

Sei h:{0,1}* — {a, b}* ein Homomorphismus mit h(0) = ab und
h(1)=¢

Dann ist h(0011) = abab und h(L(10*1)) = L((ab)*)
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Grenzen der Regularitat

Sei L= {0"1" | n > 0}.

Es sieht so aus als miisste sich die Maschine die Anzahl der Nullen
merken. Nachdem ebendiese Anzahl aber nicht limitiert ist, miisste
sich der DEA eine unbeschrankte Anzahl von Méglichkeiten merken
konnen. Mit einer endlichen Anzahl von Zustanden ist das aber nicht
maoglich!

Gibt es einen DEA fiir L?

Aber: Nur weil es so aussieht, als ob eine Sprache unbegrenzten
Speicher brauchen wiirde, ist das nicht notwendigerweise so!
Regular oder nicht?

A = {w | w enthilt gleich viele Symbole 0 wie Symbole 1}
B = {w | die Teilwrter? 01 und 10 kommen gleich oft in w vor}

2Fiir ein Wort w € ¥*, wobei w = xuy fiir Worter x, u,y € £* heiBt u
Teilwort von w.

Schubfachprinzip?
Schubfachprinzip (pigeonhole principle)

Bei Verteilung von n+ 1 Gegenstanden auf n Schubfacher missen in
mindestens einem Schubfach zwei Gegensténde landen.

DEA A habe m Zustande. Gilt fir ein von A akzeptiertes Wort w,
dass w > m, so muss mindestens ein Zustand mehr als einmal
durchlaufen werden. (Schubfachprinzip!)

Zerlege w in xyz: y gehe von g nach g; diese Schleife kann
ausgelassen bzw. beliebig oft wiederholt werden, d.h. xy'z wird fiir
alle i ebenfalls von A akzeptiert!

L)

a

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859
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Pumping Lemma fiir regulare Sprachen

(Unendliche) Reguldre Sprachen haben eine spezielle Eigenschaft:
Jedes Wort ab einer bestimmten Lange kann “aufgepumpt” werden,
d.h. jedes solche Wort enthilt ein Teilstiick, das beliebig oft
wiederholt werden kann, wobei die resultierenden Warter noch immer
in derselben Sprache liegen.

Pumping Lemma fiir regulare Sprachen

Sei L eine unendliche regulare Sprache. Dann gibt es eine (nur von L
abhangige) Schranke m > 0 so, dass fiir jedes Wort w € L mit

|w| > m Warter x, y, z so existieren, dass

w = xyz mit |xy| < mund [y| >0

sowie

wi=xy'zel fir alle i > 0.
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Reguldres Pumping Lemma - Beispiel

Zu zeigen: L= {a"b" | n > 0} ist nicht regular.
Beweis durch Widerspruch:

Angenommen L sei regulir. Fiir beliebiges m (Konstante aus dem
Pumping Lemma) wahle ein w € L mit [w| > m, z.B.

w=a"p"
Betrachte beliebige Zerlegungen von w in xyz, wobei |xy| < m und
ly| > 0: xy kann nur aus Symbolen a bestehen.
Wihle ein i so, dass xy'z nicht von der Gestalt a"b" ist:
2.B. i =2, dann miisste — wire L regulir — auch xy2z = a™*l¥|p™ aus

L sein, was aber nicht der Fall ist! Widerspruch! L kann nicht regular
sein.

14



Grammatiken

Satz — HwP ZwP Art  — die| das
HwP —  Art Hw Hw  — Studentin | Problem
ZwP  —  Hzw HwWP Zw Hzw —  wird
Zw  — losen

Satz

= HwP ZwP

=p Art Hw Hzw HwP Zw

=p die Studentin wird Art Hw [lésen

=p die Studentin wird das Problem [|osen
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Grammatik: Formale Definition

Grammatik

Grammatik G = (N, T, P, S), wobei

N ... endliche Menge von Nonterminalen (Variablen)

T ... endliche Menge von Terminalsymbolen (NN T = {})
PC(NUT)" x (NUT)* ... Produktionen

S e N ... Startsymbol

Wir schreiben
o — f3 statt (o, B) € P
a— Py | Bostatta— Br, ... a— By
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Satzformen und erzeugte Sprache

Gilt S = w fiir ein Wort w € (N U T)*, so nennt man w Satzform.
Menge aller in n Schritten ableitbaren Satzformen:
SF(G,n)={we (NUT)*|S="w}

Erzeugte Sprache

Von G erzeugte Sprache L(G):

L£(G) = {weT"|S="w}

Grammatiken Gi und G, heiBen dquivalent, wenn £(G1) = £(G2) gilt.J
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Grammatiken: Beispiele

{a"|n>0}
G1 = ({S}.{a}.{S = .5 — a5}, 5)

L(G) ={eyufa" [n>1} = {a}"

Alle in G; moglichen Ableitungen sind von der Gestalt

S=¢c bzw. S=aS="a"tl5= "

fir ein n > 0.
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Grammatiken: Beispiele
{a"b"|n > 0}
Gy = ({S},{a, b}, {S — aSh, S — £}, S)

£(Go) = {a"b"|n > 0}

Alle in G, méglichen Ableitungen sind von der Gestalt
S ="23"Sh" = a"b" fiir alle n > 0

Formaler Beweis mittels Induktion:
Menge aller Satzformen nach genau n > 1 Schritten: SF(G, n) = {a"Sb", a"~1h"~1}
Induktionsbasis: SF(Gy,1) = {a'Sb%, <}
Induktionshypothese:  SF(Gy, n) = {a"Sb", a" 15"~}
Induktionsbehauptung: ~ SF(Ga, n+ 1) = {a™1Sb"*1, a"b7}
Beweis: Das Wort 2”157~ ist terminal und daher nicht mehr weiter ableitbar. Aus
a"Sh" ist ableitbar:
mittels S — aSh : a"*15p"+L

mittels S — = : a"b"

Grammatiken: Beispiele
{a"b"c"|n > 1}
G3 = ({S, A, C}.{a, b, c}, P3, S)wobei

P3s = {S—abc,S — aAbc, A — aAbC,A — abC,

Cb — bC, Cc — cc}
L(G3) = {a"b"c"|n > 1}

Alle in G3 méglichen Ableitungen sind von der Gestalt S = abc
bzw. fiirn>2:

S = aAbc ="2 a" LA(bC)" 2bc = a"(bC)" hc =* a"b"c"

Grammatik-Typen: Typ-i-Grammatiken

Typ-i-Grammatiken
Sei G = (N, T,P,S) eine Grammatik. Dann heiBt G auch
unbeschréankte Grammatik (Typ-0).
Gilt fiir alle Produktionen a — 3 € P
o |a| < |B] so heiBt G monoton;
o a=uAv und 8 = uwv fiirein Ac N, w e (NUT)" und
u,v € (NUT)* so heiBt G kontextsensitiv (Typ-1);
o A— ffiirein A€ N, so heiBt G kontextfrei (Typ-2);
@ A— aBoder A— e fir ABe Nund ae T, so heit G
regular (Typ-3).

Fiir monotone und kontextsensitive Grammatiken gilt: Kommt S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vor, so ist auch die
Produktion S — ¢ erlaubt.
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Erzeugte Sprachen

Erzeugte Sprachen

Eine formale Sprache heiBt rekursiv aufzdhlbar, monoton,
kontextsensitv, kontextfrei bzw. reguldr, wenn sie von einer Typ-0-,
monotonen, Typ-1-, Typ-2-, bzw. Typ-3-Grammatik erzeugt wird.

Aufgrund der Definition kénnen wir nun die einzelnen Sprachen aus
den vorigen Beispielen klassifizieren:

Es ergibt sich, dass

L(Gy) ={a"|n > 0} regular

L(Gz) = {a"b"|n > 0} kontextfrei und
L(G3) = {a"b"c"|n > 1} monoton ist.
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Regulare Grammatiken

Reguldre Grammatiken [1]
Eine Grammatik heiBt regulér, wenn alle Produktionen von der Form

A— aB oder A—e

sind (A,Be N, aeT).

Alternativ:

Regulire Grammatiken [2]
Eine Grammatik heiBt regulér, wenn alle Produktionen von der Form

A— aB oder A—a

sind (A,B€ N, ac T). Um auch das Leerwort erzeugen zu kénnen,
ist S — ¢ erlaubt, sofern S nicht auf der rechten Seite einer
Produktion vorkommt.

Reguldre Grammatiken: Beispiele

L={a}*
G = ({S}.{a}.{S—aS|¢e},S)

(Def. [1])

G = ({S,Th{a},{S—aT|a|e, T —aT|a},S) (Def. [2])

L(G) =L(G) =L

L={a}*
G = ({5, T}{a},{S—aT, T — aT |e},S5)
G = ({S}.{a}.{S—aS|a},S)

L(G) =L(G) =L

(Def. [1])
(Def. [2])
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Kontextfreie Grammatiken

Kontextfreie Grammatik

Eine Grammatik heiBt kontextfrei, wenn alle Produktionen von der
Form A — 3 sind, wobei A€ N und 8 € (NU T)*.

Eine Sprache L heiBt kontextfrei, wenn es eine kontextfreie
Grammatik G gibt, sodass L = £(G).

Linksableitung:

XAy = xfy falls A— € Pund x € T*
Rechtsableitung:

XAy =g xPy falls A— e Pundy e T*
Parallelableitung:

XoA1x1 -+ AnXn = p Xof1X1 -+ - Bnxn falls
AL = By, Ap = B € Pund xg,...,xp, € T
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Kontextfreie Grammatiken: Beispiele

Palindrome iiber {a; b}

G =({S}, {a, b},
{S5c)alblaSalbSh},S)

L(G) = {e, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, ...}

L={we{a b} |[wl=2-|wls}
G = ({S},{a, b}, P, S), wobei
P={S—+aSaSbhS|aShSaS|bSaSaS|c}
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Kontextfreie Grammatiken: Beispiele

L={a"+b"=c™" | m,n > 0}
Kontextfreie Grammatik G = ({S. T}.{a,b,c,+,=},P,S)

wobei P:
P ={S - aSc|+T
T = bTcl= }
aa+ bb = cccc € L(G):

S = aSc = aaScc = aat+Tcc
= aa+bTccc = aa+bbTcccc = aa+ bb=cccc
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Einschub: Baume

Baum

Ein (geordneter, markierter gerichteter) Baum tber U und W ist ein
Graph g = (K, E, L) iber U und W, der folgende Bedingungen
erfiillt:

Q@ W={1,..,n} fireinn>1.

@ Es gibt genau einen ausgezeichneten Knoten py (Wurzel), der
keinen Vorganger hat. AuBerdem gibt es von der Wurzel aus zu
jedem anderen Knoten g von g einen Pfad
(Po, €1, P1s- - -, Pk—1, €, q) der Lange k > 1, (p;, ei+1, pi+1) € E,
0<i<k,q=pk

@ Jeder von der Wurzel verschiedene Knoten hat genau einen
Vorganger.

@ Jeder Knoten ohne Nachfolger heiBt Blatt.

@ Ist p kein Blatt, so sind die Nachfolger von p geordnet (die
Kanten tragen die Bezeichnungen 1 bis k fiir ein k).

Ableitungsbaume fir k.f. Grammatiken

Ableitungsbaum

Sei G = (N, T,P,S) eine kontextfreie Grammatik. Ein Baum
g=(K,E,L)iber U=NUTU{e} und W= {1,...,n} heiBt
Ableitungsbaum fiir G, wenn Folgendes gilt:

@ Ist py die Wurzel von g, so gilt L(pp) = S.

@ Ist p kein Blatt, so muss L(p) € N gelten.

@ Ist p ein Blatt mit L(p) =, so ist p der einzige Nachfolger
seines Vorgangers.

Q Ist {(p.i,qi) | i€1,..,n} die geordnete Menge der von p mit
L(p) = A wegfiihrenden Kanten, so ist A — L(q1)...L(qk) eine
Produktion in P.

A-Baum fiir G: fiir Wurzel gilt L(po) = A
Ein Ableitungsbaum ist ein S5-Baum fiir G.
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Ableitungsbaume: Beispiel

G = ({S}.{a, b},{S — aSb, S — ab}, S)
Ableitungsbaum fiir G:

Front des Ableitungsbaums:
ergibt sich als Folge der Labels der Knoten 2, 5, 6, 4 zu aabb
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Eindeutigkeit, (inharente) Mehrdeutigkeit

Sei G = (N, T,P,S) eine kontextfreie Grammatik. G heiBt
eindeutig, wenn es zu jedem in G ableitbaren Terminalwort genau
eine Linksableitung in G gibt. Ansonsten heiBt G mehrdeutig.

Eine kontextfreie Sprache L heiBt inhdrent mehrdeutig, wenn jede
Grammatik, die L erzeugt, mehrdeutig ist.
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Mehrdeutigkeit: Beispiel 1

G = ({E}. {+.*(,).id}, P, E) wobei
P={E—E+ E|E«E|(E)|id}
G ist mehrdeutig:

E =u E+E;»L{E,ZEZ—E};»LM+E+E¢Lid+id

= id + id + id
L(G) ist aber nicht mehrdeutig, da es eindeutige Grammatik gibt:
G'={E, T,F}, {+ %), id}, P, E)

wobei

PP={E—>E+ T|T, T—>TxF|F, F>(E)|id}

+ E

Inharent mehrdeutige Sprachen: Beispiel

Die kontextfreie Sprache L = L; U L, mit

Ly ={a™b™c" | m,n > 1} und Ly = {a™b"c" | m,n > 1}
ist inharent mehrdeutig.

L ist kontextfrei:

S = 5%
S5 — SiclA
A — aAb]|e

B

S - |
cle

as
bB
Grammatik ist mehrdeutig, da a”b"c” zwei verschiedene Ableitungen
besitzt.

Man kann zeigen, dass alle Grammatiken fiir L mehrdeutig sind, d.h.,

L ist inharent mehrdeutig.

Bemerkung: L3 N Ly = {a"b"c" | n > 1}
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Transformation von Produktionen

Nutzlose Produktionen: Entfernen aller Produktionen, die vom
Startsymbol aus nicht erreichbar sind oder aus denen kein w € T*
ableitbar ist.

e-Produktionen: Entfernen aller Produktionen A — ¢

Einheitsproduktionen: Entfernen aller Produktionen A — B

Zu jeder kontextfreien Sprache ohne Leerwort gibt es eine kontextfreie
Grammatik ohne nutzlose, ohne e- und ohne Einheitsproduktionen.

J
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1. Entfernen nutzloser Produktionen (Teil 1)

Menge aller Variablen, aus denen direkt ein Terminalwort ableitbar ist:
MY —{AeN|AswePwe T
Fiir i > 1 definieren wir iterativ
M) = {AeN|A>wePwe W DUT)yun
Sobald N{mu) = Nim) (fir ein m > 1), erhalten wir
Gy = (N1, T, P1, S), wobei
Ny = N

Py enthilt alle Produktionen aus P, welche nur Symbole aus Ny U T
enthalten.
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel
Schritt 1
G =({S,A, B, C,D},{a},P,S) mit
P={S—aA|B|D,A—aB,B— A B—¢c C— a}

Wir untersuchen, ob aus jeder Variablen in G ein Terminalwort
ableitbar ist:

o NV = (B, C}
o N = {5, A}u{B,C} = N .

Aus D ist kein Terminalwort ableitbar, wir erhalten also

G = (N, {a}, P, S) mit
Ny {S.A.B,C}
Py {S—+aA|B,A—aB B—+AB-¢eC—a}.

Nun ist in G aus jeder Variablen ein Terminalwort ableitbar und es
gilt £(G1) = L(G).

N

. Entfernen nutzloser Produktionen (Teil 2)

Ausgehend von Gj bestimmen wir nun die Menge aller Symbole V/,
die vom Startsymbol S aus erreichbar sind:

1
vl = (s)

sowie fiir i > 1

V) = {aeMUT[AsuavePLAc (VD)
) u,ve (N UT)}
Uy

Soblad V™™ = V™ erhalten wir Gy = (Na, Ty, P2, S) (mit
L(G2) = L(G)), wobei

Ny = VQ("') N Ny, sowie

T,=V{" T und

P, enthilt alle Produktionen, die nur Symbole aus N, U T, enthalten.
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel ctd.

Schritt 2

Ausgehend von G iiberpriifen wir, ob alle Symbole vom Startsymbol
S aus erreichbar sind:

o ViV = (s}
o VY = (A B,a}u{(S} =V
C nicht vom Startsymbol erreichbar. Daher erhalten wir

G = (Np,{a},P>,S) mit
N, = {5A B}
P, = {S—aA|B,A—aB,B—AB—¢e} .

Mit G, haben wir nun also eine zu G &aquivalente Grammatik ohne
nutzlose Symbole und es gilt £(G) = £(G).




3. Elimination der e-Produktionen

Ausgehend von der zu G aquivalenten Grammatik G, ohne nutzlose

Symbole, bestimmen wir nun die Menge aller Variablen, aus denen das
Leerwort ableitbar ist (n, bezeichnet die Anzahl der Symbole in N,):

NY = {Ac Ny [AsceP)
Fiir i mit 1 < i < np definieren wir iterativ
N ={AeNy | A we Pywe (ND)y uni™,

Klarerweise gilt, dass aus einer Variablen A genau dann das Leerwort
ableitbar ist, wenn A € NQ"Z’. Daher erhélt man sofort fiir die
Startvariable S, dass ¢ € £(Gz) (= £(G)) genau dann, wenn

(2)
Se N3
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3. Elimination der e-Produktionen ctd.

Wir entfernen nun alle e-Produktionen aus P, und nehmen anstelle
einer Produktion A — X1..Xx mit X; € NoUT,1<i<k,k>1, aus
P> alle Produktionen A — Y7...Y in P§ auf, die folgende
Bedingungen erfiillen:
Q V1.V #¢
Q firalleimit1<i<k:
0 V=X fir X; € Ny — N§™
@ ;= X; oder Y; = fiir X; € N§"™)
Wiederholen wir nun auf (N3, T2, P5, S) die Schritte 1 und 2, um
eventuell neu entstandene nutzlose Symbole zu entfernen, so erhalten
wir schlieBlich Gs.

Achtung: L£(G3) = L(G) —¢e !l
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel ctd.

Schritt 3
Nun sehen wir uns die e-Produktionen in G, an:
o M = (B}

o NP = {S}U{B} Also: e € £(G) !
Wir erhalten somit

Gz = (N3, {a},P3,S) mit

N3 = No={S A B}
P3 {S—aA|B,A—aB|aB— A} .

G3 enthilt nun weder nutzlose Symbole noch e-Produktionen, und es
gilt £(G3) = L(G) —e.
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IS

. Elimination von Einheitsproduktionen:

Ausgehend von Gs eliminieren wir die dort enthaltenen
Einheitsproduktionen folgendermaBen:

Ist By — Bj eine Produktion in Ps.

Betrachte alle Ableitungen By = By = By = ... = By = w,w ¢ N,
(d.h., die im letzten Schritt angewendete Produktion ist keine
Einheitsproduktion.)

Ersetze nun jede Produktion der Gestalt By — B; durch die
Produktionen By — w.

Nachdem es jedoch passieren kann, dass durch dieses Verfahren
wiederum nutzlose Symbole erzeugt werden, muss man noch einmal
die Schritte 1 und 2 wiederholen, ehe man die gewiinschte Grammatik
Gy erhilt.
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Vorbereitende Schritte zur Chomsky NF: Beipiel ctd.

Schritt 4

In G3 gibt es noch die Einheitsproduktion B — A, die wir nun
eliminieren. Nachdem B = A = aB bzw. B = A = a, ersetzen wir
nun B — A durch B — aB | a sowie S — B durch S — aB | a und
erhalten damit die reduzierte Grammatik

Ga = (Na,{a}, P4, S) mit
No = Ns=Np={S A B}
Py = {S—aA|aB|a,A—aB|a,B— aB|a}

Wiederholt man die Schritte 1 und 2, so stellt man fest, dass in
diesem Fall keine neuen nutzlosen Symbole erzeugt wurden.
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Chomsky* Normalform

reduzierte Grammatik: Als Ergebnis der Schritte 1-4 erhalten wir
eine sogenannte reduzierte Grammatik, also eine kontextfreie
Grammatik, die weder nutzlose Symbole, noch e- oder
Einheitsproduktionen enthalt.

Chomsky Normalform

Alle Produktionen besitzen die Form

A—BC oder A—a (aeT,AB,CeN).
Um das Leerwort erzeugen zu kénnen, ist S — ¢ erlaubt, sofern S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt.

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man effektiv eine
aquivalente Grammatik G’ konstruieren, sodass G’ = (N, T', P', §')
in Chomsky NF ist.

“Noam Chomsky, ¥1928 17

Chomsky NF (Beweis)

o Gilt £(G) = {}: fertig
o Gilt £(G) # {}: Von der reduzierten Grammatik
Gy = (Na, Ta, P4, S) (die L(G) — ¢ erzeugt) konstruiere G”:
@ ersetze jedes Terminalsymbol a € T auf den rechten Seiten der
Produktionen in P4 durch eine entsprechende neue Variable X,
(soferne die rechte Seite nicht ohnehin nur aus einem einzigen
Terminalsymbol besteht) und fiige X, — a hinzu.
@ ersetze jede Produktion der Gestalt A — B;...By fiir k > 2, durch
A= BiY1, Y1 = BYa, ..., Y2 = Bi_1By.
GemaB diesen Umformungen enthilt G” nur Produktionen der
Gestalt A — a sowie der Gestalt A — BC fiir ae T’ und
A,B,C € N, d.h., G" ist in Chomsky Normalform.
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Chomsky NF (Beweis ctd.: £ € L(G) ?)

e Gilt ¢ ¢ L(G): fertig (G’ = G").
@ Sonst:

> S ist nicht auf der rechten Seite einer Produktion enthalten: Fiige
2u P’ noch die Produktion S — & hinzu (S’ = S), um die zu G
Aquivalente reduzierte Grammatik G’ in Chomsky Normalform zu
erhalten.
sonst: fiige noch ein neues Startsymbol S hinzu (d.h.,
N' = N"U{S'}) sowie die Produktionen S’ — w, wobei w die
rechte Seite einer S-Produktion ist, d.h.,
P =PU{S'—>w|S—=weP'}.

v
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Chomsky NF - Beispiel ctd.

Schritt 5 - Chomsky NF

Wir konstruieren zu G4 (die £(G) — & erzeugt) eine reduzierte
Grammatik G’ in Chomsky-Normalform mit £(G’) = L(G):

Ersetze a durch Xj in allen Produktionen, in denen a nicht alleine auf
der rechten Seite vorkommt:

{S = X.A| XoB | 2,A— X.B | 2,B = XoB | 2, X, — a}.
Nachdem ¢ € £(G), muss noch S — ¢ hinzugefiigt werden, also:

G =
P =

({S,A,B, X5, Y1},{a}, P, S) mit
{S = X:A| XaB|a|e,A— X,B,
A—a,B— X,B|aX,— a}
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Greibach® Normalform fiir kf Grammatiken

Greibach Normalform:

Alle Produktionen haben die Form
A= aw (aeT,Ae N, we N*) .

Erweiterte Greibach Normalform:

Alle Produktionen haben die Form
A—aw (aeT,AeN, we(NUT)*) .

Um das Leerwort erzeugen zu kénnen, ist S — ¢ erlaubt, sofern S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt.

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man effektiv eine
aquivalente Grammatik G’ konstruieren, sodass G’ in (erweiterter)
Greibach NF ist.

°Sheila Greibach, *1939

Erweiterte Greibach Normalform - Beispiele

L= {02"1“02" [ n k> 1}

Grammatik fur L; in erweiterter Greibach Normalform:

G = ({5, X},{0,1}, P1, S) mit

P ={S — 02502, S — 0%X0%, X — 1*X, X — 1*}
Linksableitungen:

S =1 2(n—1) 52(n—1) —, 2nx(2n — k-1 (2n74(k—1) x(2n —
0271402 Vn, k >1

Ly = {a"*b*a>" | n > 4,k > 3}

Grammatik fir Ly in erweiterter Greibach Normalform:
Gy = ({5, A, B}, {a, b}, P>, S) mit

Py = {S — aAa®®, A — aAa® | b*B, B — bB | b}
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Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Abschlusseigenschaften

Kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen unter
oy, "
@ Homomorphismen,
@ Schnitt mit regularen Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen unter

@ Durchschnitt und Komplement.
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind unter U, -, * abgeschlossen.

Seien G, G, kontextfreie Grammatiken mit Ny N N, = {} und
S ¢ Ny UNy:

G = (N1, T1, P, S1), Go=(No, T2, P2, 52)
Dann gilt:

Gunion = (N1 U N2 U{S}, TiU T2, {S = S1 | S} UPLUP,S)
Geat = (N1 UN, U{S}, THU T2,{S = S1- S} UPLUP, S)
Gotar = (N1, T1,{S = £,5 = S1S}U P, S)

Sowie

L(Gunion), L(Geat), L£(Gstar) kontextfrei
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WHKA revisited: Dyck® Sprachen

Dyck Sprachen

Sei D, iiber Ty = {(1,)1, - (n: )n} die kleinste Menge, fiir die gilt:

@ €D,
e Ist v € Dy, soist auch (jv); € Dp, 1 <i<n.
@ Ist v, v» € Dy, so ist auch vivs € D,

°Walther von Dyck, 1856-1934
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Satz von Chomsky-Schiitzenberger”

Jede kontextfreie Sprache ist homomorphes Bild des Durchschnitts
einer reguliren Sprache mit einer Dyck-Sprache:

Satz von Chomsky-Schiitzenberger

Eine Sprache L iiber ¥ ist genau dann kontextfrei, wenn zu einem
n > 0 ein Homomorphismus h: [';, — ¥* so existiert, dass

L=h(D,NR),

wobei R eine reguldre Sprache iiber I', bezeichnet.

L ={a"b" | n > 0} ist kontextfrei, da

L=h(Dr0{(G*0})
wobei h: {(,)}* — {a,b}* mit h(() =a, h())=0b

"Marcel-Paul Schiitzenberger, 1920 - 1996
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen unter M.

Ly ={a"b™c" | m,n>0} Ly ={a"b"c" | m,n >0}
Ly, Ly sind kontextfrei:

S — Sic|A S —
A — aAb]|e B —

Nun gilt

L=LiNnLy,={a"b"c™ | m> 0}

L ist aber nicht kontextfrei!
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen unter Komplement

J

Linl=0L UL

Wir haben gesehen, dass kontextfreie Sprachen unter U abgeschlossen
sind. Waéren diese auch unter Komplement abgeschlossen, so — wegen
obiger Beziehung — auch unter Durchschnitt. Wir haben aber gezeigt,
dass dies nicht der Fall ist.

o
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Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Sei L eine unendliche kontextfreie Sprache. Dann existiert eine (nur
von L abhéngige) Schranke m > 0 so, dass fiir jedes Wort w € L mit
|w| > m Woérter u, v, x,y, z so existieren, dass

W = uvxyz mit [vxy| < mund |vy| > 1

sowie

wi=wixylzel fiir alle i > 0.

Beweis Idee:

Wihrend man das Pumping Lema fiir regulire Sprachen mit der Anzahl der
Zustinde entlang eines Pfades in einem DEA begriindet, kann man hier in
shnlicher Weise mit der Anzahl der Nonterminale entlang von Pfaden in den
binaren Ableitungsbaumen einer kontextfreien Grammatik (in Chomsky
Normalform) argumentieren
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Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen - Beweis

Beweis

Sei G eine Grammatik in Chomsky Normalform mit k Nonterminalen.
Wahle m = 2K, Betrachte nun den Ableitungsbaum eines beliebigen
Wortes w € L(G) mit [w| > m. Dieser ist (bis auf den letzten
Ableitungsschritt) ein Bindrbaum:

s s
Bindrbaum

letzter

Dieser Binarbaum hat > 2 Blitter. Daher muss es mindestens einen
Pfad der Lange > k geben. Wir halten einen solchen Pfad fest.

Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen - Beweis ctd.

Beweis ctd.

EinschlieBlich des Startsymbols befinden sich
auf diesem Pfad > k + 1 Nonterminale. Da
die Grammatik G nur k verschiedene
Nonterminale besitzt, muss mindestens eines
davon doppelt vorkommen
(Schubfachprinzip!).

Wir betrachten nun die Teilwérter, die aus
den beiden Nonterminalen A abgeleitet
werden kénnen. Diese induzieren eine
Zerlegung von w in dei Teilworter uvxyz.
Da das obere Nonterminal A mittels einer
Produktion der Form A — BC weiter
abgeleitet wird, ist (sind) v oder y (oder
beide) nicht leer.




Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen - Beweis ctd.

Beweis ctd.
Der Ableitungsbaum fiir w kann auf verschiedene Arten modifiziert
werden:

Beispielsweise kann an das obere A der
Ableitungsbaum des unteren A gehangt
werden.

Wir erhalten damit eine Ableitung von

uxz = uv®xy°z. Das heiBt, uv®xy°z € L(G).

Man kann auch an das untere A den
Teilbaum anhangen, der am oberen A
beginnt. Dies ergibt eine Ableitung von
uvvxyyz = llVZX_y2Z.

Allgemein gilt, dass fiir jedes i > 0 uvixy’z € L(G). o
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen - Beipiel

L ={a"b"c" | n > 0} ist nicht kontextfrei
Beweis: indirekt. Angenommen L ist kontextfrei. Sei dann m die
Konstante des Pumping Lemmas. Wahle z.B.

w=a"p"c"

Fiir Worter w € L gilt: |w|, = |w|p = |wc.
Da |w| =3m > m kann w zerlegt werden in w = uvxyz mit
Jvxy| < m.

Daraus folgt, dass vxy nicht gleichzeitig Symbole a und Symbole ¢
enthalten kann, d.h., entweder ist |vxy|, = 0 oder |vxy|c = 0.
(In der Tat liegen die Symbole a und ¢ zu weit auseinander.)
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen - Beipiel ctd.

w=a"h"e",  w=uwyz, |wyl<m, |w|>1

Fallunterscheidung:
Fall (a): |vxy|c = 0.
Wegen |vy| > 1 gilt |vy|s + |vy|p > 0. Wahle i =0, d.h.,

wp = UVDXyOZ = uxz
(Nach dem Pumping Lemma miisste wo € L gelten.)

Fiir uxz gilt nun
|uxz|c = |uvxyz|c = |w|c, aber |uxz|, < |w|, oder |uxz|p < [w]p.
Das heiBt, es gilt nicht

|uxz|, = |uxz|p = |uxz|c und daher uxz ¢ L. Widerspruch!

Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen - Beipiel ctd.

w=a"b"c",  w=uwyz, |wy|<m, |w|[>1

Fallunterscheidung ctd.:

Fall (b): |vxy|c > 0 und daher |vxy|, = 0.

Wegen |vy| > 1 gilt |vy| + |vy|c > 0.

Fiir wo = uxz gilt nun aber

|uxz|s = |uvxyz|, = |wla, jedoch |uxz|p < |w|p oder |uxz|c < |w/c.

Das heiBt, es gilt nicht
|uxz|s = |uxz|p = |uxz|c und daher uxz ¢ L. Widerspruch!

Wir haben alle méglichen Zerlegungen von z untersucht, aber in
Jjedem Fall einen Widerspruch erhalten! Somit kann L nicht
kontextfrei sein.
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Korollar zum P.L. fiir kontextfreie Sprachen

Folgerung [Korollar zum P.L. fiir kontextfreie Sprachen]

Sei L C {a}*, sodass L = {af(") | n > 0} fiir eine streng monoton

wachsende Funktion f in den natiirlichen Zahlen.

Gibt es fiir jede natiirliche Zahl k eine natiirliche Zahl n(k), sodass
f(n(k) +1) — F(n(k)) > k.

dann kann L nicht kontextfrei sein.

Nach obigem Satz kénnen die Sprachen

{a” | p ist eine Primzahl}  und
{¥"[n>0}

nicht kontextfrei sein.
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Bemerkung: Fiir kontextfreie Sprachen iiber einem einelementigen
Alphabet gilt jedoch der folgende Satz:

Jede kontextfreie Sprache iiber einem einelementigen Alphabet ist
regular.

Kontextfreie Sprachen iiber einem einelementigen Alphabet

J
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Jenseits der Kontextfreiheit

Formale Sprachen
{a"b"c" | n > 0} ist nicht kontextfrei.

Programmiersprachen
Typen- und Deklarationsbedinungen sind nicht oder nur schwer
kontextfrei darstellbar.

Natiirliche Sprachen

Schweizer Dialekt:

Jan sait das mer d’chind em Hans es huus haend wele laa hilfe
aastriiche.

Hochdeutsch:

Jan sagt, dass wir die Kinder dem Hans helfen lassen wollten, das
Haus anzustreichen.
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Monotone Grammatiken

Monotone Grammatik

Eine Grammatik heiBt monoton, wenn fiir alle Produktionen a@ — 3
die Lange von « kleiner gleich der Lange von f3 ist (a # €).
Kommt das Startsymbol S auf keiner rechten Seite vor, ist auch

S — £ zugelassen.

L={a"b"c" | n> 0}
G=({S,T.C},{a,b,c}, P, S)
wobei P folgende Produktionen enthalt:

Cb — bC

S — el|abc|aT bc
Cc = cc

T — aTbClabC
Es gilt: £(G) = L.
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Kontextsensitive Grammatiken Kontextsensitive Grammatiken: Beispiel
Kontextsensitive Grammatik L={a"b"c" | n >0}
Eine Grammatik heiBt kontextsensitiv, wenn alle Produktionen die _
Form uAv — ufv besitzen, wobei u,v € (NU T)*, A€ N und G=({5T.8,CX Y}{ab,c}P,S)
Be(NUT)T. wobei P folgende Produktionen enthalt:
Kommt Startvariable S auf keiner rechten Seite vor, ist auch S — ¢
zugelassen. S — e|abc|aTBc CB — CY
T — aTBC|abC cY — Xy
B — b XY — XC
Cc — cc XC — BC
Fiir jede Sprache, die von einer monotonen Grammatik erzeugt wird, Es gilt: £(G) = L
gibt es auch eine kontextsensitive Grammatik, und umgekehrt. J s gt i
181 162
Rekursive Sprachen Chomsky-Hierarchie
Sprachfamilie Grammatiktyp | Maschinenmodell
Lo unbeschrankt | Turingmaschine
(rekursiv aufzahlb.) (= EA + RAM)
Rekursive Sprachen Ly kontextsensitiv | Linear beschriankter Aut.
Eine Sprache L € £o(X) heiBt rekursiv, wenn auch das Komplement (kontextsensitiv) monoton (= EA + beschr.RAM)
der Sprache L =x* — L, eine rekursiv aufzihlbare Sprache ist, d.h.,
L € Lo(X). Die Menge der rekursiven Sprachen aus Lo(X) wird mit L kontextfrei Kellerautomat
Lrec(T) bezeichnet, die Familie der rekursiven Sprachen mit Lyec. (kontextfrei) (= EA + Stack)
L3 (regular) regular endlicher Automat (EA)
Chomsky Hierarchie
L3G LG L1 G Lrec G Lo J
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Abschlusseigenschaften: Homomorphismen Abschlusseigenschaften: inverse Homomorphismen
Seien ¥ und I zwei Alphabete. Homomorphismus: h: ¥ — ™
Induktive Erweiterung auf Waérter tiber X:

Q h(e)=-¢;
@ h(wa) = h(w)h(a) fir alle w e =* und a € ¥.
Anwendung von h auf jedes Wort der Sprache L:

Ist h:X* — I'* ein Homomorphismus, so ist der inverse
Homomorphismus h~! fiir eine beliebige Sprache L definiert als

hY(L) = {we | h(w)e L}
h(L) = {h(w) | w e L}

Ein Homomorphismus h heiBt e-frei, wenn h(a) # ¢ fiir alle a € X. . .
Abschluss unter inversen Homomorphismen

Die Sprachfamilien £;, i € {0,1,2,3}, sind gegeniiber inversen

Abschluss unter Homomorphismen .
Homomorphismen abgeschlossen.

Die Sprachfamilien £;, i € {0,2,3}, sind gegeniiber beliebigen
Homomorphismen abgeschlossen; die Familie der monotonen
(kontext-sensitiven) Sprachen ist nur gegeniiber e-freien
Homomorphismen abgeschlossen.
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Homomorphismen: Beispiel gsm-Abbildungen

L= {amb™cmand™e™ | n > 1} nicht kontextfrei
Wir zeigen indirekt, dass L nicht kontextfrei sein kann: gsm (generalized sequential machine): endlicher Automat mit

Sei h der Homomorphismus mit Ausgabe

Eine gsm ist ein Sechstupel M = (Q, X, T, 4, qo, F), wobei
h:{a, b,c,d,e}* — {a, b, c}" sowie Q Zustinde, ¥ Eingabealphabet, I Ausgabealphab
§:Q@xXT—QxTI*

qo Startzustand, F Endzustinde

h(a)=e, h(b)=a, h(c)=b, h(d)=c, und h(e)=¢, R .
Bedeutung von 6(q, a) = (p, w): Beim Ubergang von g nach p wird

dh., h(L) = {a™bmcm | o> 1, Symbol a gelesen und Wort w ausgegeben:
Die Familie der kontextfreien Sprachen ist gegeniiber beliebigen 0O a/w e
Homomorphismen abgeschlossen, d.h. auch h(L) miisste daher q P

kontextfrei sein. h(L) ist aber nicht kontextfrei, demnach kann auch L
keine kontextfreie Sprache sein.
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gsm-Abbildungen

gsm-Abbildung fiy : T* — P(T*)

fu(w) definiert durch alle Ausgabewérter v, die sich bei Analyse des
Eingabewortes w auf einem Pfad vom Startknoten qo zu einem
Endknoten aus F ergeben.

Erweiterung auf Sprachen L C X*:

fu(L) :={vel"|ve fy(w) firein we L}

M und fy heiBen e-frei, wenn § : @ x ¥ — @ x ',
M und fy heiBen deterministisch, wenn fiir jedes Paar (q, a)
héchstens ein (g, a; p,v) € .
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gsm-Abbildungen: Beispiel
{071270" | n > 2} nicht kontextfrei
Anmerkung: {a"b"c" [ n > 1} ist bekanntermaBen nicht kontextfrei.
Beweis indirekt. Angenommen L = {0"120" | n > 2} ist kf. Sei dann
M = ({qo, q1. 92, 93, 94}, {0, 1}, {a, b, ¢}, 6, qo, { ga}) die
(deterministische) gsm mit
(90, 0) = (g1,), 8(q1,0) = (q1,2), 3(q1.1) = (g2, €),
(a2, 1) = (93,2), (43, 1) = (g2, b), 6(33,0) = (44 ),
(q4,0) = (s, ¢)-

Da die Familie der kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen
gsm-Abbildungen abgeschlossen ist, miisste auch

M(L) = {a"b"c" | n > 1} kontextfrei sein, was aber nicht der Fall ist.
Widerspruch! Somit kann auch L nicht kontextfrei sein.

Abschlusseigenschaften von Sprachfamilien

L3 Ly L1 [Lo
Vereinigung a a a a
Konkatenation a |[ja a a
Kleenescher Stern a a a a
Komplement a | nein | ja nein
Durchschnitt a [ nein | ja a
Durchschnitt mit reg. Mengen | ja | ja a a
Homomorphismen a |ja nein | ja
e-freie Homomorphismen a a ja a
inverse Homomorphismen a a ja a
gsm-Abbildungen a |ja nein | ja
e-freie gsm-Abbildungen a |ja ja a

Zeitkomplexitat

Zeitkomplexitat

Sei M eine deterministische Turingmaschine (DTM), die eine Sprache
entscheidet. Die Laufzeit oder Zeitkomplexitat von M ist die
Abbildung f : N — N, wobei f(n) die maximale Anzahl von
Rechenschritten ist, die M benétigt, um auf einem Input der Linge n
zu halten.

Die exakte Laufzeit eines Algorithmus ist oft ein komplexer Ausdruck.
Eine “angenehmere” Abschatzung bietet die asymptotische Analyse,
bei der nur die Terme der hochsten Ordnung betrachtet werden:

Asymptotische Notation
h(n) = O(f(n)), falls es Konstanten c und ng gibt, sodass
h(n) < c- f(n) fir alle n > ng gilt.

Sei f(n) = 5n° +2n? + 22n + 6. Dann ist f(n) = O(n®)
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Die Komplexitatsklasse P

Die Klasse P
P ={L| List in polynomiell beschrénkter Zeit von einer DTM
entscheidbar}

Lasst man polynomielle Laufzeit-Unterschiede ausser Acht
(“vernachlassigbar”) so ist P invariant fiir alle Berechnungsmodelle,
die polynomiell aquivalent zu DTM mit einem Band sind.

Die Klasse P umfasst genau jene Probleme, fiir die effiziente
Algorithmen existieren.

Die Komplexitatsklasse NP

DTM ... Determinisitische Turingmaschine
NTM ... Nichtdetermininistische Turingmaschine

Die Klasse NP
NP = {L | L ist in polynomiell beschrankter Zeit von einer NTM
entscheidbar}

Zu jeder Sprache L € NP gibt es eine DTM, die L in héchstens
exponentieller Zeit (— Klasse EXPTIME) entscheidet.

P C NP C EXPTIME J

Beispiel: SATISFIABILITY (SAT)

SAT
Gegeben:  aussagenlogische Formel v mit Aussagenvariablen
X1, X2, 42y Xn
Gefragt:  Ist « erfiillbar?
SAT: Beispiel

o Sei v = (x1 V —x2) A (—x1 V x2). Fiir diese Instanz von SAT ist
die Antwort “ja”, da die Formel mit der Belegung /(x1) = 1 und
I(x2) = 1 zu true evaluiert.

o Fir die Instanz av = x; A —x; hingegen ist die Antwort “nein”.
(Es gibt keine Belegung, die a wahr macht.)

P versus NP

P ... Klasse von Sprachen, die in polynomieller Zeit entschieden werden ksnnen.
NP... Klasse von Sprachen, die in polynomieller Zeit verifiziert werden kénnen.

Bisher konnte von keiner Sprache gezeigt werden, dass sie in NP,
aber nicht in P liegt.

Dementsprechend ist die Frage, ob die Inklusion P C NP echt ist
(d.h., ob P = NP gilt oder nicht) eines der bekanntesten offenen
Probleme der Theoretischen Informatik und Mathematik.

MutmaBliche Beziehung zwischen P und NP:

NP



Polynomielle Reduktion

Polynomielle Reduktion

Seien A, B C £* Mengen. Dann heiBt A auf B polynomiell
reduzierbar (in Zeichen A <, B) falls es eine totale und mit
polynomieller Komplexitat berechenbare Funktion f : ¥* — ¥* gibt,
so dass fiir alle a € ©* gilt:

x€eA+= f(x)eB.

Polynomielle Reduktion

Gilt A<, Bund B € NP, so ist auch A € NP.
Gilt A<, Bund B € P, so ist auch A € P. J

Beweis

Sei A<, B und B € P. Dann existieren Polynome p(n) und g(n)
sowie Turingmaschinen M und N mit folgenden Eigenschaften:

@ M berechnet aus einer Eingabe w € ¥* in Zeit p(|w]|) ein Wort
f(w) mit w e A<= f(w) € B
(Beachte: Da M in p(|w|) Schritten nur eine Ausgabe der Lange
héchstens p(|w|) erzeugen kann, gilt |f(w)| < p(|w]) )

o N akzeptiert die Sprache B in Zeit g(n)

Polynomielle Reduktion

Beweis ctd.
Ein Turingmaschine fiir die Sprache A arbeitet dann bei einer Eingabe
w wie folgt:

@ Berechne f(w) (Zeitaufwand: p(|w|))

@ Simuliere M auf f(w) (Zeitaufwand: g(p(|w|)))
Der Gesamte Zeitaufwand ist also p(|w|) + g(p(|w|)), was wiederum
ein Polynom ist.
Die Aussage fiir die Klasse NP kann analog bewiesen werden

NP-harte und NP-vollstindige Probleme

Die Komplexitit einiger Probleme in NP spiegelt jene der gesamten Klasse wieder
Wiirde ein Polynomialzeit-Algorithmus fiir eines dieser Probleme existieren, wiren
alle Probleme in NP in polynomieller Zeit Iésbar. Solche Probleme heiBen
NP-vollstandig.

NP-hart NP

©

Ein Problem A heiBt NP-hart genau dann, wenn
A’ <, A fiir alle Mengen A’ € NP gilt.

=

NP-vollstandig

Ein Problem A heiBt NP-vollstandig genau dann, MQ)«
wenn .
o A NP-hart ist und @

e Ac NP gilt.

sofern P # NP

Informell: Wenn A NP-hart ist, dann ist es mindestens so schwer zu lésen wie irgendein
Problem in NP. Ist A NP-vollstindig, dann ist es eines der schwierigsten Probleme in NP.



P, NP, NP-vollstandig

Sei A NP-vollstandig. Dan gilt: A € P genau dann wenn P = NP )]

MutmabBliche Beziehung zwischen P, NP und NP-vollstandig:

NP-vollstandig

NP

Beweis der NP-vollstandigkeit

Seien A und B Sprachen aus NP mit A <, B, und sei A
NP-vollstandig. Dann ist auch B NP-vollstandig.

Damit erhalten wir folgendes Verfahren, um die NP-Vollstandigkeit
eines Problems B nachzuweisen:
Q Zeige, dass B in NP ist.
@ Zeige, dass irgendein Problem, dessen NP-Vollstandigkeit
bekannt ist, auf B polynomiell reduzierbar ist.

3-SAT ist NP-vollstandig

3-SAT
Gegeben: aussagenlogische Formel « in konjunktiver Normalform
mit hochstens 3 Variablen je Klausel
Gefragt:  Ist die Formel « erfillbar?
3-SAT ist NP-vollstandig. |
Beweis

Wie SAT ist auch 3-SAT in NP. Fir die NP-Harte reicht es, SAT <,
3-SAT zu zeigen (da SAT NP-hart ist). Wir miissen also in
polynomieller Zeit aus einer beliebigen Formel F eine Formel F’ in
KNF mit hochstens drei Literalen pro Klausel so bestimmen, dass

F erfiillbar <> F’ erfiillbar

3-SAT ist NP-vollstandig - ctd.

Beweis ctd.

1. Schritt: Betrachte Formel F als Baum, dessen innere Knoten mit
den Operatoren A,V und — und dessen Blatter mit Variablen
beschriftet sind.

2. Schritt: Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable
Y0, Y1, Y2, --- zu. Der Wurzel wird yo zugeordnet.

Beispiel: F = (x; V —x) V
1. Schritt:

(2 A xs)
2. Schritt:




3-SAT ist NP-vollstandig

Beweis ctd.

3. Schritt:

fiir alle inneren Knoten bilden wir eine Formel und betrachten deren
Konjunktion (zusammen mit der Formel yp):

o ist y; die Beschriftung eines inneren Knotens mit Operator = und
u jene des Kindes, so betrachte Formel y; <+ —u

o ist y; die Beschriftung eines inneren Knotens mit bindrem
Operator o und sind u, v die Beschriftungen der Kinder, so
betrachte Formel y; <> uov

Beachte: die so konstruierte Formel ist genau dann erfiillbar, wenn F
erfiillbar ist.

Beispiel ctd.
In unserem Beispiel ergibt sich:
(o« (1 Vy2)) Ay & (aVys))Alyz © (2 Ax3))Alys < —x2) Ayo

3-SAT ist NP-vollstandig

Beweis ctd.
4. Schritt: Forme diese Formel in die verlangte KNF mit maximal
drei Literalen pro Klausel um:

ye(uvv) = (cyVuVv)A(=(uVvv)Vy)
= (-yVuVVv)A((ruA-v)Vy)
= (-yVuVVv)A(-uVy)A(=vVy)
(Distributivgesetz!)
Analog:
yeo (uAv) = (tyVu)A(-y Vv)A(muV vV y) sowie
yo(mz) = (yv-2)Alyva)

Damit erhilt man eine Formel F/, die genau dann erfiillbar ist, wenn
F erfillbar ist. AuBerdem werden alle Umformungsschritte mit nur
polynomialem Aufwand durchgefiihrt.

o

SAT, 3-SAT, 2-SAT

Die Probleme SAT und 3-SAT sind NP-vollstandig. )i

Also: Formeln in KNF mit hochstens drei Literalen pro Klausel
enthalten “die volle Schwierigkeit des Erfiillbarkeitsproblems” SAT.

Was ist aber mit noch einfacher aussehenden Formeln?
2.B. 2-SAT: Formeln in KNF, die héchstens zwei Literale pro Klausel
enthalten?

2-SAT € P
Mit Hilfe des Resolutionsverfahrens ist in Polynomialzeit entscheidbar,

ob eine Formel F in KNF mit hochstens zwei Literalen pro Klausel
erfiillbar ist.

Die Grenze zwischen "einfachen” und “schwierigen” Formeln liegt
also zwischen Formeln in KNF mit hochstens zwei bzw. hochstens
drei Literalen pro Klausel.

CLIQUE ist NP-vollstandig

CLIQUE ist NP-vollstandig

Beweis
CLIQUE € NP: raten und priifen
CLIQUE ist NP-hart: 3-SAT <, CLIQUE

@ Sei a in KNF, wobei jede Klausel genau drei Literale enthélt
@ In polynomieller Zeit muss eine Zahl k und ein Graph
G = (V, E) so konstruiert werden, dass gilt:

« ist erfiillbar <= G enthilt eine k—Clique.




Einige NP-vollstandige Probleme

DIRECTED HAMILTONIAN PATH (DHC)

Gegeben:  Gerichteter Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V und
Kantenmenge E C V x V|
Gefragt:  Besitzt G einen Hamiltonkreis, d.h. kann man den

Graphen so durchlaufen, daB jeder Knoten genau einmal
besucht wird?

TRAVELING SALES PERSON (TSP)

Einige weitere NP-vollstandige Probleme

k-Farbbarkeit von Graphen

Ungerichteter Graph G = (V,E)

Gibt es Zuordnung von k verschiedenen Farben zu
Knoten in V so, dass keine zwei benachbarten Knoten
v1, v» dieselbe Farbe haben?

Gegeben:
Gefragt:

Ein Graph ist genau dann 2-farbbar, wenn er bipartit ist. Fiir k =2
ist das Problem daher in P, fiir alle k > 3 ist es NP- vollstandig
(Reduktion von 3-SAT).

Gegeben: hranke M € N, tadt -Kost trix C
s Sc. LB Ly GW nlS Eeliglsiolis en‘ma ™ . Effiziente Losungen des Farbbarkeitsproblems sind relevant fiir die
mit Cjj = Kosten einer Fahrt von Stadt i nach Stadt j . ) .
X . 3 . Lésung von Scheduling-Problemen (z.B. Konstruktion von
Gefragt:  Gibt es eine Rundreise durch alle Stadte Stundenplanen).
mit Kosten von héchstens M?
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Co-NP Die Klassen PSPACE und NPSPACE
CoNB Platzkomplexitat
Co-NP enthilt genau die Sprachen, deren Komplement in NP ist. J atzkomplexita

o P ist abgeschlossen unter Komplement. (Akzeptieren/Verwerfen
einer DTM ist (bei rekursiven Sprachen) vertauschbar)

@ Also: P C Co-NP

@ Wenn P = NP, dann P = NP = Co-NP

Vermutete Beziehung:

NP-vollstindig

co-NP-vollstandig

Sei M eine deterministische Turingmaschine (DTM), die eine Sprache
entscheidet. Die Platzkomplexitat von M ist die Abbildung
f:N— N, wobei f(n) die maximale Anzahl von Bandzellen ist, die
M benétigt, um auf einem Input der Lange n zu halten.

Die Klasse PSPACE
PSPACE = {L | L ist von einer polynomiell platzbeschrénkten DTM
entscheidbar}

Die Klasse NPSPACE

NPSPACE = {L | L ist von einer polynomiell platzbeschrinkten
NTM entscheidbar}




Ein Problem in PSPACE: QBF

Quantifizierte aussagenlogische Formeln
o jede Aussagenvariable x ist eine quantifizierte aussagenlogische
Formel
@ sind F und G quantifizierte aussagenlogische Formeln, so auch
FV G, FAG, =F, Vx: F und 3x : F (wobei x eine
Aussagenvariable ist)

QBF
Gegeben:
Gefragt:

eine quanitifizierte aussagenlogische Formel F

Besitzt F eine erfiillende Belegung?

QBF € PSPACE
QBF ist PSPACE-vollstindig. J

Platz- vs. Zeit Komplexitat

Jede Zeitbeschrankung ist zugleich eine Platzbeschrankung (Mit n
Konfigurationswechsel kénnen hochstens n + 1 Bandzellen besucht
werden):

P CPSPACE und NP C NPSPACE )

Offensichtlich gilt auch:
PSPACE C NPSPACE J

Jedes Problem, dass sich nichtdeterministisch mit einem
Polynomialzeitalgorithmus Iésen lasst, ist zugleich durch ein
polynomiell platzbeschranktes deterministisches Verfahren losbar.
Polynomielle Platzbeschrankung wiederum hat eine exponentielle
Laufzeitbeschrankung zur Folge:

NP C PSPACE C EXPTIME )
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Satz von Savitch

Satz von Savitch* (1970)
PSPACE = NPSPACE J

Insgesamt erhalten wir:

P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME J

Es ist nur bekannt, dass mindestens eine diese Inklusionen echt ist, da:

P # EXPTIME J

Es wird jedoch vermutet, dass alle obigen Inklusionen echt sind.

“Walter J. Savitch (* 1943) 3




