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Übung 1

Beispiel 3: Entscheiden Sie, of die folgenden Beziehungen richtig sind, indem Sie sie entweder mit Hilfe der
entsprechenden charakteristischen Funtkionen beweisen oder ein konkretes Gegenbeispiel angeben:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ C (1)

• Aus den bereits bekannnten Beziehungen (s. Angabenzettel) lässt sich’s - durch Einsetzen - folgende
Formel aufstellen:

min(χA(x),max(χB(x), χC(x))) = max(min(χA(x), χB(x)),min(χA(x), χC(x))) (2)

• Da die charakteristische Funktion nur Werte 1 und 0 annimmt, kann der Beweis anhand einer
Wahrheitstafel erfolgen:

χA(x) χB(x) χC(x) links rechts
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0

• Anmerkung: sobald beide Therme der links- und rechts-Spalte überall gleich sind, ist der Beweis
der Gültigkeit der obigen Formel gegeben.

Zweite Möglichkeit das Beispiel zu lösen

χA∪B = χA + χB (3)
χA∩B = χA · χB (4)

Mittels dieser beiden Formeln die sich mit einer Wahrheitstafel beweisen lassen erhält
man nun folgende Beziehung (linke Seite in die rechte umgewandelt):

χA · (χB + χC) = (χA · χB) ∪ (χA · χC) (5)
= (χA · χB) + (χA · χC) (6)
= χA · (χB + χC) (7)

Beispiel 6: Entscheiden Sie, of die folgenden Beziehungen richtig sind, indem Sie sie entweder mit Hilfe der
entsprechenden charakteristischen Funtkionen beweisen oder ein konkretes Gegenbeispiel angeben:

• Gegeben:

M \ (A4B) = (M \A)4 (M \B) (8)

• Wie im obigen Beispiel durch’s Einsetzen:

χM (x)−min(χM (x), (χA(x) + χB(x)) mod 2) = ((χM (x)−min(χM (x), χB(x))) (9)
−(χM (x)−min(χM (x), χB(x)))) mod 2 (10)

• Die dazugehörige Wahrheitstafel:
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χM (x) χA(x) χB(x) links rechts
1 0 0 0 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

• Zweite Möglichkeit das Beispiel zu lösen
Mann verwendet die bereits im vorigen Beispiel benutzten Formeln und erhält:

χM (x) · (χA(x) + χC(x)) mod 2 = (χM (x)− χM∩A(x))4 (χM (x)− χM∩B(x))
= (χM (x)− χM (x) · χA(x))4 (χM (x)− χM (x) · χB(x))

χM (x)− χM ∩ (χA(x) + χB(x)) mod 2 = ((χM (x)− χM (x)χA(x)) + (χM (x)(1− χB(x)))) mod 2
χM (x)− χM · (χA(x) + χB(x)) mod 2 = (χM (x)(1− χA(x)) + χM (x)(1− χB(x))) mod 2

χM (x)(1− (χA(x) + χB(x)) mod 2) = (χM (x)((1− χA(x) + χM(x)(1− χB(x))))) mod 2

Nun setzt man für χM (x) = 1, da M das Universum darstellt, und erhält:

= 1(1− (χA(x)) + (1− χB(x))) mod 2 (11)
= (1((1− (χA(x)) + (1− χB(x)))) mod 2) (12)

1− (χA(x) + χB(x)) mod 2 6= (1− (χA(x)) + (1− χB(x))) mod 2 (13)

Beispiel 11: Es sei A eine Menge mit n Elementen und ℘(A) die Menge aller Teilmengen der Menge A. Zeigen
Sie, dass ℘(A) 2n Elemente besitzt.

Überlegung Wir haben die Menge M = 1, 2, 3, . . . , n, n ∈ N . Nun kann man follgenede Überlegungen
aufstellen: A0 = {∅} ⇒ ℘A0 = {∅} ⇒ |℘A1 | = 1 = 20

A1 = {1} ⇒ ℘A1 = {{∅}, {1}} ⇒ |℘A1 | = 2 = 21

A2 = {1, 2} ⇒ ℘A2 = {{∅}, {1}, {2}, {1, 2}} ⇒ |℘A2 | = 4 = 22

A3 = {1, 2, 3} ⇒ ℘A3 = {{∅}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} ⇒ |℘A3 | = 8 = 23

Bemerkung: ℘An
ist die Menge, die Teilmenge An enthält. Sie heißt Potenzmenge von An.

1. n = 0: In diesem Fall handelt es sich um die leere Menge. Die Kardinalität beträgt somit |∅| = 0. Die
Potenzmenge der leeren Menge ist: ℘(∅). Also ist die Kardinalität der Potenzmenge: |℘(∅)| = 1 = 20.

2. n → n + 1: Die Potenzmenge aller Teilmengen ℘({1, . . . , n}) hat 20 = 1 Elemente (falls n ≥ 0 und
beliebig ist). Wir betrachten nun ℘({1, . . . , n + 1}).
Ist A eine Teilmenge von {1, . . . , n + 1}, so kann n + 1 ∈ A sein oder nicht. Es gibt nach der
Induktionsvoraussetzung genau 2n Teilmengen von 1, . . . , n + 1, die n + 1 nicht enthalten (diese
sind ja gerade die Teilmengen von {1, . . . , n}).
Nun werden Teilmengen A von {1, . . . , n+1} mit n+1 ∈ A betrachtet. Zu jedem solchem A gehört
genau eine Teilmenge A′ ⊆ {1, . . . , n} so, dass A = A′ ∪ n + 1. Da es genau 2n solcher Teilmengen
A′ gibt, beträgt die Anzahl aller Teilmengen von 1, . . . , n + 1 dann 2n + 2n = 2 · 2n = 2n+1 .

Potenzmengen-Kardinalität-Beispiel
℘(A) = {x|x ⊂ A}
A = {1, 2, 3, 4} ⇒ ℘(A) = {{∅}, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3},
{2, 4}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

Beispiel 404: In einer Menge von n Personen können 13 Deutsch, 8 Englisch, 7 Französisch, 5 Deutsch und
Englisch, 6 Deutsch und Französisch, 4 Englisch und Französisch, 3 alle drei Sprachen und niemand keine
der drei Sprachen. Wie gross ist n?
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Inklusions-Exklusions-Prinzip
Wir untersuchen hierbei drei Mengen A, B, C. Nun treten folgende Probleme auf:

• Wenn man die Anzahl der einzelnen Mengen addiert haben wir all diejenigen
Elemente zu oft gezählt, die in mindestens 2 dieser 3 Mengen zugleich liegen.

|A|+ |B|+ |C|

• Subtrahiert man den Ausdruck |A∩B|+ |A∩C|+ |B∩C|, so hat man diejenigen
Elemente zu oft subrtrahiert, die in allen 4 Mengen liegen.

• Folglich muss für 3 Mengen folgendes gelten:

|A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|. (14)

Auf unser Beispiel übertragen bedeutet das nun:

|D|+ |E|+ |F | − |D ∩ E| − |D ∩ F | − |E ∩ F |+ |D ∩ E ∩ F | (15)

13 + 8 + 7− 5− 6− 3 + 2 = 16 . (16)

Beispiel 407: Wieviele natürliche Zahlen n mit 1 ≤ n ≤ 108 gibt es, die weder dritte, noch vierte, fünfte oder
sechste Potenz einer natürlichen Zahl sind?

Für den allgemeinen Fall ergibt sich folgende Formel:

|A1 ∪ . . . ∪Ak| =
∑

∅6=I⊆k

(−1)|I|+1

∣∣∣∣∣ ⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ (17)

Unser Beispiel betrachted ergibt sich folgendes:

|M A3 ∪A4 ∪A5 ∪A6| = (18)
|M | − |A3| − |A4| − |A5|+ |A3 ∩A4|+ |A3 ∩A5|+ |A4 ∩A5| − |A3 ∩A4 ∩A5| (19)

(20)

Wir verwenden hier keine 6. Potenz da diese ein vielfaches der dritten ist. Dabei stellen die Durchschnitte
jeweils zweier Potenzen das Produkt dieser beiden da.

b 3
√

108c = 464 (21)
108 − 464− 100− 39 + 4 + 3 + 2− 1 = 99999405 (22)
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Übung 2

Beispiel 14: Beweisen oder wiederlegen Sie die folgende Identität für Mengen:

(A×B) ∪ (B ×A) = (A ∪B)× (A ∪B) (23)

Definition des cartesischen Produktes

• Definition: R ⊆ M ×M .

• wenn 〈x, y〉 ∈ M dann ist xRy.

• Anhand der folgenden Definitionen läßt sich die gleichung wiederlegen:

χA×B(〈a, b〉) = χA(a) · χB(b) (24)
χA∪B(x) = χA(x) + χB(x) (25)

• Somit ergibt sich (mit Hilfe des Einsetzens) folgende “Gleichung”, wobei das (x) weggelassen wird:

(χA · χB) + (χB · χA) = (χA + χB) · (χA + χB) (26)
2 · (χA · χB(x)) = χ2

A + χ2
B + χA · χB + χB · χA (27)

2 · (χA · χB(x)) 6= χ2
A + χ2

B + 2 · χA · χB (28)

Andere Möglichkeit das zu zeigen

– Wir setzen für A = {2, 5} und B = {4, 6}.

– Somit ergibt sich für: A × B = {〈2, 4〉 , 〈2, 6〉 , 〈5, 4〉 , 〈5, 6〉}, und für B × A =
{〈4, 2〉 , 〈6, 2〉 , 〈4, 5〉 , 〈6, 5〉} für die linke Seite der Gleichung.

– Auf der rechten Seite: A ∪ B = {2, 4, 5, 6} und das kartesische Produkt ange-
wandt: {〈2, 2〉 , 〈2, 4〉 , 〈2, 5〉 , 〈2, 6〉 , . . .}.

– Man braucht nicht mehr weiter rechnen und sieht sofort, dass bestimmte geord-
nete Paare nicht im linken Term enthalten ist.

Beispiel 19: Untersuchen Sie für die Relation mRn ⇔ ggT (m,n) = 1, m,n ∈ {1, 2, 3, . . .} = M , wobei
ggT (m,n) den größten gemeinsamen Teiler der Zahlen m und n bezeichnet.

Definition: Ein Element d heißt ein größter gemeinsamer Teiler von a und b (symb.
d = ggT (a, b)), wenn gilt:

• d ist ein gemeinsamer Teiler, d.h. d|a ∧ d|b
• Jeder gemeinsame Teiler teilt d, d.h.: t|a ∧ t|b ⇒ t|d.

• Gilt 1 = ggT (a, b), so heißen a und b relativ prim

Relation: Eine Relation - allgemein - ist eine “Verwandschaftsbeziehung”. Formal
ist eine Relation folgendes:

• Die Teilmenge R ⊆ M ×M

Äquivaltenzrelation: Man spricht von einer Äquivaltenzrelation auf einer Menge
A wenn folgende Eigenschaften erfüllt sind:

• Reflexivität: aRa, für alle a ∈ A.

• Symmetrie: aRb ⇒ bRa, für alle a,b ∈ A.

• Transivität: (aRb ∧ bRc) ⇒ aRc, für alle a,b,c ∈ A.
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Reflexion: ggT (m,m) = 1 für alle m ∈ M ist nicht gegeben (ausser wenn m = 1).

Symmetrie: ggT (m,n) = 1 ⇒ ggT (n, m) = 1 ist gegeben, denn 1|m ∧ 1|n ⇒ 1|n ∧ 1|m (d.h. die
Reihenfolge der m und n ist nicht von Bedeutung s. Definition).

Transivität: ggT (m,n) = 1 ∧ ggT (n, p) = 1 ⇒ ggT (m, p) = 1 ist nur bedingt gegeben, denn
(1|m ∧ 1|n) ∧ (1|n ∧ 1|p) 6⇒ (1|m ∧ 1|p), da auch m = p sein kann (z.B. m = 3, n = 5, p = m).

Die Äquivalenzrelation ggT (m,n) = 1 ist nicht gegeben!

Beispiel 20: Die Relation R sei für m,n ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 11, 13} definiert durch mRn ⇔ m+n gerade. Stellen
Sie R im cartesischen Koordinatensystem dar.
Das Beispiel in Kombination mit dem vorigen ergibt:

• Reflexivität ist die Diagonale

• Symmetrie ist die Spiegelung (mRn ⇒ nRm).

-

6
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Beispiel 23: Untersuchen Sie ob die Relation ARB ⇔ A ⊆ B auf der Potenzmenge einer Menge M eine
Halbordnung bildet.
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Potenzmenge: Eine Potenzmenge von A ist die Menge aller Teilmengen von A.

Teilmenge: Eine Teilmenge ⊆ läßt sich folgend darstellen:

Das bedeutet aber auch, dass A = B sein kann. Trotzdem bleiben auch dann
die Venn-Diagramme gültig.

Halbordnung: Eine Halbordnung auf einer Menge A ist dann gegeben, wenn fol-
gende Bedingungen erfüllt sind:

• Reflexivität: aRa, für alle a ∈ A.

• Identität: (aRb ∧ bRa) ⇒ a = b, für alle a,b ∈ A.

• Transivität: (aRb ∧ bRc) ⇒ aRc, für alle a,b,c ∈ A.

Reflexivität: A ⊆ A ist gegeben für alle A ∈ ℘(M).

Identität: (A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A) ⇒ A = B ist gegeben für alle A,B ∈ ℘(M).

Transivität: (A ⊆ B) ∧ (B ⊆ C) ⇒ A ⊆ C ist gegeben für alle A,B, C ∈ ℘(M) (Bemerkung: wenn
A = B, dann sind beide immer noch in C enthalten usw.).

Die Halbordnung der Teilmenge ⊆ ist gegeben!

Beispiel 25: Untersuchen Sie ob die Relation ARB ⇔ A 4 B = A (4 die symmetrische Differenz) auf der
Potenzmenge einer Menge M eine Äquivalenzrelation bildet.

Symmetrische Differenz: Die symmetrische Differenz ist wie folgt definiert:

A4B = (A−B) ∪ (B −A) (29)
A4B = B 4A (30)

A 6= B ⇔ A−B 6= B −A (31)

Dieser Fall: In unserem Fall ist die Gleichung A4B = A nur dann erfüllt, wenn B = ∅.
Reflexivität: wir gehen von B = ∅ aus und erhalten: A4A = A ist nicht gegeben für A, B ∈ ℘(M).

Symmetrie: (A4B = A) ⇔ (B 4A = A) ist gegeben für alle A,B,∅ ∈ ℘(M), denn:

(A− ∅) + (∅ −A) = A (32)
(∅ −A) + (∅ −A) = A (33)

Transivität: (A4B = A)∧ (B4C = C) ⇒ A4C = A ist bedingt gegeben für alle A,B,∅ ∈ ℘(M),
denn:

(A ∪ ∅)− (A ∪ ∅) = A (34)
(A ∪ C)− (A ∪ C) = A (35)

..aber nur dann, wenn C = ∅.

Die Äquivalenzrelation ARB ⇔ A4B = A ist nicht gegeben!
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Beispiel 30: Welche der Eigenschaften Reflexivität, Symmetrie, Identität und Transivität haben folgende
Relationen R auf Z:

mRn ⇔ m4 = n4 (36)

Bemerkung: diese Gleichung ist nur dann richtig wenn m = n ist. Wir betrachten unter dieser Voraus-
setzung folgende Eigenschaften:

Für m = n: Reflexivität: m4 = m4 ist gegeben für alle m ∈ Z.
Symmetrie: m4 = n4 ⇒ n4 = m4 ist gegeben für alle m,n ∈ Z.
Transitivität: m4 = n4 ∧ n4 = p4 ⇒ m4 = p4 ist gegeben für alle m,n,p ∈ Z.
Identität: m4 = n4 ∧ n4 = m4 ⇒ m = n ist gegeben für alle m,n ∈ Z.
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Übung 3

Beispiel 33: Man beweise mittels vollständiger Induktion für (n ≥ 1) :

n∑
j=1

j(j + 1) =
n

6
(2n2 + 6n + 4) (37)

Verfahren der Vollständigen Induktion
Ist eine Aussage A(n) abhängig von der natürlichen Zahl n und gilt:

1. A(n) ist wahr,

2. aus der Annahme “A(n) ist wahr” kann hergeleitet werden, dass auch “A(n+1)
ist wahr”, dass heißt, für alle n ∈ N gilt: A(n) ⇒ A(n + 1);

dann ist A(n) wahr für alle natürlichen Zahlen n.
Schritt 1 heißt Induktionsanfang oder Induktionsbasis (Initialisierung). Die Annah-
me “A(n) ist wahr” Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung. Die Aussage
“A(n + 1) ist wahr” (oder auch die Implikation A(n) ⇒ A(n + 1) wird Induktionsbe-
hauptung genannt, der gesammte Schritt 2 Induktionsschritt.
Wichtig: Die Folgerung heißt “A(n) ⇒ A(n + 1)” ist richtig für alle n ∈ N.

n = 1: Induktionsanfang

1(1 + 1) =
1
6
(2 · 12 + 6 · 1 + 4) (38)

2 =
2 + 6 + 4

6
(39)

=
12
6

(40)

= 2 (41)

n → n + 1: Induktionsannahme (unter der Voraussetzung, dass die Gleichung für ein beliebiges n ≥ 1
gilt):

n(n + 1) + (n + 1)(n + 1 + 1) =
n

6

(
2n2 + 6n + 4

)
+ (n + 1)(n + 1 + 1) (42)

=
n(2n2 + 6n + 4) + 6(n + 1)(n + 2)

6
(43)

=
n(2n2 + 6n + 4) + (n + 1)(6n + 12)

6
(44)

=
n(2n2 + 6n + 4) + 6n2 + 6n + 12n + 12

6
(45)

=
2n3 + 6n2 + 4n + 6n2 + 6n + 12n + 12

6
(46)

=
2n3 + 12n2 + 22n + 12

6
(47)

=
2n3 + 10n2 + 2n2 + 12n + 10n + 12

6
(48)

=
n + 1

6

(
2n2 + 10n + 12

)
(49)

=
n + 1

6

(
2n2 + 6n + 4n + 10 + 2

)
(50)

=
n + 1

6

(
2(n2 + n + n + 1) + 6n + 6 + 4

)
(51)

9
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=
n + 1

6

(
2(n2 + 1)(n + 1) + 6n + 6 + 4

)
(52)

=
n + 1

6

(
2(n + 1)2 + 6(n + 1) + 4

)
(53)

Somit gilt diese Gleichung für alle n ≥ 1.

Beispiel 44: Man untersuche mittels vollständiger Induktion, für welche n ≥ 0 die angegebene Ungleichung
gilt:

4n2 ≤ 2n (54)

Man erhält durch Ausprobieren folgende Ergebnisse:

1. Für n = 0 erhält man: 0 ≤ 1;

2. Für n = 7 erhält man: 196 ≤ 128;

3. Für n = 8 erhält man: 256 ≤ 256;

4. Für n = 9 erhält man: 324 ≤ 512;

Somit soll die Ungleichung für alle n = 0 und n ≥ 8 gelten. Wir erhalten dann folgenden Beweis
(Induktionsanfang s. oben) von n → n + 1:

4n2 ≤ 2n (55)

4n2 ≤ 2n

∣∣∣∣ · ( (n + 1)2

n2
≤ 2
)

(56)

4n2 · (n + 1)2

n2
≤ 2n · 2 (57)

4 · (n + 1)2 ≤ 2n+1 (58)
(59)

Von der Ungleichung (56) wissen wir dass sie garanitert kleiner 2 ist, somit ändert sich nichts an der
vorhergehenden Aussage.

-

6

0
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Diese Graphik zeigt wie sich die linke und die rechte Seite der Ungleichung zueinander verhalten. Sie
haben für n = 8 einen gemeinsamen Schnittpunkt.
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Beispiel 51: Unersuchen Sie, ob die Menge mit der Operation ◦ ein Gruppoid, eine Halbgruppe, ein Monoid
bzw. eine Gruppe ist:

M = {0, 1, 2, 3} (60)
m ◦ n = min(m n, 3) (61)

Gesetze und Eigenschaften von algebraischen Strukturen
Eine algebraische Struktur ist eine nichtleere Menge G mit einer oder mehreren Ope-
rationen. Folgende Eigenschaften kann eine solche Struktur annehmen:

1. Abgeschlossenheit: G × G = G, für a, b ∈ G → a ◦ b ∈ G (d.h. ist eindeutig
zugeordnet). Das ◦ entspricht einer Funktion von ◦ : G×G → G

2. Assoziativgesetz: a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c für alle a, b, c ∈ G.

3. Einheitselement: Es existiert ein e ∈ G, so dass für alle a ∈ G gilt: a ◦ e =
e ◦ a = a.

4. Inverses Element: Für jedes a ∈ G gibt es ein inverses Element a′ ∈ G (oder
auch a−1) so, dass gilt a ◦ a′ = a′ ◦ a = e. Wobei das e das Einheitselement (3)
ist.

5. Kommutativgesetz: a ◦ b = b ◦ a für alle a, b ∈ G.

Nr. Gruppoid Halbgruppe Monoid Gruppe abelsche Gruppe
1 X X X X X
2 X X X X
3 X X X
4 X X
5 X

Abgeschlossenheit: M ×M = M , für m,n ∈ M → a ◦ b ∈ M ist gegeben, denn für jede Zahl m,n
aus einer M ist das Minimum dieser beiden Zahlen mit einer dritten (hier 3 ) aus M immer in M
enthalten.

Assoziativgesetz: m ◦ (n ◦ p) = (m ◦ n) ◦ p ist eingesetzt: min
(
min(m n, 3) p, 3

)
ist gegeben, da die

Reihenfolge bei der Multiplikation und der Minimum-Funktion keine Rolle spielt.

Einheits Element: Aus m ◦ e = e ◦m = m erhält man: m ◦ e = min(m e, 3) = min(em, 3) = m. Somit
ist das neutrale Element gegeben.

Inverses Element: Aus der Definition erhalten wir: m ◦ m−1 = min(m m−1, 3) = min(m m0, 3) =
min(m 1, 3) = 1. Wenn z.B. 1 · 1

3 gleich 1 (Einheitselement) ist. 1
3 ist aber in der Menge M nicht

enthalten. Somit ist das inverse Element nicht gegeben.

Kommutativgesetz: Aus m ◦ n = n ◦m folgt: min(m n, 3) = min(n m, 3) da die Reihenfolge bei der
Multiplikation nicht von Bedeutung ist.

Andere Lösungsmöglichkeit
Die Gesetze lassen sich ebenso mit Hilfe von Operationstafeln zeigen:

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 3 3
3 0 3 3 3

Die Menge mit der Operation ◦ ist ein kommutatives Monoid (abelsches Monoid)!
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Beispiel 75: Von der Menge K ⊆ C sei bekannt:

• R ⊆ K,

• 1 + 3i ∈ K und

• < K,+, · > ist ein Körper (mit der Addition bzw. Multiplikation aus C).

Zeigen Sie, dass K = C sein muß.

• Die komplexen Zahlen lassen sich folgend darstellen: C : a + ib wobei a, b ∈ R.

• Zu zeigen ist nun dass für alle R + iR ∈ C.

• Wir wissen, dass R ⊆ K und K ⊆ C wobei 1 + 3i ∈ R.

• In jedem Körper gilt die Abgeschlossenheit a ◦ b ∈ K wobei a, b,∈ K.

• Somit muss die Multiplikation mit einer Reelen Zahl auch in K liegen: (1 + 3i) ·R ∈ K.

• Daher erhalten wir (1 ·R + 3 ·R · i) = (R + 3 ·R · i) ∈ K.

• Somit ist: R + R i eine Komplexe Zahl ∈ K da aus K ⊆ C folgt: K = C.

Beispiel 84: Beweisen Sie, dass die angegebene Identität in einem Ring R für alle a, b ∈ R gilt (−c bezeichnet
das additive Inverse zu c):

a(−b) = −(ab) (62)

Hintergrund
Eine Algebraische Struktur ist eine Menge auf der eine (oder mehrere) Ver-
knüpfung(en) (Operation(en)) definiert ist (sind). Ein Ring ist folgend definiert:

1. (M,+) eine kommudative Gruppe ist,

2. (M, ·) eine Halbgruppe ist,

3. das Distributivgesetz gilt: a ·(b+c) = (a ·b)+(b ·c) udn (a+b) ·c = (a ·b)+(a ·c),

Somit erhalten wir folgende Überlegungen unser Beispiel betreffend:

a · (−b) = −(a · b) (63)
= −(a b) + (a b) (64)
= a · (−b)′ + (a b) (65)
= a · (−b′ + b) (66)
= a · 0 (67)
= 0 (68)

Das Inverse Element bezüglich der Addition ist (nicht −1) sondern “minus dieses Element, mit diesem
addiert” (s. zweite Zeile). In der dritten Zeile wird a herausgehoben. Wenn nun a · 0 = 0, dann folgt das
die obere Behauptung.
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Beispiel 81: Bestimmen Sie die Einheitengruppe des Restklassenringes Z9.

Einheitengruppe
Eine Einheitengruppe ist die Menge aller Elemente aus Z9, die bezüglish der Multi-
plikation ein inverses Element besitzt.

Auf unser Beispiel übertragen heisst das nun:

· 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0 2 4 6 8 1 3 5 7
3 0 3 6 0 3 6 0 3 6
4 0 4 8 3 7 2 6 1 5
5 0 5 1 6 2 7 3 8 4
6 0 6 3 0 6 3 0 6 3
7 0 7 5 3 1 8 6 4 2
8 0 8 7 6 5 4 3 2 1

Aus der Tabelle laesst sichs mittels folgenden Formeln die gesuchte Einheiten Gruppe herausfinden:

a · e = e · a = a (69)
a · a−1 = a−1 · a = e (70)

Da das Einheitselement bezüglich der Multiplikation 1 ist, muss man all jene Zeilen bzw. Spalten der
Tabelle heraussuchen, wo das Einheitselement bezüglich der Multiplikation 1 ist und erhält:

E(Z9) = {1, 2, 4, 5, 7, 8} (71)
1, 5, 7, 3, 4, 8 (72)

Wobei (72) die inversen Elemente der obigen Einheitengruppe darstellen.

Beispiel 89: Bildet R2 mit den angegebenden Operationen einen Vektorraum über R?

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, 0) (73)
λ(x1, x2) = (λx1, 0) (74)

Vektorraum
Wenn K ein Körper ist, dann heißt 〈V,+,K〉 linearer Vektorraum über K, wenn

• 〈V,+〉 eine abelsche Gruppe bildet,

• für jedes λ ∈ K und jedes a ∈ V ein “Produkt” λ · a ∈ V definiert ist, so dass
gilt:

1. λ · (a + b) = λ · a + λ · b
2. (λ + µ) · a = λ · a + µ · a
3. λ · (µ · a) = (λ · µ) · a
4. 1 · a = a

für alle λ, µ ∈ K und a, b ∈ V (1 ist das Einselement von K).

• Bemerkung: Elemente von V heißen Vektoren, die Elemente von K Skalare.

13
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Damit R2 mit den Operationen einen Vektorraum bildet müssen die obigen Regeln erfüllt werden. Wenn
man aber z.B. 1 = λ einsetzt erhält man:

·(x1, x2) → (x1, 0) 6= (x1, x2) (75)

Ist deshalb eine ungleich, da (−1) · a = a sein muss (laut Vektorraumdefinition). Somit ist R2 kein
Vektorraum mit den angegebenen Operationen.

Beispiel 92: Bildet R2 mit den angegebenden Operationen einen Vektorraum über R?

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y2, x2 + y1) (76)
λ(x1, x2) = (λx1, λx2) (77)

Damit R2 mit den Operationen einen Vektorraum bildet müssen die obigen Regeln (s. Beispiel 89)erfüllt
werden. Folgende Regel wurde allerdings nicht erfüllt. Wir formen die linke un die rechte Seite um (in
Spaltenvektoren-Schreibweise):

(λ + µ) ·
(

x1

x2

)
= λ ·

(
x1

x2

)
+ µ ·

(
x1

x2

)
(78)(

(λ + µ) · x1

(λ + µ) · x2

)
=

(
λ · x1

λ · x2

)
+
(

µ · x1

µ · x2

)
(79)

Wenn man nun die Addition auf der ersten Operation anwendet, erhält man:(
λ · x1 + µ · x1

λ · x2 + µ · x2

)
6=

(
λ · x1 + µ · x2

λ · x2 + µ · x1

)
(80)

Beispiel 100: V = Vektorraum aller Funktionen f : R → R über K = R, W die Menge aller geraden
Funktionen in V , d.h. aller Funktionen f , für die gilt f(x) = f(−x). Untersuchen Sie, ob W Teilraum
des Vektorraumes V über K ist.
Folgende Bedingung muss für einen Teilraum erfüllt sein:

a + µ · b ∈ W (81)

Wobei a, b ∈ W und µ ∈ R gilt. Weiters ist die Menge der geraden Funktionen aus R definiert als:

W = {f ∈ V
∣∣f(x) = f(−x)} (82)

Somit folgt, durch einsetzen a := f(x) und b := g(x) :

f(x) + µ · g(x) = f(−x) + µ · g(−x) (83)
(f + µ · g)(x) = (f + µ · g)(−x) (84)

f(x) = f(−x) (85)

In (84) haben wir (f + µ · g) rausgehoben. Das ist deshalb möglich da beide Funktionen von der selben
variable (x) abhängen. Somit ist W ein Teilraum von V .

Beispiel 105: Zeigen Sie, dass in jedem Vektorraum V über dem Körper K für alle a ∈ V , λ ∈ K gilt:

(−λ) · a = −(λ · a) (86)
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Zwischenbeweise
Es sei V ein Vektorraum über K, v ∈ V und λ ∈ K. Dann gilt:

1. 0 · v = 0

0 · v = (0 + 0) · v = 0 · v + 0 · v (87)

2. λ · v = 0

λ · 0 = λ · (0 + 0) = λ · 0 + λ · 0 (88)

3. (−1) · v = −1

v + (−1) · v = 1 · v + (−1) · v = (1− 1) · v = 0 · v = 0 (89)

4. Aus λ · v = 0 folgt λ = 0 oder v = 0. Ist nun λ · v = 0 und λ 6= 0, so folgt:

v = 1 · v =
( 1
λ

)
· v =

1
λ
·
(
λ · v

)
=

1
λ
· 0 = 0 (90)

Wir zeigen nun für unser Beispiel mit Hilfe vom 3. Zwischenbeweis, dass folgendes erfüllt ist:(
(−λ) · λ

)
· a = (µ · λ) · a (91)

= µ · (λ · a) (92)
= (−1) · (λ · a) (93)
= (−1) · b (94)
= −b (95)
= −(λ · a) (96)

Beispiel 106: Zeigen Sie, dass in jedem Vektorraum V über dem Körper K für alle a ∈ V , λ ∈ K gilt:

λ · (−a) = −(λ · a) (97)

Der Beweis funktioniert analog zu Beispiel 105 mit der Anwendung der oben bereits bewiesenen gleichung
(−1) · v = −1.

λ · (µ · a) = (λ · µ) · a (98)
= (λ · (−1)) · a (99)
= ((−1) · λ) · a (100)
= (λ · µ) · a (101)
= λ · (µ · a) (102)
= (−1) · (λ · a) (103)
= (−1) · b (104)
= −b (105)
= −(λ · a) (106)
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Beispiel 91: Bildet R2 mit den angegebenden Operationen einen Vektorraum über R?

(x1, x2) + (y1, y2) = (x2 + y1, x1 + y2) (107)
λ(x1, x2) = (λx1, λx2) (108)

Damit R2 mit den Operationen einen Vektorraum bildet müssen die obigen Regeln (s. Beispiel 89) erfüllt
werden. Folgende Regel wurde allerdings nicht erfüllt:

λ · (x2 + y1, x1 + y2) 6= λ(x1, x2) (109)

Anhand eines konkreten Beispiels gezeigt, wobei λ := −3 mit (1, 2) und (3, 4):

−3 · ((2 + 3), (1 + 4)) 6= −3 · (1, 2) + (−3) · (3, 4) (110)
−3 · (5, 5) 6= (−3,−6) + (−9,−12) (111)

(−15,−15) 6= (−12,−18) (112)

Allgemeiner kann diese Regel folgend gezeigt werden:(
(λ + µ) · y1

(λ + µ) · y2

)
=

(
λ · y1

λ · y2

)
+
(

µ · y1

µ · y2

)
(113)(

λ · y1 + µ · y1

λ · y2 + µ · y2

)
6=

(
λ · y2 + µ · y1

λ · y1 + µ · y2

)
(114)

Beispiel 111: Zeigen Sie: Die Menge aller Polynome a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x3 vom Grad kleiner gleich 3 mit
Koeffizienten ai aus R bildet mit der üblichen Addition und dem üblichen Produkt mit einem Skalar
einen Vektorraum über R.

V = {a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x3 | ai ∈ R} (115)

Aus dem folgt das der Vektorraum V isomorph (∼=) zu R ist. Somit ist es ein Vektorraum, da isomor-
phismus enthalten ist.

Beispiel 113: Bestimmen Sie den kleinsten Teilraum des Vektorraums aus Beispiel 111 der die Polynome
2x2 − x3 und x2 + 3x3 enthält.
Wir bestimmen den kleinsten Teilraum der beiden Polynome:

P1(x) = 2x2 − x3 (116)
P2(x) = x2 + 3x3 (117)

Somit ist die Summe der beiden kleinesten Teilräume der Polynome (wobei L(S) ist der kleinste Teilraum
von V der S enthält = Lineare Hülle = Menge der endlichen Linearkombinationen):

L(P (x)) = L(P1(x), P2(x)) (118)
= {λ 2x2 + µx2 + µ 3x3 − λ x3} (119)
= {(2 λ + µ)x2 + (3µ− λ)x3} (120)

Ich kann somit alle Polynome mit den geeigneten λ und µ erzeugen, wobei a und b vorgegeben sind (mit
2λ + µ = a und −λ + 3µ = b):

{ax2 + bx3 | a, b ∈ R} (121)

17
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Beispiel 115: Beschreiben Sie die angegebene Punktmenge W des R3 geometrisch, und untersuchen Sie, ob
W ein Teilraum des R3 ist.

W = {(x, y, z) |x + y + z ≥ 0} (122)

Dieser Raum entspricht einem Halbraum. Weiters ist W kein Teilraum von R3 da: 1
1
1

−

 2
2
2

 =

 −1
−1
−1

 (123)

Teilräume wären: Geraden, Ebenen, Null(punkt)vektor und der ganze Raum selbst. Somit ist ein Halb-
raum kein Teilraum von R3, da (1, 1, 1) und (2, 2, 2) zwar Elemente von W sind, ihre Differenz (−1,−1,−1)
aber kein Element von W ist:).

Beispiel 119: Beschreiben Sie die angegebene Punktmenge W des R3 geometrisch, und untersuchen Sie, ob
W ein Teilraum des R3 ist.

W = {(x, y, z) |xy = 0} (124)

Diese Punktmenge beschreibt zwei sich schneidende Ebenen. Aus der Angabe folgt aber x = 0 oder
y = 0. Somit ist es ein Quadrat, da es sich um das einschliessende oder handelt. Weiters ist aber W kein
Teilraum von R3 da folgendes feststellbar ist: 0

1
1

−

 1
0
1

 =

 −1
1
0

 (125)

Die letzte koordinate des Ergebnisses ist aber nicht in W enthalten (0 ∈ W ). Somit ist W kein Teilraum
des Vektorraumes.

Beispiel 128: Zeigen Sie, dass die Vektoren ξ1, ξ2, ξ3 eines Vektorraumes genau dann linear unabhändig sind,
wenn ξ1 + ξ2 + ξ3, ξ2 + ξ3, ξ3 linear unabhängig sind.

Lineare Unabhängigkeit
Zu jedem Vektor ξ1, ξ2, . . . , ξn existieren bestimmte Koeffizienten λ1, . . . , λn ∈ K mit:

ξj =
n∑

i=1

λi ξi (126)

Weiters besitzt der Nullvektor nur die triviale Darstellung, d.h.:

o =
n∑

i=1

λi ξi ⇒ λi = 0 (127)

für alle 1 ≤ i ≤ k. Wenn eine der beiden Bedingungen erfüllt ist dann spricht man
von einem linearen Vektorraum.

Das auf unser Beispiel übertragen:

λ1 · (x1 + x2 + x3) + λ2 · (x2 + x3) + λ3 x3 = o (128)

Das heißt, dass das nur dann erfüllt ist wenn die rechten Vektoren o sind, also wenn λ1, λ2, λ3 = 0.
Somit nimmt man an, dass x1, x2, x3 linear unabhängig sind (Voraussetzung) und betrachtet nun:

λ1 x1 + λ1 x2 + λ1 x3 + λ2 x2 + λ2 x3 + λ3 x3 = λ1 x1 + (λ1 + λ2)x2 + (λ1 + λ2 + λ3) x3 (129)
= o (130)
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Damit am Ende ein Nullvektor rauskommt, muss folgendes erfüllt sein:

λ1 = 0 (131)
λ1 + λ2 = 0 (132)

λ1 + λ2 + λ3 = 0 (133)
(134)

Das ist nur dann erfüllt wenn λ1 = λ2 = λ3 = 0. Somit ist (ξ1 + ξ2 + ξ3), (ξ2 + ξ3) und ξ3 linear
unabhängig, denn wenn λ1 = 0 dann muss auch λ2 = 0 sein, damit die Gleichung λ1 + λ2 = 0 erfüllt ist.
Wenn nun λ1 = λ2 = 0, dann muss, damit λ1 + λ2 + λ3 = 0 erfüllt ist, auch λ3 = 0 sein.
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Beispiel 123: Zeigen Sie, dass B = {(1, 1, 0), (2, 3, 3), (3, 3, 2)} eine Basis des R3 ist

Basis
Sei V ein Vektorraum mit dim(V ) = n (für n ∈ N; wobei n endlich ist). Dann ist
eine Teilmenge B ⊆ V genau dann eine Basis, wenn sie aus n-linear unabhängigen
Vektoren besteht.
Eine Basis ist also dann gegeben, wenn

• B linear unabhängig ist und

• L(B) = V ist, was bedeutet, dass dim(V ) = |B| und somit dim(R3) = |B| (auf
unser Beispiel übertragen).

Wobei B die kanonische Basis (für R3 ist mit:

B =


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 (135)

Auf unser Beispiel übertragen bedeutet das, dass B linear unabhängig sein muss. 1
1
0

+

 2
3
3

+

 3
3
2

 =

 0
0
0

 (136)

Das bedeutet, dass folgende Gleichungen erfüllt sein müssen:

λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0 (137)
λ1 + 3λ2 + 3λ3 = 0 (138)
0 + 3λ2 + 2λ3 = 0 (139)

Diese Gleichungen sind dann erfüllt wenn eine triviale Lösung dieser existiert (also λ1 = λ2 = λ3 = 0).
Somit ist B linear unabhängig:

λ1 ·

 1
1
0

+ λ2 ·

 2
3
3

+ λ3 ·

 3
3
2

 =

 0
0
0

 (140)

Der zweite Punkt ist ebenfalls gegeben, da B aus drei Elementen besteht und somit die Dimension
dim(R3) = 3 und die Dimension von |B| = 3 ist.

Beispiel 124: Tauschen Sie mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz zwei Vektoren der Basis B aus Beispiel
123 gegen die Vektoren (−1, 0, 1), (1, 2, 1) aus, sodass wieder eine Basis entsteht.

Austauschsatz von Steinitz
Sei S ein linear unabhängig erzeugendes System. Wenn {a1, a2, . . . , ap} eine linear un-
abhängige Menge ist, dann kann man innerhalb von S p-Vektoren finden, sodass diese
gegen die linear unabhängigen Vektoren (a1, a2, . . . , ap) austauschbar sind. Das heisst,
die Menge {a1, a2, . . . , ap} ∪ {S \ {b1, b2, . . . , bp}} ist wieder ein linear unabhängiges
System.
Bei einer gegebenen Basis kanm man sich, durch geeignete Vektoren, die gegebenen
Vektoren so austauschen, sodass wieder eine Basis entsteht (allerdings nur jene Vek-
toren austauschen, wo die Koeffizienten ungleich 0 sind).
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Auf unser Beispiel übertragen bedeutet das nun:

λ1 ·

 1
1
0

+ λ2 ·

 −1
0
1

+ λ3 ·

 3
3
2

 =

 1
2
1

 (141)

Ist dann erfüllt, wenn λ1 = 2, λ2 = 1 und λ3 = 0 ist. Somit ergibt sich die Basis (und somit auch die
austauschbaren Vektoren):

B =


 1

1
0

 ,

 −1
0
1

 ,

 1
2
1

 (142)

Beispiel 131: Untersuchen Sie, ob die gegebene Abbildung A von R3 in R2 eine lineare Abbildung ist.

A

 x1

x2

x3

 =
(

3x1 + 5x2

x1 − 3x3

)
(143)

Lineare Abbildung
Eine Abbildung A : U → V heißt lineare Abbildung (Vekorraumhomomorphismus)
wenn für alle x, y ∈ U und λ, µ ∈ K gilt:

A (λ · x + µ · y) = λ ·A(x) + µ ·A(y) (144)

Auf unser Beispiel übertragen, bedeutet das nun für die linke Seite:

A

λ ·

 x1

x2

x3

+ µ ·

 y1

y2

y3

 = A ·

 λx1

λx2

λx3

+

 µx1

µx2

µx3

 (145)

=
(

3 · (λx1 + µy1) + 5 · (λx2 + µy2)
1 · (λx1 + µy1)− 3 · (λx3 + µy3)

)
(146)

=
(

3λx1 + 3µy1 + 5λx2 + 5µy2

λx1 + µy1 − 3λx3 − 3µy3

)
(147)

Analog gilt für die rechte Seite:

λ ·A(x) + µ ·A(y) =
(

λ · (3x1 + 5x2)
λ · (x1 − 3x3)

)
+
(

µ · (3y1 + 5y2)
µ · (y1 − 3y3)

)
(148)

=
(

3λx1 + 5λx2

λx1 − 3λx3

)
+
(

3µy1 + 5µy2

µy1 − 3µy3

)
(149)

=
(

3λx1 + 3µy1 + 5λx2 + 5µy2

λx1 + µy1 − 3λx3 − 3µy3

)
(150)

Somit ist die linke Seite gleich der rechten, also ist die Abbildung linear.

Beispiel 136: Bestimmen Sie für U und W die dim(U + W ) sowie dim(U ∩ W ) und verifizieren Sie die
Beziehung dim(U + W ) = dim(U) + dim(V ) − dim(V ∩ W ). Wobei für U gilt: U = {(z1, z2, z3) ∈
V | z1 − z2 = z3}. Für W gilt: U = {(z1, z2, z3) ∈ V | z2 = z1}.
Wir berechnen zunächst die Dimensionen von U und V . Wir stellen den Vektor U als lineare Hülle zweier
Vektoren dar.  z1

z2

z1 − z2

 = z1 ·

 1
0
0

+ z2 ·

 0
1
0

+ z1 − z2 ·

 0
0
1

 (151)
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= z1 ·

 1
0
0

+

 0
0
1

+ z2 ·

 0
1
0

−

 0
0
1

 (152)

= z1 ·

 1
0
1

+ z2 ·

 0
1
−1

 (153)

Somit ist die Dimension dim(U) = |B| = 2 weil U mit 2 Vektoren gebildet werden kann (B =
{(1, 0, 1), (0, 1,−1)}).

Wir erhalten wir für W : z1

z1

z3

 = z1 ·

 1
0
0

+ z1 ·

 0
1
0

+ z3 ·

 0
0
1

 (154)

= z1 ·

 1
1
0

+ z3 ·

 0
0
1

 (155)

Somit ist die Dimension dim(W ) = |B| = 2 weil W mit 2 Vektoren gebildet werden kann (B =
{(1, 1, 0), (0, 0, 1)}).

Für U ∩W bilden wir die Basis des Vektorraumes (U ∩W ), denn alle Vektoren haben eine Basis. Somit
ist ein Basisvektor von U ∩W = {(z1, z2, z3) | z1 = z2, z3 = z1 − z2}: 1

1
0

 (156)

Daher ist die Dimension dim(U ∩W ) = 1.

Für U + W gilt:  z1

z2

z1 − z2

+

 y1

y2

y3

 =

 z1 + y1

z2 + y2

z1 − z2 + y3

 (157)

=

 λ
µ

λ− µ + y3

 (158)

Die beiden Vektoren sind somit nicht linear abhängig. Wenn man nun für λ = 1, µ = 0 und y3 = −1
setzt, dann erhält man folgende 3 Vektoren (=kanonische Basis): 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 (159)

Somit ist die Dimension dim(U + W ) = 3.

Die obige Gleichung wurde erfüllt dim(U + W ) = dim(U) + dim(V )− dim(V ∩W ) (3 = 2 + 2− 1).

Beispiel 142: Sei A : R2 → R2 die lineare Abbildung mit A

(
1
0

)
= A

(
2
3

)
=
(

1
−2

)
. Bestimmen Sie

Kern A und dim(Kern A).
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Für den Kern gilt:

A

(
λ1

(
0
1

)
− λ2

(
3
2

))
= o (160)

A

(
λ1

(
0
1

)
−
(

3
2

))
= o (161)

A

(
λ1

(
−3
−1

))
= o (162)

(163)

Damit ist der Kern A bestimmt durch λ ·
(
−3
−1

)
. Also ist der Kern A = {x |x(R3, x = λ1 · (−3,−1))}.

Da der Kern aus λ1 · (−3,−1) entwickelt wird, braucht er ja nur einen Vektor in der Linearkombination.
Somit ist seine Basis B = (−3,−1). Für die Dimension des Kerns gilt:

dim(Kern A) = |B| (164)
= 1 (165)

Beispiel 144: Bestimmen Sie für die lineare Abbildung A aus Beispiel 142 und Beispiel 143 die Matrix
bezüglich der kanonischen Basis.
Wir definieren zunächst

x := 3 ·
(

1
0

)
+ 2 ·

(
0
1

)
(166)

und erhalten

A(x) = A

(
3 ·
(

1
0

)
+ 2 ·

(
0
1

))
(167)

= 3 ·A
(

1
0

)
+ 2 · A

(
0
1

)
︸ ︷︷ ︸
=

(
1
−1

)
(168)

= 3 ·A
(

1
0

)
+
(

2
−2

)
(169)

Dieser Ausdruck (1,−1) ist die zweiete Spalte der Matrix. Für die erste erhält man:

3 ·A
(

1
0

)
+
(

2
−2

)
=

(
1
−1

)
(170)

3 ·A
(

1
0

)
=

(
−1
1

)
(171)

=
(
− 1

3
1
3

)
(172)

Das ist nun die erste Spalte der Matrix:

MA

(
a1 1 a1 2

a2 1 a2 2

)
=

(
− 1

3 1
1
3 1

)
(173)
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Beispiel 151: Sei V = R[x] der Vektorraum der Polynome in x mit Koeffizienten aus R. Sei weiters eine
Abbildung I definiert durch

I

(
n∑

k=0

akxk

)
=

n∑
k=0

ak
xk+1

k + 1
. (174)

Untersuchen Sie, ob I eine lineare Abbildung, ein Monomorphismus bzw. ein Epimorphismus vvon V in
V ist.

Definition: Lineare Abbildung
Seien U , V Vektorräume über dem Körper K. Eine Abbildung A : U → V heißt lineare
Abbildung (oder Vektorraumhomomorphismus), wenn folgendes für alle x, y ∈ U und
λ, µ ∈ K gilt:

A(λx + µy) = λ A(x) + µA(y) (175)

Definition: Monomorphismus, Epimorphismus
Sei A : U → V linear (also ein Vektorraumhomomorphismus).

• Ist A injektiv, so heßt A ein Monomorphismus (d.h. wenn für x1 6= x2 folgt,
dass auch f(x1) 6= f(x2) gilt.

• Ist A surjektiv, so heßt A ein Epimorphismus.

Für die lineare Abbildung gilt:

I

(
λ ·

n∑
k=0

akxk + µ ·
n∑

k=0

bkxk+

)
= λ · I

(
n∑

k=0

akxk+

)
+ µ · I

(
n∑

k=0

akxk+

)
(176)

Somit ergibt sich’s für die linke Seite:

I

(
λ ·

n∑
k=0

akxk + µ ·
n∑

k=0

bkxk+

)
= I

(
n∑

k=0

λakxk + µbkxk

)
(177)

= I

(
n∑

k=0

xk · (λak + µbk)

)
(178)

= I

(
n∑

k=0

xkck

)
(179)

=
n∑

k=0

ck
xk+1

x + 1
(180)

= I

(
n∑

k=0

(λak + µbk) · xk+1

x + 1

)
(181)

Analog gilt für die rechte Seite:

λ · I

(
n∑

k=0

akxk

)
+ µ · I

(
n∑

k=0

bkxk+

)
=

n∑
k=0

λak
xk+1

x + 1
+

n∑
k=0

λak
xk+1

x + 1
(182)

= I

(
n∑

k=0

(λak + µbk) · xk+1

x + 1

)
(183)
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Somit ist das eine lineare Abbildung. Für den Monomorphismus gilt: wenn ak 6= bk für a 6= k dann fällt
nichts zusammen. Also ist es ein Monomorphismus. Für den Epimorphismus gilt: Jedes Polynom ist das
Bild eines anderen. Hier ist das nicht der Fall, da z.B. für h = 0 gilt:

I(a0) = a0 · x0 (184)

Es ist aber a0 · x0 nicht im Bildraum enthalten.

Beispiel 156: Bestimmen Sie mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren die Lösung des Gleichungssystems
über dem Körper K = R.

−3x1 + x2 − 2x3 + x4 = 2 (185)
−x1 + x2 − x3 + x4 = 1 (186)

−5x1 + x2 − 3x3 + 3x4 = 1 (187)

Gaußsches Eliminationsverfahren
Die Grundidee ist es ein gegebenes Gleichungssystem in ein lösungsäquivalentes Sys-
tem (d.h. ein System mit denselben Lösungen wie das ursprüngliche) umzuformen, so
dass das neue System besonders einfach zu lösen ist.
Zur Erreichung dieses Endzustandes stehen uns folgende Operationen zur Verfügung,
die ein Gleichungssystem in ein lösungsäquivalentes überführen:

1. Vertauschen der Gleichungen, d.h. der Zeilen der dazugehörigen Matrizen.

2. Vertauschen der Spalten (wobei die Unbekannten umnumeriert werden müssen).

3. Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor aus K \ {0}.

4. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Auf unser Beispiel übertragen bedeutet das nun: −3 1 2 1
−1 1 1 −1
−5 1 3 3

∣∣∣∣∣∣
2
1
1

 (188)

Wir gehen Schrittweise vor (wobei I, II und III die Zeilennummern sind) und erhalten:

1. Für I ′ = I, II ′ = 3 · II − I und III ′ = 3 · III − 5 · I erhalten wir: −3 1 2 1
0 2 1 −4
0 −2 −1 4

∣∣∣∣∣∣
2
1
−7

 (189)

2. Für I ′′ = I ′, II ′′ = II ′ und III ′′ = III ′ − (−1) · II ′ erhalten wir: −3 1 2 1
0 2 1 −4
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
2
1
−6

 (190)

Wir sehen, dass in der letzten Zeile der Matrix nicht überall Nullen vorkommen, somit ist dieses Glei-
chungssystem nicht lösbar.

Beispiel 157: Bestimmen Sie mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren die Lösung des Gleichungssystems
über dem Körper K = Z2.

−3x1 + x2 − 2x3 + x4 = 2 (191)
−x1 + x2 − x3 + x4 = 1 (192)

−5x1 + x2 − 3x3 + 3x4 = 1 (193)
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Somit ergibt sich für den Körper Z2:  1 1 0 1
1 1 1 1
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣
0
1
1

 (194)

Wir gehen Schrittweise vor (wobei I, II und III die Zeilennummern sind) und erhalten:

1. Für I ′ = I, II ′ = II − I und III ′ = III − I erhalten wir: 1 1 0 1
0 0 1 0
0 0 1 0

∣∣∣∣∣∣
0
1
1

 (195)

2. Für I ′′ = I ′, II ′′ = II ′ und III ′′ = III ′ − II ′ erhalten wir: 1 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
1
1

 (196)

Somit müssen x1 + x2 + x4 = 0 (ist dann 0 wenn zwei Elemente 1 sind oder alle drei Elemente 0 sind;
da Z2(1 + 1) = 0) und x3 = 1 sein. Es ergeben sich folgende Lösungen:

0
0
1
0

 ,


1
1
1
0

 ,


1
0
1
1

 ,


0
1
1
1

 (197)

Man erhält die Lösungen auch als Linearkombination der Form:

τ =


0
0
1
0

+ λ


1
1
0
0

+ µ


1
0
0
1

 (198)

Wobei der erste Vektor die Partielle Lösung und die beiden (mit λ bzw. µ multiplizierten Vektoren die ho-
mogene Lösung ist. Das bedeutet, dass die Differenz der beiden gleichungen, welche mittels Gauss’schem
Eliminationsverfahrens ermittelt wurden, ist das homogene lineare Gleichungsystem.

Beispiel 165: Sei n ≥ 1. Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix über R:
2 6 10 . . . 4n− 2
6 10 14 . . . 4n + 2
...

...
...

. . .
...

4n− 2 4n + 2 4n + 6 . . . 8n− 6

 (199)

Definition: Rang
Der Rang einer Matrix A (symb. RangA) ist die maximale Kardinalzahl einer linear
unabhängigen Teilmenge der Zeilenvektoren von A (“Zeilenrang von A”).

z1 :=
z2 :=

...
zn :=

2 6 10 . . . 4n− 2
6 10 14 . . . 4n + 2
...

...
...

. . .
...

4n− 2 4n + 2 4n + 6 . . . 8n− 6

(200)

Wir wenden das Gauss’sche Eliminationsverfahren an und erhalten:
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1. Für z′1 = z1, z′2 = z2 − z1 und z′n = zn − zn−1 erhalten wir:

2 6 10 . . . 4n− 2
4 4 4 . . . 4
...

...
...

. . .
...

4 4 4 . . . 4

(201)

2. Für z′′1 = z′1, z′′2 = z′2 und z′′n = z′3 − z′2 erhalten wir:

2 6 10 . . . 4n− 2
4 4 4 . . . 4
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0

(202)

3. Für z′′′1 = z′′1 , z′′′2 = z′′2 − 2z′′1 und z′′′n = z′′n erhalten wir:

2 6 10 . . . 4n− 2
0 −8 −16 . . . 8n− 2
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0

(203)

Somit ist die Anzahl der Zeilenvektoren 2 und der Rang der Matrix ebenfalls (RangA = 2).

Beispiel 168: Berechnen Sie die Matrix A ·B −B ·A für

A =

 1 3 2
2 4 6
−1 −1 2

 , B =

 −1 3 2
2 −4 6
1 −2 2

 (204)

Die für die Multiplikation A ·B und B ·A ergibt sich:

A ·B =

 7 −13 24
12 −22 40
−1 1 −10

 (205)

B ·A =

 3 5 20
−12 −22 −8
−5 −9 −6

 (206)

Die Differenz dieser Ergebnisse ergibt:

A ·B −B ·A =

 4 −18 4
24 0 48
4 10 −4

 (207)
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Beispiel 169: Bestimmen Sie die inverse Matrix A−1 zur Matrix A aus Beispiel 168.

A =

 1 3 2
2 4 6
−1 −2 2

 (208)

Definition: Lineare Abbildung
Für die Koeffizienten der inversen Matrix M−1 ergibt sich:

βij =
Aji(M)
det M

(209)

=
(−1)i+jDji(M)

detM
(210)

Für die Koeffizienten erhält man:

β11 =
(−1)1+1

−10
·
∣∣∣∣ 4 6
−2 2

∣∣∣∣ = 1
10

· (8 + 12) = −2 (211)

β12 =
(−1)1+2

−10
·
∣∣∣∣ 3 2
−1 2

∣∣∣∣ = 1
10

· (6 + 4) = 1 (212)

β13 =
(−1)1+3

−10
·
∣∣∣∣ 3 2

4 6

∣∣∣∣ = 1
−10

· (18− 8) = −1 (213)

β21 =
(−1)2+1

−10
·
∣∣∣∣ 2 6
−1 2

∣∣∣∣ = 1
10

· (4 + 6) = 1 (214)

β22 =
(−1)2+2

−10
·
∣∣∣∣ 1 2
−1 2

∣∣∣∣ = −1
10

· (2 + 2) = −2
5

(215)

β23 =
(−1)2+3

−10
·
∣∣∣∣ 1 2

2 6

∣∣∣∣ = 1
10

· (6− 4) =
1
5

(216)

β31 =
(−1)3+1

−10
·
∣∣∣∣ 2 4
−1 −2

∣∣∣∣ = −1
10

· (−4 + 4) = 0 (217)

β32 =
(−1)3+2

−10
·
∣∣∣∣ 1 3
−1 −2

∣∣∣∣ = 1
10

· (−2 + 3) =
1
10

(218)

β33 =
(−1)3+3

−10
·
∣∣∣∣ 1 3

2 4

∣∣∣∣ = −1
10

· (4− 6) =
1
5

(219)

Somit ergibt sich für die Inverse von A:

A−1 =

 −2 1 −1
1 − 2

5
1
5

0 1
10

1
5

 (220)

Beispiel 174: Bestimmen Sie zur folgenden Permutation π die Zyklendarstellung, das Vorzeichen, sowie de
inverse Permutation π−1:

π =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 8 7 6 9 4 1 2

)
(221)

29
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Definition: Anzahl der Inversionen
Die Anzahl der Inversionen wird bestimmt, indem man die zweite Zeile (in der
zweizeiligen Darstellung der Permutation) durchgeht und für jedes Element die
Anzahl der rechts von diesem stehenden Elemente, die kleiner als das Element selbst
sind, zählt.

Definition: Vorzeichen
Das Vorzeichen einer Permutation ist definiert durch:

Sign(π) = (−1)I(π) (222)

Wobei I(π) die Anzahl der Inversionen von π darstellt.

Für die Zyklendarstellung ergibt sich’s (wobei die Pfeile die Bedeutung “geht über in” haben):

1 → 3 → 8 → 1 (223)
2 → 5 → 6 → 9 → 2 (224)
4 → 7 → 4 (225)

Somit ist die Zyklendarstellung:

(1 3 8) (2 5 6 9) (4 7) (226)

Für die Anzahl der Inversionen ergibt:

2 + 3 + 5 + 4 + 3 + 3 + 2 + 0 + 0 = 22 (227)

Eine Inversion ist z.B.

(1 8 3) (2 9 6 5) (4 7) (228)

wenn man im voraus definiert, dass das erste Element, in den Klammern, das kleinste sein soll. Man kann
sich die Inversion leicht anhand einer graphischen Darstellung herleiten. Somit ergibt sich die Inverse
Permutation

π−1 =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 9 1 7 2 5 4 3 6

)
(229)

Für das Vorzeichen gilt:

(−1)22 = 1 (230)

Das Vorzeichen ist also eine positive Zahl, da 22 eine gerade Zahl ist. Das Vorzeichen ist somit

Sign(π) = +1 (231)

Beispiel 176: Für die Matrizen A, B aus Beispiel 166 bestimme man C = A · B und verifiziere den Deter-
minantensatz det C = det A · detB.

A =

 −1 3 2
−2 4 6
1 −2 2

 , B =

 −1 3 2
2 −4 6
1 −2 2

 (232)

Das Produkt aus A ·B ergibt:

A ·B =

 9 −19 20
16 −34 32
−3 7 −6

 (233)
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Für die Determinanten erhält man:

detA = −1 · 4 · 2 + 3 · 6 · 1 + 2 · (−2) · (−2)− 2 · 4 · 1− (−1) · 6 · (−2) + 3 · (−2) · 2 = 10 (234)
det B = −1 · 4 · 2 + 3 · 6 · 1 + 2 · (−2) · (−2)− 2 · (−4) · 1− (−1) · 6 · (−2) + 3 · 2 · 2 = 2 (235)
detC = 9 · (−34) · (−6) + . . .− 9 · 32 · 7− (−19) · 16 · (−6) = 20 (236)

Somit wurde der Determinantensatz verifiziert denn 20 = 10 · 2.

Beispiel 181: Für welche x ∈ Q ist die Matrix A singulär?

A =

 3 x 1
0 1 x
x −1 0

 (237)

Definition: Singularität einer Matrix
Eine Matrix, die nicht invertierbar ist, nennt man singulär.

Wir versuchen nun die Matrix zu invertireren und berechnen zuerst die Determinante:

detA = 3 · 1 · 0 + x · x · x + 1 · 0 · (−1)− 1 · 1 · x− 3 · x · (−1)− x · 0 · 0 (238)
= 0 + x3 + 0− x + 3x− 0 (239)
= x3 + 2x (240)

Somit hat die Matrix für ein x = 0 keine Inverse, da bei der Inversion Division durch 0 vorkäme und das
nicht definiert ist.

Beispiel 183: Über welchem Körper Zp (p Primzahl) ist die Matrix A singulär?

A =

 2 2 0
4 1 1
0 1 2

 (241)

Definition: Primzahl
Eine Primzahl (n) ist eine Zahl grösser oder gleich 2, die nur durch 1 und sich selbst
teilbar ist.

Wir wissen, dass die Determinante der Matrix A gleich −14 ist. 14 besteht aus zwei Primfaktoren nämlich
2 und 7 (das Minus braucht nicht berücksichtigt werden). Somit ist die Matrix über dem Körper Z2 und
Z7 singulär.
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Beispiel 1 ÜZ: Man berechne die Determinante der Matrix durch Transformation auf Halbdiagonalform.
1 3 −1 5
2 7 0 2
−1 −2 4 0
0 2 1 10

 (242)

1. Für I ′ = I, II ′ = II − 2 · I, III ′ = III + I und IV ′ = IV erhalten wir:
1 3 −1 5
0 1 2 −8
0 1 3 5
0 2 1 10

 (243)

2. Für I ′′ = I ′, II ′′ = II ′, III ′′ = III ′ − II ′ und IV ′ = IV − 2 · III ′ erhalten wir:erhalten wir:
1 3 −1 5
0 1 2 −8
0 0 1 13
0 0 −5 0

 (244)

3. Wir vertauschen nun die dritte Spalte mit der vierten (dabei müssen wir die Determinante mit −1
multiplizieren) und erhalten: 

1 3 5 −1
0 1 −8 2
0 0 13 1
0 0 0 −5

 (245)

Wir erhalten nun die Determinante indem wir die Elemente der Hauptdiagonale miteinander multipli-
zieren: (1 · 1 · 13 · (−5)) · (−1) = 65.

Beispiel 2 ÜZ: Man berechne die Determinante der Matrix (s. Beispiel 1 ÜZ) durch Entwicklung nach den
Elementen der 2. Zeile (i = 2).

4∑
j=1

aij(−1)i+jDij (246)

Wir halten dabei die zweite Zeile fest und erhalten für die Determinante:

det(A) = a21 · (−1)2+1 ·D21 + (247)
a22 · (−1)2+2 ·D22 + (248)
a23 · (−1)2+3 ·D23 + (249)
a24 · (−1)2+4 ·D24 (250)

= 2 · (−1)3 ·

∣∣∣∣∣∣
3 −1 5
−2 4 0
2 1 10

∣∣∣∣∣∣+ (251)

7 · (−1)4 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −1 5
−1 4 0
0 1 10

∣∣∣∣∣∣+ (252)

0 · (−1)5 ·

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
−1 −2 0
0 2 10

∣∣∣∣∣∣+ (253)
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2 · (−1)6 ·

∣∣∣∣∣∣
1 3 −1
−1 −2 4
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ (254)

= −2 · 50 + 7 · 25 + 0 + 2 · (−5) (255)
= −100 + 175− 10 (256)
= 65 (257)

Beispiel 3 ÜZ: Man berechne die Determinante der Matrix (s. Beispiel 1 ÜZ) durch Entwicklung nach den
Elementen der 3. Spalte (j = 3).

4∑
j=1

aij(−1)i+jDij (258)

Das Beispiel funktioniert analog zum vorigen. Man hält nur die dritte Spalte fest und variiert die Zeilen.

det(A) = a13 · (−1)1+3 ·D13 + (259)
a23 · (−1)2+3 ·D23 + (260)
a33 · (−1)3+3 ·D33 + (261)
a43 · (−1)4+3 ·D43 (262)

= 2 · (−1)·

∣∣∣∣∣∣
2 7 2
−1 −2 0
0 2 10

∣∣∣∣∣∣+ (263)

0 · (−1)5 ·

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
−1 −2 0
0 2 10

∣∣∣∣∣∣+ (264)

4 · (−1)6 ·

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
2 7 2
0 2 10

∣∣∣∣∣∣+ (265)

2 · (−1)7 ·

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
2 7 2
−1 −2 0

∣∣∣∣∣∣ (266)

= −2 · 26 + 0 + 4 · 26− 1 · 13 (267)
= 78− 13 (268)
= 65 (269)

Beispiel 4 ÜZ: Man berechne die die Elemente b44 und b32 der zur gegebenen Matrix (s. Beispiel 1 ÜZ)
inversen Matrix.
Für b44 erhalten wir:

b44 =
(−1)i+j ·Dji

det(A)
(270)

=
(−1)4+4 ·D44

65
(271)

=
(−1)4+4

65
·

∣∣∣∣∣∣
1 3 −1
2 7 0
−1 −2 4

∣∣∣∣∣∣ (272)

=
(−1)8

65
· 1 (273)

=
1
65

(274)
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Für b32 erhalten wir:

b44 =
(−1)i+j ·Dji

det(A)
(275)

=
(−1)3+2 ·D23

65
(276)

=
(−1)3+2

65
·

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
−1 −2 0
0 2 10

∣∣∣∣∣∣ (277)

=
(−1)8

65
· 0 (278)

= 0 (279)

Beispiel 5 ÜZ: Man berechne alle Zeilenquadrupel (x1,x2,x3,x4), die zu den drei Zeilen 1, 3 und 4 der Matrix
(s. Beispiel 1 ÜZ) gleichzeitig orthogonal sind. 1 3 −1 5

−1 −2 4 0
0 2 1 10

 (280)

1. Für I ′ = I, II ′ = II + I, III ′ = III erhalten wir: 1 3 −1 5
0 1 3 5
0 2 1 10

 (281)

2. Für I ′′ = I ′, II ′′ = II ′, III ′′ = III ′ − 2 · xII ′ erhalten wir: 1 3 −1 5
0 1 3 5
0 0 −5 0

 (282)

Nun stellen wir das folgende Gleichungssystem für die Orthogonalität der gegebenen Zeilen:

−1x1 + 3x2 − x3 + 5x4 = 0 (283)
x2 + 3x3 + 5x4 = 0 (284)

−5x3 = 0 (285)

Aus (285) ergibt sich für x3:

−5x3 = 0 (286)

=
−0
5

(287)

= 0 (288)

Aus (283) ergibt sich für x1:

x1 = −3x2 + x3 − 5x4 (289)
= −3x2 − 5x4 (290)

Aus (284) ergibt sich für x2:

x2 = −5x4 (291)

Wir setzen nun für x2 = −5x4 in die obige Gleichung für x1 und erhalten:

x1 = 15x4 − 5x4 (292)
= 10x4 (293)
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Somit sind die Variablen x1, x2 und natürlich x4 von x4 abhängig und wir erhalten folgende Lösung (als
“Menge” von Vektoren die orthogonal zu den ersten, dritten und vierten Zeile sind):

0
0
0
0

+ λ


10
−5
0
1

 (294)




