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1 Vorbemerkung

Prof. Panholzer hat die illustrierenden Beispiele aus der zur VO empfohlenen
Lektiire gebracht - sie sind hier nicht angefiihrt.

Die z.T. gerafften Zusammenstellungen sind z.T. auch die jeweiligen theo-
retischen Grundlagen zu den Ubungsbeispielen, die in ausgearbeiteter Form
jeweils nach der Ubungsrunde auf http://www.wikiserver.at/tu-mathe-inf-3/
zu finden sind.

Markus Nemetz

27.10.2006

02.11.2006 (Ergédnzungen)

03.11.2006 (Ergénzungen nach Anmerkungen v. Prof. Panholzer)

2 Potenzreihenansatz zur Losung von Diffe-
rentialgleichungen

Es liegt eine Differentialgleichung in folgender Form vor:
F('I? y’ y/7 A 7y(n) - 07

und wir nehmen an, dass die Lésung xy = x in eine Potenzreihe entwickelbar
ist, d.h.:

y(@) = an-(x—x0)"

Die Bestimmung der Koeffizienten aq, ao, . . ., a,, kann auf zwei Arten erfolgen:
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2.1 Fortgesetzte Differentiation
Ausgangspunkt ist das AWP

v =flzy),  yzo) =wo
Mit der Taylor-Formel gilt:

Durch fortgesetzte Differentiation der Gleichung v/'(z) = f(x,y(z)) bei z =
zo (Kettenregel) bestimmt man nacheinander die Koeffizienten:

ag = y(o) = Yo
a1 = y'(w0) = f (20, Yo)
2lay = y"(x0) = fa(yo, y0) + fy(x0,y0)y' (20)
lag = y"(x0) = [foa + foy¥ + (fya + L)V + L33 Jeo o

2.2 Koeffizientenvergleich
1. Ableitungen bilden:

y’(x) = Zn CQy (l‘ _ .Clﬁo)n_l
y//<x) = Zn (n — 1) Q- (I _ xo)n—z

2. Potenzen von y(x) ((y(z))?, (y(x))3,...) nach der Cauchy-Produktformel
entwickeln:

@)=Y fo-@—z)"  g@)= g (x—x)"
Ma)i=f)-g@) =2 Jm, (= w0)"
=0 =325 frergn—i

3. Reihenentwicklung in Differentialgleichung einsetzen und nach Poten-
zen von (z — xo)"™ ordnen. Dann die Koeffizienten von (x — ) verglei-
chen, d.h. F(z,y,9,...,y"™) = 0 setzen.
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= Gleichungssystem (unendlich dimensional) fiir ag, ay, . ...

Die Reihenentwicklung wird unter Annahme einer guten Approximati-
on abgebrochen.

Zum Beispiel die Laguerre-Differentialgleichung:
-y +(1—2)-y +m-y=0, meR

Potenzreihenentwicklung um x_0 mit dem Ansatz:

y(x) = Z ay - x"
n=0

n-(n—1)~an~x"_1+(1—x)-Zn-an-xn_l+m-2an~x”
n=0 n=0

=[M]e

)

n

Z(n+1)-n-an+1-x”+(1—x)- Z n-an-x”_l—Zn-an-x”+m-Zan-x”
n=0 n:0(1) n=0 n=0
Do(n+ 1) m gy (L=2) Yo an e =Y ncan 2" me Yot
n=0 n=0 n=0 n=0
S (1) 0 apr + (04 1) - gy + (m—n) - a,) 2" =0
n=0
Z((n+1)2-an+1+(m—n)-an)~x":0
n=0

Koeffizientenvergleich fiir (n+1)?-a,,41+(m—n)-a, fiir alle n > 0 durchfithren
und danach versuchen, ein Bildungsgesetz zu erkennen:

1. n=1:
ar+m-ag=20 = ar = —m-ag

ap frei wahlbar



m— 2 m-(m—1)-(m—2) a
“= =g = () 1-2-3 T2

Daraus ergibt sich das Bildungsgesetz:

= (—1)" - (7:) %

Beweis miisste mittels vollstdndiger Induktion erfolgen. Die Funktion allge-
mein als Potenzreihe ausgedriickt (ist auch die Losung der Daguerre-Differentialgleichung)
lautet nun:

y(x) = ag-y_(-1)"- (m) =

n=0 n

Falls m € N bricht die Reihe bei n > m ab - es bleibt das Laguerre-Polynom
iibrig.

3 Modifizierter Potenzreihenansatz fiir linea-
re DGL 2. Ordnung

Wenn der bisher erwéhnte Ansatz nicht zum Ziel fithrt wird der modifizierte
Potenzreihenansatz verwendet. Die DGL muss in folgender Form vorliegen:

p@) -y +q(x) vy +r()-y=0

% und % miissen um x = xy in eine Taylorreihe entwickelbar sein.

Das Problem sind dabei die Nullstellen von p(z). Wenn p(zy) = 0, so wird
xo ein singuldrer Punkt genannt.

Eine Nullstelle zy von p(x) heifit regulére Singularitit der DGL, falls
die Funktionen po(z),pi(z),... mit p(z) = (x — 20)* - po(2),y(x) = (v —
xg) - p1(x),r = pa(x) existieren, so dass po(z),p1(z), p2(x) um zy in eine
Taylorreihe entwickelbar sind und zusétzlich py(zg) # 0 gilt.



Falls z( ist regulére Singularitit der DGL

(x — x0)* - polx) -y + (x — 20) - pr(x) -y + pa(z) -y =0

und 7 eine Nullstelle der Indexgleichung

r-(r—1) - po(wo) + 7 p1(wo) + p2(r0) = 0

ist, dann gilt die Potenzreihendarstellung:

y(x) = (x — o))" Zan~ x —xo)"

Beispiel: Bessel-Different1alglelchungen7 welche die folgende Form ha-

ben:

:pQ-y"+x-y’+(x2—a2)-y:0, aceR

Wenn x = 0, liegt regulére Singularitit vor - Losung mittels Potenzreihenan-
satz um zo = 0 moglich. Dabei unterscheiden wir zwei Félle: (a) « =m € N
und (b) a=m e R\ Z

e a=m¢eN

x2-y"+x-y’+(x2+m2)-y:0

po(zo) =1, pi(xo) = pa(@o) = 2* —m”
Indexgleichung: - (r — 1) I+7-1-m*=0
= r? —m? :0, = ri2 =tm
—r=+m

oo o0
Ansatz: y(z) = 2™ - E ap - 2" = E Ay - T

i(n—i—m)-(n+m—1)-an~xn+m+i(n+m)~an-x“+m+
n=0 n=0
(z* —m? Zan z"
) 5
IZan‘yc”*mJr2 Zm
~ _

00 0o
<> E Ay - Xn+m o E m2 X Xn+m
n=2 n=0

Durchfithrung des Koeffizientenvergleichs:
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m-(m—1)-ag+m-ag—m*-ay=0

Da 0 - ag = 0 gilt ist ag frei wahlbar!
n=1

2

(m+1)-m-ag=m+1)-a; —m”-a; =0

2-(m+1)-a1=0 = a; =0

~—
meN

n > 2

2

(m+n)-(n+m—-1)-a,=(m+n)-a,+a,_o—m"-a,=0

(m+m)®>-m?) -a,+a, 2=0
Rekursion fiir die Bestimmung fiir n > 2 (Differenzenglei-
chung).

Mittels Induktion ergibt sich fiir die ungeraden Koeffizienten
immer 0. Betrachten nun die geraden Koeffizienten (ay,):

((2-n+m)* —m?) - as + azn—s =0

= . = — A2p—2 _ A2p—2 _
2 (2n +m)? — m? (2n +2m) - 2n
QA2n—2

dn+m)-n =~

iterieren
(—1)" ap - m!

4nnl - (n+m)!

Die folgende Funktion ist somit eine Losung der Bessel-Differen-
tialgleichung (ay € R):

m C n ao 'm' n
ylx) =x -aO-Z(—l) ‘4“-n!~(n+m)!'X2
n=0

Frei wahlbares ag: Mit folgendem speziellen aq ergibt sich die
Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung m:

1

:2m-m!

Tu(x) = 50 S (1)

Qo

X2n

‘470l (n+m)




— r9 = —m Nicht in der VO behandelt, aber der Vollstandigkeit
halber erwédhnt. Die zweite Losung der Differentialgleichung in
der Gestalt

1
Yi(z) =c- Jp(x) - Inx + — - Pa(x)
(c € R, P, ist Potenzreihe um z (singulére Stelle)) ist die Bessel-
Funktion 2. Art der Ordnung m(./,,, und Y;, bilden eine Losungs-
basis).

e a=mecR\Z

Berechnung analog wie bei 71, nur statt dessen bei letzter Umformung
statt m! die Gamma-Funktion I'(ov + 1).

Der Vollstéandigkeit halber (nicht in VO behandelt) seien der Ansatz
ag = m (Gamma-Funktion ist eine hohere Funktion und als

I'(z) = ;7" 'e~dt definiert) mit der folgenden Losung erwéihnt:

g 1
. -1 n L e2n
y(@) 20 ;%( ) g .nl-T'(n+a+1) v

Fiir weitere Details sieche Meyberg/Vachenauer, Hohere Mathematik 2,
2. Aufl., S. 88.

Erginzungen aus der 5.VO. (03.11.2006):

e Die Inxexgleichung ist ein quadratisches Polynom mit zwei Losungen
1,72

— Wenn r; #19 A 11— 1y € Z - modifizierten Potenzreihenansatz
verwenden - ergibt zwei unabhéngige Losungen: (P(z) ist Potenz-
reihe)

1. (x —xo)™ - P(x)
2. (x —z9)™ - P(x)

—ry=mry A rp—1ry € Z - wahle das 'grossere’ r (r = max(ry,rs))

fiir den Losungsansatz

(x —x9)" - P(x)

Liefert aber keine allgemeine Losung (nur durch Variation der
Konstanten erhéltlich, s.5.VO)



4 Lineare DGL n-ter Ordnung

an(x) " (7) + ana(2) "7 (@) + -+ aa (@) y(2) + ao(2)y(z) = b(x)

(an(x) # 0,a9(z), ... sind stetige Funktionen in einem offenen Intervall I C
R)

b(z) ist die Storfunktion (inhomogener Anteil). Ist b = 0 liegt eine homo-
gene DGL vor.

Zum Satz vom Losungsraum homogener linearer DGL n-ter Ordnung:
¢1(x) und @o(z) seien Losungen der homogenen DGL - dann folgt daraus,
dass a - p1(z) + 0 - p2(x) auch eine Losung ist.

Die Gesamtheit aller Losungen bildet einen n-dimensionalen Vektorraum
iiber R. Die allgemeine Losung der homogenen DGL lautet:

Yyn = c1-p1(@) + 2 pa(a) + -+ o - ()

Fiir alle Werte ((yo,y(’),yg,...,yénfl)) € R" und =z € [ gilt: Das AWP
Y (z) + - 4 ao(x) - y(xr) = 0 mit y™ (z) = y£ hat immer eine eindeutige
Losung.

Die n Losungen der DGL (¢1(x), ..., ¢,(x)) bilden genau dann eine Basis
des Losungsraums (= Losungsbasis, Fundamentalsystem), wenn die Wronski-
Determinante W (x) # 0 fiir ein x € [ ist:

©1() pa() on()
W) o - | A A A
oi @) @b () e (x)

= Vollstandige Losung y™ () = c191(z) + -+ + copp () mit 1, o € R.



