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1 Angabe

Man bestimme die allgemeine Lösung für u(x, y) der PDG

9uxx −
1

4
uyy = sinx

Bemerkung: Siehe Lösung der eindimensionalen Wellengleichung.

2 Theoretische Grundlagen: Eindimensionale
Schwingungsgleichung (Wellengleichung)

utt = c2uxx = f(x, t)

utt ist Auslenkung (Elongation) der Saite zum Zeitpunkt t an der Stelle x.
c2 ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit.
f(x, t) bezeichnet den Einfluss der äusseren Kräfte.

Geeignete Substitution: ξ = x − ct, τ = x + ct. Daraus folgt weiter: x = ξ+τ
2

, t = ξ−τ
2

:

U(ξ, τ) = u(
ξ + τ

2
,
ξ − τ

2
) = u(x, t)

F (ξ, τ) = f(x, t)

Ut = Uξ · ξt + Uτ · τt = Uξ(−x) + Uτc = −cUξ + cUτ

utt = (−cUξ + cUτ ) = −c(Uξξξt + Uτξτt) + c(c(Uτξξt + Uτττt)) =

−c(Uξξ(−c) + Uτξc) + (Uτξ(−c) + Uττc) = c2(Uξξ − 2Uτξ + Uττ )

Ux = Uξξx + Uττx = Uξ + Uτ

Uxx = Uξξξx + Uτττx + Uτξξx + Uτττx = Uξξ + 2Uτξ + Uττ

F (ξ, η) = utt − c2uxx = c2(Uξξ − 2Uξτ + Uττ ) − c2(Uξξ + 2UξτUIττ ) = −4c2Uξτ

⇒ Uξτ = −
1

4c2
F (ξ, τ)

Dies ist eine gewöhnliche DGL:

⇒ U(ξ, τ) = −
1

4c2

∫ ∫
F (ξ, τ) d ξ d τ

1



Dies ergibt eine Partikulärlösung. Die allgemeine Lösung setzt sich aus der Lösung der
zugehörigen homogenen DGL und einer Partikulärlösung zusammen (Summe).

Uξτ = 0 ⇒

∫
d τ ⇒ Uξ)ψ̆(ξ)

⇒

∫
ψ̆ d ξ + ϕ(τ) = U(ξ, τ) = ϕ(τ) + ψ(ξ)

u(x, t) = ϕ(x + ct) + ψ(x − ct)

Das ist die Lösungsformel von d’Alembert (Überlagerung zweier gegenläufiger Wellen).

2.1 Lösung des Beispiels

Nach den obenstehenden Formeln erhält man für die zugehörige partikuläre Lösung

up = −
1

9
sin(t)

Für die zugehörige homogene Lösung erhält man mit der Substitution ξ = 3y −
1

2
x,

η = 3y + 1

2
x:

uh = g(3y −
1

2
x) + h(3y +

1

2
x)

2


