
Algebra und Diskrete Mathematik
Panholzer Alois

4. Februar 2022

Inhaltsverzeichnis
1 Beispiel [8 Punkte] 2

2 Beispiel [8 Punkte] Anmerkung: 8 Punkte = 2·Anzahl korrekter Formeln in Tabelle 3

3 Aufgabe [8 Punkte] 4

4 Aufgabe [8 Punkte] 5

5 Aufgabe [8 Punkte] 6

Anmerkung des Erstellers: Dies ist eine manuell gestaltete LateX-Transkription der ADM VO-
Prüfung des 4.Februar 2022. Eventuell könnten leichte Differenzen hinsichtlich der originalen Angabe
vorkommen.

1



1 Beispiel [8 Punkte]
Man erläutere das Prinzip der vollständigen Induktion anhand eines Beweises der folgenden Identität,
welche für alle natürlichen Zahlen n ≥ 1 gezeigt werden soll (wobei k! = k · (k!−1)! für k ≥ 1, und 0! = 1
die Faktoriellen bezeichne):

1 + 2 ·
n∑

k=1

(2k)!
2k·(k−1)! = (2n+1)!

2n·n!

Achtung: (2k)! = (2k) · (2k − 1) · (2k − 2) . . . 2 · 1 ist im Allgemeinen nicht dasselbe wie 2k! =
2 · k · (k − 1) · (k − 2) . . . 2 · 1.
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2 Beispiel [8 Punkte] Anmerkung: 8 Punkte = 2·Anzahl korrekter Formeln in Tabelle

Wir betrachten zunächst eine Menge X = {x1, x2, . . . , xn} und eine Menge Y = {y1, y2, . . . , yn} von
Damen bzw. Herren mit | X | = | Y | = n auf einer Tanzveranstaltung.

(a) Ein Paar gebildet aus einer Dame x ∈ X und einem Herren y ∈ Y wird für den Eröffnungstanz
ausgewählt. Wie viele verschiedene Möglichkeiten, nennen wir die Anzahl An, gibt es dafür?

(b) Alle wollen gleichzeitig tanzen, also werden aus X und Y n Tanzpaare bestehend aus je einer Dame
und je einem Herren gebildet. Auf wie viele verschiedene Arten, nennen wir die Anzahl Bn, kann
dies geschehen?
Hinweis zu (b): Man denke an eine “Damenwahl“: die erste Dame x1 wählt einen Herren; dafür
hat sie ??? Möglichkeiten. Nun wählt die zweite Dame x2 einen (noch nicht vergebenen) Herren;
dafür bleiben ihr ??? Möglichkeiten, usw.

Nun betrachten wir eine Menge M = {m1, m2, . . . , m2n} von 2n Personen, welche sich zum Schachspielen
trifft.
(c) Ein ungeordnetes Paar, also eine Menge von 2 Personen, wird aus M ausgewählt, um eine Welt-

meisterpartie vorzustellen. Wie viele verschiedene Möglichkeiten, nennen wir die Anzahl Cn, gibt es
dafür?

(d) Alle wollen gleichzeitig Schachspielen, also werden n (ungeordnete) Paare von Personen aus M
gebildet, das heißt, M wird in n zweielementige Teilmengen zerlegt. Auf wie viele verschiedene
Arten, nennen wir die Anzahl Dn, kann dies geschehen?
Hinweis zu (d): man kann beispielsweise die Idee aus (b) auch hier verwenden: die erste Person m1
wählt einen Schachpartner; dafür hat sie ??? Möglichkeiten. Nun wählt die nächste “freie“ Person
aus M (also die nächste Person “auf der Liste“, die noch nicht im ersten Paar enthalten ist) einen
Schachpartner; es bleiben ihr ??? Möglichkeiten, usw.

Gefundene Formeln in Tabelle eintragen, nur was hier eingefügt wurde, kann gewertet werden!
Sie können aber selbstverständlich allenfalls notwendige Rechnungen/Nebenüberlegungen zur Beant-
wortung der Fragen auf der Rückseite des Blattes durchführen, diese bleiben aber für die Bewertung
unberücksichtigt.

Formel für allgemeines n

An =

Bn =

Cn =

Dn =
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3 Aufgabe [8 Punkte]
Gegeben seien die folgenden drei Vektoren v⃗1, v⃗2, w⃗ ∈ R3:

v⃗1 =

( 3
2
1

)
, v⃗1 =

( 1
3
2

)
, v⃗1 =

( 3
−5
a

)
, mit a ∈ R

(a) Die Matrix A ∈ R3×2 sei die aus den beiden Spalten v⃗1 und v⃗2 bestehende Matrix:

A = (v⃗1v⃗2) =

( 3
2
1

1
3
2

)

Man bestimme den Rang rg(A) der Matrix A und beantworte damit die Frage, ob die beiden
Vektoren v⃗1 und v⃗2 linear unabhängig oder linear abhängig sind.

(b) Man bestimme jenen Wert oder jene Werte für a im Vektor w⃗, sodass die drei Vektoren v⃗1, v⃗2, w⃗
linear abhängig sind.

(c) Man wähle nun für a im Vektor w⃗ den in Aufgabe (b) bestimmten Wert (bzw. einen beliebigen der
in (b) bestimmten Werte). Durch systematisches Lösen des folgenden linearen Gleichungssystems
mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahren:

A · x⃗ = w⃗, mit x⃗ =
(

x⃗1
x⃗2

)
,

bestimme man Koeffizienten x1 und x2, sodass x1 · v⃗1 + x2 · v⃗2 = w⃗.

Anmerkung: Es ist wahlweise auch möglich, mit dem Lösen des LGS in (c) mit unbestimmtem Wert a
zu beginnen und nach “Lösbarkeit“ des LGS zu untersuchen und in Folge darauf aufbauend (a) und (b)
zu beantworten.
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4 Aufgabe [8 Punkte]
(a) Man definiere den Begriff Relation zwischen zwei Mengen A und B sowie den Begriff Funktion

(= Abbildung) von A nach B.
(b) Man definiere die Eigenschaften injektiv bzw. surjektiv für eine Abbildung f von A nach B.
(c) Seien (V, +, K) und (W, +, K) Vektorräume über einem Körper K. Man gebe die definierende Ei-

genschaft an, welche eine Abbildung f : V → W erfüllen muss, damit es sich um eine lineare
Abbildung handelt.

(d) Seien f : V → V und g : V → V lineare Abbildungen eines Vektorraumes in sich. Man beweise
dann, dass es sich bei der Hintereinanderausführung der Abbildungen (also der Verkettung
oder Zusammensetzung):

g ◦ f : V → V, x⃗ 7→ (g ◦ f)(x⃗)

ebenfalls um eine lineare Abbildung handelt.

5



5 Aufgabe [8 Punkte]
Beantworten Sie die folgenden Fragen bzw. überprüfen Sie die nachstehenden Aussagen zu grundlegenden
mathematischen Begriffen (bitte ankreuzen; es können keine, genau eine oder auch mehrere Antwroten
zutreffend sein; für jede vollständig richtige Antwort gibt es einen Punkt; es werden für falsche Antworten
KEINE Punkte abgezogen).

Sie können allenfalls notwendige Rechnungen zur Beantwortung der Fragen z.B. auf der Rückseite des
Blattes durchführen, es zählen aber ausschließlich die hier gekreuzten Antworten!

Welche der folgenden aussagenlogischen Formeln sind erfüllbar, aber nicht gültig?
⃝a ∧ ¬a ⃝a ∧ (a ∨ b) a ∨ (a → b)
Seien A, B Teilmengen eines Universums E und bezeichne ′ das Komplement bezüglich E.
Dann gilt: (A ∪ B)′ =
⃝(A ∩ B)′ ⃝A′ ∩ B′ ⃝ A′ ∪ B′

Welche der folgenden Identitäten für die Mächtigkeit von mengen gelten?
(Dabei bezeichne △ die symmetrische Differenz von Mengen.)
⃝|A△B| + |A ∩ B = |A ∪ B|
⃝|A \ B| + |B \ A| + |A ∩ B| = |A| + |B|
⃝|A ∩ B| + |A ∪ B| = |A| + |B|
Gegeben sei die Permutation π = (1463)(25) ∈ S6 in Zyklendarstellung.
Welche der folgenden Ausdrücke sind Zyklendarstellung(en) von π−1?
⃝(1364)(25) ⃝(14)(36)(25) ⃝(1364)(52)
Wie lautet in (Z6, +) die zu 4̄ additive inverse Restklasse?
⃝ 0̄ ⃝ 1̄ ⃝ 2̄ ⃝ 3̄ ⃝ 4̄ ⃝ 5̄ ⃝ Es gibt kein Inverses.
Wie lautet in (Z6, ·) die zu 4̄ additive inverse Restklasse?
⃝ 0̄ ⃝ 1̄ ⃝ 2̄ ⃝ 3̄ ⃝ 4̄ ⃝ 5̄ ⃝ Es gibt kein Inverses.
Wir betrachten den K5, also den vollständigen Graphen mit 5 Knoten.
Welche der folgenden Sätze der Graphentheorie sind für diesen anwendbar?

⃝ Handschlaglemma
⃝ Eulersche Polyederformel
⃝ Vierfarbensatz

Wir betrachten wiederum den vollständigen Graphen K5.
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
⃝K5 besitzt eine geschlossene Hamiltonsche Linie
⃝K5 besitzt eine geschlossene Eulersche Linie
⃝K5 besitzt einen spannenden Baum
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