Anallnf WS2022/23 Lésun&en VO-Priifung

Zur VO Pruefung kommt eine Auswahl aus den folgenden Fragen.
Je liche Antworlen stammen vom tuwel-test. Es sind Leine e.;nen Losun%suersuche
1 Deflmtlon von Konvergenz inkludiert. (Work in proagess bis 3

Welche der folgenden Eigenschaften einer Folge a,, sind dquivalent zu “a,, ist konvergent”
(in R)?
Dazu konnen Eigenschaften der Form “Q 1 R r” abgefragt werden, wobei es folgende
Moglichkeiten gibt:
Q | (a € R) (Ve > 0) ) (
(Ja € R) (Ve > 0) ) (
(Ja € R) (Ve # 0) (3M) (
(Ja € R) (Ve > 1) (3IM) (Vn > M), X
(3a € R) (Ve > 0) (3M) (Vn > M?),
( ) ( ) (3M) (
( ) (3 ) (
) ( ) (

aM) (Yn > M),
IM) (Vn > M),
)

M) (Vn > M),

Py

Ja € R) (Ve > 0) (IM) (Vn > M + 1),
Ja € R) (3IM) (Ve > 0) (Vn > M), X
(Ja € R) (Ve > 0) (IM) (In > M), %

1| |an — al,
la — an],
ap —a, X

a— anp

2
VE;
Ebenfalls gefragt werden kénnen Cauchyfolgen-Varianten, d.h.; “Q 1 R r” mit R und

r wie oben, und:

Q| (Ve >0)(3M)(Vn,m > M)
(Ve > 0) (VM) (In,m > M)
(IM) (Ve > 0) (Vn,m > M) X

1| |an — aml,

‘am - an‘;
An — Gm, )(
A, — Anp

Beispiel: Q sei (Ja € R) (Ve > 0) (3M) (Yn > M?) und 1 sei a,, — a und R sei > und r
sei £2; dann ergibt sich die Frage:

Ist folgende Aussage dquivalent zu “a, ist konvergent:” (Ja € R) (Ve >
0) 3M) (Vn > M?)a, —a > %
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Formal sind das also 660 “verschiedene” Fragen.

Hinweise: Das sollte alles offensichtlich sein; beachte allerdings folgende méglicherweise

iiberraschende Kombinationen:
(Ve #£0)- - < &
... (Yn,m > M) ...ap — am < € (ohne Betrag-Striche!)

2 Logik

Welche der folgenden Aussagen sind allgemein giiltig (d.h. fiir beliebige mathematische
Aussagen ¢, 1, fiir beliebige Menge A)

Zur Erinnerung: ¢ — ¢ heiffit “wenn dann” bzw “impliziert”; < heifit “gdw”, A heifit
“und”, V “oder” und — “nicht”.

(a
(b

—~(Vz € A)p(x) impliziert (Jz ¢ A)p(z). X
—(Vx € A)p(x) impliziert (Jz € A)—p(x).
c) =(Vx € A)p(x) impliziert (Vo ¢ A)—=p(x). ¥

[§]

)
)
()
(d) ¢ — ¢ impliziert = — —p. X
) @ — v impliziert —1p — —p.
)

(
(f) ¢ > ¢ impliziert —p <> .

Und dieselben Fragen nochmals fiir “gdw” statt “impliziert”.

3 Ordnungen, Vollstandigkeit
Welche der folgenden Aussagen gilt in N, Z, Q und R:

a) Jede nicht-leere Teilmenge hat ein Minimum./N, Z

(c
(d

Jede beschriankte nicht-leere Teilmenge hat ein Minimum.

) Jede beschriankte nicht-leere Teilmenge hat ein Maximum.
) Jede nicht-leere Teilmenge hat ein Infimum. R

(e
(

) Jede nicht-leere Teilmenge hat ein Supremum. fR
g) Jede beschriankte nicht-leere Teilmenge hat ein Infimum. aQ
)

(a)

(b) Jede nicht-leere Teilmenge hat ein Maximum. [N, Z
)

f

(

(h) Jede beschrénkte nicht-leere Teilmenge hat ein Supremum. @

4 Wachtumsraten

Ordne die folgenden Folgen nach IThrer Wachstumsrate (<), wobei &k >2und 1 < /¢ < 2

Lo&(n) « 'ifr?“ J:' <“m pp. (oca(n)“ n' < nteeplee Zn
2
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(a) logn (e) n (i) n*
(b) ¥/n (f) nlog(n) (j) 2"
(c) vn (g) n
(d) vn (h) n?

(Allenfalls gefragt in der Form: Gilt log(n) < n* etc, das sind dann 56 “verschiedene”
Fragen.)

5 Arithmetik mit Limiten

Wir setzen voraus dass die Folge a,, konvergiert und die dazugehorige Reihe konvergiert,
und dasselbe fiir b,,. Was gilt dann allgemein:

(a) limy—oo(ap) + limy o0 (by) = limy, o0 (an + by)
(b) limy, o0 (an) - limy 00 (bn) = limy, o0 (ay, - by)
(¢) limy,—o0(an) — limy, 00 (by) = limy, o0 (an — by)
(d) >°0°, |an| konvergiert ®
) ap hat einen Haufungspunkt
)
)
)

[§]

(
(f 1(an) + 3202 (bn) = 2202 (an + by)

(g 1(an) - fozl(bn) = 2n=1(an - bn) X
(h) D252 (an) = 22021 (0n) = D205, (an — bn)

2ne
2n=

6 Konvergenzkriterien

Sei a,, eine Folge. Was gilt allgemein: (Alternierend heifit dass a, abwechselnd > 0 und
< 0 ist.)

(a) Wenn a, beschriankt ist, dann konvergiert a,. )

(b) Wenn a,, beschrénkt ist, dann hat a,, einen Haufungspunkt.

(¢c) Wenn a,, beschrinkt und monoton ist, dann konvergiert a,,.

(d) Wenn a,, beschrinkt und monoton ist, dann hat a,, einen Hiufungspunkt.

f

)
)
)
)
(e) Wenn a,, einen Hiufungspunkt hat, dann konvergiert a,,. X
(f) Wenn a,, konvergiert, dann hat a,, einen Haufungspunkt.
(g) Wenn a,, genau einen Haufungspunkt hat, dann konvergiert a,. %
(h)

h) Wenn a,, konvergiert, dann hat a,, genau einen Haufungspunkt.
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(i) Wenn a,, konvergiert, dann konvergiert 7 | an. X
(j) Wenn a,, eine Nullfolge ist, dann konvergiert > °° | a,. %K
(k) Wenn Y °° | a, konvergiert, dann konvergiert a,.

(1) Wenn > | a, konvergiert, dann is a, eine Nullfolge.

n) Wenn 3°° | a, konvergiert, dann konvergiert 32 | |a,|. X
o) Wenn a, alternierend ist, dann konvergiert > > | an. X

)
)
)
)
(m) Wenn ) | |a,| konvergiert, dann konvergiert  ° | a

)
)

p) Wenn a,, alternierend und eine Nullfolge ist, dann konvergiert > ° | an. X
)

(
(
(
(q) Wenn a,, alternierend ist und |a,| eine monotone Nullfolge, dann konvergiert
2 ne1 n

7 Mehr Konvergenz
Angenommen Y, a,, konvergiert. Was gilt dann allgemein:

(a) Y02 |an| konvergiert. X

(b) >°°2,100 - a,, konvergiert.

(c) S2°°, v/n - ay, konvergiert. X

(d) En 1 f konvergiert.

(e) >0 (—1)"a, konvergiert. X

8 Mengenschreibweise

Welche der Folgenden Aussagen gilt: Dabei bezeichnen wir hier mit (a,b) etc reelle
Intervalle, und (a, b) das geordnete Paar.

(a) (2,3)=(3,2) X (e) [1,2)U(2,3) =[1,3)x

(b) {2,3} = {3,2} (f) 1,2)u2,3) =[1,3)\ {2} X
(c) [1,2)U[2,3) =[1,3) (g) [1,2)U[2,3) = [1,3]\ {2} x
(d) [1,2)U[2,3) = [1,3] X (h) [1,2)U(2,3) = [1,3)\ {2}
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9 Topologie metrischer Raume

Welche der folgenden Aussagen gelten allgemein in jedem metrischen Raum (X, d):

() ist offen.

X ist offen.

Die Vereinigung offener Mengen ist offen.

Die Vereinigung endlich vieler offener Mengen ist offen.

Die Vereinigung zweier offener Mengen ist offen.

Der Schnitt offener Mengen ist offen. X

Der Schnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Der Schnitt zweier offener Mengen ist offen.

Der Ball B.(z) ={y € X : d(x,y) < €} ist offen.

{y € X : d(z,y) > e} ist offen.

{y € X : d(z,y) < e} ist offen. X

{y € X : d(z,y) > e} ist offen. ¥

() ist abgeschlossen.

X ist abgeschlossen.

Die Vereinigung abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Der Schnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Der Schnitt endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Der Schnitt zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Der Ball B.(z) = {y € X : d(z,y) < &} ist abgeschlossen. ¥

{y € X : d(z,y) > e} ist abgeschlossen. X

{y € X : d(z,y) < e} ist abgeschlossen.

{y € X : d(z,y) > €} ist abgeschlossen.

10 De Morgan Regeln

Seien A, B und C; (fiir i € I) Teilmengen von X: Welche der folgenden Aussagen gilt
fiir alle solche Mengen:
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o X\Uier(X\ i) = Nier Ci o X\Nier(X\Gi) = X\ N, Ci X
o X \Uier(X\Gi) = Mies (X \ Ci) e X\(AUB)=(X\A4)N(X\B)

o X\Uier(X\Ci) = Ui, Gi X o X\(AUB)=(X\A4)U(X\B)¥X
¢ Uie/(X\Ci) = X\ Ny, Ci e X\(AUB)=ANB

o X\Uie/(X\Ci) = X\ Ny, (X\Ci)x 2 XA ((X\NA)UX\B))=ANB

o X\Uie/(X\Gi) = X\ Ui, Ci X o X\ ((X\A)U(X\B))=(X\A)U

(X\ B)¥

» X\ (X\A)U(X\B)=ANB

( )
o X\Nie/(X\Ci) =Ue, Ci
i X\ﬂieI(X\Ci) = Uie](X\Ci)K
(

e (X\AUX\B)=X\(ANnB
* A e (KA C) = e G K EXiAi u((X\\B)) - X\\(«X\L) U
i ﬂieI(X\Ci):X\UieICi (X\B>)X
o X\Mies(X\Ci) = X\ Ui/ (X\Ci)X o (X\A)U(X\B)=X\(ANDB)

11 Bild und Urbild

Sei f: X — Y und A, B Teilmengen von X und C,D von Y. Welche Aussagen gelten
allgemein:

o f"AU "B = f"(AUB) e f"AUf"BD f"(AUB)
o f"ANf"B=f"(ANB)YX o f"TANf"BD f"(ANB)
o f'(A)\S"(B) = ["(A\ B) X o f(A)\S"(B) 2 f"(A\ B) X
o f"TAUf'BC f"(AUB) e flCU fD=f1(CUD)
o f"ANJf'BC f"(ANB) ¥ e flCn fD=fYCND)
o f"(A)\ f"(B) C f'(A\ B) e f7IC\ f'D=f71(C\ D)

12 Exponentiation und Logarithmus

Welche der folgenden Aussagen gilt fiir alle =,y in R und a, b in R>°:

o () = Ty o TV =% . Y e In,(z) = In(x) - In(a) X
o (e")¥ =e"Y o o = ¢vIn(a) e In,(z) = }Eg;

o PV =e" eV X e a” =1n(a) - €” o Iny(z) = In(x) + In(a)
o ™V =T eV X o " =a""W X o In(z-y) = In(z)+1n(y)
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e In(z-y)=In(z) -In(y)X e In(z)" =In(r-z) e In(—x) = ln%m) x
e In(x +y) = In(z) + e In(z)" = In(r) - In(z)x{ o In(—z) = —In(x) X
Tliy):() @ hX e o In(}) = ~In(a)

! ! * \[ ° hl(%) - ln%x) )<
e In(z") =rin(x) . cn — e

13 Beispiele fiir (Un)stetigkeit
An welchen Punkten ist f: R — ]R stetig? An welchen x -

1 wenn x > 0 " >

e f(x)=<¢0 wennxz=0 R\{OR ﬁz

—1  sonst

e T R\fo} | R
={1 R R
- {2
{

2022 wenn xz =0 R
sin(z)
sonst

R

14 Eigenschaften stetiger Funktionen

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir alle stetigen f: A - R, A CR:
o f"Aist ein Intervall [c,d] mit ¢ < d in R. X

e Wenn A = [a,b], dann ist [ A ein Intervall [¢,d] mit ¢ < d in R.
e Wenn A = [a,b], dann ist f”A C R beschrénkt.
e Wenn A = (a,b), dann ist f”A C R beschrinkt. ¥

e Wenn z <y < zin R und z,2 in f”A, dann ist y € f"A.¥

Wenn A = [a,b] and 2 <y < z in R und z, z in f”A, dann ist y € f"A.

Wenn A = [a,b] und f injektiv, dann ist f streng monoton.

Wenn f injektiv, dann ist f streng monoton. ¥
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15 Monotonie und Extrema

Welche der folgenden Aussagen gelten:

Jede stetige Funktion ist differenzierbar. X
Jede differenzierbare Funktion ist stetig.

Sei f : [a,b] = R und z¢ € (a,b). Wenn f differenzierbar ist und bei z( ein lokales
Extremum hat, dann ist f’'(zg) = 0.

Sei f:[a,b] = R und zg € (a,b). Wenn f differenzierbar ist und f’(z¢) = 0, dann
hat f bei zg ein lokales Extremum hat. X

Sei f : [a,b] = R und zg € (a,b). Wenn f’ bei z ein lokales Extremum hat, dann
ist f bei xg differenzierbar und f’(x¢) = 0. X

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Wenn f/(x) > 0 fiir alle € [a,b], dann ist f
streng monoton steigend.

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann ist f/(z) > 0 fiir alle z € [a,b] genau dann
wenn f streng monoton steigend ist. %

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Wenn f streng monoton steigend ist, dann ist
f'(z) > 0 fiir alle z € [a, b].

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Wenn f’(z) > 0 fiir alle x € [a,b], dann ist f
monoton steigend.

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann ist f/(xz) > 0 fiir alle z € [a,b] genau dann
wenn f monoton steigend ist.

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Wenn f monoton steigend ist, dann ist f’(x) > 0
fiir alle z € [a, b].

Sei f : [a,b] — R monoton steigend. Dann ist f differenzierbar und f’(x) > 0 fiir
alle = € [a,b]. »

16 Konkrete Funktionen

Sind die folgenden Funktionen f : A — R (mit dem natiirlichen Definitionsbereich A)
injektiv, surjektiv, bijektiv, stetig, differenzierbar?
s b t d

% o —2023i8b o In(z)
?12i b o 2022 o In(z?)ich
207z isb o 2% isb e In(jz])
IT%% sb o ! b hl(%)
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1
x SRsT 1
® ¢ ® 12023 d ° Wlwl
1 1
* = e |zf2 1
e I 2

[ ]
8
Wl

< Ve o |z|mm isblel L ish

® I 2022
3
.« Ve o 2|7 isbld R
¢ i iobld .
e o |z]72
° 202\3/5 ) | | .
o - -3
Vz ¢
e /|z| sb d
o L ° \ac]_m% isb
° 3/|m| isb 2022z
o |z| =% isb

o *%/Ja] ish iy
o 2%/[z] ol o ﬁ ish e sin(z)

o 15 isb . e sin(cos(sin(cos(sin(z)))))
. b Vi 128 o sinfz)) 1obtel
oz * TR sh o cos(|z]) i=b

Hinweis: Differenzierbar heifit “auf dem gesamten Definitionsbereich differenzierbar.”
% ist z.B. differenzierbar (0 ist ja nicht im Definitionsbereich). Dagegen sind die Wurzeln
{/x nicht differenzierbar (sie sind bei 0 definiert, aber nicht differenzierbar. Bei x # 0
sind sie natiirlich schon differenzierbar). Achtung: sin(|z|) und cos(|z|) sind iiberall (auch
bei 0) stetig. Sind sie bei 0 auch differenzierbar?

(lomn sein, doss Sechen telweize [alsch sind. do

és Lcich(- is\-( sich in Jer zeile Zu \Ietsc;\uuen)
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17 Limiten

Ist limg_y,, f(z) = c fiir ein ¢ € RU {400, —o0}, oder undefiniert? (Wenn definiert, gib
¢ an.) Dabei wird f: A — R angenommen fiir das natiirliche A.

e lim, ., sin(z) In(z)

[ ] 1im$_>oo T

g

s

8|

<

3_
/f\’°<=
[ ]

e lim, . Co lim; o € OO 1
o0 ot o lim, ,ooe 22
; 1 o lim, , e ® O
e lim, ,g = T—00 o lim,. o
X (o]
3 1 [} lim — ex O
e lim, o ol T o lim,_ o In(x)
z T

e lim, .o sin(%)

[ ]
3
8
1
3
]
[ ]

limg 0 1=
o lim, o, 2% O In(z) o

Achtung: Der Definitionsbereich von 1 und # ist R\ {0} (und der von @ etc nur
R>O)_
18 Partielle Ableitungen

Berechne f (O, 0), wobei f(x,y) Summe und/oder Produkt und/oder Komposition ist
aus: x, v, sm( ), cos(x), €*, In(zx). Also z.B.

(a) f(z,y) = sin(z) cos(y) — z?y () f(x,y) = €™ 4 sin(cos(x +y))

(b) f(z,y) = y*sin(z) + y cos(y)

19 De I'Hospital (oder auch nicht)
I(@)

9(z)

(a) cos(z) — (i
(b

Berechne lim,_ , wobei f und g aus den folgenden Funktionen gew#hlt sind:

1 —sin(x

)

) ()

(c) =+ sin()

(d) @ —sin()

e) x + cos(x) (m
)
)
)

(
(

-

cos(z) — (n) 2% + 2z

(g) xsin(x) (o) 23+
(

h) xcos(x) (p) 3 +1

10
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(q) e*—1 (s) e +1

(r) e —x—1 (t) ze®

20 Konkav und Konvex 1

f(z) ist strikt konvex wenn f(6z+(1—-0)y) < 6 f(x)+(1-6) f(y) fur alle § € [0, 1], konvex
wenn < gilt, analog fiir (strikt) konkav. Welche der folgenden Aussagen gilt allgemein:

21 Konkav und Konvex 2

Ist die Funktionen f(x) auf ihrem natiirlichen (oder dem explizit angegebenen) Definiti-
onsbereich D strikt konvex, d.h. f(fz+ (1 —0)y) < 0f(xz)+ (1 —0)f(y) fiir alle 6 € [0, 1],
oder ist sie konvex aber nicht strikt konvex (dh es gilt zumindest noch <), oder ist sie
strikt konkav, oder konkav aber nicht strikt konkav, oder weder noch? Dabei kann f eine
der folgenden Funktionen g, oder —g, sein:

(a) 12 (1) 1% auf D = (—00,0)
(b) 2z (m) 1" auf D = (—o0,0)
(c) 22/ (n) ¢* slhv

(d) 2* / (0) e skv

(c) =* slev (p) In(z) Sl

(f) 1 auf D =R>" ghy (q) sin(z

(2) 1% auf D = R0 shv

(h) 1% auf D=R>0 gy

(0 %4 auf D = R0 sl(\/ (u) sin(z) auf D = [-F, 7]
() 3 auf D = (=00,0) sl (v) cos(zx)
(k) %2 auf D = (—00,0) (w) cos(x) auf D = [0,2%]/

(alew = steild kv, b zlonvex, /= weder noch . l{k’[wnl«nv. Sl = sheiled l([,t)

11



Anallnf WS2022/23 Lésun&m VO-Priifung

(x) cos(z) auf D =[0,7]/

(z) cos(xz) auf D =[-% g]/
(y) cos(z) auf D = [-m, 7] /

2

22 Taylorreihen

Berechne die ersten drei Terme (d.h., fiir 2° bis 2?) der Taylorreihe (um 0) von

(a) sin(m cos(z)) 0.0l.'zt (g) cos(sin(x A O

2
(b) cos(msin(z)) A‘O,'T{ (h) In(1 + sin(z 0,1 -
(¢) — cos(m cos(x)) (i) In(cos(x 0 O -%
(d) sin(sin(z 0 ,f O (j) In(1 4 wsin(x)), T,
(e) sin(me™7) (k) sin(In(1 + z) O 4 - 42
(f) cos(me”) (1) cos(In(1 + x)) 4 0, --'1

23 Uneigentliche Integrale

Berechne: (Es ist auch +o0o0 oder “undefiniert” moglich)

(a) Jp©e"dz £) [ da k) [y sda

) [ e (8) J° Ldvoo ) P Ldrg

(c) f0°°2‘“"3df6£:‘(z) (h) Ji* gzdz oo fl L é

(d) f1: ild; co ) fol L oo ) fo infa

(©) i~ ande (3) Jo Zdw (0) Jisin(z)de unglel.

24 Uneigentliche Integrale

Welche der folgenden Integrale sind endlich; sind oo, oder sind undefiniert? (Genauer
Wert muss nicht berechnet werden.)

(a) [7 e~ dx Qﬂdhch (f) [~ atdw () J7 atdw Qﬂdﬁ
(b) S22 (&) Jo wdr wadef. k) Jo© Vasin(z)dz W\J
(¢) o7 zdr oo (h) [ x?dx Mﬂd . 1 [ Sm z) —dx ehdl\Ch
(d) j‘OO le‘ Co (1) f_oooo ."L‘Sdaj‘ 0o sin(x)d

(¢) J ada o0 o) o™ e

12
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25 Anfangswertprobleme

Welche der gegebenen Funktionen f(z) sind Losungen des Anfangswertproblems 3y’ =
2v/lyl, y(0) = 07

(a) f(z) =0

(b) flz)=1X

(©) f(@) =2° X

(d) f(z)is 22 fiir * > 0 und —22 fiir z < 0

(e) f(x)is 22 fiir x > 1 und —2? fiir * < —1 und 0 sonst. ¥

(f) f(x)is (z — 1) fiir £ > 1 und —(x + 1)? fiir < —1 und 0 sonst.
(g) f(=)is 2? fiir x > 0 und —(z + 1)? fiir < —1 und 0 sonst.

Welche der gegebenen Funktionen f(x) sind Losungen des Anfangswertproblems y’ =
2y/lyl, y(1) =17

(a) f(z)=0%

(b) flz)=1%

(c) flz)=2*X

(d) f(x) is 22 fiir > 0 und —2? fiir z < 0

(e) f(x)is 22 fiir > 1 und —2? fiir < —1 und 0 sonst. ¥

(f) f(z)is (z —1)2 fiir * > 1 und —(z + 1)? fiir x < —1 und 0 sonst. ¥
(g) f(z)is 2? fiir x > 0 und —(z + 1)? fiir z < —1 und 0 sonst.

Welche der gegebenen Funktionen f(z) sind Losungen des Anfangswertproblems y' =
%y+x5 (x >0), y(1) =17

Welche der gegebenen Funktionen f(z) sind Lésungen des Anfangswertproblems xy’ +
2y = 4z% (z > 0), y(1) = 2?
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(a) 5z + 2

(b) z+= X
(c) & +a3X
(d) & +a2¥

26 Lange konkreter Kurven

Berechnen Sie die Linge der Kurve v : [0,1] — R? gegeben durch

(@) 2(t) = | Stog)
A5\
b 20 = | St
{5 \ ¢
© 0= | o)

2t

27 Volumen

(d) (1) = :fjgg
il

© 20 = | et

g

0 20 = |2

2)4? 6x
t2

(&) 7(1) = | 52

Je' \¢

Berechnen Sie ffR f(z,y)dA fir R =10,1] x [0, 1] und das folgende f(z,y):

(
(b

a xzy—myzo
2
:U2+y2 3

2

)

) 4
(c) " +22° 3

)

d) 22 + 222 z
( v 3

_2h
©



