Nach Satz von Schwarz: fry = fyz,... (Ist f m-mal stetig partiell differenzierbar in D, so sind alle partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung m unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiation)

Jacobi Matrix Darunter versteht man eine m x n Ableitungsmatrix bzw. Funktionalmatrix einer differenzier-
baren Funktion, die alle ersten partitielle Ableitungen enthélt
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Quadratische Form:
1 ai1r - Gln
Die quadratische Form aus Vektor & = | : | und einer symmetrischen Matrix A, = : : , mit
Ln ap1 - Ann
A5 = Qjq V’L,j ist q(f) = fT CA-X = Z?,j:l Qij - Tj * Ty
Beispiele:
e n=2: q(z,y) = (:v y) NEEANE = ax® + 2bxy + cy?
’ b ¢ Y
a b ¢ x
e n1=3: q(z,y,2) = (x y z) b d e y | = ax? + 2bxy + 2cxz + dy? + 2eyz + f2>
c e f z

Definitheit:
Eine (symmetrische) Matrix A heif3t

e Positiv Definit bei ¢(Z) > 0VZ # 0 (Positiv Semidefinit bei ¢(Z) > 0)
e Negativ Definit bei ¢(Z) < OVZ # 0 (Negativ Semidefinit bei ¢(Z) < 0)

e Indefinit sonst

Hauptminorenkriterium:
q(¥) = &- A- &7 ist positiv definit < Alle Hauptminoren sind positiv.
q(Z) ist negativ definit < —¢(¥) positiv definit ist.
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A, = : - : = Pos. def., wenn: = Ay, > 0, >0, ..., : - >0
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Laplace’scher Entwicklungssatz (Determinanten berechnen):
Sei A = (aij) e Kmxm:

e Entwicklung nach der i-ten Zeile: Vi < n : detA = Z?:1 a;jAi; = E?:1 a;j(—1)"det A;j

e Entwicklung nach der i-ten Spalte: Vi <n:detA =37 | ai;Ai; = 3 7_ aij(—1)"detAj;
+ o+
— _l’_ —

(—=1)i*7 bildet ein Schachbrettmuster: | = — +
— + —

+ 4+ o+

Beispiel (Entwicklung nach erster Zeile(1. Zeile ausgeblendet)):

ai1 a2 @13 aiq

G22 (23 Q24 az1 Q23 Aa24
d Q21 Q22 Q23 QA24| d d
et = +a11 * det |azz azz aszq| —aiz xdet|azr  azz  ass|+
st @32 dss asd A42  A43 Q44 a41 Q43 Q44
a41 Q42 Q43 Q44
1. Spalte ausgeblendet 2. Spalte ausgeblendet
a1 Qa2 Q424 a1 ag2 a23
a1z x det |ag1 asy asq| —ag x det a1 azz azz| = Bis Matrizen < 3 x 3, dann trivial
a41 Q42 Q44 a41 Q42 (43
3. Spalte ausgeblendet 4. Spalte ausgeblendet

Relative Extrema
1. Stationdre Punkte 2y suchen: grad f(2p) = 0

0*f
axiﬁxj

2. Hesse Matrix H = ( (£p)) bei stationdren Punkten untersuchen. Ist

e H pos definit = g relatives Minimum
e H neg definit = 2 relatives Maximum

e H indefinit = z; Sattelpunkt

Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren
1. Nebenbedingung(en) auf die Form g;(#) = 0 bringen:
2. Lagrange Funktion F(Z, X) =f(@) = A1 - q1(Z) — ... — A - g (&) Dbilden

3. Den Grad von F nullsetzten: grad F =0 (m 4 n Gleichungen in m + n Variablen)

Reduktionsmethode
Riickfithrung von Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen auf Extremwertaufgabe ohne Nebenbedingun-
gen durch Ausdriicken der Variablen in den Nebenbedingungen und anschliefendem Einsetzten dieser in die

Zielfunktion: z.B.: wird aus f(z,y,2) = f(z,y)

Skalarfeld
Das ist eine Funktion, die jedem Punkt eines Raumes einen Skalar(reelle Zahl) zuordnet (f : Dcgn — R mit

y=[f(@)

Vektorfeld

Das ist eine Funktion, die jedem Punkt eines Raumes einen Vektor zuordnet (f : Dcgm — R" mit § = f(2).) Der
Gradient ist die Verallgemeinerung der Ableitung fiir Funktionen mit mehreren Variablen. Die Ableitung eines
Skalarfeldes ist ein Vektorfeld. (Ist F' ein Skalarfeld, dann ist f = grad F das daraus abgeleitete Vektorfeld)




Gradientenfeld .
Bedeutet quasi, dass ein Vektorfeld integrierbar ist, also besagt ob es zu einem Vektorfeld f ein Skalarfeld F
gibt, sodafl grad F = f

filz, .. )
Sei f(&) = : Dcgn — R™ eine Vektorfeld, welches die
fa(z1, ... 2n)
af;  Of;
Integrabilitidtsbedingung / = fJ, 1 <i,5 < n erfiillt,
8$j 8:&

dann gilt unter der Vorraussetztung, dass

. f stetig differenzierbar und

e D einfach zusammenhéngend ist (dh. wenn sich jede Kurve stetig auf ihre Punkte zusammenziehen lésst)

= j? ist Gradientenfeld

Satz von Fubini
Sei B={(z,y) €eR? | a <z <b,p1(z) <y < pa(z)}, dann gilt:

Lﬂz(»t)
//fxy d:cdy—// F(a.y) dyd
©1
Analog:

Sei B={(z,y) €R? | a <y <byi(y) <z < a(y)}, dann gilt:

saz(y)
//f:vy dxdy—// f(z,y) dedy
w1(y)

Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale:
Seien B C R? und p(x,y), ¥ (z,y) zwei stetig diffbare Fkt, die den Bereich B bijektiv auf

B' = {(¢(,y),%(zx,y)) | (x,y) € B}

abbilden, dann gilt:

[ st = [ st st (77 500 o

Bei einer Variable sieht man, dass die gewohnlich Substitutionsregel herauskommt:

/f du—/f (2)| mit B = {¢(x) | = € B}

Bei drei Variablen sidhe die Substitutionsregel folgendermaflen aus:

///f u,v,w) du dv dw = /B//f(gp(a:,y,z),w(x,y,z),e(x,y,z))- det ZE 12; 2925 dx dy dz

mit B = {(¢(x,y, 2),¥(2,y,2),0(x,y,2)) | (z,9,2) € B}




Volumen und Mantelfliche von Drehkorpern

Rotation um die x-Achse: .

V=r[ f(z)?de

b

M=2x [ f(z) /1+ f'(z)?dx

Rotation um die y-Achse:

max((f(a),f(b))) max((f(a),f(b))) b
V=w/ () dy:w/ 22 dy:w-/ 2|1 (@) de
min(f(a),f(b)) min(f(a),f(b)) a

max((f(a),f(b)))
M =21 / ) - VI+ ()R dy

nin(f(a),f(b))

Bogenliinge L
Sei @ [a,b] — R™ eine stetig diffbare Kurve, dann ist die Bogenlédnge L:

L:/ab|5(t)|| dt:L:/: JAD + o+ ) dt

= Jede stetig diffbare Kurve ist rektifizierbar (hat eine endliche Lénge)




