D. Hilbert

i

"Wir miissen wissen, und wir werden wissen.’

e David Hilbert (1862-1943)

@ ... Eine Diophantische Gleichung [...] sei
vorgelegt: man soll ein Verfahren angeben,
nach welchem sich mittelst einer endlichen
Anzahl von Operationen entscheiden 13Bt,
ob die Gleichung in ganzen rationalen
Zahlen losbar ist ...

D. Hilbert: Mathematische Probleme - Vortrag, gehalten auf dem internationalen
Mathematiker-KongreB zu Paris 1900. In: Nachrichten von der Koénigl.
Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen. Mathematisch-Physikalische Klasse,
Heft 3, 1900, 253 — 297.
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K. Godel

"Either mathematics is too big for the human mind or the
human mind is more than a machine. ”

o Kurt Gadel (1906 - 1978)

@ ... Wir haben also einen Satz vor uns, der
seine eigene Unbeweisbarkeit behauptet ...

K. Gédel: Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme |. in: Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38, 1931,

173 - 198.
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A. Church

"l tried reading Hilbert. Only his papers published in
mathematical periodicals were available at the time.
Anybody who has tried those knows they are very hard

””

reading.

@ Alonzo Church (1903 - 1995)
@ Entwicklung des Lambda-Kalkiils

A. Church: An unsolvable Problem of Elementary Number Theory, American

Journal of Mathematics 58 (2), 1936, 345 — 363.
2



A. Turing

"A man provided with paper, pencil and rubber, and subject
to strict discipline, is in effect a universal machine.”

e Alan M. Turing (1912 - 1954)

@ Turingmaschine als Modell fiir jede
mogliche Berechnung

A. Turing: On Computable Numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 42, 1936, 230 —265.
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Turingmaschinen

B| B |Xi|X X, B| B

Lesen/Schreiben

q0 endliche Kontrolle

@ Das Band enthilt die Eingabe. Alle weiteren Zellen enthalten ein
besonderes Blank-Symbol.

@ Ein Lese-/Schreib-Kopf ist immer iiber einer der Bandzellen
positioniert.

@ Am Anfang befindet sich der Lese-/Schreib-Kopf iiber der am
weitesten links stehenden Eingabezelle.
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Turingmaschinen

Abhéangig vom Zustand und dem gelesenen Bandsymbol fiihrt die TM
mit einer Bewegung Folgendes aus:

@ Sie wechselt den Zustand
@ Sie schreibt ein Bandsymbol in die gelesene Zelle

o Sie bewegt den Lese-/Schreib-Kopf nach links oder rechts, bzw.
lasst ihn stehen

25



Formale Beschreibung einer Turingmaschine

Eine Turingmaschine ist ein Siebentupel

M = (Q7 Z’ r? 57 q07 B7 F)7

Q endliche Menge von Zustéanden,

> endliche Menge der Eingabesymbole,

I endliche Menge der Bandsymbole, > C T,
§:Q@xT— @xT x{L, R,S} Ubergangsfunktion,
go € @ Startzustand,

B € T — X Blank-Symbol,

F C @ Menge von Endzustanden.

@ 6 6 6 o o o
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Ubergange

(¢.X;p,Y,D)€d

M liest im Zustand g auf dem Band Symbol X

- wechselt nun davon abhéngig in den Zustand p,
- Uberschreibt Symbol X durch Symbol Y/,

- bewegt den Lese-/Schreibkopf in die durch D beschriebene
Richtung (D € {L, R, S}).

Deterministische Turingmaschine (DTM)

Eine Turingmaschine M heit deterministisch, wenn fiir alle
(g,X) € Q x £ x I hochstens ein Element (g, X;p,Y,D) € 6
existiert, D € {L, R, S}; wir schreiben dann auch (g, X) = (p, Y, D).
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Konfiguration

Am Anfang befindet sich nur das Eingabewort auf dem Band, welches
nach links und rechts mit unendlich vielen Blank-Symbolen umgeben
ist. Die TM ist im Startzustand und der Lese-/Schreibkopf befindet
sich iber dem am weitesten links stehenden Eingabesymbol.

Mit jeder Bewegung dndert die TM ihre Konfiguration.

Darstellung einer Konfiguration:

X1X2...X,',1 qX,'X,'+1 ...X,,
wobei

- q den Zustand der TM bezeichnet,
- der Lese-/Schreibkopf das i—te Symbol von links liest,

- X1X5...X,, den Abschnitt des Bandes zwischen den am weitesten
links und am weitesten rechts stehenden Zeichen beschreibt, die
keine Blank-Symbole (Leerzeichen) sind.
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Konfiguration

= ... Ubergang zwischen Konfigurationen in einem Schritt?
=* ... Ubergang zwischen Konfigurationen in beliebig vielen Schritten

Erfolgt die nachste Bewegung nach
e links, d.h. 6(q, X;) = (p, Y, L):

X1X2...X,-_1qX;X,-+1...Xn = X1X2...X,'_2pX,'_1YX,'+1...Xn
e rechts, d.h. §(q,X;) = (p, Y, R):

X1X2...X,-_1quX,-+1...X,, = X1X2...X,'_1YpX,'+1...Xn

Bleibt der Kopf stehen:
e d.h, d(q,Xi)=(p,V,S):

X1X2...X,'_1quX,'+1...Xn = X1X2...X,'_1pYX,'+1...Xn

lin [HMU] wird = mit I bezeichnet. »



(Deterministische) Turingmaschinen: akzeptierte Sprache

Akzeptierte Sprache

Die von der (deterministischen) Turingmaschine M akzeptierte
Sprache L(M) besteht aus genau all jenen Wortern, bei deren
Anaylse M einen Endzustand erreicht:

LM)={weX"|qw="aps, peF, apel"}

Rekursiv aufzahlbare Sprachen

Eine formale Sprache heiBt rekursiv aufzzahlbar?> wenn sie von einer
(deterministischen) Turingmaschine akzeptiert wird.

2engl: recursively enumerable, auch bezeichnet als: Turing-erkennbar
(Turing-recognizable), semi-entscheidbar (semi-decidable)




Beispiel

TM far {0717 | n > 1}
M= ({qi|0<i<4},{0,1},{0,1,X,Y,B},4,qo, B, {q})

wobei § gegeben durch:

Symbol
Zustand 0 1 X Y B
0o |(q,X,R) (g3, Y,R)
q1 (q1,0,R) (g2, Y, L) (q1,Y,R)
q2 (92,0, L) (90, X, R) (a2, Y, L)
qs (g3, Y,R) (qa,B.R)

(e
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Beispiel ctd.

akzeptierende Berechnung von 0011

Symbol

Zustand 0 1 X Y B

q0 | (q,X,R) (a3, Y. R)

q (91,0,R) (g2, Y, L) (q1, Y, R)

92 (g2,0,L) (90, X,R) (g2, Y, L)

a3 (g3, Y,R) (q4,B,R)

(el}
@001l = Xq011 ~ X0qll = Xg0Yl =
@X0Y1 = Xg0Yl = XXqYl = XXYql =
XXpYY = XpXYY = XXgYY = XXYgY =
XXYYqsB = XXYYBqB
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Beispiel ctd.

abweisende Berechnung von 0010

Symbol
Zustand 0 1 X Y B
do (g1, X, R) (g3, Y,R)
q (91,0,R) (a2, Y, L) (91, Y, R)
92 (g2,0,L) (90, X;R) (g2, Y, L)
9 (a3, Y,R) (as; B,R)
qa

0010 = Xg:010 = X0q:10 = XgO0Y0 =
@X0Y0 = Xg0Y0 = XXqY0 = XXYq.0 =
XXY0q:B




(Deterministische) Turingmaschinen: Akzeptieren durch
Anhalten

Wir kénnen stets annehmen, dass eine Turingmaschine anhalt, wenn
sie akzeptiert.

(6(q, X) kann fiir g € F als undefiniert bezeichet werden.)

Im Folgenden betrachten wir Turingmaschinen, die immer anhalten,
wenn sie sich in einem akzeptierenden Zustand befinden.
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Entscheidbare (Rekursive) Sprachen

Wird eine Turingmaschine M auf einem Input w gestartet, so gibt es
folgende Moglichkeiten:
@ M hilt in einem Zustand g € F und akzeptiert somit die Eingabe
@ M hélt in einem Zustand g ¢ F und verwirft somit die Eingabe
@ M gerat in eine Endlosschleife und halt nicht

Rekursive (Entscheidbare) Sprachen

Eine formale Sprache heiBt rekursiv oder entscheidbar® wenn sie von
einer (deterministischen) Turingmaschine akzeptiert wird, die immer
halt. (Man sagt dann auch: die TM entscheidet die Sprache)

3engl: recursive, decidable, auch bezeichnet als: Turing-entscheidbar
(Turing-decidable) »



Varianten von Turingmaschinen

ein Band, nur nach einer Seite unbeschrankt
mehrere Bander
Bander sind in mehrere Spuren unterteilt

mehrere Lese-/Schreibkdpfe auf den Bandern

nichtdeterministische Turingmaschinen

Alle diese Varianten sind gleichmachtig in Bezug auf ihre Fahigkeit,
Sprachen zu erkennen.

Beispiel
Eine nichtdeterministische Turingmaschine mit 50

sechs-dimensionalen Bandern ist nicht machtiger als unser
urspriingliches Modell.
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Nichtdeterministische Turingmaschinen

Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) unterscheidet
sich zur determinisitischen Variante in der Ubergangsfunktion 4:

5(q7X) = {(qla Y17 D1)7 (CI27 Y27 D2)7 ey (qu Yk7 Dk)}a
wobei k eine beliebige endliche ganze Zahl ist.

Eine NTM M akzeptiert eine Eingabe, wenn es eine Folge méoglicher
Bewegungen gibt, die von der Startkonfiguration zu einer
Konfiguration mit einem akzeptierenden Zustand fiihrt.#

Zu jeder nichtdeterministischen Turingmaschine My gibt es eine
deterministische Turingmaschine Mp mit L(Mpy) = L(Mp).

“Die Existenz eventueller weiterer Auswahlméglichkeiten ist dabei irrelevant. 3



(Nicht)deterministische Turingmaschinen

Turingmaschinen kénnen auch Funktionen (auf nicht-negativen
ganzen Zahlen) berechnen, bzw. Sprachen erzeugen:

Berechnung von Funktionen

Eine (deterministische) Turingmaschine M kann auch zur
Berechnung von Funktionen verwendet werden, d.h., M beginnt
mit dem Input auf dem Band, der Output, also der Funktionswert
zum Input, ist das Ergebnis der Berechnung, wenn M halt.

Erzeugung von Sprachen

Eine (nichtdeterministische) Turingmaschine M kann auch zur
Erzeugung von Wortern verwendet werden, d.h., M beginnt mit
dem leeren Band, das Ergebnis der Berechnung ist das Wort, das am
Ende einer Berechnung, wenn M halt, auf dem Band steht.
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Problemlandschaft

Rekursiv aufzdahlbare Sprachen L:
Es gibt eine TM M die akzeptiert und halt wenn " e
w € L, sonst aber u.U. unendlich lauft. M| ?

—ja

Rekursive Sprachen (Entscheidbare Probleme) L:
Es gibt eine TM M mit L(M) = L die immer i
halt. (d.h., es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe w—we ]i/f—»nein

von w “ja" antwortet, wenn w € L und “nein” antwortet,

wenn w ¢ L)

Rekursiv aufzahlbare Sprachen

Rekursive Sprachen
Entscheidbare Probleme
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Rekursive (entscheidbare) Sprachen und ihr Komplement

Das Komplement einer rekursiven Sprache ist rekursiv.

Beweis

Sei L rekursiv und M eine TM mit L(M) = L, die immer halt. Wir
konstruieren M’ aus M so, dass M’ stoppt ohne zu akzeptieren, wenn
M auf einer Eingabe w in einen Endzustand iibergeht. Halt M ohne
zu akzeptieren, so geht M’ in einen Endzustand (ber. Da eines dieser
beiden Ereignisse eintritt, ist L = L(M’) (das Komplement von L) eine
rekursive Sprache.

L ja ja
M —>1’1€1><\ nein
M’
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Rekursive (entscheidbare) Sprachen und ihr Komplement

Ist eine Sprache L und auch ihr Komplement L rekursiv aufzahlbar, so

ist L (wie auch L) rekursiv.

Beweis

Mi und M, akzeptieren L bzw. L. Daraus konstruieren wir M so,
dass sie w akzeptiert, wenn w von M; akzeptiert wird, und verwirft,
wenn w von M, akzeptiert wird. Da w entweder in L oder in L ist,
wird genau eine der beiden Turingmaschinen My, M, akzeptieren.
Also wird M immer entweder “ja" oder “nein” ausgeben, aber nie

beides. Somit ist L rekursiv.

M,

L ~ja —

w—{

M,

L —~ja —

——nein

M
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Rekursive und rekursiv aufzahlbare Sprachen

Konsequenz: Sei L eine Sprache und L ihr Komplement.
Dann gilt eine der folgenden Aussagen:

@ sowohl L als auch L ist rekursiv.

@ sowohl L als auch L ist nicht rekursiv aufzahlbar.

@ entweder L oder L ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht rekursiv,
und die jeweils andere Sprache ist nicht rekursiv aufzdhlbar.
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Codierung von Turingmaschinen

Turingmaschinen konnen als (binére) Strings codiert werden,
beispielsweise so:

Sei M = ({q17 q2, ..., CIr}, {07 1}7 {07 17 B) X47 ceey XS}a 67 q1, Ba {QZ})
Codierung von §(qj, X;) = (qk, Xi, Dm):

0'10/10¥10'10™
Codierung von M:
C111G,11...11C,,_111C,

wobei C; der Code einer Transition ist.
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Nicht rekursiv aufzahlbare Sprachen

Es gibt Sprachen tber ¥ = {0, 1}, die nicht rekursiv aufzahlbar sind. |

Beweis
@ Zu jeder rekursiv aufzadhlbaren Sprache L iber ¥ = {0,1} (d.h.
L € P(X*)) gibt es eine Turingmaschine, die sie akzeptiert.
@ Jede Turingmaschine M kann als String ber X = {0,1} (d.h.
M € ¥*) dargestellt werden.
@ Die Menge aller Sprachen P(X*) ist iiberabzahlbar (unendlich),
die Menge aller Worter ©* hingegen abzahlbar (unendlich).

@ Es gibt also iiberabzéhlbar viele Sprachen, von denen jedoch nur
abzahlbar viele von einer Turingmaschine akzeptiert werden.
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Church-Turing-These

Gibt es aber vielleicht andere Modelle von Generierungs- oder
Analysemechanismen, durch die mehr formale Sprachen als durch
Turingmaschinen beschrieben werden kénnen?

Nein!

Auch alle anderen seither entwickelten Modelle zur Formalisierung des
Begriffs Algorithmus erwiesen sich als nicht méachtiger als
Turingmaschinen. Folgende These wird daher allgemein akzeptiert:

Church-Turing-These

Gibt es ein endlich beschreibbares Verfahren zur exakten
Spezifizierung einer formalen Sprache L, so gibt es eine
Turingmaschine, die L akzeptiert.
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(Un)Entscheidbarkeit

Si te mentiri dicis idque verum dicis, mentiris an verum dicis?

Cicero
Academicorum priorum, Lib. I, Kap. 29, Par. 95

(Wenn du sagst, dass du ltugst, und das die Wahrheit ist, liigst du
dann oder sprichst du die Wahrheit?)
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Universelle Turingmaschinen

Es gibt Turingmaschinen, welche das Verhalten beliebiger Maschinen
auf beliebigen Eingabewortern simulieren kénnen:

Eine Universelle Turingmaschine U nimmt als Input
@ den Code einer Turingmaschine M

@ ein Eingabewort w

und akzeptiert (M, w) genau dann, wenn M die Eingabe w akzeptiert.

Turingmaschinen kénnen also auf ihren eigenen Code angesetzt
werden!
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Das Halteproblem

Im Folgenden betrachten wir Turingmaschinen, die genau dann
akzeptieren, wenn sie halten.

Gibt es auch eine Turingmaschine, die auf jeder beliebigen Eingabe
halt, und somit einen Algorithmus darstellt, der fiir beliebige
Turingmaschinen und beliebige Woérter iiber dem Alphabet {0,1} die
Frage entscheidet, ob die Turingmaschine M auf dem Eingabewort w
halt (und damit akzeptiert) oder nicht?

Halteproblem: Gibt es einen Algorithmus (eine Turingmaschine), der
(die), gegeben den Code einer beliebigen Turingmaschine M und den
Code eines Eingabewortes w, immer entscheiden kann, ob M auf w
halt, bzw. ob M die Eingabe w akzeptiert?

Die Antwort darauf ist nein.
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Das Halteproblem ist rekursiv aufzahlbar

L, ={(M,w) | M ist eine TM die w akzeptiert }

L, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis Teil 1: L, ist rekursiv aufzahlbar

Wir konstruieren eine universelle Turingmaschine U wie folgt:
Mit Eingabe (M, w) simuliert U die TM M auf w. Wenn M die
Eingabe akzeptiert, so akzeptiert auch U, akzeptiert M nicht, so
akzeptiert auch U nicht:

U akzeptiert (M, w) <= M akzeptiert w <= (M, w) € L,

Folglich akzeptiert U die Sprache L,,.
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Das Halteproblem ist unentscheidbar

Beweis Teil 2: L, ist nicht entscheidbar

Beweis indirekt. Angenommen, es gibt eine Maschine H, die L,
entscheidet:

H((M, w)) = {

Dann gibt es aber auch eine Maschine D, die genau das Gegenteil von
H macht.

D simuliert zundchst H mit der Eingabe (M, (M)) und gibt dann ja
aus, wenn M nicht akzeptiert, bzw. nein, wenn M akzeptiert:

ja wenn w von M akzeptiert wird

nein wenn w von M nicht akzeptiert wird

ja wenn (M) von M nicht akzeptiert wird

D((M)) = {

nein wenn (M) von M akzeptiert wird

Offensichtlich gilt: wenn H existiert, so existiert auch D.
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Das Halteproblem ist unentscheidbar - ctd.

Setzt man nun D auf ihren eigenen Code an, so ergibt sich folgendes
Verhalten:

D((D)) = {

Was auch immer D macht, sie muss genau das Gegenteil machen.
Das ist offensichtlich ein Widerspruch! Es kann also weder D noch H
geben, demnach ist L, nicht entscheidbar. O

ja wenn (D) von D nicht akzeptiert wird

nein wenn (D) von D akzeptiert wird
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Diagonalargument

o H akzeptiert (M, w) <= M akzeptiert w
e D weist (M) zuriick <= M akzeptiert (M)
e D weist (D) zuriick <= D akzeptiert (D)

(M) (Mz) (Ms) (D)
My | ja nein  ja ja
My | ja ja nein ja
M3 | nein  nein nein nein
D | nein nein ja ?
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Ein nicht rekursiv aufzahlbares Problem

L, = {(M,w) | M ist eine TM die w nicht akzeptiert }

L, ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis

Angenommen, L, ist rekursiv aufzahlbar. Da L, rekursiv aufzihlbar
ist, miissten demnach beide entscheidbar sein, was aber nicht der Fall
ist!

L, kann nicht rekursiv aufzihlbar sein. O

4
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Berechenbarkeit

Eine Funktion f : ¥* — ¥* heiBt partiell berechenbar, wenn es
eine Turingmaschine My gibt, fiir die mit x € £* gilt:

o Ist f(x) definiert, so halt M¢, gestartet mit x, und f(x) steht
dann auf dem Band.

@ Ist f(x) nicht definiert, so halt My, gestartet mit x, nicht.

Ist f total, d. h., fiir alle x € X* definiert, und partiell berechenbar,

so heiBt f (total) berechenbar.®

Sengl: computable
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Reduktion

Reduktion ist eine Technik, die Unentscheidbarkeit von Problemen
durch Riickfiihrung auf andere Probleme nachzuweisen, deren
Unentscheidbarkeit bereits bekannt ist.

Reduktion

Eine Sprache A C ¥* heiBt reduzierbar auf die Sprache B C '*,

(bezeichnet mit A < B), wenn es eine (total) berechenbare Funktion
f:¥* — " so gibt, dass

fur alle w € ¥*: w € A genau dann, wenn f(w) € B.

In diesem Fall nennt man f eine Reduktion von A auf B.

(Anmerkung: die Relation < ist transitiv und reflexiv)
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Reduktionen und (Nicht-)Entscheidbarkeit

Seien A und B Sprachen mit A < B. Dann gilt:

@ Ist A nicht entscheidbar, so ist auch B nicht entscheidbar.

@ Ist A nicht rekursiv aufzahlbar, so ist auch B nicht rekursiv
aufzahlbar.

@ Ist B entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

@ Ist B rekursiv aufzahlbar, so ist auch A rekursiv aufzahlbar.
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Reduktion als Beweistechnik

Reduktionen iiberfiihren positive in positive Instanzen und negative in
negative Instanzen:

Ist die Unentscheidbarkeit von A bekannt, so geniigt fiir den Beweis
der Unentscheidbarkeit von B die Angabe einer Reduktion von A
auf B.

Ist die Entscheidbarkeit von B bekannt, so geniigt fir den Beweis der
Entscheidbarkeit von A die Angabe einer Reduktion von A auf B.
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Weitere Unentscheidbare Probleme

Le={M|LM)={} }
Lne:{M ’ L(M)#{} }

Lhne = {M | L(M) #£ {} } ist rekursiv aufzihlbar.

Beweis (ldee)

Nichtdeterministische Turingmaschine, die L. akzeptiert:

geraten

w —

o U [ja ——ia

M fiir L,
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Weitere Unentscheidbare Probleme

Lpe ={M | L(M) # {} } ist nicht entscheidbar.

Beweis

(Indirekt, durch Reduktion von L, auf L, (Ly < Lpe))

Angenommen, es gibt eine Turingmaschine M, sodass L(M) = Lp..

Dann konstruieren wir eine Maschine M’, die beliebige Eingaben
genau dann akzeptiert, wenn M die Eingabe w akzeptiert:

w e L(M) & L(M') # {}

w —> M [

M

ja

Nachdem L, nicht entscheidbar ist, kann auch L,e nicht entscheidbar

sein.

O
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Eigenschaften von Sprachen

Eine Eigenschaft von Sprachen ist eine Teilmenge P von rekursiv
aufzahlbaren Sprachen (iber einem geeigneten Alphabet).

Beispiele fiir Eigenschaften

P; = {L | L ist entscheidbar }

P, = {L| L ist endlich }
Py={L|L=L%

Py = {{e}}

Ps = {}

Ps = {L| L ist rekursiv aufzihlbar }

{a, b}* hat die Eigenschaften Pi, P3, P, aber nicht Py, Py, Ps
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Der Satz von Rice®

Eine Eigenschaft ist trivial, wenn sie entweder leer ist (d.h., sie
kommt keiner Sprache zu), oder aus allen rekursiv aufzahlbaren
Sprachen besteht. Andernfalls ist sie nicht trivial.

Triviale Eigenschaften

Ps = {}
Ps = {L | L ist rekursiv aufzihlbar }
sind triviale Eigenschaften.

Satz von Rice
Jede nicht triviale Eigenschaft der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist
unentscheidbar.

®Henry Gordon Rice (* 1920)
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Anmerkung

Wir kdénnen eine Menge von Sprachen nicht als die Sprachen selbst
erkennen. Stattdessen miissen wir die Turingmaschinen erkennen, die
diese Sprache akzeptieren.

Ist P eine Eigenschaft der rekursiv aufzdhlbaren Sprachen, dann
besteht die Sprache Lp aus der Menge der Codes fiir
Turingmaschinen M;, sodass L(M;) eine Sprache aus P ist (d.h.
Lp = {M, ‘ L(M,) S P})

Wenn wir tiber die Entscheidbarkeit einer Eigenschaft P sprechen, so
meinen wir die Entscheidbarkeit der Sprache Lp.
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Der Satz von Rice: Anwendungen

Einige Beispiele von Eigenschaften, fiir die der Satz von Rice
unmittelbar die Unentscheidbarkeit impliziert.

@ Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine mehr als
sieben Worter akzeptiert.
(Die Eigenschaft P ist also definiert durch P = {L | |L| > 7}.
Um den Satz von Rice anwenden zu kénnen, miissen wir noch
Uberpriifen, ob die Eigenschaft P nicht-trivial ist. Wir miissen
also mindestens eine rekursiv aufzdhlbare Sprache finden, die die
Eigenschaft erfiillt, und eine, die die Eigenschaft nicht erfiillt:
zB. L3 ={a,a%3a%...,a"} e Pund L, ={} ¢ P.)

@ Es ist nicht entscheidbar, ob eine Turingmaschine nur endlich
viele Worter akzeptiert (d. h. ob die von einer Turingmaschine
akzeptierte Sprache endlich ist).

@ Es ist nicht entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine
akzeptierte Sprache regular ist.




Nicht Anwendbarkeit des Satzes von Rice

Es gibt aber durchaus Eigenschaften fiir Turingmaschinen, die
entscheidbar sind. Fiir diese Eigenschaften ist dann aber eine der
Voraussetzungen des Satzes von Rice nicht erfiillt. (Entweder handelt
es sich nicht um eine Eigenschaft der akzeptierten Sprache der
Turingmaschine oder die Eigenschaft ist trivial)

@ Es ist entscheidbar, ob eine Turingmaschine mindestens 7
Zustande besitzt.
(Diese Eigenschaft ist keine Eigenschaft der akzeptierten
Sprache, sondern eine Eigenschaft der Turingmaschine selbst.)

@ Es ist entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Sprache rekursiv aufzahlbar ist.
(Diese Eigenschaft ist trivial, sie ist fir jede rekursiv aufzihlbare

Sprache per Definition erfiillt.)
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Das Postsche Korrespondenz Problem’

Das Postsche Korrespondenz Problem (PCP)

Gegeben: Alphabet A, k € N, sowie die Folge von Wortpaaren
(X17y1)7 (X2,}/2), OO (Xk7Yk) mit Xi, Yi € AT fir 1 <i< k.

Frage: Gibt es eine Folge von Indizes i1, iz, . . ., ip mit ij € {1,2,... k}
fur 1 <j<nneNso dass Xiy Xiy « + « Xip = YiYin - -+ Yin gllt?

v

(Post 1946)
Das Das Postsche Korrespondenzproblem ist nicht entscheidbar. }
Das Das Postsche Korrespondenzproblem ist rekursiv aufzahlbar. J

"Emil Post, amerikanischer Mathematiker, 1897-1954 65



PCP: Beispiel

Das Korrespondenzproblem
A={0,1}, k=3, K=((1,101),(10,00),(011,11)), also

X1:1 X2:1O X3:01]_
yi= 101 Yo = 00 y3 = 11
besitzt die Lésung (1, 3,2, 3), denn es gilt

x1x3xpx3 = 101110011 = 101110011 = yy y3y»y3.

Anmerkung:

Von der Variante PCP(s) konnte Folgendes gezeigt werden:

(Gibt es eine Lésung zu einem Satz mit maximaler GréBe s7?)

fiir s = 2 entscheidbar (Ehrenfeucht, Karhuméaki, Rozenberg 1982)
fiir s >= 7 unentscheidbar (Matiyasevich, Senizergues 1996)

fiir s >= 4 unentscheidbar (Neary, 2013)

fir s = 3 noch ungeklart
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Das 10. Hilbertsche Problem?®

10. Hilbertsche Problem

Gegeben: n € N, ein Polynom p(xy,...,x,) in n Unbekannten
Frage: Besitzt p ganzzahlige Nullstellen?

(Matijassewitsch, 1970)
Das 10. Hilbertsche Problem ist nicht entscheidbar.

®David Hilbert (1862-1943)
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Beispiele fiir unentscheidbare Probleme in der Praxis

Folgende Probleme sind nur in Einzelfallen lésbar, nicht jedoch fiir
beliebige Programme und Spezifikationen:

@ Feststellen, ob eine bestimmte Codezeile in einem Programm
jemals ausgefiihrt wird

Feststellen, ob es eine Endlosschleife in einem Programm gibt

Feststellen, ob 2 Programme die gleiche Wirkung (Semantik)
haben

Feststellen, ob ein Programm eine Spezifikation erfiillt

Zu einer Spezifikation automatisch ein Programm generieren

(]

Feststellen, ob 2 Spezifikationen die gleiche Klasse von
Programmen festlegen
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Problemlandschaft

Nicht rekursiv aufzdhlbare Sprachen

T Unentscheidbare Probleme

Rekursiv aufzdhlbare Sprachen

Rekursive Sprachen
Entscheidbare Probleme
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