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1 Angabe

Man löse das lineare Gleichungssystem

−x1 + 5x2 − 2x3 = 3
x1 + x2 − 4x3 = −9
4x1 − x2 + 2x3 = 8

unter Anwendung des Gesamtschrittverfahrens von Jacobi, wobei man zunächst die ein-
zelnen Gleichungen derart umordne, dass das entstehende System das Zeilensummenkri-
terium erfüllt.

2 Theorie: Wichtige Vektor- und Matrixnormen

Vektornorm Name zugehörige Matrixnorm Name

‖x‖1 =
∑

i

|xi| Betragssummennorm ‖A‖1 = maxk

∑

i

|ai,k| Spaltensummennorm

‖x‖2 =

√

∑

i

|xi|
2 Euklidische Norm ‖A‖F =

√

∑

i,k

|ai,k|
2 Frobenius-Norm

‖A‖2 =
√

maxi|λi(AT · A)| Spektralnorm

‖x‖∞ = maxi|xi| Maximumnorm ‖A‖∞ = maxi

∑

k

|ai,k| Zeilensummennorm

3 Theorie: Jacobi-Verfahren

Um ein iteratives Verfahren zur Lösung eines linearen Gleichungssystems aufstellen zu
können, zerlegt man die Koeffizientenmatrix in zwei Summanden A = A1 +A2 und führt
dann die Iteration nach folgender Vorschrift durch:

A1 · xi+1 = −A2 · xi + a
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Beim Verfahren in Gesamtschritten, auch Jacobi-Verfahren genannt zerlegt man die
Koeffzientenmatrix in:

A = L + D + R

L =











0 0 . . . 0
a2,1 0 0
...

. . .
. . .

...
an,1 . . . an,n−1 0











R =











0 a1,2 . . . a1,n

...
. . .

. . . . . .

0 0 an−1,n

0 . . . . . . 0











D =













a1,1 0 . . . 0

0 a2,2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 an,n













Die Iterationsvorschrift in der impliziten Form:

D · xi+1 = −(L + R) · xi + a

Das Jacobi-Verfahren konvergiert für alle linearen Gleichungssysteme, deren Koeffizien-
tenmatrizen diagonaldominant sind.

4 Lösung des Beispiels

4.1 Überprüfung auf Zeilensummennorm

−x1 + 5x2 − 2x3 = 3 i = 1 5 + 2 < 1
x1 + x2 − 4x3 = −9 i = 2 1 + 4 < 1
4x1 − x2 + 2x3 = 8 i = 3 4 + 1 < 2

Die Zeilensummennorm wird nicht erfüllt, daher formen die die Matrix so um, dass sie
diagonaldominant wird (grosse Zahlen in der Hauptdiagonale - Vertausche Zeile 1 mit 3
und dann Zeile 2 mit 3):

4x1 − x2 + 2x3 = 8 i = 1 1 + 2 < 4
−x1 + 5x2 − 2x3 = 3 i = 2 1 + 2 < 5
x1 + x2 − 4x3 = −9 i = 3 1 + 1 < 4

4.2 Durchführung der Iteration

Anwendung der Rekursionsformel mit k = 0 als Startwert:

i = 1 : x
[1]
k+1 =

1

a11
· (−

∑

i6=j

x1jx
[j]
k + b1)) =

1

4
· (−((−1) · 0 + 2 · 0) + 8) = 2

i = 2 : x
[2]
k+1 =

1

a22
· (−

∑

i6=j

x2jx
[j]
k + b1)) =

1

5
· (−((−1) · 0 + (−2) · 0) + 3) = 0.6

i = 3 : x
[3]
k+1 =

1

a33
· (−

∑

i6=j

x3jx
[j]
k + b1)) = −

1

4
· (−(1 · 0 + 1 · 0) − 9) = 2.25
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Erhalten für k = 1 und mit den Werten (2, 0.6, 2.25)T :

i = 1 : x
[1]
k+1 =

1

a11
· (−

∑

i6=j

x1jx
[j]
k + b1)) =

1

4
· (−((−1) · 0.6 + 2 · 2.25) + 8) = 1.025

i = 2 : x
[2]
k+1 =

1

a22
· (−

∑

i6=j

x2jx
[j]
k + b1)) =

1

5
· (−((−1) · 3 + (−2) · 3.35) + 3) = 1.9

i = 3 : x
[3]
k+1 =

1

a33
· (−

∑

i6=j

x3jx
[j]
k + b1)) = −

1

4
· (−(1 · 2 + 1 · 0.6) − 9) = 2.9

Erhalte mit MATLAB nach 7 Iterationen Lösungen x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 (siehe
Anhang).
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function  X=jacobi(A,B,X0,kmax)
if nargin<4, tol=10^-6; kmax=100; %jacobi(A,B,X0)
 elseif kmax<1, tol=max(kmax,10^-16); kmax=100; %jacobi(A,B,X0,tol)
 else tol=10^-6;  %jacobi(A,B,X0,kmax)
end
NA=size(A,1); NB=size(B,2);
X =X0;  At =zeros(NA,NA);
for m=1:NA
   for n=1:NA
      if n~=m  At(m,n)=-A(m,n)/A(m,m); 
      end
   end
   Bt(m,1:NB) =B(m,1:NB)/A(m,m);
end      
for k=1: kmax
   X =At*X +Bt;
   if nargout==0, 
       X, 
   end 
   if norm(X-X0)/(norm(X0)+eps)<tol, break; end
   X0=X;
end
 
% >> jacobi(A,B,X0,10)
% 
% X =
% 
%     2.0000
%     0.6000
%     2.2500
% 
% 
% X =
% 
%     1.0250
%     1.9000
%     2.9000
% 
% 
% X =
% 
%     1.0250
%     1.9650
%     2.9813
% 
% 
% X =
% 
%     1.0006
%     1.9975
%     2.9975
% 
% 
% X =
% 
%     1.0006
%     1.9991
%     2.9995
% 
% 
% X =
% 
%     1.0000
%     1.9999



%     2.9999
% 
% 
% X =
% 
%     1.0000
%     2.0000
%     3.0000
% 
% 
% X =
% 
%     1.0000
%     2.0000
%     3.0000
% 
% 
% X =
% 
%     1.0000
%     2.0000
%     3.0000
% 
% 
% ans =
% 
%     1.0000
%     2.0000
%     3.0000
% 
% >> 
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