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Aufgabe 31 Gegeben sei eine Hashtabelle mit Tabellengröße m = 7. Zur Kollisionsbehandlung
wird Double Hashing verwendet. Geben Sie zu jeder dieser Hashfunktionen an, ob es sich dabei
um eine gut gewählte Funktion handelt oder ob es zu Problemen kommen könnte. Begründen
Sie ihre Antworten.

(a) h1(k) = k mod 7
h2(k) = k mod 6

(b) h1(k) = k mod 7
h2(k) = (k mod 7) + 1

(c) h1(k) = k mod 21
h2(k) = (k mod 1) + 1

(d) h1(k) = k mod 3
h2(k) = (k mod 6) + 1

(e) h1(k) = k mod 10
h2(k) = (k mod 6) + 1

Lösung hi(k) = (h1(k) + ih2(k)) mod m

(a) h1(k) ist optimal gewählt, denn die Tabellengröße ist ebenfalls 7. h2(k) ist aber nicht so gut
gewählt, denn es können sich bei der Berechnung von hi(k) immer die gleichen Summanden
ergeben, wenn h2 0 ist.

(b) h1(k) ist optimal gewählt, denn die Tabellengröße ist ebenfalls 7. h2(k) ist aber nicht so gut
gewählt, denn h1(k) = h2(k) somit kollidieren die Elemente, die bei h1 kollidieren sowieso
auch bei h2 wieder was nicht unbedingt das beste ist. Außerdem sind die Elemente aus h2
wenn sie in der Restklasse 6 liegen immer am gleichen Platz, egal wie i gewählt wird.

(c) h1(k) ist nicht optimal gewählt, denn die Tabellengröße ist nur 7. h2(k) ist aber auch nicht
so gut gewählt, denn mod 1 ergibt immer 0, was sehr schlecht ist, denn es ergeben sich
immer die gleichen Summanden (siehe oben). Somit immer +1, ⇒ Lineares sondieren.

(d) h1(k) ist nicht optimal gewählt, denn die Tabellengröße ist 7, aber das Modul ist nur 3.
h2(k) würde aber gehen.
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(e) h1(k) ist auch nicht optimal gewählt, denn es ist ebenfalls viel zu groß außerdem ist es
ardisch (nicht prim). (siehe oben). h2(k) würde aber gehen.

Aufgabe 32 Gegeben ist eine Hashtabelle mit Tabellengröße m = 7, die Double Hashing mit
der Verbesserung nach Brent benutzt, wobei

h1(k) = (k + 1) mod 7
h2(k) = (k mod 6) + 1

Die Werte 2, 21 wurden bereits in die Tabelle eingefügt:

0 1 2 3 4 5 6

21 2

Fügen Sie nun die Werte
〈35, 6, 9〉

in dieser Reihenfolge in die Hashtabelle ein.

Lösung

k 35 6 9 21 2

h1(k) 1 0 3 1 3

h2(k) 6 1 4 4 3

i) Einfügen von 35: hier gibts eine Kollission mit 1, aber 0 ist frei. 2 Vergleiche: (Hier wurde
normales Double-Hashing angewandt, die Erweiterung von Brent war nicht notwendig)

0 1 2 3 4 5 6

35 21 2

ii) Einfügen von 6: hier gibts eine Kollission mit 0 und 1, somit wird die Verbesserung nach
Brent aktiviert:
Somit wird zum Platz von 35 der Wert von h2(35) = 6 addiert und anschließend geschaut,
ob dieser neue Platz(6) frei ist. Dieser ist frei und somit verschiebt sich 35 nach Platz 6
und 6 wird bei Platz 0 eingefügt. 3 Vergleiche

0 1 2 3 4 5 6

6 21 2 35

iii) Einfügen von 9: hier gibts eine Kollission mit 3 und 0, somit wird die Verbesserung von
Brent aktiviert:
Somit wird zum Platz von 2 der Wert von h2(2) = 3 addiert und anschließend geschaut,
ob dieser neue Platz(6) frei ist. Dieser ist aber bereits belegt, somit wird 9 neu sondiert:
h1(9) + 2 ∗ h2(9) = 3 + 8 mod 7 = 4 und das ist frei. Somit kann 9 dort eingefügt werden.
3 Vergleiche:

0 1 2 3 4 5 6

6 21 2 9 35

2



Aufgabe 33 Entwerfen Sie eine nicht-rekursive Variante der Tiefensuche auf einem ungerich-
teten Graphen. Sie können dafür den abstrakten Datentyp Stack (Stapel) verwenden, der eine
beliebige Anzahl an Objekten aufnehmen kann und sie in der umgekehrten Reihenfolge zurück-
liefert, in der sie eingefügt wurden. Ein Stack S stellt die folgenden Operationen zur Verfügung:

• S.isEmpty(): Liefert true zurück, falls der Stack S keine Elemente enthält und false
sonst.

• S.push(x): Legt das Element x auf den Stack S.

• S.pop(): Entfernt das zuletzt eingefügte Element vom Stack S und liefert dieses Element
zurück. Das Ergebnis ist undefiniert, wenn S leer ist.

Lösung Algorithmus Tiefensuche(G, s):
Eingabe: Graph G = (V,E); Knoten s ∈ V
Ausgabe: alle Knoten G, die von s aus erreichbar sind
1: Initialisierung: setze markiert[v] = 0 für alle v;

// Löschen der Elemente im Stack
2: solange S.isEmpty() == Falsch {
3: S.pop();
4: }
5: S.push(s);
6: solange S.isEmpty() == Falsch {
7: v = Q.pop();
8: falls markiert[v] == 0 dann {
9: markiert[s] = 1;

10: Ausgabe von v;
11: }
12: für alle Knoten w aus N(v) {
13: falls markiert[w] == 0 dann {
14: Q.push(w);
15: }
16: }
17: }

Aufgabe 34 Sei T = (V,E′) ein DFS-Wald für den gerichteten Graphen G = (V,E). Ein
Knoten u ist Vorgänger eines Knotens v im DFS-Wald, wenn er vom DFS-Algorithmus vorher
entdeckt wurde. Wir definieren die Farbe einer Kante e = (u, v) in G wie folgt:

• e ist weiß falls v vom DFS-Algorithmus zum ersten Mal entdeckt wurde, als die Kante e
behandelt wurde.

• e ist grau falls v schon vorher entdeckt wurde und v ein Vorgänger von u im DFS-Wald
ist.

• In allen anderen Fällen ist e schwarz.
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Betrachten Sie den Graphen in der Abbildung und gehen Sie davon aus, dass der DFS-
Algorithmus für alle noch nicht besuchten Knoten in der Reihenfolge der Knotennummern
aufgerufen wird und dass auch alle Adjazenzlisten nach den Knotennummern sortiert sind.
Schreiben Sie an jede Kante des Graphen die entsprechende Farbe im DFS-Wald.

5

6 3 1

2

0

4

8

97

Zeichnen Sie einen gerichteten Graphen, der nur die drei Knoten i, j und k, und mindestens die
Kanten (i, j) und (j, k) enthält. Finden Sie eine Nummerierung für diese drei Knoten, so dass
sowohl die Kante (i, j) als auch die Kante (j, k) grau sind.

Lösung

5

6 3 1

2

0

4

8
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Mein gerichteter Graph ist der folgende:

i

j

k

grau
gr

au

weiss

w
eiss

Aufgabe 35 Sei G = (V,E) ein gewichteter Graph und sei M ein minmaler Spannbaum von
G. Trifft die folgende Behauptung zu? Ein Pfad in M zwischen zwei beliebigen Knoten v1 und
v2 muss ein kürzester Pfad zwischen diesen Knoten in G sein. Begründen Sie Ihre Antwort!

Lösung Minimaler Spannbaum enthält keine Kreise, (Kruskal-Algorithmus, alle Kanten auf-
steigend sortieren und solange kein Kreis entsteht die Kanten der Reihe nach hinzufügen.)
Nein, diese Aussage ist falsch. Im folgenden Gegenbeispiel wird diese Aussage beim Weg von 3
nach 1 widerlegt. (Minimaler Spannbaum ist rot eingezeichnet.

0

1

2

3

4

5

2 2

3

1
1

1

Aufgabe 36 Führen Sie anhand des nachstehend abgebildeten Graphen den Algorithmus von
Kruskal für das Finden eines minimalen Spannbaums durch.

• Verwenden Sie zur Lösung des Problems die Union-Find-Datenstruktur und geben Sie de-
ren Zustand nach jedem Aufruf von union grafisch an. Wenden Sie dabei beide in Vorlesung
und Skriptum vorgestellten Verbesserungen, die Methode der Pfadverkürzung (Kompres-
sionsmethode) und die Vereinigung nach Höhe, der Union-Find-Datenstruktur an.
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• Markieren Sie am Ende Ihrer Berechnungen jene Kanten des Graphen in der Abbildung,
die den minimalen Spannbaum bilden, und geben Sie das Gewicht des minimalen Spann-
baums an.

A B

C D

E

F

4 8

9
76

2 3 5 1
Lösung Im folgenden Sind alle Kanten, die hinzugefügt werden können aufgelistet:

Komponenten(Bäume) nächste Kante Hinzunahme zu T

{A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {F} (E,D) OK
{A}, {B}, {C}, {D,E}, {F} (A,C) OK
{A,C}, {B}, {D,E}, {F} (A,D) OK
{A,C,D,E}, {B}, {F} (A,B) OK
{A,B,C,D,E}, {F} (B,D) NEIN
{A,B,C,D,E}, {F} (C,D) NEIN
{A,B,C,D,E}, {F} (D,F ) OK
{A,B,C,D,E, F} (B,E) NEIN
{A,B,C,D,E, F} (E,F ) NEIN

i) Nach Aufruf von makeset:

A B C D E F

ii) Hinzufügen von Kante (E,D): Einfaches anhängen von E an D.

A B C D

E

F

iii) Hinzufügen von Kante (A,C): Einfaches anhängen von A an C.

A

B C D

E

F
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iv) Hinzufügen von Kante (A,D): Hier wird der Baum A−C an den Baum D−E angehängt.
(lt. Vereinigung nach Größe oder Höhe)

A

B

C

D

E

F

v) Hinzufügen von Kante (A,B): Hier wird als erstes A durch Aufruf der findset-Methode
direkt an D angehängt(lt. Methode der Pfadverkürzung) und anschließend B an D an-
gehängt.

A

B

C

D

E

F

vi) Hinzufügen von Kante (D,F ): Hier wird F an D angehängt.

A

B

C

D

E

F

Resultierender Minimaler Spannbaum:

A B

C D

E

F

4 8

9

76

2 3 5 1

Aufgabe 37 Lösen Sie die Aufgabe 35 erneut, diesmal aber unter Verwendung des Algorithmus
von Prim. Wählen sie den Knoten F als Startknoten.

Kann sich im Allgemeinen das Ergebnis einer Durchführung des Algorithmus von Prim ändern,
wenn man einen anderen Startknoten wählt? Begründen Sie Ihre Antwort!
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Lösung

i) Erstellen des Heaps (normalerweise hat ein Heap die Form eines Baumes, aber der über-
sichtlichkeit halber wird auf eine nach Gewicht sortierte Tabelle zurückgegriffen).

Knoten Gewicht Erreichbar über

D 7 F
E 9 F
A ∞ -
B ∞ -
C ∞ -

ii) Die ”billigste” Kante(D−F ) vom vorher definierten Heap nehmen und anschließend Heap
updaten.

A B

C D

E

F7

Knoten Gewicht Erreichbar über

E 1 D
A 3 D
B 5 D
C 6 D

iii) Die ”billigste” Kante(D−E) vom vorher definierten Heap nehmen und anschließend Heap
updaten. (Heap update führt zu keinen Änderungen.)

A B

C D

E

F7

1

Knoten Gewicht Erreichbar über

A 3 D
B 5 D
C 6 D

iv) Die ”billigste” Kante(D−A) vom vorher definierten Heap nehmen und anschließend Heap
updaten.

A B

C D

E

F7

13
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Knoten Gewicht Erreichbar über

C 2 A
B 4 A

v) Die ”billigste” Kante(C −A) vom vorher definierten Heap nehmen und anschließend Heap
updaten.

A B

C D

E

F7

132

Knoten Gewicht Erreichbar über

B 4 A

vi) Die ”billigste” Kante(B − A) vom vorher definierten Heap nehmen. Anschließend ist der
Heap leer und es gibt nichts mehr zu tun.

A B

C D

E

F7

132

4

Nein, mit diesem Algorithmus kann sich das Ergebnis im Allgemeinen nicht ändern, es sei denn,
gleichwertige Kanten werden zufällig gewählt, aber dann kann es auch sein, dass sich die Kanten
bei mehreren durchläufen vom gleichen Startpunkt aus unterscheiden.

Aufgabe 38 Wenden Sie den Algorithmus von Dijkstra aus dem Skriptum auf den folgenden
Graphen an, wobei die Kantenbeschriftungen den Distanzen zwischen den verbundenen Knoten
entsprechen. Visualisieren Sie dabei alle Iterationsschritte des Verfahrens und geben Sie an-
schließend den kürzesten Weg (die einzelnen Kanten sowie die Gesamtlänge) vom Startknoten
a zum Zielknoten g an.
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A

B

C

D

E

F

GH

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

Lösung Beim Dijkstra-Algorithmus wird in jedem Schritt von den noch unmarkierten Kno-
ten jener mit geringster vorläufiger Entfernung zum Knoten a ausgewählt und markiert. In
der folgenden Tabelle werden die vorläufigen Entfernungen für alle unmarkierten Knoten, der
ausgewählte Knoten und sein Vorgänger aufgelistet. Der Eintrag ∞ bedeutet, daß noch kei-
ne vorläufigen Entfernungen festgesetzt wurden, während bei bereits markierten Knoten kein
Eintrag steht.

a b c d e f g h ausgew. Vorgänger

0 2 9 3 ∞ ∞ ∞ ∞ a −
2 7 3 7 6 ∞ ∞ b a

7 3 7 6 ∞ 5 d a
6 7 6 15 5 h d
6 7 6 15 c h

7 6 10 f b
7 10 e b

10 g f

Nun ist der Knoten g markiert und der kürzeste Weg von a nach g ist somit in umgekehrter
Reihenfolge: g → f → b→ a mit der Gesamtlänge von 10.

i) Ausgewählter Knoten: a

10



A

(0)

B

(2)

C

(9)

D

(3)

E

(∞)

F

(∞)

G

(∞)

H

(∞)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

ii) Ausgewählter Knoten: b

A

(0)

B

(2)

C

(7)

D

(3)

E

(7)

F

(6)

G

(∞)

H

(∞)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

iii) Ausgewählter Knoten: d
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A

(0)

B

(2)

C

(7)

D

(3)

E

(7)

F

(6)

G

(∞)

H

(5)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

iv) Ausgewählter Knoten: h

A

(0)

B

(2)

C

(7)

D

(3)

E

(7)

F

(6)

G

(15)

H

(5)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

v) Ausgewählter Knoten: c
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A

(0)

B

(2)

C

(7)

D

(3)

E

(7)

F

(6)

G

(15)

H

(5)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

vi) Ausgewählter Knoten: f

A

(0)

B

(2)

C

(7)

D

(3)

E

(7)

F

(6)

G

(10)

H

(5)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

vii) Ausgewählter Knoten: e
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A

(0)

B

(2)

C

(7)

D

(3)

E

(7)

F

(6)

G

(10)

H

(5)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

viii) Ausgewählter Knoten: g

A

(0)

B

(2)

C

(7)

D

(3)

E

(7)

F

(6)

G

(10)

H

(5)

9

5

4

4 6

5

2

3

2 10

414

1
0

Aufgabe 39 Sie bereiten sich auf einen bevorstehenden Sommerurlaub vor. Um ihren Aufent-
halt interessanter zu gestalten, möchten Sie außer den notwendigen Badesachen noch weitere
Gegenstände einpacken. Leider dürfen Sie nur noch maximal 10 kg Gepäck mitnehmen. Welche
Gegenstände packen Sie ein, um möglichst viel Spaß in ihrem Urlaub zu haben?

Lösen Sie das Problem mittels vollständiger Enumeration und geben Sie den Enumerationsbaum
mit allen generierten Lösungen an.

Hinweis: Bei gleichwertigen Lösungen, soll die Lösung bevorzugt werden, bei der das Gesamt-
gewicht kleiner ist.
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Gewicht Spaßfaktor
n Gegenstand (in kg) wn cn
1 Spielesammlung 4 4
2 Liegestuhl 4 6
3 Schlauchboot 9 10
4 Luftmatratze 3 6
5 Musikanlage 5 8
6 Surfbrett 15 30

Lösung Das idealste Ergebnis ist die Luftmatratze und die Musikanlage.
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Aufgabe 40 Lösen Sie nun das Problem aus der vorhergehenden Aufgabe mit Hilfe dynami-
scher Programmierung und einer (n + 1) × (K + 1) Matrix M , wobei K das Maximalgewicht
ist und der Eintrag im Feld mij angibt, welcher Spaßfaktor aus den ersten i Elementen erreicht
werden kann, wenn das Gesamtgewicht der gewählten Gegenstände kleiner oder gleich j ist.
Gesucht ist eine nicht leere Auswahl der Gegenstände, sodass der Spaßfaktor der ausgewählten
Elemente möglichst groß ist, ohne das Maximalgewicht K zu überschreiten.

Die Felder der Matrix können wie folgt rekursiv berechnet werden:

m0,j = 0 für j = 1, ...,K
mi,0 = 0 für i = 0, ..., n

mi,j = max{mi−1,j−wi + ci,mi−1,j} für

{
i = 1, ..., n

j = 1, ...,K

• Ergänzen Sie die unten stehende Matrix (die Initialisierung wurde schon entsprechend
vorgenommen).

• Geben Sie eine optimale Lösung mit Hilfe dieser Matrix an. Markieren Sie alle Felder der
Matrix, die beim Zurückrechnen der konkreten Auswahl von Relevanz sind.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

6 0

Lösung Genauere Erklärung siehe angehängtes PDF Erklärung Dynamische Programmie-
rung...

Im folgenden nochmal die Wertigkeitstabelle:

Gewicht Spaßfaktor
n Gegenstand (in kg) wn cn
1 Spielesammlung 4 4
2 Liegestuhl 4 6
3 Schlauchboot 9 10
4 Luftmatratze 3 6
5 Musikanlage 5 8
6 Surfbrett 15 30
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i) Wir betrachten die Spielesammlung mit Gewicht von 4 und Spaßfaktor von 4. ⇒ Bei Zeile
1 und Spalte 4 wird der Spaßfaktor von 4 hingeschrieben.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0

3 0

4 0

5 0

6 0

ii) Wir betrachten den Liegestuhl mit Gewicht von 4 und Spaßfaktor von 6.⇒ Bei Zeile 2 und
Spalte 4 wird der Spaßfaktor von 6 hingeschrieben.
Von der oberen Zeile übernehmen wir nur die Kombination von 1 und 2.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0 6 10

3 0

4 0

5 0

6 0

iii) Wir betrachten das Schlauchboot mit Gewicht von 9 und Spaßfaktor von 10. ⇒ Bei Zeile
3 und Spalte 9 wird der Spaßfaktor von 10 hingeschrieben.
Die obere Zeile übernehmen wir komplett.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0 6 10

3 0 6 10 10

4 0

5 0

6 0

iv) Wir betrachten die Luftmatratze mit Gewicht von 3 und Spaßfaktor von 6. ⇒ Bei Zeile 4
und Spalte 3 wird der Spaßfaktor von 6 hingeschrieben.
Die obere Zeile übernehmen wir komplett, außerdem wird noch die Kombination von Spalte
3 und 4 reingeschrieben.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0 6 10

3 0 6 10 10

4 0 6 6 12 12 12

5 0

6 0
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v) Wir betrachten die Musikanlage mit Gewicht von 5 und Spaßfaktor von 8. ⇒ Bei Zeile 5
und Spalte 5 wird der Spaßfaktor von 8 hingeschrieben.
Die obere Zeile übernehmen wir komplett, jedoch wird die Spalte 8 durch die Kombination
von 3 und 5 ersetzt und die Spalte 9 durch die Kombination von 4 und 5.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0 6 10

3 0 6 10 10

4 0 6 6 12 12 12

5 0 6 6 8 12 14 14

6 0

vi) Wir betrachten das Surfbrett mit Gewicht von 15 und Spaßfaktor von 30. ⇒ Dieser Ge-
genstand ist mit einem Gewicht von 15 wesentlich größer als der Rucksack, d.h. die obere
Zeile wird komplett übernommen. Das Surfbrett hat keine Relevanz.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0 6 10

3 0 6 10 10

4 0 6 6 12 12 12

5 0 6 6 8 12 14 14

6 0 6 6 8 12 14 14

vii) Nun sieht man einen maximalen Spaßfaktor von 14, wenn man nun solange zurückgeht,
bis die linkeste 14 das erste mal aufgetaucht ist, ist man bei einem Gegenstand, der sicher
dabei ist. (die Musikanlage)

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0 6 10

3 0 6 10 10

4 0 6 6 12 12 12

5 0 6 6 8 12 14 14

6 0 6 6 8 12 14 14

viii) Zieht man nun den Spaßfaktor der Musikanlage (8) von 14 ab, erhält man den Rest-
Spaßfaktor von 6. Nun muss man wie oben nach dem ersten linkesten Auftreten von Spaß-
faktor 6 suchen (die Luftmatratze) und schon hat man das Ergebnis.

i\j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 4

2 0 6 10

3 0 6 10 10

4 0 6 6 12 12 12

5 0 6 6 8 12 14 14

6 0 6 6 8 12 14 14
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⇒ Um den maximalen Spaß bei minimalem Gewicht zu bekommen muss man nur die Musik-
anlage und die Luftmatratze mitnehmen.
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Angabe
Mit 40◦C im Schatten hat sich der Sommer gerade eingestellt. Da dir heiß
ist, möchtest du die hohe Temperatur mit dem Verzehr eines großen Eises
für dich etwas erträglicher gestalten. Als Student verfügst du nur über ein
begrenztes Einkommen und beschließt daher maximal sieben Euro auszugeben.
Die Eisreserven sind gerade knapp und deswegen darfst von jeder Sorte
nur eine Kugel nehmen. Um zu bestimmen welche Sorten die bestmögliche
Kombination unter den gegebenen Bedingungen darstellen, beschließt du
dynamische Programmierung zu verwenden.

Eissorte Genussfaktor Kosten
Creme de la Creme 10 3
Brokkoli 3 1
Vanille 7 2
Málaga 8 2
Schokolade 7 3
Kaviar 6 8

Tabelle 1: Eissorten

Erstellen der Matrix
Als erstes erstellen wir eine Tabelle mit den nötigen Einträgen. Da wir die Wahl
zwischen sechs verschiedenen Sorten haben, sollte unsere Matrix eigentlich
sieben Zeilen besitzen (eine zusätzliche Zeile für die Wahl keiner einzigen
Sorte). Die Sorte Kaviar überschreitet allerdings unsere bescheidenen Mittel
von sieben Euro. Deshalb brauchen wir diese nicht zu beachten und somit
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2 ERSTELLEN DER MATRIX

können wir auf die Zeile für diese Sorte komplett verzichten. Somit erstellen
wir eine Tabelle mit insgesamt 6 Zeilen (Tabelle 2).

⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte
Creme de la Creme
Brokkoli
Vanille
Málaga
Schokolade

Tabelle 2: Matrix für unser Beispiel

Wie wir sehen stehen die Spalten für die Kosten (Gewicht) des Eis und die
Zeilen für die verschiedenen Eissorten (Gegenstände). In den Zellen der Ta-
belle tragen wir den Genussfaktor (Wert) ein.

Anmerkung: Üblicherweise werden in der LVA „Algorithmen und Datenstruk-
turen 1“, Koffer oder Rucksäcke so gepackt, dass ein bestimmtes Gewicht
nicht überschritten wird und sich gleichzeitig ein möglichst hoher Spaßfaktor
ergibt.

In diesem Zusammenhang wird der Wert der maximiert werden soll auch
manchmal als Kosten oder „c“ bezeichnet. In diesem Musterbeispiel stellen
die Kosten des Eises allerdings das eigentliche Gewicht „w“, also die Randbe-
dingung die nicht überschritten werden soll dar. Dahingegen wird die Variable
die maximiert werden soll hier als Genussfaktor bezeichnet, sie stellt also laut
LVA-Regelung das eigentliche „c“ dar.

Ich hoffe mal diese Erläuterung verwirrt nicht mehr als sie hilft.

Kurzfassung:
w. . . Kosten des Eises
c. . . Genussfaktor

Es ist leicht feststellbar, dass wenn wir keine einzige Sorte Eis auswählen
wir davon auch keinen Nutzen haben. Somit können wir die erste Spalte mit
lauter Nullen füllen. Da es leider kein „Gratis-Eis“ gibt können wir auch keine
Sorte wählen ohne zumindest etwas zu zahlen. Daraus resultiert, dass auch
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die Spalte mit Kosten Null mit lauter Nullen gefüllt werden muss. Insgesamt
ergibt sich also das in Tabelle 3 dargestellte Bild.

⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte 0 0 0 0 0 0 0 0
Creme de la Creme 0
Brokkoli 0
Vanille 0
Málaga 0
Schokolade 0

Tabelle 3: Initialisierung der Matrix

Nach diesem Schritt könne wir endlich anfangen die erste Eissorte zu betrach-
ten. „Creme de la Creme“ besitzt einen Genussfaktor von 10 und Kosten von
3. Wir tragen also in der ersten Zeile bei Kosten 3 einen Genussfaktor von 10
ein (Tabelle 4).

⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte 0 0 0 0 0 0 0 0
Creme de la Creme 0 10
Brokkoli 0
Vanille 0
Málaga 0
Schokolade 0

Tabelle 4: Matrix nach der Betrachtung der ersten Eissorte

Nun sehen wir uns die Eissorte „Brokkoli“ an, die nur einen geringen Genuss-
faktor von 3 besitzt, dafür aber auch nur einen Euro kostet. Da in der Spalte
mit Kosten 1 in der vorhergehenden Zeile noch kein Wert steht, können wir
in diese Spalte den Genussfaktor dieses Eises eintragen.

Von der vorhergehenden Zeile sehen wir, dass wir schon die Möglichkeit besit-
zen ein Eis zu wählen das die Kosten 3 und Genussfaktor 10 besitzt. Dieses
können wir natürlich weiterhin auswählen. Deshalb übertragen wir den Wert
von der oberen Zeile in Spalte 3.

Weiters können wir jetzt die Eissorte von vorher nehmen und mit der aktuellen
Sorte, Brokkoli kombinieren. Insgesamt ergeben sich dadurch Kosten von
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4 und ein Genusswert von 13 den wir in die aktuelle Zeile eintragen. Nach
diesen Überlegungen erhalten wir die in Tabelle 5 dargestellte Matrix.

⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte 0 0 0 0 0 0 0 0
Creme de la Creme 0 10
Brokkoli 0 3 10 13
Vanille 0
Málaga 0
Schokolade 0

Tabelle 5: Matrix nach der Betrachtung der zweiten Eissorte

Die Geschmackssorte Vanille besitzt einen Genussfaktor von 7 bei Kosten
von 2 Euro. Da bei der Spalte mit Kosten 2 noch kein Wert eingetragen ist
schreiben wir dort den Genussfaktor von der aktuellen Eissorte Vanille an.

Jetzt betrachten wir wieder die Zeile davor um zu sehen welche weiteren
Kombinationen möglich sind. Wenn wir Vanille-Eis und den ersten Wert in
der oberen Zeile wählen kommen wir auf Kosten von 3 und einen Genussfaktor
von 10. Dieser Wert entspricht dem von der vorhergehenden Zeile. Wir haben
also eine Kombination gefunden die gleich gut wie die vorhergehende war. Im
Endeffekt bleibt der Wert in der Spalte 3 also der Selbe.

In Spalte 3 der vorhergehenden Zeile befindet sich der Genussfaktor 10. Zu-
sammen mit der aktuellen Sorte ergibt sich ein Genussfaktor von 17 bei
Kosten von 5 Euro. Da sich in der Spalte 5 noch kein Wert befindet tragen
wir diesen Genussfaktor also dort ein.

Zum Schluss betrachten wir noch den Genussfaktor von 13 bei Kosten von 4.
Zusammen mit der aktuellen Eissorte ergibt sich ein Genussfaktor von 20 bei
Kosten von 6. Wir tragen also diesen Wert ein. Die anderen Werte werden
von oben übernommen, da wir noch keine besseren Kombinationen für die
Kosten von 1 und 4 gefunden haben (Tabelle 6).
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⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte 0 0 0 0 0 0 0 0
Creme de la Creme 0 10
Brokkoli 0 3 10 13
Vanille 0 3 7 10 13 17 20
Málaga 0
Schokolade 0

Tabelle 6: Matrix nach der Betrachtung der dritten Eissorte

„Málaga“ besitzt einen Genussfaktor von 8 bei Kosten von 2 Euro. Da der
Genusswert höher als der bisher gefundene von 7 ist schreiben wir diesen in
die dafür vorgesehene Spalte.

Bei den Kosten von 1 übernehmen wir wieder den Wert von oben, da mit der
aktuellen Eissorte natürlich keine Kombination möglich ist die Kosten von 1
aufweist.

Weiters tragen wir in Spalte 3 einen Genusswert von 11 ein, der sich aus dem
Genusswert 3 aus der ersten Spalte der letzten Zeile und dem Genusswert
von Málaga ergibt.

Wir betrachten den nächsten Wert von 7 bei Kosten von 2 aus der vorherge-
henden Zeile. Eine Kombination mit Málaga gibt einen Genussfaktor von 15
bei Kosten von 4. Dieser Wert ist höher als der Vorhergehende in Spalte 4
und wird deshalb dort eingetragen.

Der nächste Genussfaktor aus der vorhergehenden Zeile ist 10. Gemeinsam
mit der aktuellen Sorte kommt man also auf einen Genussfaktor von 18 bei
einem Gewicht von fünf. Dieser wird da er größer als 17 ist, in die fünfte
Spalte eingetragen.

13, der nächste Genusswert, ergibt zusammen mit dem aktuellen Eis einen
Wert von 21 und wird deshalb in Spalte 6 (=4+2) eingetragen.

Genussfaktor 17 kombiniert mit dem Genussfaktor von Málaga-Eis ergibt den
Wert von 25 der auf Grund der Kosten von 7 Euro in die korrespondierende
Spalte geschrieben wird.

Da der letzte Wert aus der vorhergehenden Zeile schon Kosten von 6 besitzt
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3 RÜCKVERFOLGUNG

und diese zusammen mit den Kosten des aktuellen Eises über die festgesetzten
Maximalkosten von 7 Euro hinausgeht brauchen wir diesen nicht mehr zu
betrachten und kommen schließlich auf Tabelle 7.

⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte 0 0 0 0 0 0 0 0
Creme de la Creme 0 10
Brokkoli 0 3 10 13
Vanille 0 3 7 10 13 17 20
Málaga 0 3 8 11 15 18 21 25
Schokolade 0

Tabelle 7: Matrix nach der Betrachtung der vierten Eissorte

Nach der gleichen Vorgehensweise wie in den Schritten zuvor kommen wir,
nachdem wir auch die letzte Eissorte betrachtet haben auf die in Tabelle 8
dargestellte Matrix.

⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte 0 0 0 0 0 0 0 0
Creme de la Creme 0 10
Brokkoli 0 3 10 13
Vanille 0 3 7 10 13 17 20
Málaga 0 3 8 11 15 18 21 25
Schokolade 0 3 8 11 15 18 21 25

Tabelle 8: Matrix nach der Betrachtung der fünften Eissorte

Rückverfolgung
Wenn wir die letzte Zeile von Tabelle 8 betrachten, sehen wir das wir einen
maximalen Genussfaktor von 25 erhalten. Um nun zurückzurechnen welche
Auswahl uns zu diesem Wert geführt haben gehen wir die Tabelle rückwärts
durch.

Wir starten bei Wert 25 in der letzten Zeile. Da es sich beim Genussfaktor in
der darüberliegenden Zeile in derselben Spalte um den gleichen Wert handelt
schließen wir daraus, dass wir die Sorte Schokolade nicht ausgewählt haben.

Dynamische Programmierung Page 7 of 9



4 VOLLSTÄNDIGES AUSFÜLLEN DER TABELLE

Wenn wir nach dem ersten Vorkommen des Wertes 25 in der Spalte mit
Kosten 7 suchen landen wir in der vorletzten Zeile und sehen, dass die Sorte
Málaga ausgewählt wurde. Wir ziehen also vom gesamten Genussfaktor den
Genussfaktor dieser Sorte ab. Somit kommen wir auf einen Wert von 17.
Diesen Wert müssen wir in der Spalte 5 suchen, da von den Gesamtkosten
von 7 die Kosten des Málaga-Eises von 2 abgezogen werden.

Wir suchen die Tabellenzeilen in Spalte 5 nach dem ersten Auftreten des
Genussfaktor 17 ab und werden in der Zeile mit der Sorte Vanille fündig.
Wir haben also auch diese Eissorte ausgewählt. Wiederum ziehen wir den
Genussfaktor dieses Eises vom dem übrig gebliebenen Genussfaktor 17 ab und
bekommen den Wert 10. Als neue Kosten erhalten wir den Wert 3 (=5-2).

Der Genussfaktor von 10 tritt erstmals in der Zeile der Eissorte „Creme de la
Creme“ auf, die also auch gewählt wurde. Da diese Sorte einen Genussfaktor
von 10 besitzt ergibt sich bei weiterer Subtraktion vom vorher übrig gebliebe-
nen Genussfaktor ein Wert von Null. Es wurde also keine weitere Sorte gewählt.

Eine Plausibilitätsüberprüfung der gesamten Werte ist in Gleichung 1 und
2 zu sehen. Sie ergibt die erwarteten Werte und lässt so zumindest darauf
hoffen, dass wir die optimale Lösung, unter der gegebenen Einschränkung
nicht mehr als sieben Euro auszugeben, gefunden haben.

wgesamt = wMalaga +wV anille +wCreme_de_la_Creme = 2+2+3 = 7 (1)

cgesamt = cMalaga + cV anille + cCreme_de_la_Creme = 8+7+10 = 25 (2)

Vollständiges Ausfüllen der Tabelle
Tabelle 8 stellt alle möglichen Lösungen eigentlich schon dar und sollte auch
beim Test durchaus als richtig gewertet werden. Um eine meiner Meinung
nach nur verwirrendere „vollständige“ Darstellung nach der gegebenen Formel
zu erhalten muss man die vorhergehende Tabelle noch leicht verändern.

So sind die fehlenden Werte jeweils durch den größtmöglichen Wert den sich
durch die vorhergehende Zeile oder Spalte ergeben zu ersetzen. Auch schon
ausgefüllte Werte müssen durch eventuell auftretende größere Werte, die sich
in vorhergehenden Zeilen oder Spalten ergeben haben können, ersetzt werden.
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Die „vollständige“ Matrix für das vorhergehende Beispiel wird in Tabelle 9
gezeigt. Zu beachten ist, dass diese Matrix wie leicht nachzuvollziehen ist
auch „nicht sinnvolle“ Werte enthält.

⇓Eissorte ⇒ Kosten 0 1 2 3 4 5 6 7
Keine Sorte 0 0 0 0 0 0 0 0

Creme de la Creme 0 0 0 10 10 10 10 10
Brokkoli 0 3 3 10 13 13 13 13
Vanille 0 3 7 10 13 17 20 20
Málaga 0 3 8 11 15 18 21 25

Schokolade 0 3 8 11 15 18 21 25

Tabelle 9: „Vollständige“ Tabelle
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