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Aufgabe 1.

(a) Welche Sortieralgorithmen werden fiir die nachfolgenden Funktionen in den angege-
benen Programmiersprachen verwendet?
e sort() in Python.
e sort() in PHP.
(b) Die Funktion sort() der C++ Standard Library wird {iblicherweise mit einer Kom-
bination mehrere Sortieralgorithmen namens Introsort implementiert.
Welche Algorithmen werden bei Introsort kombiniert werden? Erkléren Sie kurz wie

diese Kombination funktioniert und welche Vorteile sie bietet.

(c) Ist die Insertionsort Implementierung aus den Vorlesungfolien stabil? Falls ja, argu-
mentieren Sie kurz warum. Falls nein, konstruieren Sie ein Gegenbeispiel.




Aufgabe 2. Im Folgenden sind verschiedene Probleme mit einem Zertifikat und einem
Zertifizierer gegeben. Uberlegen Sie sich, ob das Zertifikat und der Zertifizierer geeignet
sind, um zu zeigen, dass das gegebene Problem in NP ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

Problem: Gegeben eine natiirliche Zahl n, ist n eine zusammengesetzte Zahl
(also keine Primzahl)?

Zertifikat: Ein Teiler ¢ von n.

Zertifizierer: Uberpriife, dass % eine natiirliche Zahl ist, und dass t € {1,n}.
Problem: Gegeben sei ein Graph G und eine natiirliche Zahl k. Ist £ die mini-
male Anzahl an Farben, sodass es eine k-Farbung von G gibt?

Zertifikat: Eine k-Farbung von G.

Zertifizierer: Uberpriife, dass keine zwei benachbarten Knoten die selbe Farbe
haben.

Problem: Gegeben sei eine aussagenlogische Formel ® in konjunktiver Normal-
form. Ist ® unerfiillbar?

Zertifikat: Eine Wahrheitsbelegung f fiir die n Boole’schen Variablen, die &
nicht erfiillt.

Zertifizierer: Uberpriife, ob f die Formel ® nicht erfiillt.

Problem: Gegeben sei ein Graph G. Ist dieser Graph zusammenhéngend?
Zertifikat: Ein leerer String.

Zertifizierer: Fiihre eine Breitensuche von einem beliebigen Knoten aus und
iiberpriife, dass jeder Knoten erreichbar ist.

Problem: Gegeben sei ein Graph G und eine natiirliche Zahl k. Gibt es eine
maximale Clique der Grofe k7

Zertifikat: Eine Clique U der Grofle k in G.

Zertifizierer: Uberpriife, dass |U| = k, dass U eine Clique ist (also alle Knoten
in U paarweise verbunden sind) und, dass keine Obermenge von U existiert, die
eine Clique ist.




Aufgabe 3.

(a) Sei P ein Ja/Nein-Problem fiir Instanzen mit Grofe n. Nehmen Sie an, dass es eine
Reduktion von P auf ein Problem Q gibt, die O(n?® - logn) Zeit benétigt. Nehmen
Sie weiterhin an, dass Sie Problem Q in Zeit O(m?) lésen kénnen, wobei m nun die
Eingabegrofle einer Instanz von Q ist.

e Bedeutet dies, dass jede Instanz von P in polynomieller Zeit gelost werden kann?

e Geben Sie eine bestmogliche obere Schranke fiir die Laufzeit fiir das Problem P
an und begriinden Sie Thre Antwort kurz.

(b) Sei P ein Ja/Nein-Problem fiir Instanzen mit Gréfie n. Nehmen Sie an, dass es eine
Reduktion von P auf ein Problem Q gibt, die O(n) Zeit benotigt. Nehmen Sie wei-
terhin an, dass Problem Q NP-vollstindig ist. Welche der folgenden Aussagen sind
dann wahr? Begriinden Sie Ihre Antwort.

P ist in NP.
P ist NP-vollstdndig.

Falls SAT in polynomieller Zeit gelost werden kann, kann auch P in polynomieller
Zeit gelost werden.

Falls SAT in linearer Zeit gelost werden kann, kann auch P in linearer Zeit gelost
werden.




Aufgabe 4. Sei G = (V, E) ein Graph. Wir nennen eine Menge von Knoten X C V ein
Guarding Set, falls jeder Knoten in V' \ X zu mindestens einem Knoten in X adjazent
ist. Das GUARDING SET Problem ist wie folgt definiert:

Gegeben ein Graph G = (V, E) und eine ganze Zahl k. Gibt es ein Guarding Set X von G,
sodass | X| < k?

(a) Zeigen Sie, dass das Problem in NP liegt, indem Sie eine Zertifikat/Zertifizierer
Kombination angeben.

Zeigen Sie, dass GUARDING SET ,,genauso schwer“ ist wie das Problem SET COVER aus
der Vorlesung, indem Sie wie folgt vorgehen.

(b) Geben Sie eine polynomielle Reduktion von GUARDING SET auf SET COVER an
und begriinden Sie die Korrektheit Threr Reduktion.

(¢) Uberpriifen Sie, ob folgender Beweis eine polynomielle Reduktion von SET COVER
auf GUARDING SET liefert.

Beweis. Sei (U, S, k) eine Instanz von SET COVER mit |U| = n. Wir nehmen im Folgen-
den an, dass fiir alle u € U ein S € S existiert mit u € S. Anderenfalls ist es eine triviale
Nein-Instanz und wir geben eine beliebige Nein-Instanz von GUARDING SET aus. Wenn
k > n, ist es eine triviale Ja-Instanz (wéhle fiir jedes u € U ein S € S mit u € §) und
wir geben eine beliebige Ja-Instanz von GUARDING SET aus. Daher konnen wir weiters
annehmen, dass k < n. Wir konstruieren nun eine Instanz (G, k + 1) von GUARDING
SET:

n+1

NS ARSI

Der Graph G (sieche Zeichnung) wird dabei wie folgt erzeugt: Wir starten mit der Kno-
tenmenge U U S und verbinden die Knoten v € U und S € § genau dann, wenn u € S.
Zusétzlich enthilt G einen Knoten ¢, der mit jedem Knoten in & und weiteren n + 1
anonymen Knoten verbunden ist. G ldsst sich offensichtlich in Polynomialzeit erzeugen.
Es reicht nun zu zeigen, dass (U, S, k) eine Ja-Instanz von SET COVER ist, genau dann,
wenn (G, k + 1) eine Ja-Instanz von GUARDING SET ist.

(=): Angenommen (U, S, k) ist eine Ja-Instanz von SET COVER. Sei X C S eine Menge
der Grofle hochstens k., die dies verifiziert. Daher hat in G jeder Knoten aus U einen
Nachbarn in X. Des Weiteren sind alle Knoten aufierhalb von U mit ¢ benachbart (oder
gleich ¢). Die Menge X U {c} ist also ein Guarding Set von G. Daher ist (G,k + 1) eine
Ja-Instanz von GUARDING SET.



(«<): Angenommen (G, k + 1) ist eine Ja-Instanz von GUARDING SET. Sei X C V(G)
eine Menge der Grofle hochstens k+ 1 die dies verifiziert. Weil wir oben £ < n annahmen,
gilt | X| < n. Daher ¢ € X, denn sonst kénnen die n 4+ 1 Knoten rechts in der Zeichnung
nicht ,,geguardet “ werden. Also werden alle Knoten in § von ¢ € X | geguardet“. Weiters
kénnen wir wegen ¢ € X ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass X keine
anonymen Knoten enthélt, da diese einfach entfernt werden kénnen und X immer noch
ein Guarding Set von G bleibt.

Da alle Knoten in § von ¢ € X ,geguardet” werden, kénnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass U N X = (), denn ist v € U N X, erhalten wir wieder
ein Guarding Set von (G, wenn wir u aus X entfernen und stattdessen einen beliebigen
Nachbarn von u zu X hinzufiigen.

Daher muss jeder Knoten in U mindestens einen Nachbarn in X NS haben, also ist X NS
ein geeignetes Set Cover. Es verbleibt nur noch |X N'S| < k zu zeigen: Da | X| < k + 1,
X CSU{c}und ¢ ¢ S, folgt | X NS| < k. Also ist (U, S, k) eine Ja-Instanz von SET
COVER. O




Aufgabe 5. Wir nennen einen Graphen G = (V| E) dreiecksfrei, wenn V' keine drei
paarweise unterschiedlichen Knoten u, v, w enthélt, sodass (u,v), (v, w), (u,w) € E. Nun
betrachten wir das Problem TRIANGLE-FREE VERTEX COVER, eine Variante des aus
der Vorlesung bekannten, NP-vollstindigen VERTEX COVER Problems:

Gegeben sei ein dreiecksfreier Graph GG und eine ganze Zahl k. Gibt es ein Vertex Cover S
von G, sodass |S| < k7

Zeigen Sie formal, dass TRIANGLE-FREE VERTEX COVER NP-vollstandig ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass (G = (V, E), k) genau dann eine Ja-Instanz von VERTEX CoO-
VER ist, wenn (G', k + |E|) eine Ja-Instanz von TRIANGLE-FREE VERTEX COVER ist.
Hierbei ist G’ der Graph der aus G hervorgeht, indem jede Kante (u,v) von G durch
einen Pfad u, x4, 2y 4, v ersetzt wird, wobei z,,,, und z,, neue Knoten sind. Die folgende
Abbildung zeigt ein Beispiel der beschriebenen Operation:

w w




