2 STOCHASTISCHE GRUNDBEGRIFFE

6. (a) Unendliche geometrische Reihe:
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(¢) Unendliche geometrische Reihe:
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(d) Man muf ofter als  Mal werfen, wenn die ersten  Wiirfe alle Z sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist (1/2)%, x =1,2,...; dieser Ausdruck gilt auch fir =z = 0.

9. Die Vereinigung von beliebigen Ereignissen Ai,..., A, ldft sich als Vereinigung von paarweise disjunkten
Mengen (Ereignissen) darstellen:

U U(A2NAU(A3NATNASU - U (A, NASNASN---NAS )
Bezeichnet man die einzelnen Terme der disjunkten Vereinigung mit B;, so gilt:

B CA — W(Bi) <W(A:)
Aus der o—Additivitat von W folgt daher:

W(th)_W(ZUl > ZW <ZW

12. Wir betrachten zunéchst das komplementére Ereignis, d.h. das Ereignis A; U Ax U - -+ A1p, dafs zumindest
ein Titel an der richtigen Stelle wiedergegeben wird. Zunéchst gilt:

9! 1
WA) = 15 = 15
8! 1
(AN A) =151 = 5710
WA N A NA) = = = 1
IR T 0 T 89410
Usw.

Anwendung des Additionstheorems:

UA Loy 1 o fo\r _ 1. 1
10 \2)9.10 10) 10! — 2! 10!

Daraus folgt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

w mAC =1-W 10A 1 ! = 0.3679
M) =1-w(Ua)=g-5+ +
=1 =1
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Bem.: Der gefundene Ausdruck ist eine Partialsumme der e®—Reihe fiir z = —1:
O = (=DF 11
et=>" =l gt
k=0

Diese Reihe konvergiert sehr schnell; daraus folgt, daft die ,,Unordnungswahrscheinlichkeit nahezu unab-
héngig von der Zahl der betrachteten Objekte gleich e™! = 0.3679 ist!

13.  (a) Kodiert man mit 0/1 eine defekte/intakte Verbindung, so ist ein geeigneter Merkmalraum gegeben
durch:

M= {(x17$27$3,$4,x5)|xi =0,1;1= 1,...,5}
Fiir das Ereignis V; gilt dann:
V; = {(m17w2,x3,x4,x5)|mi =1,2;=0,1,j # z} CM
(b) Das (zusammengesetzte) Ereignis F 14kt sich auf Basis der Ereignisse V; wie folgt ausdriicken:
E=WinVy)u(VanVs)u (VinVanVs) U (VanVanVa)
(¢) Mit dem Additionstheorem folgt (die Ereignisse V; sind nach Voraussetzung unabhingig):
W(E) =2p” +2p° = 5p" —p” +4p” —p° = 2p" +2p° — 5p" + 2p°
(d) Bedingen durch den Status von Verbindung 3 (Satz v. d. vollstdndigen Wahrscheinlichkeit):
W(E) = W(E|Va)W (Va) + W(E|Vs)W (V3)
=W((ViuVa)N(VaUuVs))W(Vs) + W ((VinVa) U (Va N Vs))W (V)

=2p—p°)’p+ (20> —p")(1 —p)
— 2p2 + 2p3 _ 5p4 + 2p5
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17. Sei S das Ereignis, daft das System funktioniert und K; das Ereignis, daf Komponente ¢ funktioniert; dann
gilt:

_W(EINS) _ W(K) p
WIS = 5@ = WE) 10—

Der Nenner im obigen Ausdruck kommt wie folgt zustande: Die System funktioniert genau dann nicht,
wenn alle Komponenten nicht funktionieren, d.h. W (S¢) = (1 — p)"; daraus folgt W(S)=1— (1 —p)".

Bem.: Klarerweise gilt W(K1|S) = W(K2|S) = --- = W(K,|S5).

21. Das Ereignis A, daf sich in jeder Gruppe ein Student befindet, ist ein Durchschnitt aus 5 Ereignissen:

5

A= m A; mit  A; =i-te Gruppe enthilt (genau) einen Studenten
i=1

Anwendung des Multiplikationstheorems:

W(A) = W(Al)W(A2|A1)W(A3|A1 N AQ)W(A4|A1 NAsN A3)W(A5|A1 NAsNAsN A4)

() 06 OF O
LB 60

24. Nach dem Satz v. d. vollst. Wahrscheinlichkeit gilt:

6
W(Ax) = Z W (Ag|Augenzahl = j) W (Augenzahl = j)

Jj=1

6 . i

i) (5)
=-> =), k=0,1,...,6
(1)

k| o 1 2 3 4 5 6
W(Ag) | 0.1641 03125 0.2578 0.1667 0.0755 0.0208 0.0026

W <- numeric(7)

j <- 1:6

for (k in 1:7) {

Wlk] <- sum(dbinom(k-1,size=j,prob=1/2))/6 }
round (W, 4)

28. Nach der Bayes’schen Formel ergibt sich:

W (T} |K) W (K) 0.98 - 0.001
K|Ty) = = =0.164
W(KITs) WTSR) W K) + W (T5 K WK ~ 0.98 0,001 +0.005-0.099 _ '
. W(T_|K°) W (K°) 0.995 - 0.999
KT )= = = 0.
WKEIT-) WK W(K®) + W (T_|K)W(K) _ 0.9 -0.999 +0.02-0.001 _ 29997



30.

34.

37.
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Erklarung: Bei einem negativen Testergebnis kann man also eine Erkrankung praktisch ausschliefsen; ein
positives Testergebnis zeigt aber nur mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 1/6 eine tatséchliche Erkran-
kung an. Warum die ,Vorhersagekraft® des Tests in diesem Fall so gering ist, kann man sich wie folgt
klarmachen: Nur bei rund 1/6 der Félle ist ein positives Testergebnis auf die Erkrankung zuriickzufiihren,
beim iiberwiegenden Teil aber auf andere Effekte. Ganz anders bei den negativen Testergebnissen; hier
wird nur ein ganz kleiner Teil falsch-negativ klassifiziert.

Auf Grund der Annahme gilt:

365 1
3652~ 365’

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die paarweisen Durchschnitte lassen sich faktorisieren:

W(BZ]) = 1< ]

365 1

W (B2 N Bis) = 2o = 3023 = W(Bi2)W(Bus)
365 1

W(B12 N B23) = @ = W = W(Blg)W(B23)
365 1

W (B13 N Ba3) = 3655~ 3652 W (B13)W (Bas)

Nicht jedoch der 3—fache Durchschnitt:
365 1
W (B12 N Biz N Baz) = 3655 — 3652 # W (B12)W (Bas)W (B13)

Die Ereignisse B;; sind also nicht unabhéngig; sie haben allerdings eine schwéchere Eigenschaft, sie sind
paarweise unabhangig.

Dazu ist zu iiberpriifen, ob die Funktionen X ,mefbar* sind, d.h. es ist zu priifen, ob das Urbild jedes
halboffenen Intervalls (a,b] C R zu £ gehért. Wenn man — wie bei héchstens abzahlbar unendlichen Merk-
malrdumen iiblich — davon ausgeht, dafs £ die Potenzmenge von M ist, ist dies allerdings trivialerweise
erfiillt.

Dazu ist zu zeigen, daf die Funktion X ,mefibar* ist, d.h. es ist zu zeigen, daft das Urbild jedes halboffenen
Intervalls (a,b] C R zu € gehort. Bei einer stetigen Funktion (X (¢) = ¢?) ist das Urbild eines Intervalls
wieder ein Intervall; da £ aber alle Arten von Intervallen umfafst, ist damit nachgewiesen, dafs X eine
stochastische Grofe ist.

Bestimmung von W{X < z}: Fiir z < 0 ist W{X < z} =0, fur > 100 ist W{X < z} = 1; fiir Werte
dazwischen gilt:

du:ﬁ

VT

1

0<a<100: W{ng}:W{c;0<c<\/5}:/E e
0



