Theoretische Informatik
und Logik

Christian Fermiiller, Rudolf Freund,
Bernhard Gramlich, Alexander Leitsch,
Marion Oswald, Gernot Salzer

Institut fiir Computersprachen
Technische Universitat Wien

Mairz 2011

Lehrveranstaltungshomepage: http://www.logic.at/lvas/wiki/185278 (SS)

http://www.logic.at/lvas/wiki/185263 (WS)
http://thepiratebay.org/
https://secure.wikimedia.org/

(®2002-2006 G.Salzer, 2005-2011 C.Fermiiller
2007-2011 R.Freund, B.Gramlich, A.Leitsch, M.Oswald

Free Education or GTFQO!!!




Inhaltsverzeichnis

1 Spezifikation formaler Sprachen 1
ld Fornpls Sitochiitl ; « » s s s e s s s r 5 4 580 9 3 50 58 6 oA O E s 5 6 i
152 TdulkbiveDefiiitionen « « » «c 5 s @ 56 4 & 86 68 € B &5 8 8 e s s @ & 4
1.8 Regularaboprachen « « s dis s s s v s @ s s s om0 s nas e oo es e s b 6

Ll Fepnlisa Bleigli . < ns'c s a b a v s M anm e mE K w e e e a8 7
102 Beoul o ANSiilEs &« v v c % v vy a3 6 s F o v S RE RS & 10 8
14 Endiiche Atomabin . . « « « « v« s ¢ 3 w o o5 o 58 5% b bosd s vs es 13
1.4.1 Deterministische endliche Automaten . . .. ... ... . ... .. 15
1.4.2 Nichtdeterministische endliche Automaten . . . . . . ... ... .. 17
1483 Vonteguldren Mengen su NEAS . . « 5 o s v5 s € ¢ 2 5 5 5 5 % 18
1.4.4 Determinisieren von Automaten . . . ... ... .. ........ 21
1.4.5 Minimieren von deterministischen endlichen Automaten . . . . . . 25
1.4.6 Von deterministischen Automaten zu reguldren Mengen . . . . . . 27
1.4.7 Eigenschaften regulérer Sprachen . . . . . . . .. .. ... ... .. 30
1.5 GUatirmatIREn. & o & o m w5 & 06 5 & 55 0 8 0 ® 6 6 & B 5w B8 L e s o8 E s 38
151 Regulire Grammatikent « » 26 s s e s 5 6 5 5 25 6 & 8 @ % & 5 & % 41
1.5.2 Kontextivele Grammatiben - . o = « + s 5 s 5 65 2 5 69 5 o & & & 41
1.5.3 Jenseits der Kontextireiheit . . . « « « « s = v o o v 5 5 0 5 5 5 5 & 3 58
154 DieChomsky-Hierarehie . . o o « o v o3 ¢ s s a v 0 s w8 5 3 v 55 s 60
1.5.5 Abschlusseigenschaften . . . . . . . ... ... ... ... ... 62
1.5.6  Grenzen der Berechenbarkeit und die Church-Turing-These . . . . 65
P O i L R e 67
1.6.1 Eingeschriankte Varianten von Turingmaschinen . . . . . . . . . .. 70
1.6.2 Zeit- und Speicherplatzhierarchien . . . . .. .. .. ... ... .. 72
1.6.3 (Un)entscheidbarkeit und das Halteproblem fiir Turingmaschinen . 73
1.7 Weiterfithrende Themen: « = « « & « 5 & @ oo oo o & o & 5006 5 6 o ale s 5
1,71 Lindenmayer-Systeme . .. . . . . v o v v v v v v v v v v oo en v 75
178 Komfrollrmbothafieimien . o v ¢« « o 5 ¢ ¢ & # 2 6 8 6 968 63 ¢ ws & als 7
2 Von Termen zu Programmiersprachen:
Syntax versus Semantik 81
2.1 Arithmetische Ausdriicke als einfaches Beispiel . . . .. .. ... ... .. 81
22 Modellstruktiuren = « « s 5 s 5 s s @ 2 % & a6 b % 0 5 9B 6 hEa® &6 n & @ s 84
2.3 Terme iiber Modellstrukturen . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 86
2.4 Boolesche Ausdriicke iber Modellstrukturen . . . . . ... ... ... ... 90
2.5 Syntax und Semantik von ALI . . . . v v v v v v v v v v v vt v v v e e 91

iii



3 Aussagenlogik
3.1 Einleitung zur mathematischen Logik . .. ... .. ... ... .. ... ..
3.2 Syntax und Semantik der klassischen Aussagenlogik . ... ... ... ..
3.3 Formeln und Formelschemata - - - o « s ¢ ¢ 5 & vt v 95 095 25 55 = 202
3.4 Logische Konsequenz und Implikation . ... .. ... ... ........
G Normallormiti, 2o c o s 0 ¢ c @ s 6 85 00 6686 %0 &&d L i8S
3.6 Der Sequentialkalkiil . . . . ... ... ... o oo
3.7 Ein Hilbert-Typ-Kalkiil fiir die Aussagenlogik . . . . .. .. ... ... ..
3.8 Semantische TUbBEUY + . v + 5 5 s me s m s 58 v 55 oo v %0 smaw &y
39 BResoltbioh . . o « o ¢ o0 0 0 ¢ o n s s e n o s e s a s s vE s om s s

4 Pradikatenlogik
4.1 Syntax und Semantik der klassischen Pradikatenlogik . . . . .. ... ...
4.2 Konsequenz, Aquivalenz und grundsitzliche Eigenschaften . . . . . . . . .
4.3 Semantische Tableaux . . .. .. ... .. ... ... ... ...
Al TEHEBEISH . » . o « 5w s 5% o8 s @ % 0 s % & 8 le w GlE e w v w ek 08
I R g A AR A

Index

iv

95

95
104
108
111
112
116
125
127
130

137
137
145
150
156
164

177




Ll

1 Spezifikation formaler Sprachen

Man invented language to satisfy his deep need to complain.
(Lily Tomlin)

Dieses Kapitel befasst sich mit der Spezifikation und Verarbeitung von formalen Spra-
chen. Als formale Sprache wird jede beliebige — im Allgemeinen unendliche — Menge von
Zeichenketten bezeichnet. Beispiele fiir formale Sprachen sind Programmiersprachen,
natiirliche Sprachen oder auch die Menge aller deutschen Worter, die den Buchstaben
,a“ enthalten. Mit einer formalen Sprache ist lediglich eine Syntax® verkniipft; von allen
anderen Aspekten wie der Semantik® wird abstrahiert.

Nach den Grundbegriffen werden in den folgenden Abschnitten verschiedene Metho-
den zur Spezifikation formaler Sprachen untersucht. Jede Methode induziert eine Sprach-
klasse, die alle Sprachen enthélt, die mit dieser Methode spezifiziert werden kénnen. Die
Spezifikationsmethode muss aus praktischen Griinden endlich sein, d.h., jede Spezifikati-
on einer Sprache (die Syntaxbeschreibung) soll nur aus endlich vielen Zeichen bestehen.
Eine einfache Spezifikationsmethode ist die Aufzdhlung aller zur Sprache gehoérenden
Worter; die dadurch induzierte Klasse ist die Menge aller endlichen Sprachen. Prak-
tisch relevante Sprachen sind im Allgemeinen unendlich, wir benétigen daher stérkere
Spezifikationsmethoden wie etwa regulire Ausdriicke oder formale Grammatiken.

1.1 Formale Sprachen

Ein Alphabet ist eine endliche, nicht-leere Menge von atomaren Symbolen, d.h. von Sym-
bolen, die weder eine innere Struktur besitzen noch eine andere Eigenschaft haben als
jene, voneinander unterscheidbar zu sein. Als mathematische Variablen fiir Alphabete
verwenden wir ¥ oder 7. Um eindeutig zu kennzeichnen, dass ein Zeichen als Symbol
und nicht als meta-sprachlicher Begriff zu verstehen ist, unterstreichen wir Symbole.

BEISPIEL. Das Zeichen 0 ist ein Symbol, das wie die Ziffer 0 aussieht, tatséchlich aber
zunéchst noch keine Bedeutung besitzt. (Jede Bedeutung muss erst explizit zugeordnet
werden.) Ist ¥ ein Alphabet, dann entspricht der Ausdruck 0 € ¥ der Aussage ,Das
Symbol 0 kommt im Alphabet ¥ vor®. Die Aussage () € T ergibt hingegen nur Sinn, wenn
¥ kein Alphabet, sondern etwa eine Menge von Zalilen ist.

!Unter der Syntaz einer Sprache versteht man die Menge der Vorschriften und Regeln, die bestimmen,
welche Zeichenketten zur Sprache gehdren und welche nicht.

2Unter der Semantik einer Sprache versteht man ihre Interpretation. d.h., die Bedeutung der einzelnen
Worter oder Sprachkonstrukte.
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Analog ist + ein Symbol, das wie ein Kreuz aussieht, wihrend + in einem mathema-
tischen Kontext die Addition, also eine zweistellige Funktion, bezeichnet. 2+3 ist eine
Abfolge von 3 Symbolen, die nichts mit 5 zu tun hat, wihrend 2 + 3 aquivalent zu 5
ist. Der Ausdruck 2 + 3 wird iiblicherweise wenig Sinn haben, da die Addition nicht auf
Zeichen, sondern auf Zahlen definiert ist.

Wichtig ist auch, zwischen Symbolen und mathematischen Variablen zu unterscheiden.
Der Ausdruck a € ¥ entspricht der Aussage ..Das Symbol a kommt in ¥ vor®, wahrend
a € ¥ der Typdefinition ,Sei a irgendein Symbol aus ¥ * entspricht. O

Ein Wort iiber einem Alphabet ¥ ist eine Folge von Symbolen aus ¥. Das Wort, das
aus gar keinen Zeichen besteht, wird Leerwort genannt. Um dieses ,,unsichtbare* Wort
niederschreiben zu kénnen, verwenden wir das metasprachliche Zeichen .

Die Menge aller Woérter iiber ¥ wird mit ¥ oder, wenn auch das Leerwort ¢ in der
Menge enthalten ist, mit ¥* bezeichnet:

E+ = {51---3n]si62,1§i§n}
B = EtuUle

Worter kénnen durch den Verkettungsoperator verkniipft werden: w; - wo = wjwe, d.h.,
das Wort w; verkettet mit dem Wort ws ergibt das Wort wjws. Das Leerwort spielt
dabei die Rolle eines neutralen Elementes, d.h., mit einem beliebigen Wort verkettet
ergibt sich wieder dieses Wort: w - € = ¢ - w = w. Algebraisch gesehen bildet (X*,-,¢)
somit ein Monoid (=Halbgruppe mit Einselement), da * abgeschlossen beziiglich des
assoziativen Verkettungsoperators ist und ¢ als neutrales Element fungiert.

Zusétzlich definieren wir Potenzen von Wértern:

w" =g, Wl =w-w firn>0 .
Die Linge eines Wortes w, geschrieben als |w|, ist die Anzahl der Symbolvorkommnisse

in w:
le] = 0, low| =1+ |w| fira € X, we X* .

Fiir ein Wort w € £* und ein Symbol a € ¥ bezeichnen wir die Anzahl der Symbole a
in w mit |w|, .

BEISPIEL. Sei ¥ das Alphabet {a,b}. Dann ist ¥* die Menge
{¢,2,b,22,2b,ba, bb,aaa, aab,aba,...}

T+ ist identisch mit =* bis auf den Umstand, dass =1 das Leerwort £ nicht enthilt.
Beispiele zur Verkettung:

ab-ba=abba, ba-ab=baab, ab-¢=c-ab=ab,
(ap)° =-¢, (ab)' = ab, (2b)® =abab, (ab)’ =ababab
Die ersten beiden Beispiele zeigen, dass die Verkettung nicht kommutativ ist. O
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Unter einer formalen Sprache L iiber einem Alphabet ¥ versteht man eine beliebige
Menge von Wortern iiber X, d.h., L C ¥*. Die Menge aller Sprachen ist die Menge aller
Teilmengen von ¥*, also die Potenzmenge P(X*) von X*.

BEISPIEL. Beispiele fiir Sprachen:

— Uber den Buchstaben A-Z inklusive Umlauten und Satzzeichen: die Menge aller
grammatikalisch richtigen deutschen Sitze.

— Uber dem Ascil-Zeichensatz: die Menge aller C-Programme.

— Uber einem beliebigen Alphabet: die Menge aller Palindrome (=Wérter, die von

otto, reliefpfeiler, ...). Lingere, aber nicht unbedingt sinnvollere Palin-
drome sind ,, Vitaler Nebel mit Sinn ist im Leben relativ® und ,Satan, oscillate my
metallic sonatas®.

— Uber einem beliebigen Alphabet: die leere Menge; die Menge aller Worter; die
Menge aller Worter der Lange 4. O

Der Verkettungsoperator kann von Wortern auf Sprachen erweitert werden. Seien L
und Lo zwei Sprachen iiber ¥, d.h. Ly, Ly C ¥* bzw. L, Ls € P(X*). Dann definieren
wir die Verkettung von Sprachen als

LiLy = {wl"wg’leLl,wQELg} s

Bei dieser Operation iibernimmt {¢} die Funktion des Einheitselementes. Somit bildet
(P(X*),-,{e}) wieder ein Monoid.

Auch die Potenzenbildung lasst sich auf Sprachen erweitern. Ist L eine Sprache, dann
sind ihre Potenzen definiert durch

PP={e, I[PH=L-IPfiznz0.

Vereinigt man alle Potenzen, erhélt man den Stern-Operator 2 L* = Un>o L™, und analog
den Plus-Operator Lt = |J,,~; L". Ist L ein Alphabet, d.h., bestehen alle Worter in L
aus nur einem Zeichen, dann ist L™ genau die Menge aller Worter der Linge n, die mit
den Symbolen in L gebildet werden kénnen. L* ist dann die Vereinigung der Worter aller
Lingen, somit die Menge aller Worter iiber dem Alphabet L. Wegen L° = {¢} enthilt
L* auch das Leerwort. Die Vereinigung in der Definition von LT hingegen beginnt erst
bei n = 1, somit ist das Leerwort nur dann in L™, falls es bereits in L war. Tabelle 1.1
gibt einen Uberblick iiber wichtige Rechenregeln fiir Sprachoperatoren.

BEISPIEL. Sei ¥ = {a,b}. Wir erhalten Z° = {e}, =! = &, 2 = {aa,ab,ba,bb} und
33 = {aaa,aab,aba,abb,baa,bab,...}. Die Menge T* ist die Vereinigung all dieser
Mengen, somit die Menge aller Worter iiber den Symbolen a und b. 0

®Nach seinem Erfinder auch Kleene-Stern genannt. Stephen Cole Kleene (amerikanischer Mathematiker,
1909-1994) sprach seinen Namen angeblich als [kler’ni:] aus, es sind aber auch die Aussprachen ['kli:ni],
[kli'ni:] und [klizn] verbreitet.
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1.6

RECHENGESETZ KOMMENTAR
AUB = BUA Vereinigung ist kommutativ.
AU(BUC) = (AUB)UC | Vereinigung ist assoziativ.
A«(B-C] = (A-B)-C Verkettung ist assoziativ.
A-(BUC) = A-BUA-C | Verkettung distribuiert iiber Vereinigung.
(AUuB)-C = A.CUB+C
{e}-A = A {e} ist das Einheitselement bzgl. Verkettung.
A-{e} = A
Au{e) = &
(A% = A* * ist idempotent.
A- A = AT
A*-A = AT
ATt u{e} = 4*

Tabelle-1.1: Algebraische Eigenschaften der Sprachoperatoren

1.2 Induktive Definitionen

Die in der Informatik auftretenden Mengen enthalten zum Teil Elemente komplizierte-
rer Bauart; man denke etwa an die Menge aller syntaktisch korrekten C-Programme.
Eine {ibliche mathematische Methode zur Definition unendlicher Mengen ist die stu-
fenweise Konstruktion: unter Verwendung einer gegebenen Grundmenge Ag sowie der
bisher konstruierten Mengen Aj,..., Ax baut man nach bestimmten Vorschriften die
néichste Menge Ay, auf, die iiblicherweise komplizierter als die Vorgingermengen ist.
Die dadurch insgesamt definierte Menge ist dann die Vereinigung all dieser Mengen:
A = ;e Ai- (Wir beniitzen das Zeichen w fiir die Menge {0,1,2,...} der natiirlichen
Zahlen.)

BEISPIEL. Sei A die Menge der Ziffern, also Ag = {0,...,9}. Additive Ausdriicke iiber
dieser Menge lassen sich stufenweise konstruieren durch:

A = AU{utv|u,ved} = {0,...,9,040,04+1,...,94+9}
Ay = A U{u+tv|u,ve i}
= {0,..,,040,...,04040,040+41,...,0404040,...,94+9+9+9}

Die Menge aller additiven Ausdriicke ergibt sich als ;. 4:. O

1ew
Stufenweise konstruierte Mengen sind in folgendem Sinn abgeschlossen beziiglich der
Konstruktionsvorschriften.

DEFINITION. Sei B eine Menge und f: B® — B eine Funktion. Eine Menge A C B heifit
abgeschlossen unter f, wenn gilt: aus z1,...,z, € A folgt f(z1,...,z,) € A.



1.7 SATZ. Sei B eine Menge, Ag C B und f: B" — B. Weiters sei

1.8

Ak—f—l = AkU {f(.rl, ,:En) | By 5050w E Ak}
und A = >0 Ax. Dann gilt:
(a) A st abgeschlossen unter f.

(b) Ist A’ irgendeine Teilmenge von B, die Ay enthdlt und abgeschlossen ist unter f,
dann ist A Teilmenge von A’ (A C A’).

BEWEIS.

(a) Laut Definition der Abgeschlossenheit miissen wir zeigen, dass f(z1,...,xz,) fiir
beliebige x1,...,x, € A in A liegt. Auf Grund der Konstruktion der Mengen A; gilt
A; C Ajyq fir alle ¢ > 0. Daher muss es ein k geben, sodass 1, ..., 2z, allesamt in
Ay, liegen. Daraus folgt aber f(z1,...,25) € Ags1. Die Menge A ist die Vereinigung
aller Ay, enthilt also auch die Elemente von A1, insbesondere f(z1,...,xn).

(b) Um zu zeigen, dass A Teilmenge von A’ ist, beweisen wir mittels vollstdndiger
Induktion, dass A; Teilmenge von A’ ist fiir alle & > 0. Offenbar gilt dann auch
A C A, da A die Vereinigung aller Aj ist.
Induktionsanfang: Ag ist laut Voraussetzung des Satzes in A'.
Induktionshypothese: Ay, ist Teilmenge von A’.
Induktionsschritt: Wir miissen zeigen, dass auch Azy; C A’ gilt. Laut Definition
gilt Apy1 = Ap U{f(z1,...,20) | 21,..., 2, € Ap}. Wegen der Induktionshypo-
these kénnen wir Ay C A’ annehmen, es bleibt zu beweisen, dass {f(z1,...,2y) |
Tiy...,2n € Ar} C A’ gilt. Dies folgt aber aus der Induktionshypothese und der

Abgeschlossenheit von A’ beziiglich f: da x1,..., 7, in Ay und damit in A’ liegen,
muss auch f(z1,...,2,) in A liegen. O

In anderen Worten: A ist die kleinste Menge, die A enthilt und abgeschlossen ist unter f.
Um A kompakt und eindeutig zu definieren, kann daher folgendes Schema verwendet
werden.

SCHEMA DER INDUKTIVEN DEFINITION. A ist die kleinste Menge, fiir die gilt:
(a) AO g A
(b) Wenn z1,...,2, € A, dann f(z1,...,2,) € A.

Induktive Definitionen bestehen somit aus drei wesentlichen Ikomponenten: einer Grund-
menge, einer Abschlusseigenschaft und eimer Minimalitiitsbedingung (,,...ist kleinste
Menge, fiir die gilt ... “).

BEISPIEL. Die in Beispiel 1.5 stufenweise konstruierte NMenge ldsst sich induktiv definie-
ren als die kleinste Menge A, fiir die gilt:



(a) {01, B} EA

(b) Wenn z,y € A, dann auch z4y € A.
O

1.9 BEISPIEL. Die geraden Zahlen koénnen induktiv definiert werden als die kleinste Menge,
fiir die gilt:

(a) Grundelement: O ist eine gerade Zahl.
(b) Abschlusseigenschaft: Ist n eine gerade Zahl, dann ist auch n + 2 eine solche.

Jede der drei Bedingungen ist notwendig, um die geraden Zahlen eindeutig festzulegen.
Ohne der Minimalitétsbedingung etwa kidme auch die Menge aller natiirlichen Zahlen in
Frage, da 0 eine natiirliche Zahl ist und die natiirlichen Zahlen abgeschlossen unter der
Funktion ,,+2% sind. Allerdings ist sie nicht die kleinste Menge mit diesen Eigenschaften,
da die geraden Zahlen eine echte Teilmenge bilden. Die erste Bedingung hingegen scheidet
die ungeraden Zahlen als Kandidat aus.

Die induktive Definition kann gemifl Satz 1.7 auch beniitzt werden, um die geraden
Zahlen stufenweise zu konstruieren:

Ao = {0}

A = AoU{?’l+2|?’L€Ao}={O}U{2}={O,2}

A = AjU{n+2|ne A} ={0,2U{24} = {0,2,4)

A = AQU{H—FQ|TLEAQ}={0,2,4}U{2,4,6}:{0,2,4,6}

1.3 Regulare Sprachen

Eine der einfachsten Sprachklassen ist die Menge der reguldren Sprachen. Regulére Spra-
chen koénnen auf mehrere gleichwertige Arten definiert werden: als regulére Mengen, als
die von endlichen Automaten akzeptierte Sprachfamilie, als die Menge der von reguléren
Grammatiken erzeugten Sprachen usw. Wegen ihrer Einfachheit und der damit verbun-
denen guten Eigenschaften treten reguldre Sprachen in der Informatik hiufig auf.

In der ersten Phase eines Compilerlaufes, der sogenannten lexikalischen Analyse, wird
das Benutzerprogramm in eine Folge von Token umgewandelt; der entsprechende Pro-
grammteil des Compilers wird als Scanner oder Lexer bezeichnet. Der Lexer fasst alle
Zeichen, die zu einem Schliisselwort, einem Bezeichner, einem Operator oder einer Zahl
gehoren, zusammen und wandelt sie in eine interne Darstellung um. Die Menge aller
Worter, die jeweils ein Token bilden — alle Schliisselworter, Bezeichner, Zahlendarstel-
lungen — bilden eine regulére Sprache. Diese regulédre Sprache lésst sich mittels regulérer
Ausdriicke (siehe unten) beschreiben. Es gibt Programme, sogenannte Scannergenerato-
ren, die aus dieser Beschreibung automatisch einen passenden Scanner erzeugen konnen,
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der dann als Teil eines Compilers genau diese regulidre Sprache in Token umwandelt;
bekannte Scannergeneratoren unter UNIX sind etwa lex und flex.

Ein anderes Anwendungsgebiet sind Texteditoren. Fortgeschrittene Editoren erlauben
nicht nur das Suchen fester Zeichenketten in einem Text, sondern ermdglichen die Angabe
von Mustern, mit denen alle Zeichenketten gesucht werden kénnen, die in der durch das
Muster spezifizierten Sprache liegen. Beispiele fiir solche Editoren sind vi und emacs
unter UNIX oder auch der Norton Desktop-Editor. Etwa kann man im vi mit dem
Muster [0-9] [0-9]* alle ganzen Zahlen im Text auffinden.

Weiters gibt es zahlreiche Programme, insbesondere unter UNIX, die die Spezifikation
von (Teilmengen von) reguléren Sprachen zulassen. Dies beginnt bei Kommandointer-
pretern wie DOs oder UNIxX-Shells, die bei der Selektion von Dateien Ausdriicke mit
., Wildcards“ zulassen, und geht bis zu Programmen wie egrep oder awk, die beliebige
reguldre Ausdriicke akzeptieren. Dariiber hinaus bilden regulére Ausdriicke ein wesentli-
ches Element von Programmiersprachen wie PERL, die zur Analyse und Erzeugung von
Textdateien (etwa von HTML-Seiten) eingesetzt werden.

Sucht man auf dem Server des World Wide Web Consortiums (W 3C) nach den Spezifi-
kationen der Websprachen, st68t man auf einen Formalismus, der ausgiebig von reguléren
Ausdriicken Gebrauch macht. In der XML-Spezifikation treten regulare Ausdriicke sogar
auf zwei Ebenen auf: einmal objektsprachlich als Teil von Document Type Definitions
(DTDs), und einmal metasprachlich zur Beschreibung der Syntax von XML (und damit
auch jener von DTDs).

In den folgenden Abschnitten definieren wir die reguldren Sprachen als reguléire Men-
gen und beschreiben verschiedene Formalismen und Notationen zur Festlegung regulérer
Mengen.

1.3.1 Reguldre Mengen

Reguliire Mengen sind nichts anderes als alle Sprachen, die aus einem Alphabet mittels
der in Abschnitt 1.1 definierten Operationen Vereinigung, Verkettung und Kleene-Stern
gebildet werden kénnen.

DEFINITION. Die Menge L;es(2) der reguléren Sprachen iiber ¥ ist die kleinste Menge,
fir die gilt:

(a) {};{e} € Lreg(D),

{s} € Lieg(ZT) fiir alle s € X.

(b) Wenn A, B € Lyeg(X), dann gilt auch AU B, A B, A* € Lig(X), d.h., Lieg(X) ist
abgeschlossen gegeniiber Vereinigung, Verkettung und Kleene-Stern.

Offensichtlich ist Lyes auch gegeniiber dem T-Operator abgeschlossen: jeder Ausdruck
X kann ja durch X - X* ersetzt werden.

BEISPIEL. Die Menge der Real-Zahlen in Modula ist eine reguldre Menge iiber dem
A]-phabet {Qs 22 'ag) & E’ i) ___}:
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— Laut erstem Punkt von Definition 1.10 sind die Mengen {c}, {0}, ..., {9}, {.},
{E}, {+} und {=} regulir.

— Da die Vereinigung regulirer Mengen wieder regulér ist, ist auch digit = {0,...,9}
regular.

— Die Menge {E,E+,E—} ist reguldr, da sie mittels Verkettung und Vereinigung
aufgebaut werden kann: {E} U{E} - {+} U{E}-{=}.

— Aus der Abgeschlossenheit bzgl. Plus- und Sternoperator folgt, dass auch digit™
und digit* reguldr sind.

Daraus lésst sich nun die Menge der Real-Zahlen zusammensetzen:
real = digitt - {.} - digit” - ({e} U{E,E+,E=} - digit™) .

Eine Realzahl beginnt demnach mit einer Folge von Ziffern (mindestens einer), gefolgt
von einem Punkt und weiteren optionalen Ziffern. Danach kann ein Exponentialteil fol-
gen, der aus dem Symbol E, einem optionalen Vorzeichen und mindestens einer Ziffer
bestehen muss. O

BEISPIEL. Wir konstruieren einige der regulidren Sprachen in L,es({a}) geméf Satz 1.7.
Im ersten Schritt erhalten wir alle Sprachen, die laut Punkt 1 der induktiven Definition
von Ly reguldre Mengen sind:

4o = {{}{eh {a}} -

Im n#chsten Schritt kommen alle Sprachen hinzu, die aus Ag mittels Vereinigung, Ver-
kettung und Stern-Operator gebildet werden konnen:

A = AoU{{e a}, {aa},{2" [ n>0}} .

Durch Vereinigung von Elementen aus A; ergeben sich drei neue Mengen: {¢, aa}, {a, aa}
und {e, 2,aa}. Durch Verkettung erhalten wir sechs neue Mengen, darunter etwa {e, a} -
{aa} = {22,222} und {aa} - {a" | n > 0} = {2" | n > 2}. Der Stern-Operator liefert

nur auf {aa} angewendet eine neue Sprache: {aa}” = {a®* | n > 0}. Insgesamt ergibt
sich:

Ay = A U{ {e aa}, {a,2a}, {c 2,22}, {aa,a’}, {2°}, {2},
{a"In>1}, {a" | n2>2}, {2 |n=0} } .

In As; kommen alleine durch die Vereinigung 19 neue Sprachen hinzu. O

1.3.2 Reguldre Ausdriicke

Um regulidre Sprachen spezifizieren zu kénnen, muss eine geeignete Notation festge-
legt werden. Abhingig von den historischen Wurzeln und den Anforderungen — wie
der Verstindlichkeit fiir Nicht-Formalisten, der Ausdriickbarkeit im AsScII-Zeichensatz
oder der einfachen algebraischen Handhabbarkeit — wurden verschiedene Varianten ein-
gefiihrt, die sich direkt ineinander iibersetzen lassen. Tabelle 1.2 gibt eine Ubersicht,
wobei A fiir die Bezeichnung einer Untersprache, s fiir ein Symbol und X bzw. Y fiir
einen Teilausdruck im jeweiligen Formalismus steht.
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REG. MENGE | ALGEBRA | EBNF SYNTAXDIAGRAMM | KOMMENTAR

A A A Untersprache
{ 0 Leersprache
{e} € Leerwort-Sprache
{s} s g @ Terminalsymbole
XY AY XY —X—Y — Aufeinanderfolge

X

XUY X+Y XY { :}- Alternativen
Y
X

{e}UX e+ X [X] \ [ Option

X
X* iy { X7} C ‘j Wiederholung > 0
X+ XX+ X{X} ( X ) Wiederholung > 1
(X) (X) (X) Gruppierung

Tabelle 1.2: Verschiedene Notationen fiir reguldre Ausdriicke

Algebraische Notation

Aufgrund der Monoid-Eigenschaften der Sprachenverkettung orientiert sich die algebrai-
sche Notation an der Addition und verwendet + fiir die Mengenvereinigung und § fiir
das neutrale Element {}. Die Elementarsprachen {¢} und {s} (fiir s € ¥) werden oh-
ne Mengenklammern geschrieben, und Verkettung wird durch Nebeneinanderschreiben
ausgedriickt. Um Klammern zu sparen, ordnet man * die héchste und der Vereinigung
die niedrigste Prioritdt zu. Formal lisst sich die Sprache L(e), die durch einen reguléren
Ausdruck e in algebraischer Notation spezifiziert wird, definieren als:

£0) = {} L(ere2) = Lle1)- L(e2)
L) = {e} Ller+e2) = L(e1)UL(e2)
L(s) = {s} L) = L(e)*

wobei s € ¥ ein Symbol und e, e, ea regulire Ausdriicke sind.
BEISPIEL. Die Realzahlen aus Beispiel 1.11 lassen sich darstellen als
digit digit*. digit* (¢ + (E+E+ + E—) digit digit*)

wobei digit eine Abkiirzung fiir den Ausdruck (0 + 1+ ---+9) ist. O
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EBNF

Die Syntax der Programmiersprache Modula-2 im Anhang des Buches Programming in
Modula-2 von N. Wirth wird durch Regeln in erweiterter Backus-Naur Form (EBNF)
beschrieben. Eine EBNF ist nichts anderes als eine kontextfreie Grammatik (siehe Ab-
schnitt 1.5.2) erweitert um regulire Ausdriicke.

BEISPIEL. In dem erwédhnten Buch wird die Syntax der Realzahlen spezifiziert durch

real = digit {digit} "." {digit} [ScaleFactor]
ScaleFactor = "E" ["+"|["-"] digit {digit}
dlgit = lloll | "1" l ll2ll I "3" | ll4ll | ll5ll I Il6" | ||7ll I |l8H I ll9ll

Diese Regeln lassen sich geméfl Tabelle 1.2 in reguldre Mengen {ibersetzen:

real = digit - digit® - {.} - digit* - ({e} U ScaleFactor)
ScaleFactor = {E}- ({e}U{+}U{=}) - digit - digit”
digit = {0}U{1}U---U{9}
Vereinfacht man die rechten Seiten, erhilt man den gleichen Ausdruck fiir real wie in
Beispiel 1.11. O
Syntaxdiagramme

Zur Beschreibung der Syntax von Pascal und Modula fithrte N. Wirth Syntazdiagram-
me ein, die nichts anderes als eine graphische Darstellung regulidrer Ausdriicke in EBNF
sind. Die zu einem Syntaxdiagramm gehorende Sprache erhélt man, indem man den Gra-
phen in Richtung der Pfeile durchlauft und alle angetroffen Terminalsymbole aneinander
reiht. Fin Rechteck mit dem Namen eines anderen Syntaxdiagrammes entspricht dabei
einem ,, Unterdiagrammaufruf“: an Stelle des Rechtecks wird das angegebene Syntaxdia-
gramm durchlaufen und anschliefend im urspriinglichen Diagramm nach dem Rechteck
fortgesetzt.

BEISPIEL. Die Syntaxdiagramme in Abb. 1.3 beschreiben (wieder einmal) die Syntax
der Realzahlen in Modula. O

Reguldre Ausdriicke unter Unix

Viele Standardprogramme in UNIX erlauben als Eingabe regulire Ausdriicke. Beispiele
dafiir sind Editoren wie emacs, vi, ex und sed, Kommandos wie awk oder egrep, und
Scannergeneratoren wie lex. Die Schreibweise der reguldren Ausdriicke ist bei all diesen
Kommandos #hnlich (leider aber nicht identisch®). Stellvertretend betrachten wir die
reguldren Ausdriicke, wie sie von egrep akzeptiert werden. Das Kommando

“Der Mathematiker und Informatiker D.E. Knuth — auch bekannt als Schépfer des Textsystems TgX,
das zum Setzen dieses Skriptums verwendet wurde — definiert UNIX als ,.30 definitions of regqular
expressions living under one roof*.

10
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real

:——: digit
digit O (_ j ScaleFactor

B

ScaleFactor digit
SRR =y ©
@ < > digit

Abbildung 1.3: Syntaxdiagramme fiir die Realzahlen in Modula

egrep ’(reg. Ausdruck)’ (Textdater)

sucht aus (TZextdatei) alle Zeilen heraus, die eine Zeichenkette enthalten, welche in der
durch (reg. Ausdruck) definierten reguléren Sprache liegt. Tabelle 1.4 fasst die wichtig-
sten Ausdruckselemente zusammen.

BEISPIEL. Um alle Zeilen zu erhalten, die genau eine Realzahl in Modula-Syntax (und
sonst nichts) enthalten, muss egrep mit dem regulidren Ausdruck

~[0-9]+\. [0-9] *(E[+-]7[0-9]+)?$

(oder einem #quivalenten) aufgerufen werden. O

Reguldre Definitionen

Hinter dem Begriff der requliren Definition verbirgt sich nichts anderes als die Verwen-
dung von Abkiirzungen fiir regulére Teilausdriicke. In den vorangegangenen Beispielen
wurde bereits stillschweigend davon Gebrauch gemacht. So verwenden die meisten re-
guldren Ausdriicke fiir die Realzahlen (inklusive der Syntaxdiagramme) neben real auch
noch ScaleFactor und digit. Regulédre Definitionen erhéhen nicht die Ausdruckskraft re-
guldrer Ausdriicke: sie konnen ja durch Ersetzung der linken durch die rechten Seiten
jederzeit eliminiert werden. Ihr Nutzen liegt in der besseren Strukturierung und damit
der besseren Lesbarkeit der reguléren Ausdriicke.

Die einzige Einschrankung bei der Verwendung regulédrer Definitionen besteht darin,
dass keine (direkten oder indirekten) Rekursionen entstehen diirfen. Eine Definition wie

digits = digit - digits U {c}

ist nicht zuléssig, da digits in seiner eigenen Definition (der rechten Seite der Gleichung)
vorkommt.

11



AUSDRUCK

SELEKTIERT

BEISPIEL

a selektiert alle Zeilen, die a enthalten

s Einzelzeichen s, falls kein
Spezialsymbol
\s Einzelzeichen s (auch wenn | a\.b selektiert alle Zeilen mit der Zei-
Spezialsymbol) chenfolge a.b
jedes beliebige Zeichen au- | a.b selektiert alle Zeilen, die entweder
Ber Zeilenende aab oder abb oder acb oder ... enthal-
ten
- Zeilenanfang ~a selektiert alle Zeilen, die mit a be-
ginnen
$ Zeilenende a$ selektiert alle Zeilen, die mit a enden
[s1---s,] | alle Zeichen in {si,...,s,} | [ab] selektiert alle Zeilen, die a oder b
enthalten
["s1---5,] | alle Zeichen, die nicht in | ["ab] selektiert alle Zeilen, die nicht
{s1,...,8,} vorkommen nur aus a’s und b’s bestehen
¥ null oder mehr Vorkomm- | a.*a selektiert alle Zeilen, die zwei
nisse von r durch beliebig viele (auch null) Zeichen
getrennte a’s enthalten
r+ ein oder mehr Vorkomm- | a.+a selektiert alle Zeilen, die zwei
nisse von r durch beliebig viele (aber mind. ein)
Zeichen getrennte a’s enthalten
7 ein oder kein Vorkommnis | a.?a selektiert alle Zeilen, die zwei
von r durch null oder ein Zeichen getrennte
a’s enthalten
r{i} 1 Vorkommnisse von r a.{4}a selektiert alle Zeilen, die zwei
durch genau vier Zeichen getrennte a’s
enthalten
r{i,} 7 oder mehr Vorkommnisse | a{0,} ist gleichbedeutend mit a* und
von r a{1,} mit a+
r{i,7} i bis 7 Vorkommnisse von r | a{0,1} ist gleichbedeutend mit a?
1T r1 gefolgt von 7o ab selektiert alle Zeilen, die ein a un-
mittelbar gefolgt von b enthalten
r1lro r1 oder 79 al|b selektiert alle Zeilen, die a oder b
enthalten
(r) r (alb) ist gleichbedeutend mit [ab]

12
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Abbildung 1.5: Deterministischer endlicher Automat fiir die Realzahlen

1.4 Endliche Automaten

Endliche Automaten sind ein mathematisches Modell fiir Systeme, deren Ein- und Aus-
gaben aus einem endlichen Wertebereich stammen und die nur iiber ein begrenztes
Gedachtnis hinsichtlich der vorangegangenen Eingaben verfiigen. Zu jedem Zeitpunkt
befindet sich das System in einem von endlich vielen internen Zusténden. Ein Zustand
fasst alle Informationen aus den bisherigen Eingaben zusammen, die zur Festlegung
des weiteren Verhaltens benétigt werden. Ein typisches Beispiel ist die Steuerung eines
Aufzugs: sie muss lediglich {iber das momentane Stockwerk, die derzeitige Bewegungs-
richtung und die noch ausstehenden Beforderungswiinsche — von denen es entsprechend
der Zahl der Stockwerke nur begrenzt viele geben kann — Bescheid wissen; die friiher
erledigten Transporte hingegen sind irrelevant.

In der Informatik lassen sich viele Beispiele fiir Systeme mit nur endlich vielen inne-
ren Zustidnden finden. Die Theorie der endlichen Automaten stellt daher ein niitzliches
Werkzeug beim Entwurf solcher Systeme dar. Zum Beispiel kann die lexikale Analyse-
phase eines Compilers als Automat beschrieben werden. Der Graph in Abb. 1.5 etwa
stellt einen Automaten zum Erkennen von Realzahlen dar. Die Knoten des Graphen
symbolisieren die Zustédnde des Lexers, die Kanten die erlaubten Zustandswechsel. Die
Beschriftung einer Kante gibt die Aktion an, die den Zustandswechsel verursacht. ., digit*
etwa bedeutet das Auftreten einer Ziffer an der momentanen Leseposition. Der Anfangs-
zustand ¢g ist durch einen etwas dickeren Kreis, die Endzusténde ¢ und ¢5 durch einen
Doppelkreis dargestellt. Befindet sich der Automat in einem Endzustand, war die bisher
verarbeitete Zeichenkette eine giiltige Realzahl.

Betrachten wir zum Beispiel die Zeichenkette 3.1. Wegen der Ziffer 3 wechselt der
Automat vom Anfangszustand qp in den Zustand ¢;, und wegen des Punktes weiter
in den Zustand ¢». Die Tatsache, dass ¢» ein Endzustand ist, zeigt an, dass 3. bereits
eine giiltige Realzahl ist. Ublicherweise suchen Lexer die lingste Zeichenfolge, die zu
einem Endzustand fiithrt. In diesem Fall ist der Automat auch nach dem Lesen von 1 im
Endzustand ¢o, somit liegt auch 3.1 in der Menge der giiltigen Realzahlen.

Der Automat in Abb. 1.5 ist ein Beispiel fiir einen deterministischen endlichen Au-
tomaten (DEA): in jedem Zustand gibt es fiir eine bestimmte Aktion — d.h., fiir ein
bestimmtes Eingabezeichen — hdchstens einen Folgezustand. Anders ausgedriickt tragen
alle von einem Knoten wegfiihrenden Kanten verschiedene Beschriftungen. Trifft diese
Eigenschaft nicht zu, d.h., gibt es einen Zustand, von dem aus man mit einer bestimmten
Aktion verschiedene Folgezusténde erreichen kann, spricht man von einem nichtdetermi-
nistischen endlichen Automaten (NEA). Der Automat in Abb. 1.6 akzeptiert ebenfalls

13
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digit . E c digit 8
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q0 UC]l q2 ‘( g3 — 7 44 as

Abbildung 1.6: Nichtdeterministischer endlicher Automat fiir die Realzahlen

die Realzahlen. Allerdings gibt es im Zustand ¢o beim Lesen einer ,,digit* zwei mogliche
Folgezusténde, namlich gg und ¢;. Welche der beiden Moglichkeiten letztlich zu einem
Endzustand fithrt, héngt von den weiteren Eingabesymbolen ab; bei Wahl des falschen
Folgezustandes muss spéter zuriickgesetzt und die andere Alternative ausprobiert wer-
den (Stichwort Backtracking). Dariiberhinaus enthilt der NEA auch e-Uberginge, d.h.
Zustandswechsel, bei denen das Leerwort gelesen wird, also gar kein Symbol verarbeitet
wird. So ist es beim Automaten in Abb. 1.6 im Zustand g3 moglich, ohne Konsumie-
ren eines Eingabesymbols iiber die e-Kante nach ¢4 zu gelangen. Wieder besteht eine
Wahlmoglichkeit zwischen Lesen eines Vorzeichen und Zustandswechsel ohne Verarbei-
tung eines Symbols; bei einer falschen Entscheidung muss spéter die Alternative versucht
werden.

Beide Arten von Automaten, deterministische wie nichtdeterministische (mit e-Uber-
géngen), besitzen die gleiche Ausdruckstéirke: jede formale Sprache, die durch einen
Automaten des einen Typs charakterisiert wird, kann auch durch einen Automaten des
anderen Typs beschrieben werden. Wie sich weiters herausstellt, ist die Klasse der von
endlichen Automaten akzeptierten Sprachen identisch mit der Klasse der reguléren Spra-
chen. Nach einer formalen Definition der Automaten im néchsten Abschnitt werden wir
zeigen,

— wie man zu einer reguliren Menge einen dquivalenten NEA mit e-Ubergéngen
erhilt,

— wie man aus einem NEA einen dquivalenten DEA konstruiert,

— wie sich die von einem DEA akzeptierte Sprache als reguldre Menge darstellen
lasst, und

— wie sich zu einem DEA ein fquivalenter DEA mit einer minimalen Anzahl von
Zusténden konstruieren lisst (Abb. 1.7).

Daraus ergibt sich die Gleichméichtigkeit der verschiedenen Formalismen; je nach An-
wendung wihlt man den geeigneten aus. Reguldre Ausdriicke eignen sich zur textuellen
Spezifikation regulidrer Sprachen. Um diese dann in einem Scanner oder Editor verwen-
den zu koénnen, werden sie in einen Automaten transformiert, der entweder explizit als
Datenstruktur oder implizit als Programmstiick dargestellt werden kann. Nichtdetermi-
nistische Automaten haben den Vorteil, dass sie direkt aus dem Ausdruck gewonnen wer-
den konnen und meist weniger Zustdnde und damit weniger Speicher als deterministische
benétigen. Allerdings sind sie weniger effizient in der Abarbeitung, da im Allgemeinen
Backtracking erforderlich ist. Deterministische Automaten sind hingegen aufwendiger

14
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1.18

Abschnitt 1.4.6 Regulére Abschnitt 1.4.3

Menge

minimaler

DEA

Abschnitt 1.4.5 Abschnitt 1.4.4

Abbildung 1.7: Verschiedene Formalismen zur Beschreibung regulirer Sprachen und die
in diesem Kapitel behandelten Transformationen

bei der Konstruktion, aber effizienter in der Abarbeitung. Dementsprechend verwen-
den Editoren NEAs (kurze Texte miissen mit verschiedenen, meist einfachen Mustern
durchsucht werden), wihrend in Ubersetzern vorwiegend DEAs zur Anwendung kom-
men (viele Programme miissen mit einer begrenzten Zahl von Mustern, die durch die
Programmiersprache vorgegeben sind, in Token zerlegt werden).

1.4.1 Deterministische endliche Automaten

DEFINITION. Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) wird durch ein Quintupel
A=(Q,%,0,qo, F) beschrieben, wobei () eine endliche Menge von Zustdnden, gy € @ der
Anfangszustand, F C @ eine Menge von Endzustéinden und ¥ das Eingabealphabet ist.
Die totale Funktion 6: Q x & — Q heifit Ubergangsfunktion.

Formal gesehen ist ein Automat nichts anderes als ein markierter Graph, wobei §
die Menge der Kanten beschreibt. §(g, s) = ¢’ bedeutet: befindet sich der Automat im
Zustand ¢ und wird das Symbol s gelesen, so geht der Automat in den Zustand ¢
iiber. Anschaulich lidsst sich ein Automat als eine Steuereinheit mit einem Lesekopf
darstellen (Abb. 1.8). Die Steuereinheit entspricht dabei der Ubergangsfunktion. Zu
Beginn befindet sie sich im Anfangszustand und der Lesekopf steht iiber dem ersten
Zeichen des Eingabewortes. Im Laufe der Analyse riickt der Lesekopf Zeichen fiir Zeichen
nach rechts. Ist der Lesekopf am Ende der Eingabe angelangt und befindet sich die
Steuereinheit in einem Endzustand, dann wird die Eingabe akzeptiert, gehort damit zu
der durch den Automaten beschriebenen Sprache.

BEISPIEL. Der Automat aus Abb. 1.5 wird formal durch das Quintupel

<{q()a L) Q6}7 {.Qa vang Dy By i~, :}, 5, 9o, {qQ’ Q5}>
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Steuereinheit

Eingabewort Lesekopf

S1 S92 Si—1 S; | Si+1 Sn—1| Sn

Abbildung 1.8: Darstellung eines endlichen Automaten mit dem Eingabewort s182-- - s,

beschrieben, wobei die Ubergangsfunktion ¢ durch folgende Tabelle definiert ist:

6 |0 = 8 . B 4 =
go|lq1 -+ 41 g6 46 96 96
g1 | q1 - 41 42 46 96 46
@29 - G2 g5 493 g6 g6
g3 |qgs **+ Qg5 g6 Q6 Qg4 G4
g4 (95 **+ g5 Qg6 46 96 Y6
9545 - 45 Q46 46 g6 96
96 |96 - 496 496 96 96 d6

Der neu hinzugekommene Nicht-Endzustand ¢g wird als ,,Falle® bezeichnet und dient
als Fehlerzustand: jeder Wortanfang, der nicht Beginn einer giiltigen Realzahl sein kann,
fiihrt den Automaten in die Falle, aus der kein Weg mehr in einen Endzustand fiihrt.
Durch Hinzufiigen einer Falle lisst sich jede nur partiell definierte Ubergangsfunktion zu
einer totalen Funktion erweitern. Bei der graphischen Darstellung wird wie in Abb. 1.5
iiblicherweise die Falle weggelassen, da die Fehleriibergéinge die Darstellung komplexer,
aber nicht informativer machen wiirde. O

Zur formalen Beschreibung des Automatenverhaltens auf einer Eingabe erweitern wir
die Ubergangsfunktion ¢ auf beliebige Wérter aus *. Die erweiterte Ubergangsfunktion
0*: Q x ¥ — @ ist definiert als

5*(%5) = g
3 (g,aw) = 0"(6(q,a),w) fira € 3, w € T*

0*(q,w) ist jener Zustand, den der Automat erreicht, wenn er von ¢ ausgehend das
Wort w abarbeitet. Die von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierte —
oder je nach Sichtweise generierte — Sprache sind alle Wérter, die vom Startzustand in
einen Endzustand fiihren.

DEFINITION. Sei ¢* die zu einem deterministischen Automaten A gehérende erweiterte
Ubergangsfunktion. Die von A akzeptierte Sprache £(.A) ist definiert als

L(A) = {weZ"|§(q,w)eF}
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1.21

1.22

wobei ¢o der Anfangszustand und F die Menge der Endzusténde von A ist.

BEISPIEL. Mit Hilfe der erweiterten Ubergangsfunktion lisst sich beschreiben, wie der

6*(q0,3.1E0) = 6*(6(qo,8),.1EQ) = 0*(q1,.1EQ0) = 0*(6(q1,.),1EQ)
= " (92, lgg) = ¢* (q2 ’ E.g) = @" (q37 g)
= 0"(gs,¢) = ¢

akzeptierten Sprache. O

1.4.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Nichtdeterministische Automaten unterscheiden sich von deterministischen nun dadurch,
dass es von einem Zustand aus mit ein und demselben Eingabesymbol mehrere Folge-
zustédnde geben kann. Auflerdem muss die Ubergangsfunktion nicht total sein.

DEFINITION. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) wird durch ein Quin-
tupel A = (Q,%,6,q, F) beschrieben, wobei @ eine endliche Menge von Zustdnden,
qo € @ der Anfangszustand, F' C @ eine Menge von Endzustéinden und ¥ das Eingabe-
alphabet ist. Die Funktion ¢: Q x & — P(Q) heiit Ubergangsfunktion.

Bei einem sogenannten NEA mit e-Ubergéngen (kurz e-NEA) erlauben wir zusétzlich
auch Ubergénge mit dem Leerwort e.

DEFINITION. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit e-Ubergingen (e-NEA)
wird durch ein Quintupel A = (@, £, J, qo, F') beschrieben, wobei wiederum @ eine end-
liche Menge von Zustéinden, g € @ der Anfangszustand, F' C @ eine Menge von End-
zusténden und ¥ das Eingabealphabet ist. Die Ubergangsfunktion ist nun gegeben durch

3:Q x (Zu{e}) — P(Q).

Zur Beschreibung der von einem -NEA akzeptierten Sprache bendtigen wir wieder
die erweiterte Ubergangsfunktion. Im Unterschied zu DEAs ist das Ergebnis von 6* nicht
ein einzelner Zustand, sondern eine Menge von Zusténden. Informell kann 6* beschrieben
werden als:

§*(gw) = {{€Q|q¢*q}

wobei g ~> ¢ bedeutet, dass es im Graphen, der die Ubergangsfunktion darstellt, einen
mit w beschrifteten Pfad von ¢ nach ¢’ gibt. In diesem Sinne kann man sogar NEAs mit
direkten Ubergiéingen 6* (g, w) € P(Q) fiir ein w € T* betrachten.

Fiir eine prézise Definition von 6" fiir einen e-NEA benétigen wir eine Hilfsfunkti-
on eps, die zu einem Zustand alle Folgezustinde bestimmt, die iiber e-Ubergiinge er-
reichbar sind.

eps’(q) = {q}
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1.24

1.25

I

" (q) eps”(q) U{d(p,¢) | p € eps™(g)}

eps(q) = [ Jeps™(q)

n>0

€p

Die Funktion eps kann trotz der scheinbar unendlichen Vereinigung in der letzten Glei-
chung effektiv berechnet werden: ab einem gewissen no gilt fiir alle n > ng, dass
eps"t1(q) = eps™(q). Die erweiterte Ubergangsfunktion kann nun definiert werden als:

6*(g,e) = eps(q)
0*(g,aw) = U U §*(p',w) fir a € 3, w € T*
peeps(q) p’€d(p,a)

Ein nichtdeterministischer Automat akzeptiert ein Wort w, wenn es irgendeinen mit
w beschrifteten Pfad gibt, der vom Startzustand ¢g in einen Endzustand fiihrt.

DEFINITION. Sei 6* die zu einem s-NEA A gehdrende erweiterte Ubergangsfunktion.
Die von A akzeptierte Sprache £(.A) ist definiert als

L(A) = {weX" |6 (q,w)NF #{}}
wobei qg der Anfangszustand und F' die Menge der Endzustédnde von A ist.

BEISPIEL. Der Automat aus Abb. 1.6 wird formal durch das Quintupel

<{QO7 KR} QS}: {Qa . '727 29 .E.) j_‘_»___}v 57 qo0, {QQ, Q5}>

beschrieben, wobei die Ubergangsfunktion ¢ durch folgende Tabelle definiert ist:

J 0 9 . E T = :

o |{eo.a} - {oat 4 O O O
al 3 - O ey O O O O
g2| {g} - {e} { {e { O {
@l 4 o ¥ O O {a} {@} {e}
ga| {es} - {ey {4 O O O {
e | {5} - {esy {3 O O 4 {}

Der Nichtdeterminismus kommt durch die Doppeleintrége in der ersten Zeile zum Aus-
druck. o

1.4.3 Von reguldaren Mengen zu NEAs
SATZ. Zu jeder reguliren Menge L gibt es einen Automaten A, sodass L = L(A).

Wir beschreiben ein Verfahren, um zu einer gegebenen regulidren Menge einen im Allge-
meinen nichtdeterministischen endlichen Automaten mit e-Ubergéngen zu konstruieren.
Wir gehen dabei induktiv vor. Wir geben zunéchst Automaten fiir die Grundsprachen {}
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und {s} an (s € ZU{e}). Dann zeigen wir, wie man aus einfacheren Automaten kompli-
ziertere zusammensetzt, die der Vereinigung, Verkettung und dem Stern der jeweiligen
Sprachen entsprechen. Jeder Automat wird so konstruiert, dass er einen eindeutigen
Endknoten besitzt. Im folgenden bezeichnet L C ¥* die regulire Sprache, fiir die ein
NEA gesucht wird.

L = {} wird von einem Automaten akzeptiert, bei dem zwischen Start- und Endknoten
keine Ubergéinge existieren (Abb. 1.9(a)).

L = {e} wird von einem Automaten akzeptiert, bei dem Anfangs- und Endknoten durch
eine mit ¢ beschriftete Kante verbunden sind (Abb. 1.9(c)).

L = {s} mit s € ¥ wird von einem Automaten akzeptiert, bei dem Anfangs- und End-
knoten durch eine mit s beschriftete Kante verbunden sind (Abb. 1.9(e)).

Betrachten wir nun reguliire Mengen, die durch Vereinigung, Verkettung oder Stern-
Operator entstehen, d.h., L = Ly U Ly, L = Ly - Ly oder L = (Ly)* fiir gewisse regulére
Mengen L; und L,. Nehmen wir an, dass bereits Automaten .4; und A, existieren, die
die Sprachen L; und Lo akzeptieren. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass die Zustandsmengen von A; und Ay disjunkt sind, d.h., kein Zustand
komme in beiden Automaten gleichzeitig vor.> Weiters seien go ; und qy,; der Start- bzw.
Endzustand von A;. Wir zeigen nun, wie aus A; und As ein Automat fiir L konstruiert
werden kann.

L = LU Ly: Den Automaten fiir L erhélt man durch Parallelschaltung von A; und A»
(Abb. 1.9(b)).

L =L;-Ly: Den Automaten fiir L erhélt man durch Serienschaltung von .A; und As
(Abb. 1.9(d)).

L = (L;)*: Den Automaten fiir L erhiilt man durch Hinzufiigen eines e-Uberganges vom
End- zum Anfangszustand von A;, sodass eine Schleife zum mehrmaligen Durch-
laufen das Automaten entsteht, sowie durch Einrichten einer ,, Umfahrung® zum
Akzeptieren des Leerwortes (Abb. 1.9(f)).

Da per Definition alle reguliren Sprachen durch Vereinigung, Verkettung und Stern-
Operator aus den Grundsprachen {}, {¢} und {a} aufgebaut werden kénnen, kann auch
fiir jede reguliare Sprache ein e-NEA konstruiert werden.

BEISPIEL. Betrachten wir die Menge aller bindren Numerale (Binérstrings), die mit ei-
nem Einser beginnen, d.h., L = {1w | w € {0,1}"}. L ist eine regulére Sprache, da sie
aus den Grundsprachen mittels Vereinigung, Verkettung und Stern auf gebaut werden
kann: L = {1} - ({0} U {1})*. Wir beginnen damit, dass wir gemdfi Abb. 1.9(e) NEAs
fiir die drei Sprachen {1}, {0} und {1} konstruieren. Dabei ist zu beachten, dass wir

5 Andernfalls lisst sich diese Bedingung durch Umbenennung der Zusténde jederzeit herstellen. Die
Namen der Zusténde haben ja keinen Einfluss auf die akzeptierte Sprache.
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Abbildung 1.9: Konstruktion eines Automaten zu einer reguldren Menge



1.27

fiir jede der drei Sprachen einen eigenen Automaten bendtigen, obwohl zwei Sprachen
darunter identisch sind.

A @0 4 @20 4 @—2-O,

qo0 q1 q4 a5 6

Als néchstes schalten wir As und A3 geméfl der Konstruktion in Abb. 1.9(b) parallel,
um den Automaten Ay fiir {0} U {1} zu erhalten. Dann wenden wir die Konstruktion
aus Abb. 1.9(f) (=Schleife+Umleitung) an, um {0,1}" zu beschreiben.

Zu guter Letzt werden .4; und Aj in Serie geschaltet, um die Sprachen L£(A;) = {1}
und £(A;) = {0,1}" zu verketten.

@
O
O

1.4.4 Determinisieren von Automaten

SATZ. Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten mit -Ubergingen (e-NEA)
gibt es einen deterministischen endlichen Automaten (DEA), der dieselbe Sprache ak-

zeptiert.

Wir geben ein Verfahren an, das zu einem e-NEA A = (@, X, d,qo, F) einen dquiva-
lenten DEA A = (Q, T, 6, c}o,F ) liefert. A soll A in folgendem Sinn simulieren: kann
sich A nach Lesen eines Wortes w in einem der Zusténde g1, ..., ¢, (und sonst keinem)
befinden, dann soll sich A nach Lesen des Wortes w in einem Zustand befinden, der
mit {qi,..., g} bezeichnet ist. Eine Zustandsbezeichnung in A listet also alle Zustinde
auf, in denen sich A bei einer bestimmten Eingabe befinden kénnte. Als Knotenbe-
zeichnung kommen somit alle Teilmengen von Q in Frage: Q = P(Q). Anfangszustand
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0 1 2
8.4

a2
Abbildung 1.10: Nichtdeterministischer Automat zu Beispiel 1.28

des neuen Automaten ist go = {¢o}. Endzustinde sind alle Knoten, deren Bezeichnung
einen Endzustand von A enthéilt; zusidtzlich ist auch ¢y ein Endzustand, falls der ur-
spriingliche Automat A das Leerwort akzeptiert. Der neu konstruierte Automat soll ja
keine e-Ubergéinge mehr enthalten, daher ist die einzige Moglichkeit, vom Startzustand
mit ¢ in einen Endzustand zu gelangen und damit das Leerwort zu akzeptieren, den
Startzustand zu einem der Endzustinde zu machen.

P o= {{deC}ldﬂF#{}}u{qo} falls € € £(A)
{6deQ|dnF #{}} sonst

Die Bedingung ¢ € L(.A) ist gleichwertig zu ¢*(go,e) N F # {}, also zu eps(qo) N F # {}.

Um den Nachfolger eines Zustandes ¢ = {qi1,...,qn} beziiglich eines Symbols a € T
zu finden, bestimmen wir alle Zusténde, die A von einem der Zustédnde qi,..., g, aus
mittels a erreichen kann. Die Menge aller dieser Zustinde bildet die Bezeichnung des
Nachfolgers von ¢g. Wir erhalten somit:

0(ga) = |Jo*(ga) firallege@ acy
q€q

Diese formale Beschreibung betrachtet alle Zustédnde, auch solche, die nie vom An-
fangszustand aus erreicht werden konnen. In der Praxis untersucht man nicht von vorne
herein alle Teilmengen von @, sondern beginnt die Konstruktion mit dem Anfangskno-
ten {qo}, setzt dann mit jenen Zusténden fort, die von {go} aus in einem Schritt erreicht
werden konnen, dann mit jenen, die von diesen in einem Schritt erreicht werden kénnen,
usw. Dadurch werden nur jene Zustéinde und Ubergéinge konstruiert, die wirklich nétig
sind, d.h., die vom Startzustand iiberhaupt erreichbar sind.

BEISPIEL. Sei A der e-NEA (Q, X, 0, qo, F), wobei

_ §l.g .1 B =
et Wl 00 @
_ {E;}‘" a| {3 {a} {4 {«}

2| 0 O {& O

Abb. 1.10 stellt den Automaten graphisch dar.

Ehe wir die Ubergangsfunktion des deterministischen Automaten berechnen, bestim-
men wir als Zwischenschritt zuerst die erweiterte Ubergangsfunktion fiir jeden Zustand
q € @ und jedes Symbol a € ¥, d.h., wir sammeln alle Zusténde, die von ¢ aus mit dem
Wort a erreichbar sind; dabei miissen wir auch die e-Ubergénge miteinbeziehen. So sind

N O
I
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etwa von gg aus mit 0 alle Zustédnde erreichbar: nach gg gibt es einen direkten Ubergang,
der mit O beschriftet ist, nach ¢; gelangt man iiber den Pfad go A go ~> q1, und nach go
iiber qo A q0 s Q o g2. Obwohl die drei Pfade verschieden lang sind, haben sie ge-
meinsam, dass insgesamt genau das Symbol 0 .,verbraucht” wird,da0=0:-e=0-¢-¢.
Mit 1 gelangt man von ¢o aus iiber den Pfad ¢o ~ ¢ XA ¢1 nach ¢; und iiber den Pfad
go ~ 1 & q1 ~> g2 nach go. Insgesamt erhalten wir die folgenden Werte:

&(ga)| 0 1 o
90 {09, {a e} {e}
q {} {a1, 2} {a2}
q2 {} U+ A}

Nun koénnen wir mittels 46(¢,a) = qu §0%(g,a) die Ubergangsfunktion des determini-
stischen Automaten bestimmen.

A~

o 0 1 2
{q0} {90, a1, 02} {q1,q2} {2}
{90, q1, ¢} | {90, 91,2} {q1,32} {a2}
{q1, @2} {} {a1, 2} {a}
{g2} {} 3 {2}

{} { {} {}

Um etwa die Folgezustinde von {q1,¢2} zu bestimmen, vereinigen wir in der Tabelle
fiir * die Zeilen der Zustidnde ¢; und go.

Endzustédnde sind all jene Zustédnde, die einen der urspriinglichen Endzustdnde enthal-
ten. Da F nur aus ¢» besteht, sind {qo,¢1,92}, {¢1,¢} und {¢=2} Endzustinde. Weiters
sehen wir, dass das Leerwort zu der von A akzeptierten Sprache gehort, da es einen
ausschliefflich mit ¢ beschrifteten Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand gibt:
qo ~» q1 ~+ go. Daher ist auch {g} ein Endzustand.

Wir erhalten somit den Automaten A = (Q, %, 4, o, F ), wobei

{0} {90, a1, @2} {q1, @2} {@2 }, {}}
{{QO}’ {qo’ q1, QQ}, {qlv QQ}a {(JQ}}

o = {q}

O
Il

>

Abb. 1.11 stellt den deterministischen Automaten graphisch dar, wobei die Falle nicht
eingezeichnet wurde. O

Ublicherweise eliminiert man zuerst die e-Kanten und determinisiert dann den ent-
sprechenden NEA (ohne e-Kanten), wodurch sich ein einfacheres Verfahren fiir die De-
terminisierung ergibt:

Man beginnt mit dem Startzustand {go}. Die aufgrund der urspriinglichen Tabelle
sich ergebenden neuen Zustandsmengen werden als neue Zeilen in der Tabelle hinzu-
gefiigt. Die Eintrége in den einzelnen Spalten fiir die Terminalsymbole ergeben sich
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Abbildung 1.11: Automat aus Abb. 1.10 nach der Determinisierung

dabei aus Vereinigung der den einzelnen Zusténden entsprechenden Zustandsmenge in
der urspriinglichen Tabelle.

Die sich daraus in der Tabelle neu ergebenden Zustandsmengen werden als neue Zeilen
hinzugefiigt, die entsprechenden Eintréige in den Spalten der Terminalsymbole wie zuvor
berechnet, etc.

Die neu entstandene Tabelle kann maximal 219l (d.h., card(P(Q)), also die Anzahl
der Elemente in P(Q)) Zeilen enthalten. Das oben beschriebene Verfahren bricht aber
iiblicherweise viel frither ab. Das heifit, Zustandsmengen, die aufgrund des beschriebe-
nen Verfahrens von der Startzustandsmenge {qo} nicht erreicht werden kénnen, sind
keinesfalls in die Tabelle aufzunehmen!

Wie schon zuvor sind auch hier die Endzusténde all jene Zusténde, die einen der ur-
spriinglichen Endzustéinde enthalten. Uberdies kann der so konstruierte DEA héchstens
eine Falle enthalten, und wenn, so ist dies {}.

BEISPIEL. Wir determinisieren den NEA A, der graphisch und mit seiner Ubergangsta-
belle folgendermafien gegeben ist:

a b

in8} 1}
{p,r} {a}
{} {s}
{s}  {a¢}

Wir erhalten folgenden deterministischen endlichen Automaten:

w 3 g

~

0 a b
{p} {rs}  {}
{r,e}- | {8} {q,s}
{} { 4
{s} {s} {a}
{g.s} [{p,ms} {q}
{q¢} iy {g}
{oyrya) (e} {g,4}
{or} | frye} {8}
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wobei {p} der Startzustand und F = {{r,s}.{q. s}, {q, },{p,7, s}, {p,r}} die Menge der
Endzustéande des DEA ist. (Endzustidnde sind alle Zustédnde, die einen urspriinglichen
Endzustand enthalten.) 0

1.4.5 Minimieren von deterministischen endlichen Automaten

Fiir ein und dieselbe regulédre Sprache lassen sich verschiedene akzeptierende Automaten
angeben, die sich in der Zahl der Zustédnde stark unterscheiden kénnen. Es gilt aber der
folgende Satz.

SATZ. Fir jede requlire Sprache gibt es einen bis auf Umbenennung der Zustdinde ein-
deutig bestimmten deterministischen endlichen Automaten, der minimal in der Zahl der
Zustdnde ist.

In den vorhergehenden Abschnitten wurde beschrieben, wie man zu jedem reguliren
Ausdruck einen — im Allgemeinen nicht minimalen — DEA erhilt. Es reicht daher zu
zeigen, wie die Zustandszahl von DEAs minimiert werden kann. Sei A = (@, X, 0, qo, F)
ein beliebiger DEA. Die Kernidee ist, alle voneinander ununterscheidbaren Zustéande zu
einem einzigen zusammenzufassen. Zwei Zustande p und ¢ heiflen unterscheidbar durch
ein Wort w € £*, wenn man von p aus mit w in einen Endzustand gelangen kann, aber
nicht von ¢ aus, bzw. umgekehrt:

& (p,w) € F, §"(q,w) ¢ F oder 6"(p,w) ¢ F, 6"(qw) € F .

p und ¢ sind ununterscheidbar, wenn sie durch kein Wort unterschieden werden, wenn also
fiir alle Worter gilt, dass man entweder von beiden Zustidnden aus in einen Endzustand
gelangt oder von keinem der beiden. Die Sprache, die von p aus akzeptiert wird, ist
damit identisch mit jener, die von g aus akzeptiert wird. Jeder Ubergang nach ¢ kénnte
genausogut nach p erfolgen, ohne die vom Automaten akzeptierte Sprache zu dndern.
Um die Ununterscheidbarkeit von Zustdnden festzustellen, scheint es zunichst erfor-
derlich, sie mit jedem der unendlich vielen Worter in ¥* auf Unterscheidbarkeit testen
zu miissen. Man kann aber zeigen: sind Zustdnde unterscheidbar, dann sind sie durch ein
Wort mit einer Lénge kleiner als mf_—ll unterscheidbar, wobei n die Anzahl der Zusténde
ist. Tatséchlich geht es noch schneller: ausgehend von bestimmten Zustandspaaren, die
unmittelbar als unterscheidbar erkennbar sind, kann man sich von diesen Paaren sym-
bolweise ,,riickwérts tasten“ und auch alle unmittelbar vorhergehenden Paare als unter-
scheidbar markieren. Die Minimierung kann also in folgenden Schritten erfolgen:

1. Entferne alle Zustinde, die nicht vom Anfangszustand aus erreichbar sind.

2. Markiere alle Zustandspaare (p,q) als unterscheidbar, fiir die p € F und q € F
gilt oder umgekehrt, da jeder Endzustand von jedem Nicht-Endzustand durch das
Leerwort unterscheidbar ist.

3. Wiederhole den folgenden Schritt, bis keine weiteren Zustandspaare mehr als un-
terscheidbar markiert werden koénnen:
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(a) Vor der Minimierung (b) Nach der Minimierung

Abbildung 1.12: Automat zu Beispiel 1.31

Berechne fiir alle Zustandspaare (p,¢) und alle a« € ¥ das Nachfolger-
paar (0(p,a),d(qg,a)); ist letzteres bereits als unterscheidbar markiert,
markiere auch (p, ¢) als unterscheidbar.

4. Fasse alle voneinander ununterscheidbaren Zustidnde zu einem einzigen zusammen.
D.h., sind p und ¢ ununterscheidbar, dann ersetze jeden Ubergang nach ¢ im ur-
spriinglichen Automaten durch einen nach p im minimierten Automaten und ent-
ferne q.

Die Reihenfolge der Zusténde in einem Paar ist irrelevant: (p, ¢) und (g, p) gelten als das
gleiche Paar.

BEISPIEL. Sei A der Automat aus Abb. 1.12(a). Zustand d ist der einzige Zustand, der
nicht vom Startzustand a aus erreichbar ist, wir kdnnen ihn also im weiteren ignorieren.

Zur Bestimmung aller Paare von ununterscheidbaren Zustédnden verwenden wir eine
Tabelle mit einer Zelle pro Zustandspaar. Paare, die sich nur durch die Reihenfolge der
Zusténde unterscheiden, also (p, ¢) und (g, p), erhalten eine gemeinsame Zelle. Fiir Paare
der Form (p, p) miissen wir keine Zellen vorsehen, da offensichtlich jeder Zustand immer
ununterscheidbar von sich selber ist.

Eine befiillte Zelle bedeutet, dass die beiden betreffenden Zustinde unterscheidbar
sind. Leere Zellen signalisieren am Ende des Algorithmus die ununterscheidbaren Zu-
standspaare. Im Prinzip geniigt als Zelleneintrag fiir unterscheidbare Zustandspaare ir-
gendeine Markierung wie ein Kreuz oder ein Haken. Zu Kommentarzwecken geben wir
statt dessen aber ein konkretes Wort iiber dem Alphabet {0,1} an, das die beiden
Zustadnde unterscheidet.

Wir beginnen, indem wir alle Paare, die aus einem End- und einem Nicht-Endzustand
bestehen, durch Eintrag des Leerwortes als unterscheidbar markieren (Abb. 1.13(a)).
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b bl 1 bl 1

Cl €| & €l £ | & el g | €

e 5 e d 5e e 1l]e

f e flofele]o flofele]o

g e ad T1le] e gloi[ 1< 1]

h & h| 1 gl1]l0{L h| 1 el1|0]|1
a b ¢ e f g a b ¢ e f g a b e e [ »

(a) Ausgangsbelegung (b) Zwischenbelegung (c) Endbelegung

Abbildung 1.13: Bestimmung der ununterscheidbaren Zustéinde in Abb. 1.12

Im néchsten Schritt markieren wir alle Zustandspaare, von denen aus wir mit einem
einzigen Symbol eines der soeben markierten Paare erreichen, d.h. alle Paare (p,q),
sodass fiir irgendein a € ¥ der Eintrag fiir (6(p,a),d(q, a)) bereits markiert ist. Etwa
koénnen wir (a,b) markieren, da (d6(a,1),0(b,1)) = (f,c) gilt und der Eintrag fiir (f,c)
bereits markiert ist. Als Markierung wihlen wir das Wort 1, das sich aus dem einzelnen
Symbol 1 und dem Eintrag in der Zelle (f,c), dem Leerwort, zusammensetzt: 1 = 1 - &.
Die Belegung der Tabelle nach diesem Schritt ist in Abb. 1.13(b) angegeben.

Fiir den nichsten Durchlauf bleiben nur mehr vier unmarkierte Paare zur Uberprii-
fung: (a,e), (a,g), (b,h) und (e,g). Wir bestimmen fiir jedes dieser Paare und jedes
Symbol das Nachfolgerpaar und sehen nach, ob letzters mittlerweile markiert ist. Bei
(a,9) stellen wir etwa fest, dass (d(a,0),d(g,0)) = (b,g) markiert ist, wir konnen also
auch (a,g) als unterscheidbar markieren. Als Markierung wihlen wir das Wort 01, das
sich aus dem ﬁbergangssymbol und dem Wort in der Zelle (b, g) zusammensetzt: 01 =
0-1. Mit diesem Wort ldsst sich jederzeit nachweisen, dass a und g unterscheidbar sind:
0*(a,01) = c ist ein Endzustand, 6"(g,01) = e ist keiner. Insgesamt erhalten wir in
diesem Schritt die Tabelle gem#fl Abb. 1.13(c).

Im letzten Durchlauf &ndert sich an der Tabelle nichts mehr, da die Nachfolger von
(a,e) und (b, h) weiterhin unmarkiert sind. Somit handelt es sich bei diesen Paaren um
jeweils ununterscheidbare Zustidnde, die wir zusammenfassen kénnen. Wir erhalten den
Automaten in Abb. 1.12(b). O

1.4.6 Von deterministischen Automaten zu reguliren Mengen

SATZ. Wird eine Sprache von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptiert,
dann ist sie requldr.

Der Beweis ist wieder konstruktiv. Wir geben ein Verfahren an, um die von einem DEA
akzeptierte Sprache zu bestimmen. Dabei benttigen wir lediglich Verkettung, Vereini-
gung und den Stern-Operator, woraus folgt, dass die konstruierte Sprache eine regulére
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Menge ist.

Sei also A = (Q,X,0,q1, F) ein deterministischer endlicher Automat. Wir ordnen die
Zustinde und geben ihnen Nummern zwischen 1 und n, d.h., @ = {q1,...,qn}, wobei
der Anfangszustand den Index 1 bekommt.

Das Kernstiick der Konstruktion ist die Menge Rfj, die alle Worter enthalten soll,
mit denen man von ¢; nach g; gelangt, ohne einen Zwischenzustand zu beriihren, dessen

Index gréfler als k ist. Genauer: Réj ist die Menge aller Worter s1 -+ sy, (S1,...,8m € 2),
sodass

6*(Q’[a O+ =i sm) = 6*((1i1a52 s Sm) = 5*(Qi2,53 e Sm) = ™ = 5*(Qim_1a5m) = 6*(qJ7€)
gilt, wobei i1, ...,4m—1 < k. Anfang und Ende des Pfades unterliegen keiner Beschrin-

kung, es ist also i, > k erlaubt. Wir definieren nun die Menge Rfj rekursiv, indem wir
sie aus Teilmengen mit einem oberen Index von & — 1 zusammensetzen.

In der gewdhlten Nummerierung gibt es keinen Zustand mit Index 0, daher ist R?j die
Menge aller Symbole, mit denen man direkt — ohne Zwischenzustdnde — von ¢; nach g;
gelangt. Das sind aber genau die durch § erlaubten Ubergiinge. Fiir i = j liegt zusitzlich

das Leerwort ¢ in R?i. Wir erhalten also:

y {s € | d(qgi,s) = q;} fiir 4 # 4
Ry = {{sez|6<q,-,s>=q§}u{e} fir i = j (L5

Betrachten wir nun die Worter in Ri‘] fiir £ > 0. Fiir den Pfad von ¢; nach ¢; gibt es
mehrere Moglichkeiten:

G 23 gj: Alle Knoten auf dem Pfad haben einen Index kleiner als k: das entsprechende
Wort liegt somit in Ri-cj_l.

Qi %5 Qk =% g;j: Der Pfad enthélt den Zustand ¢;. genau einmal. Damit l4sst er sich in ein
Teilstiick von g; nach g, und eines von g, nach g; zerlegen. Jedes Teilstiick fiir
sich enthélt g, nicht als Zwischenknoten, sondern nur als Endknoten. Daher ist
das Wort des ersten Teilstiickes in Ri.“,:l zu finden, jenes des zweiten Teilstiickes
in R;::j_l. Das Gesamtwort besteht aus der Verkettung der beiden Stiicke, die

Menge aller dieser Worter ist also Rf,\_ b, Rfj_l.

g b3 o L qk =k g;: Der Pfad entélt den Zustand ¢, genau zweimal. Das dem ersten
Teilstiick entsprechende Wort liegt in Rﬁ‘;‘__l. das dem zweiten Stiick (also der
Schleife von g nach ¢) entsprechende Wort liegt in R,’:;l, und der letzte Teil ist
in R,’:j_l zu finden. Die Menge aller Worter. die auf einem Pfad von ¢; nach ¢; mit
zwei Vorkommnissen von g akzeptiert werden. ist also durch Rfk_ . ~R’,§,:1 -R’,:j'l
gegeben.

G 25 o = qk 25 ke 25 gj: Der Pfad entélt den Zustand ¢ dreimal, wir haben es also

mit vier Teilstiicken zu tun. Die Menge der entsprechenden Worter wird durch
Ri‘k_ Ly Rﬁ;l : Rg,:l . RZJ._l beschrieben.
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Abbildung 1.14: Automat zu Beispiel 1.33

<k <k <k <k <k g
@G~ Gk~ Qe N Gk~ Qe NP Gyt e

Die Menge aller Worter auf einem Pfad von ¢; nach g; erhalten wir durch Vereinigung
der Teilmengen:

R = RiU(REREDU RS RENREY U RS R RERE ) U--
= R;g.—l URET. ({e}URN U (RH2U--) - R’gj-l
- Rfj—luRf-,;l-(R’,g,;l)*-jo—l (1.2)

Fir K = n erhalten wir die Menge aller Worter, die beim Ubergang von ¢ nach q;
auf einem beliebigen Pfad akzeptiert werden, da ja alle Zusténde einen Index kleiner
oder gleich n besitzen. Die vom gesamten Automaten akzeptierte Sprache kann als die
Vereinigung aller Worter, die auf einem Pfad vom Anfangs- zu einem der Endzusténde
akzeptiert werden, dargestellt werden:

LA = |J Ry (1.3)

g;€F

Die rekursive Definition von Rfj (Gleichung 1.1 und 1.2) beniitzt ausschlieflich Verket-
tung, Vereinigung und den Stern-Operator, £(.A) ist daher eine reguliire Sprache.

BEISPIEL. Sei A der in Abb. 1.14 dargestellte Automat. Wir berechnen sukzessive Rfj
fiir £ = 0, 1 und 2 und erhalten die in Abb. 1.15 tabellierten Werte. Einige der Eintrige
wurden mittels der Rechenregeln aus Tabelle 1.1 vereinfacht. Den Wert von RZ; erhilt
man etwa folgendermafien:

R}; = Ri3UR},-(R))* R}

{1} u{o}-{e,00}"-{1,01}
{1y u{o}- {00} - {1,01}
= {1}u{o}- {00} - {e,0}- {1}
= {1}u{o}-{0}"-{1}

= {0}"-{1}

Fiir £(A) bendtigen wir gemdf Gleichung 1.3 die Mengen R3, und R3s.

R}, = R%UR};-(R3)" R



R | {3 {e} {o0}*
RY, | {0} {0} {0} - {00}
R |2k . {1} {o}"- {1}
R | {0} {0} {0} - {00}"
R, | {e} {e,00} {o0}*

RE | {1} {101} {o}"- {1}

Ry | {} {3 {0,1} - {00}* - {0}
RE | {01} {o,1} {0,1} - {00}

R | {e}  {e} {eu{o,1}-{0}"-{1}

Abbildung 1.15: Werte von Ri‘] fiir den Automat aus Abb. 1.14

= {o}-{oo} u{o}" - {1} - ({e}u{o, 1} {0} - {1})* - {0, 1} - {00}"
= {0}-{00o} u{o} - {1}- ({0, 1}- {0} - {a})*- {0, 1} - {00}
R}; = R%UR%L;-(R%)"- R
= {0} -{eyu{o}" - {1} - ({eyu{o,1}- {0} - {1} - {e}u {0, 1} - {0}" - {1})
{o}* - {1} ({9, 1} - {o}" - {1})"

Die von A akzeptierte Sprache lasst sich somit durch den handlichen Ausdruck

L(A) = RLUR},
= {0} {00} u{o}*" {1} ({0, 1} - {o}" - {1})" - ({e} U {0, 1} - {00}")

beschreiben. 0

1.4.7 Eigenschaften reguldrer Sprachen

Die breite Verwendung regulidrer Sprachen im Informatik-Alltag hingt einerseits mit
ihrer Ausdrucksstidrke zusammen, die die Beschreibung relevanter Sprachen erlaubt, an-
dererseits besitzen reguldre Sprachen viele niitzliche Eigenschaften, von denen wir im
Folgenden einige diskutieren werden.

Abschlusseigenschaften

Per Definition sind reguldre Sprachen abgeschlossen hinsichtlich Vereinigung, Verket-
tung und dem Stern-Operator (siehe Definition 1.10). Das heifit, die Vereinigung oder
die Verkettung zweier reguldrer Sprachen ist wieder regulér, ebenso wie die Sprache,
die man erhélt, wenn man Worter einer Sprache in allen Varianten aneinanderhingt.
Dariiberhinaus sind regulédre Sprachen aber auch beziiglich der anderen iiblichen Men-
genoperationen abgeschlossen.
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1.34 SATZ. Regulire Sprachen sind abgeschlossen gegentiber Komplementbildung, Durch-
schnitt und Differenz.

Das Komplement einer Sprache L iiber einem Alphabet ¥ ist die Sprache L, die alle
Worter in £* enthélt, die nicht in L sind: L = £*—L = {w € I* | w ¢ L}. Der Beweis der
Abgeschlossenheit bzgl. Komplementbildung lidsst sich leicht mit Hilfe endlicher Auto-
maten fithren. Da L regulér ist, gibt es einen DEA A zu L, d.h., der Automat A erreicht
mit einem Eingabewort w vom Startzustand aus einen Endzustand (6*(go,w) € Fl4),
wenn w in der Sprache liegt, und er erreicht einen Nicht-Endzustand (6*(go,w) € F4),
wenn w nicht in der Sprache liegt. Betrachten wir nun den Automaten .4’, der genauso
definiert ist wie A, nur dass seine Endzustidnde genau den Nicht-Endzustdnden von A
entsprechen (Fy = Q — F4). Offensichtlich akzeptiert A’ genau jene Worter in T*,
die A nicht akzeptiert, d.h., die von A’ akzeptierte Sprache ist ©* — L. Da wir aber in
Abschnitt 1.4.6 festgestellt haben, dass jede von einem endlichen Automaten akzeptierte
Sprache regulér ist, haben wir gezeigt, dass das Komplement einer reguliren Sprache
wieder regulér ist.

Die Abgeschlossenheit beziiglich Durchschnitt und Differenzbildung lésst sich {iber die
normalen Mengengesetze auf Komplement und Vereinigung zuriickfithren:

IinNnky = EUL_’_)
Li1—Lo = leL_Q

1.35 SATZ. Regulire Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber Spiegelung.

Die gespiegelte Sprache L" zu einer Sprache L erhilt man, indem man jedes Wort
spiegelt (umdreht):®

L"={w" |weL} (81+48,) = Sp=++81 fOr 81,0089 € B

Um einzusehen, dass L" regulér ist, wenn L es ist, gehen wir von einem beliebigen endli-
chen Automaten A aus, der L akzeptiert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, dass A nur einen Endzustand besitzt. Falls nicht, fiigen wir einen neuen
Zustand hinzu, der mit e-Ubergéingen von den urspriinglichen Endzusténden aus erreich-
bar ist, und machen ihn zum neuen und einzigen Endzustand. Einen Automaten fiir die
gespiegelte Sprache erhalten wir nun, indem wir Start- und Endzustand vertauschen und
alle Zustandsiibergéinge umkehren.

1.36 BEISPIEL. Der nichtdeterministische Automat fiir die Realzahlen in Abb. 1.6 besitzt
zwei Endzustinde. Wir fithren einen neuen Endzustand ¢ samt e-Ubergingen von ¢o
und g5 ein. Anschliefend vertauschen wir die Rollen von Start- und Endzustand und
kehren alle Kantenrichtungen um. Der so erhaltene Automat (Abb. 1.16) akzeptiert die
Sprache der gespiegelten Realzahlen. O

1.37 SATZ. Regulire Sprachen sind abgeschlossen unter Homomorphismen.

5Das hochgestellte r steht fiir ,reverse®.
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Abbildung 1.16: Endlicher Automat fiir die gespiegelten Realzahlen (Beispiel 1.36)

1.38 DEFINITION. Seien ¥ und I' zwei Alphabete. Ein Homomorphismus ist eine Funktion
h:¥ — I'*, d.h., ein Homomorphismus bildet einzelne Symbole aus ¥ auf Worter iiber T’
ab. Ein Homomorphismus lésst sich in naheliegender Weise induktiv auf Woérter iiber
erweitern:

L. hig) =&
2. h(wa) = h(w)h(a) fir alle w € =* und a € X.

Klarerweise gilt auf Grund dieser Definitionen h(wv) = h(w)h(v) fiir alle w,v € T*,
d.h. h(s1-+-s,) = h(s1)---h(s,) wobei sy,...,s, Symbole aus ¥ sind. Der Homomor-
phismus A heifit e-frei, wenn h(a) # ¢ fiir alle a € T gilt. Das homomorphe Bild einer
Sprache L erhélt man durch Anwenden des Homomorphismus auf jedes Wort der Spra-
che:

L) = {h(w)|we L}

Satz 1.37 sagt nun aus, dass fiir jede regulare Sprache L und jeden Homomorphismus h
auch h(L) reguldr ist. Am direktesten ldsst sich das an der graphischen Darstellung
eines deterministischen Automaten fiir L einsehen. Jedes Wort s1 -+ s, in L entspricht
einem Pfad vom Startknoten zum Endknoten, dessen Kanten der Reihe nach mit sy,
89, ..., Sy beschriftet sind. Um den Automaten fiir h(L) zu erhalten, ersetzen wir jede
Kantenbeschriftung s durch ~(s). Das Ergebnis ist im Allgemeinen noch kein Automat
nach unserer Definition, da nun einige Kanten mit Woértern beschriftet sind, die lénger als
ein Symbol sind. In diesen Féllen ersetzen wir die Einzelkanten durch eine Kantenfolge
mit Hilfszustdnden, sodass jede Kante wieder nur mit einem Symbol beschriftet ist. Gilt
etwa h(s) = ajaz - ay, wird ein Ubergang

im urspriinglichen Automaten ersetzt durch die Kantenfolge
a1 o a2 o L il
® 2 @ —9

im neuen Automaten, wobei die Zusténde py..... pi—1 neue Hilfszustédnde sind. Offenbar

akzeptiert der so entstandene Automat die Sprache h(L), letztere ist also regulér.
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1.40

1.41

1.42
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Abbildung 1.17: Endlicher Automat fiir die Sprache h(real) (Beispiel 1.39)

BEISPIEL. Sei real die in Beispiel 1.11 definierte Sprache der Realzahlen, und sei 2 ein
Homomorphismus definiert durch h(d) =X fiir d € {0,...,9}, h(E) = ¢, h(.) = YYY und
h(4) = h(=) = Z. Aus dem Automaten in Abb. 1.5 fiir die Sprache real erhalten wir mit
dem oben beschriebenen Verfahren den Automaten in Abbildung 1.17 fiir die Sprache
h(real). 0

Elementare Entscheidungsprobleme

Unter einem Entscheidungsproblem versteht man eine Ja/Nein-Frage. Wichtige Entschei-
dungsprobleme im Zusammenhang mit formalen Sprachen sind Fragen wie etwa, ob ein
Wort in einer Sprache liegt (Wortproblem oder Parsing-Problem), ob zwei Ausdriicke
dieselbe Sprache beschreiben (Aquivalenzproblem) oder ob die durch einen Ausdruck
beschriebene Sprache leer, endlich oder unendlich ist. Fiir regulare Sprachen sind all
diese Fragen entscheidbar, d.h., man kann Algorithmen angeben, die diese Fragen immer
eindeutig beantworten.

SATZ. Sei L eine reguldre Sprache, die durch einen der beschriebenen Formalismen spe-
zifiziert ist, und sei w ein Wort. Es gibt einen Algorithmus, der feststellt, ob w in L liegt
oder nicht.

Ein Entscheidungsverfahren besteht darin, einen Automaten fiir die Sprache L zu
konstruieren und zu iiberpriifen, ob er das Wort w akzeptiert oder nicht.

SATZ. Es gibt einen Algorithmus, der von einer reguliren Sprache, die durch einen der
beschriebenen Formalismen spezifiziert ist, feststellt, ob sie leer, endlich oder unendlich
ist.

Diese Fragen konnen einfach beantwortet werden, wenn die Sprache durch einen mi-
nimalen deterministischen Automaten spezifiziert wird; wie wir gesehen haben, existiert
eine derartige Darstellung immer. Die regulére Sprache ist leer genau dann, wenn der
minimale Automat keinen Endknoten enthélt. Enthélt der Graph der Ubergangsfunktion
einen Zyklus, ist die Sprache unendlich, andernfalls endlich.

SATZ. Es gibt einen Algorithmus, der fiir je zwei requlire Sprachen, die durch einen der
beschriebenen Formalismen spezifiziert sind, feststellt, ob sie identisch sind oder nicht.

Eine Methode zum Testen der Aquivalenz besteht darin, jeden der beiden reguliren
Ausdriicke oder Automaten, durch die die Sprachen spezifiziert sind, zu determinisieren
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1.43

und minimieren und anschlieflend zu iiberpriifen, ob diese Minimalautomaten identisch
bis auf Umbenennung der Zusténde sind (Satz 1.30). Eine andere Methode besteht darin,
je einen Automaten fiir die wechselseitigen Differenzen der beiden Sprachen (L; — Lo
und Lo — Ly) zu konstruieren und zu iiberpriifen, ob diese die leere Sprache akzeptieren.
(Sétze 1.34 und 1.41).

Grenzen reguldrer Sprachen

Praktisch alle Programmiersprachen enthalten geschachtelte Strukturen wie Schleifen
oder Klammerausdriicke, bei denen es darauf ankommt, dass die Anfangsmarkierungen
der Strukturen (for, while, if, 6ffnende Klammer) immer gepaart mit den Endmarkie-
rungen (end, endif, schliefende Klammer) auftreten. Auflerdem diirfen sich derartige
Strukturen nicht durchdringen, d.h., innere Strukturen miissen vor den dusseren beendet
werden. Einfachstes Beispiel fiir derartige Schachtelungen ist die Sprache {a"b" | n > 0},
wobei a den Anfangs- und b den Endmarkierungen entspricht. Es zeigt sich, dass der-
artige Sprachen nicht regular sind, d.h., reguldre Ausdriicke und Automaten sind zu
ausdrucksschwach um sie spezifizieren zu kénnen.

Wir zeigen mit Hilfe eines indirekten Argumentes, dass L = {a"b" | n > 0} nicht
regulér sein kann: wir nehmen an, L wire regulér, und fithren diese Annahme auf einen
Widerspruch. Ist L regulir, gibt es einen DEA A = (Q, X, 4, qo, F) mit L(A) = L. Wir
betrachten die Zustinde, die vom Startzustand aus mit den Wortern a’ erreichbar sind,
also die Zustinde 6*(qo,a’) fiir 7 > 1. Da ein endlicher Automat nur iiber endlich viele
verschiedene Zusténde verfiigt, muss es nach dem Schubfachprinzip 7 zwei voneinander
verschiedene Zahlen m und n geben, sodass die Zusténde §*(go, 2") und §*(go,2") iden-
tisch sind: sei g dieser Zustand. Da a"b" zu L gehért, muss man von ¢ aus mit dem
Wort b" in einen Endzustand gelangen koénnen: §*(g,b") = ¢f € F. Fiir das Wort a™b"
erhalten wir:

0"(q0,2™p") = 6%(0*(g0,2™),0")
= "(¢q,10")
= qf

d.h., 2™b™ wird ebenfalls von A akzeptiert, obwohl m # n gilt, das Wort 2™p" also
nicht zu L gehort. Daraus folgt, dass unsere Annahme, dass es fiir L einen endlichen
Automaten gibt, falsch war. Die Sprache L ist daher nicht regular.

Diese Argumentation ldsst sich verallgemeinern und als allgemeine Eigenschaft re-
guldrer Sprachen formulieren: alle hinreichend groflen Worter einer reguléren Sprache
lassen sich zerlegen als zyz, sodass zy’z fiir beliebiges i ebenfalls in der Sprache liegt.

SATZ (PUMPING-LEMMA FUR REGULARE SPRACHEN). Sei L eine unendliche reguldire
Sprache. Es gibt eine Schranke m > 0, sodass jedes Wort w in L mit |w| > m geschrieben
werden kann als w = zyz mit |zy| < m und y # ¢, sodass w; = xy'z ebenfalls in L liegt
fiir alle 1 > 0.

"Das Schubfachprinzip (engl. pigeonhole principle) besagt, dass bei Verteilung von n+ 1 Gegenstéinden
auf n Schubficher mindestens in einem zwei oder mehr Gegenstinde landen miissen.

34




Kompakter ausgedriickt gilt also fiir jede unendliche regulére Sprache:
Im>0 YweLmit|w>m 3z,yzmitzyz=w Vi>0: zy'z€L

Dieser Satz folgt im Wesentlichen aus der Endlichkeit der Zustandsmenge endlicher Auto-
maten unter Zuhilfenahme des Schubfachprinzips. Da L laut Voraussetzung eine regulére
Sprache ist, gibt es einen endlichen Automaten A, der L akzeptiert; wir nehmen an, der
Automat habe m Zustéinde. Da L (wieder laut Voraussetzung) eine unendliche Sprache
ist, gibt es Wérter in L, die aus m Zeichen oder mehr bestehen, d.h., w = a; - -+ a, mit
n > m, wobei ay,...,a, € X. Betrachten wir die Zustandsfolge, die vom Startzustand go
bis zu einem Endzustand g, beim Akzeptieren von w durchlaufen wird:

q0 q1

Da die Zahl der durchlaufenen Zusténde, n + 1, gréfler als die Zahl der vorhandenen
Zusténde, m, ist, sind mindestens zwei der durchlaufenen Zusténde, sagen wir ¢; und g;,
identisch. Die Zustandsfolge ist also keine lineare Kette, sondern mindestens einmal zu
einem Zyklus gefaltet, der innerhalb der ersten m Zeichen auftreten muss:

90 4i>4q; n

Sei x das Teilwort aj - - - a; bis zum Zyklus, y das Teilwort a;t+1---a; im Zyklus und =
das restliche Wort ajy1---an. Es gilt also w = xyz, wobei |ry| < m (der Zyklus tritt
innerhalb der ersten m Zeichen auf) und y # & (der Zyklus besteht aus mindestens
einem Zeichen). Klarerweise liegt nicht nur w in L, sondern auch das Wort, das man
ohne Durchlaufen des Zyklus erhélt, sowie jenes, das durch zweimaliges Durchlaufen
entsteht, usw. Mit anderen Worten: w; = zy'z gehort zur Sprache fiir beliebiges 1.

Die Hauptanwendung des Pumping-Lemmas besteht darin zu zeigen, dass eine gege-
bene unendliche Sprache L nicht reguldr ist. Zu diesem Zweck muss man beweisen, dass
sich zu jeder beliebigen Schranke m ein Wort in L finden lisst, sodass zu jeder beliebigen
Zerlegung zyz des Wortes — unter den Bedingungen |zy| < m und y # ¢ — ein i existiert,
sodass xy‘z nicht in L liegt:

Vm>0 JweLmit|w/>m Va,y,zmitzyz=w Fi>0: zy'z¢L

Diese Argumentation lidsst sich als Spiel zwischen zwei Personen auffassen: Der Propo-
nent versucht, einen Widerspruch zum Pumping-Lemma herbeizufithren, der Opponent
versucht dies zu verhindern. Das Spiel besteht aus vier Schritten:

1. Der Opponent gibt eine Schranke m vor.

2. Der Proponent wihlt ein Wort w aus der unendlichen Sprache L, das nicht kiirzer
als m sein darf (Jw| > m).
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3. Der Opponent zerlegt w in drei Teile, zyz, wobei |zy| < m und y # = gelten muss.

4. Der Proponent versucht ein i > 0 zu finden, sodass x3°z nicht in L liegt. Gelingt
ihm das, hat der Proponent gewonnen, andernfalls der Opponent.

Falls der Proponent eine Gewinnstrategie besitzt, d.h., falls er im zweiten Schritt immer
ein Wort finden kann, sodass er unabhéngig von der Zerlegung durch den Opponenten
im vierten Schritt ein geeignetes ¢ angeben kann, dann ist L nicht regulér.

1.44 BEISPIEL. Wir zeigen mit Hilfe der Spiel-Variante des Pumping-Lemmas, dass L =
{a"b" | n > 0} nicht reguldr ist.

1. Der Opponent gibt eine Schranke m vor. Da wir fiir alle moglichen Spielverldufe
eine Gewinnstrategie angeben miissen, wihlen wir keine konkrete Zahl, sondern
verwenden m als Parameter in den weiteren Spielschritten.

2. Das Wort w sollte so gewéhlt werden, dass die Zerlegungsmoglichkeiten im néchsten
Schritt eingeschriankt werden. Wir lassen daher den Proponenten das Wort w =
a™p™ wihlen. Es liegt in L und hat die erforderliche Linge, da |w| = 2m > m gilt.

3. Egal wie der Opponent nun w zerlegt, kénnen die Teilwérter x und y wegen der
Einschrinkung |zy| < m nur aus a’s bestehen:

w= al a* %™, j+k+l=m, k>0

R
z y z

4. Der Proponent wahlt ¢ = 0. Wir erhalten

wo = 2’ (a")°a’t™ =a’ "
N —
x yo 2

Da j+I1=m—k < m gilt, enthélt wy weniger a’s als b’s, liegt also nicht in der Sprache L.
Somit kann der Proponent immer gewinnen, L ist daher nicht regulér. g

1.45 BEISPIEL. Wir zeigen mit Hilfe der Abschlusseigenschaften regulirer Sprachen, dass die
Sprache L = {a"b"c™"™* | n,k > 0} nicht reguldr ist. Sei h der folgende Homomorphis-
mus:

h(a)=2a, h(p)=2a hic)=b.
Angewendet auf L erhalten wir:
hR(L) = {h(@"*c"*) | n.k >0}
= {h(a)"h(®)*h(c)"* | n.k >0}
— {énékhn+k | n.k 2 ()}
= {§n+khn+k I n,k > ()}
{a"2" | n = 0}
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Da reguldre Sprachen abgeschlossen unter Homomorphismen sind (Satz 1.37), ist (L)
eine reguldre Sprache, falls L eine ist. Allerdings ist h(L) identisch mit der Sprache
aus Beispiel 1.44, von der wir gezeigt haben, dass sie nicht regulér ist. Also kann per
Umbkehrschluss auch L nicht regulér sein. a

1.46 BEISPIEL. Wir zeigen mit Hilfe des Pumping-Spiels, dass die Sprache L = {w € {a,b}" |
|w|a < |wlp} nicht regulér ist. Der Ausdruck |w|, bezeichnet die Anzahl der Vorkommnis-
se des Symbols x im Wort w. Die Sprache L besteht also aus allen Wortern, die weniger
a’s als b’s enthalten.

1. Der Opponent gibt eine Schranke m vor.

2. Der Proponent withlt w = a™b™*!. Dieses Wort liegt in L und erfiillt die Lingen-
bedingung: |w| =2m+1 > m.

3. Jede zulassige Zerlegung von w durch den Opponenten hat die Form

w= al af av™, j4+Ek+i=m, k>0

S~
@ Y z

4. Der Proponent wihlt ¢ = 2. Wir erhalten
A= @ <§k)2élbm+l = gl 2kHm+1
S~ S ——

T g2 z

Wegen k > 1 erhalten wir fiir die Anzahl der a’s und b’s:
lwala=7 +2k +l=m+k>m+ 1=|wap .

Daher gehort wo nicht zur Sprache L, sie kann also keine regulire Sprache sein. O

1.47 BEISPIEL. Wir zeigen mit Hilfe der Abschlusseigenschaften regulidrer Sprachen, dass
L = {2™b" | m # n} nicht regulér ist.
Waére L regulir, miisste auch die Sprache

L' = In{a}"{e}
regulér sein: Geméf Satz 1.34 liefert sowohl das Komplement einer reguldren Sprache
als auch der Schnitt zweier regulérer Sprachen wieder eine regulire Sprache. L’ ist aber

nichts anderes als die Sprache {a"b" | n > 0}, die laut Beispiel 1.44 nicht regulér ist.
Also kann auch L nicht regulir sein. a
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1.48

1.5 Grammatiken

Die in fritheren Abschnitten behandelten Methoden zur Sprachsperzifikation (regulire
Mengen, Automaten) sind zu schwach, um typische Programmstrukturen beschreiben zu
konnen. Andererseits mochte man die eingesetzten Methoden nicht zu méchtig machen,
da sie dann nicht mehr fiir die automatische Verarbeitung geeignet sind. Es soll etwa
moglich sein, aus einer Sprachspezifikation automatisch einen Parser zu generieren, wie
er in jedem Compiler zur syntaktischen Analyse des Programmaufbaues benétigt wird.
Eine Klasse von Sprachen, die diese beiden Bedingungen — ausreichende Ausdrucksstérke
und Automatisierbarkeit — erfiillt, ist die Klasse der kontextfreien Sprachen. Eine Sprache
heifit kontextfrei, wenn es eine kontextfreie Grammatik gibt, die diese Sprache erzeugt.®

Grammatiken in dem hier verwendeten Sinn wurden von Noam Chomsky® zur Be-
schreibung natiirlicher Sprachen eingefiihrt. Eine Grammatik ist ein Zeichenersetzungs-
system, dessen Kernstiick eine Menge von Ersetzungsregeln ist, sogenannte Produktionen.

BEISPIEL. Seien folgende Regeln gegeben:

S — HP VP sSatz"

HP — ArtH ,Hauptwortphrase*

VP — Auz HPV . Zeitwortphrase (verb phrase)
Art — die|das  Artikel

H — Katze | Dosenfutter . Hauptwort*

Aur — wird ,Hilfszeitwort (auxiliary verb)“
V. — fressen , Zeitwort, (verb)“

Die ersten drei Regeln beschreiben einen gewissen Typ von deutschen Sdtzen. Laut
erster Regel bestehen Sétze dieses Typs aus einer Hauptwort- und einer Zeitwort-Phrase.
Eine Hauptwortphrase wird aus einem Artikel und einem Hauptwort gebildet (2. Regel),
eine Zeitwortphrase aus einem Hilfszeitwort, einer Hauptwortphrase und einem Zeitwort
(3. Regel). Die iibrigen Regeln ordnen den vier Grundkategorien Art, H, Auz und V
konkrete Worter zu.

Um Sédtze zu bilden, geht man vom Startsymbol S aus und ersetzt solange geméfl
den Regeln, bis man bei einem Satz anlangt, der vollstéindig aus Wortern besteht. Zum

®Die bekanntesten Parsergeneratoren unter Unix heiflen yacc und bison. Sie akzeptieren gewisse Formen
kontextfreier Grammatiken als Eingabe und erzeugen Programmteile (sogenannte Parser), die genau
die durch die Grammatik beschriebene Sprache analysieren kénnen.

® Amerikanischer Linguist, geboren 1928.
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Beispiel erhilt man durch zehn Ersetzungen folgenden deutschen Satz:

S
HP VP
Art H VP
Art H Auz HP Vv
Art H Auz Art H v
die H Auz Art i d | %4

die Katze wird das Dosenfutter fressen

In diesem Beispiel ist die Anzahl der erzeugbaren Sitze endlich, da keine der Regeln
rekursiv ist. Wie man sich leicht iiberlegt, konnen insgesamt 16 Sitze generiert werden.
O

DEFINITION. Eine Grammatik (unbeschrénkte oder Typ-0-Grammatik) wird durch ein
Quadrupel (N, T, P, S) beschrieben, wobei N das Alphabet der Variablen (Nontermina-
le), T" das Alphabet der Terminalsymbole, P die Menge der Produktionen und S € N
das Startsymbol ist. N und 7" miissen disjunkt sein: NN7T = {}. Die Menge der Produk-
tionen, P, ist eine Teilmenge von (NUT)™ x (NUT)*, d.h., eine Produktion ist ein Paar
(a, B), wobei a und § beliebige Folgen von Terminal- und Nonterminalsymbolen sein
diirfen mit der Einschrinkung a # e. Statt (a, 8) wird iiblicherweise v — 3 geschrieben.
Die Abkiirzung « — 31 | -+ | By, steht fiir « — By, ..., a — S,.

BEISPIEL. Sei P die Menge der Produktionen aus Beispiel 1.48. Um eine vollstdndige
Grammatik zu erhalten, miissen noch die Mengen der Terminal- und Nonterminalsym-
bole festgelegt werden.

N = {S,HP,VP,Art,H, Auz, V}

T = {die,das,Katze,Dosenfutter,wird, fressen}

Als vollstéandige Beschreibung erhalten wir (N, T, P, S). O

Ein Wort w € (N UT)* heifit direkt (in einem Schritt) ableitbar aus einem Wort
v € (NUT)", geschrieben als v = w, falls es Worter z,y € (N UT)* gibt, sodass
v =zay, w = xPy und a — F € P. Das heiit, v muss aus v durch Anwendung einer
Regel in P hervorgehen.

w ist in n Schritten ableitbar aus v, wenn es eine Folge wq, w1, ..., w, von Wortern
gibt, sodass v = wp, w = wy und w;—; = w; gilt fiir 1 < ¢ < n. Diese Folge wird als
Ableitung bezeichnet und geschrieben als

V=W =Wy = w oder v="w

Lésst sich w in mehreren Schritten (in 0, 1, 2, ... Schritten) aus v ableiten, schreiben
wir v =* w. Formal kann =* als der reflexive und transitive Abschluss von = definiert
werden. Jedes aus dem Startsymbol ableitbare Wort nennt man auch Satzform.
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Die durch G = (N,T,P.,S) erzeugte Sprache L(G) ist die Menge aller terminalen
Satzformen, d.h. Terminalzeichenketten (also Worter, die nur aus Terminalsymbolen
bestehen), die aus dem Startsymbol S in beliebig vielen Schritten abgeleitet werden
koénnen. Formal:

LG) = {weT*|S="w}.

DEFINITION. Eine formale Sprache L heifit rekursiv aufzdhibar, wenn Sie von einer Typ-
0-Grammatik erzeugt wird.

Zwei Grammatiken G1 und G2 heiflen dquivalent, wenn sie dieselbe Sprache generieren,

wenn also £(G1) = L(G2) gilt.

BEISPIEL. Die in Beispiel 1.48 informell beschriebene Ableitung wird durch die Relatio-
nen = und =" folgendermafien formalisiert:

S=HPVP= Art HVP= Art H Aut NPV = Art H Auc Art HV
= die H Auz Art H V =* die Katze wird das Dosenfutter fressen

Vom vorletzten zum letzten Wort fanden fiinf Ersetzungen statt, daher die Verwendung
von =" anstelle von =-. Die von der Grammatik G erzeugte Sprache kann mit Hilfe des
Verkettungsoperators beschrieben werden durch

L(G) = {die,das}-{Katze,Dosenfutter} - {wird}-
{die,das} - {Katze,Dosenfutter} - {fressen}

Einschub: Der reflexive und transitive Abschluss einer Relation

Eine binire Relation R auf einer Menge A (also R C A x A) heifit!?

— reflexiv, wenn fiir alle a € A gilt, dass aRa wahr ist;
— symmetrisch, wenn aus aRb folgt, dass auch bRa gilt;

— transitiv, wenn aus aRb und bRc folgt, dass auch aRc gilt.

Sei £ eine Menge von Relationseigenschaften. Der £-Abschluss!! einer Relation R auf A
ist die kleinste Relation R’, die alle Paare von R enthilt und zusétzlich die Eigenschaften
in & besitzt, also abgeschlossen bzgl. dieser Eigenschaften ist.

Beispielsweise ist der transitive Abschluss von R, bezeichnet mit RT, die kleinste
Menge, fiir die gilt:

(a) Wenn aRb gilt, dann auch aR*b, d.h., RC R™.

(b) Wenn aR*b und bR ¢ gilt, dann auch aR"ec.

Fiir den reflexiven und transitiven Abschluss von R, notiert als R*, muss man zusétzlich
noch fordern, dass aR*a fiir alle a € A gilt, d.h., R* = R" U {(a,a) | a € A}.

192 Ry steht hier fiir (z,y) € R
" \Manchmal auch £-Hiille genannt.
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1.55

1.56

L.5T

1.5.1 Reguldare Grammatiken

DEFINITION. Eine Grammatik heifit regulir (oder Typ-3-Grammatik), wenn alle ihre
Produktionen die Form A — aB oder A — ¢ besitzen, wobei A, B Nonterminale und a
ein Terminalsymbol ist.

Zwischen reguldren Grammatiken und nichtdeterministischen Automaten (ohne e-
Ubergiinge) gibt es eine direkte Beziehung. Jedes Nonterminal lisst sich als Zustand
auffassen und jede Produktion A — aB als Ubergang von A nach B mit dem Sym-
bol a, also B € 6(A,a). Als Startzustand wihlt man das Startnonterminal und als
Endzustidnde alle Nonterminale A, fiir die eine Produktion A — ¢ existiert. Der so ent-
standene Automat akzeptiert die von der entsprechenden Grammatik erzeugte Sprache.
Die Konstruktion l&sst sich offensichtlich umkehren, es gilt also der folgende Satz.

SATZ. Wird eine Sprache von einer reguliren Grammatik generiert, dann ist sie requldr.
Umgekehrt ldsst sich zu jeder reguldren Sprache eine regulire Grammatik finden, die ste
generzert.

BEISPIEL. Wir geben eine regulire Grammatik G = (N, T, P, S) fiir die Sprache der
Realzahlen in Modula-2 (siehe letzter Abschnitt) an.

N = {Red,A,B,C,D,E} |,

r = {0,...,9,.,E+,—}

P = {Real—>0A| -
o |

o
ol
IT?

S

o e e oy IS

1©© |0 [0 [© [© |©

e |
s |
D—>OE| I
x|

(D)
——

S = Rea

Real ==3A=31A=31.B=31.4B=31.4EC=31.4E—D=31.4E—-1F

1.5.2 Kontextfreie Grammatiken

DEFINITION. Eine Grammatik heifit konteztfrei (oder Typ-2-Grammatik), wenn die lin-
ke Seite jeder Produktion ein einzelnes Nonterminalsymbol ist, d.h., wenn alle Produk-
tionen die Gestalt A — 3 besitzen, wobei A € N und 3 € (N UT)*. Eine Sprache L
heifit kontextfrei, wenn es eine kontextfreie Grammatik G gibt, sodass £(G) = L.

DEFINITION. Eine formale Sprache L heifit konteztfrei, wenn Sie von einer Typ-2-Gram-
matik erzeugt wird.
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Per Definition ist jede regulire Grammatik auch eine kontextfreie Grammatik. Somit
sind die regulidren Sprachen eine Teilmenge der kontextfreien.

Fiir kontextfreie Grammatiken fithren wir drei zusétzliche Ableitungsrelationen ein,
die Teilmengen von = sind.

Linksableitung: xAy =1 xPy gilt, falls A — [ eine Produktion ist und z nur aus Ter-
minalsymbolen besteht (z € T*). y ist ein beliebiges Wort aus (N U T)*.

Rechtsableitung: tAy =g xfy gilt, falls A — G eine Produktion ist und y nur aus
Terminalsymbolen besteht (y € T*). z ist ein beliebiges Wort aus (N UT)*.

Parallelableitung: xoAi1x1 -+ Ann =p xof121 - - - Bnn gilt, falls Ay — 51, ..., An — Bn
Produktionen sind und alle z; nur aus Terminalsymbolen bestehen (zo,...,z, €
T*).

Bei einer Linksableitung wird also immer das erste Nonterminal ersetzt, bei einer Rechts-
ableitung immer das letzte, und bei einer Parallelableitung werden alle Nonterminale
gleichzeitig ersetzt. Wie fiblich bezeichnen =7, =% und =% den reflexiven und transiti-
ven Abschluss der drei Relationen. Der folgende Satz sagt aus, dass alle vier Relationen
(einschliefllich =) dieselben Terminalworter herleiten.

SATz. Sei G = (N,T,P,S) eine kontextfreie Grammatik und seien =, =1, =g und
=p die zugehirigen Ableitungsrelationen. Dann gilt:

{fweT*|S=jwl={weT* | S=2puwt={weT"|S=>pw={weT"|S="w}

BEISPIEL. Die regulire Grammatik aus Beispiel 1.55 ist auch ein Beispiel fiir eine kon-
textfreie Grammatik. Wir geben hier eine {ibersichtlichere Grammatik fiir dieselbe re-

gulére Sprache der Realzahlen in Modula, die allerdings keine regulére Grammatik mehr
ist. Sei G = (N, T, P, S) mit

N = {Real, ScaleFactor, Sign, Digits, Digit}
T = {Qa"'vg);’g7i?:} ’
B .o= dJ Real — Drgit Digits . Digits ScaleFactor ,
ScaleFactor — ¢ | E Sign Digit Digits ,
SZgn — & | i | — B
Digits — ¢ | Digit Digits ,
Digit—0|---]2}
S = Raul

Real =p Digit Digits . Digits ScaleFactor
=p 3 Digit Digits . Digit Digits E Sign Digit Digits
=p B8lc.4cE—1c=31.4E—1
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Dasselbe Wort erhilt man iiber folgende Linksableitung:

Real =y Digit Digits . Digits ScaleFactor = 3 Digits . Digits ScaleFactor
=1 3 Digit Digits . Digits ScaleFactor = 31 Digits . Digits ScaleFactor

=75 31. Digits ScaleFactor = 31. Digit Digits ScaleFactor
=7 31.4 Digits ScaleFactor =1 31.4 ScaleFactor

=1 31.4E Sign Digit Digits =1 31.4E— Digit Digits

= 31.4E—1 Digits =z S1.4E—1

O

Anmerkung: Ob eine Grammatik regulir oder kontextfrei ist, hat ausschliellich mit
der Form ihrer Produktionen zu tun, und nicht mit dem Typ der Sprache, die sie er-
zeugt. So kann eine nicht-regulére Grammatik durchaus eine regulére Sprache erzeugen
(siehe voriges Beispiel). Eine Sprache heifit dann regulér, wenn es irgendeine regulére
Grammatik fiir sie gibt, bzw. wenn sie sich als regulidre Menge schreiben ldsst. Sie ist
kontextfrei, wenn es eine kontextfreie Grammatik gibt, die sie generiert. Somit ist jede
regulédre Sprache auch kontextfrei, da jede reguldare Grammatik auch kontextfrei ist.

BEISPIEL. Wohlgeformte Klammerausdriicke (WKA) kénnen als Modell fiir geklammer-
te Ausdriicke dienen, wie sie in allen Programmiersprachen vorkommen. Die Menge WKA
ist die kleinste Menge, die folgende Bedingungen erfiillt:

(a) & € WKA,;
(b) Ist w in WKA, dann ist auch (w) in WKA.

(¢) Sind wy,wy in WKA, dann ist auch wjws in WKA.

WEKA enthélt Worter wie (()())() oder ((())), wihrend ()) ( kein wohlgeformter Klam-
merausdruck ist. Man kann zeigen, dass WKA keine regulire Sprache ist. Sie ist aber
kontextfrei, da sich eine kontextfreie Grammatik angeben lisst, die WKA erzeugt. Eine

derartige Grammatik ist etwa
G = ({Wka}, {(,)}, {Wka — ¢ | ( Wka ) | Wka Wka}, Wka )

Genau genommen muss man natiirlich erst beweisen. dass tatsichlich £(G) = WKA

gilt, dass also G die gewiinschte Sprache erzeugt. Solche Beweise sind unter anderem

Gegenstand der Vorlesung Formale Sprachen und Automaten. Wir zeigen hier lediglich,
dass (()())() in L(G) ist, indem wir eine Ableitung dieses Wortes geben:

Wka = Wka Wka = Wka(Wka) = Wka()

= (Wka)() = (WkaWka)() = (( Whka)

= (O Wka)() = (O(Wka))() = (00)()
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BEISPIEL. Sei G = ({S}, {a,b}, {S — ¢ | aSb}, S). Die von G erzeugte Sprache, L(G),

tung: S = aSb=2aaSbb= aaaSbbb= aaabbb. O

BEISPIEL. Sei G = ({S}, {a,b}, {S —¢c|a|blaSa|bSb}, S). Die von G erzeugte
Sprache ist die Menge aller Palindrome iiber dem Alphabet {a,b}, d.h.,

L(G) = {e,a,b,aa bb,aaa, aba,bab,bbb,...}
Auch diese Sprache ist nicht regulér. |
Ableitungsbdaume

Um Ableitungen in kontextfreien Grammatiken graphisch reprisentieren zu konnen,
werden zur Darstellung sogenannte Ableitungsbdume verwendet, wodurch die Struktur
der Ableitung eines Wortes in einer kontextfreien Grammatik ersichtlich wird. Vorerst
ben&tigen wir dazu aber noch die allgemeinen Begriffe eines Graphen und eines (geord-
neten) Baumes.

Einschub: Graphen und Baume

Seien U und W endliche Mengen. Ein markierter gerichteter Graph g iiber U und W ist
ein Tripel (K, E,L) wobei K die Menge der Knoten, £ C K X W x K die Menge der
Kanten und L : K — U die Knotenmarkierungsfunktion ist.

Ein Element (z,w,y) € E stellt eine gerichtete Kante vom Knoten z zum Knoten y
mit Markierung w dar.

Zwei markierte gerichtete Graphen g = (K, E, L) und ¢’ = (K', E’', L) iiber U und W
heiflen isomorph, wenn wenn es eine bijektive Abbildung f : K — K’ gibt, sodass fiir
alle k,l € K und w € W gilt: (k,w,l) € E genau dann wenn (f(k),w, f(l)) € E'.

Gilt auBerdem L(k) = L'(f(k)) fiir alle k € K, so heilen ¢g und ¢’ dquivalent.

Ein (geordneter, markierter gerichteter) Baum iiber U und W ist ein Graph g =
(K,E,L) iiber U und W, der folgende Bedingungen erfiillt:

1. W=/{1,..,n} firein n € wy.

2. Es gibt genau einen ausgezeichneten Knoten, die sogenannte Wurzel pg, der keinen
Vorgiinger hat (d.h., in den keine Kanten miinden). Auflerdem gibt es von der
Wurzel aus zu jedem anderen Knoten ¢ von g einen Pfad (po, €1,p1,---,Pk—1,€k, Q)
der Linge k£ > 1, (ps,e54+1,pi+1) € E, 0 <1 < k, ¢ = pi.

3. Jeder von der Wurzel verschiedene Knoten hat genau einen Vorgénger.
4. Jeder Knoten ohne Nachfolger heifit Blatt.

5. Ist p € K kein Blatt, so sind die Nachfolger von p geordnet (die Kanten tragen die
Bezeichnungen 1 bis k fiir ein & > 1).
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N
SN

= (b) -

Abbildung 1.18: Baum (a) und vereinfachte Darstellung (b) (Beispiel 1.63, 1.65)

BEISPIEL. Der in Abbildung 1.18(a) dargestellte Graph ist ein Baum. Der Knoten 1 ist
die Wurzel dieses Baumes und der Vorgénger der Knoten 2, 3 und 4. Die Knoten 5 und 6
sind die Nachfolger des Knotens 3. Die Blétter des Baums sind die Knoten 2, 4, 5 und 6.
In der Literatur wird der in Abbildung 1.18(a) dargestellet Baum meist durch das Bild
in Abbildung 1.18(b) reprisentiert, wobei die Knoten nur mehr durch ihre Markierungen
dargestellt werden und die Kanten durch einfache Striche ohne Richtungspfeile. Durch
entsprechende Konventionen, némlich die Anordnung von oben nach unten, bzw. von
links nach rechts, ergibt sich aber auch damit eine eindeutige Darstellung eines Baumes.
O

DEFINITION. Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Ein Baum g = (K, E, L)
iiber U = NUT U{e} und W = {1,...,n} heit Ableitungsbaum fiir G, wenn Folgendes
gilt:

1. Ist po die Wurzel von g, so gilt L(pg) = S.
2. Ist p kein Blatt, so muss L(p) € N gelten.
3. Ist p ein Blatt mit L(p) = ¢, so ist p der einzige Nachfolger seines Vorgéngers.

4. Ist {(p,i,q;) | i € 1,...,n} die geordnete Menge der von p mit L(p) = A wegfiih-
renden Kanten, so ist A — L(q1) ... L(gpn) eine Produktion in P.

Allgemeiner heifit fiir A € N ein Baum g iiber NUT Ue und W = {1,...,n} A-
Baum fiir G, wenn fiir die Wurzel py von g L(pg) = A gilt, und g die oben angefiihrten
Bedingungen 2, 3 und 4 erfiillt. Ein Ableitungsbaum ist also ein S-Baum fiir G. Ein
Teilbaum eines A-Baumes ist ein vollstdndiger Teilgraph ¢’ von g mit einer Wurzel pj
mit L(pp) = B fiir ein B € N und somit ein B-Baum fiir B.

Ist nun g ein A-Baum fiir G, so bezeichnet die Front von g jenes Wort aus (N U T)*,
das man erhilt, wenn man die Knotenmarkierungen der Blitter von g von links nach
rechts zusammensetzt.
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1.67

1.68

Abbildung 1.19: Teilbaum des Baumes aus Abbildung 1.18(a) (Beispiel 1.65)

BEISPIEL. Sei G = ({S},{a,b},{S — aSb, S — ab},.S). Wie man sich leicht {iberlegen
kann, gilt £(G) = {a"0" | n > 1}. Der Baum aus Abbildung 1.18(a) ist dann ein
Ableitungsbaum (S-Baum) fiir G, der S-Baum aus Abbildung 1.19 ein Teilbaum jenes
Baumes. Die Front des Ableitungsbaumes aus Abbildung 1.18(a) ergibt sich als Folge
der Labels der Knoten 2, 5, 6, 4 zu aabb. O

Formal wird die Front eines Ableitungsbaumes folgendermafien definiert:

DEFINITION. Sei G = (N, T, P,S) eine kontextfreie Grammatik und g = (K, E, L) ein
A-Baum fiir G. Wir definieren nun eine Ordnungsrelation auf den Pfaden von g: Seien
P(j) = (2.0,€5,1, P41, - -+ €jk;s Piik;) filr j € {1,2} zwei voneinander verschiedene Pfade
in g, die in der Wurzel beginnen (i.e., p1,0 = p2,0 = po) und zu einem Blatt von ¢ fithren,
dann definieren wir P; < P> genau dann, wenn es ein m > 1 gibt, sodass e;; = eg; fiir
alle 1 <i<m und ey ;m < ez .

Betrachten wir nun alle derartigen Pfade in g, so sind diese wohlgeordnet; sind p;, . .., p
die Blatter dieser Pfade, so ist die Front von g durch L(p;1)...L(py) definiert.

Die Bedeutung der obigen Bezeichnung ist in der Tatsache begriindet, dass man auf
Grund der Eigenschaft 4 eines A-Baumes sofort die folgende Beziehung zwischen Ablei-
tungen und Ableitungsbdumen fiir eine kontextfreie Grammatik herstellen kann:

SATZ. Sei G = (N,T,P,S) eine kontextfreie Grammatik und g = (K, E,L) ein A-Baum
fiir G sowie w € (N UT)*. Dann gilt A =* w genau dann. wenn es einen A-Baum fiir
G mit Front w gibt. Somit gilt fir alle w € T* auch S =* w genau dann, wenn es einen
Ableitungsbaum fiir G mit Front w gibt.

Es gilt aber sogar noch mehr: Jeder Linksableitung in G kann man eindeutig einen Ab-
leitungsbaum zuordnen. Gibt es zwei verschiedene Linksableitungen in G fiir ein Wort w,
so sind die entsprechenden Ableitungsbidume nicht fiquivalent (im Sinne der Aquivalenz
von Graphen). Diese Erkenntnisse fithren zu den folgenden Definitionen:

DEFINITION. Eine kontextfreie Grammatik G = (N.7. P.S) heifit eindeutig, wenn es zu
jedem in G ableitbaren Terminalwort genau eine Linksableitung in G gibt. Ansonsten
heilit G mehrdeutig.

Mehrdeutigkeit ist meistens unerwiinscht, da sie bedeutet. dass es Worter in der ge-
nerierten Sprache gibt, deren Struktur auf verschiedene Arten interpretiert werden kann
(siehe auch Beispiel 1.70 unten).
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Abbildung 1.20: Zwei Ableitungsbiume fiir das Wort a®b? (Beispiel 1.69)

Eine kontextfreie Sprache L heifit (inhdirent) mehrdeutig, wenn jede Grammatik, die
L erzeugt, mehrdeutig ist. Man kann zeigen, dass es tatséchlich derartige Sprachen gibt
(siehe Beispiel 1.71).

BEISPIEL. Die Grammatik G = ({S},{a,b}.{S — a5 | aSb | ab}, S) ist mehrdeutig.
Denn fiir das Wort a®b? gibt es zwei verschiedene Linksableitungen:

S = aS = aaSbh=; aaabb sowie

Demnach erhalten wir auch zwei verschiedene Ableitungsbdume (Abbildung 1.20).

Die von G erzeugte Sprache £(G) = {a"b™ | 1 < m < n} ist allerdings nicht mehrdeutig,
denn es gilt £(G) = L(G') fiir die eindeutige Grammatik

G’ = ({5,T},{a,b},{S — aS| aTb|ab, T — aTb| ab},S).

Das Wort a°b® besitzt in G’ nur mehr die einzige Linksableitung

BEISPIEL. Imperative Programmiersprachen besitzen iiblicherweise if-then-else An-
weisungen. Meist ist auch eine zweite Form ohne else-Zweig erlaubt. Dieses Konditio-
nalanweisungen kénnen durch die Grammatik

Gl = <{Anw}’{£7m_) %- exPr-M}aPhAnw>
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beschrieben werden, wobei P; aus den folgenden Produktionen besteht:

Anw — if expr then Anw

| if expr then Anw else Anw
| others

Dabei dient expr als Platzhalter fiir die {iblichen logischen Ausdriicke und others fiir

sonstige Anweisungen.
G ist mehrdeutig, da das Wort

w = 1if expr then if expr then others else others
zwei Linksableitungen besitzt:

Anw = if expr then Anw else Anw

= if expr then if expr then Anw else Anw
= if expr then if expr then others else Anw
= w

Anw = if expr then Anw
=7 i_tﬂglﬂi_f_e_xp;rMAnwwAnw
=>1 if expr then if expr then others else Anw
=L w

Tatsichlich kann w zweifach interpretiert werden: der else-Zweig kann dem ersten if zu-
geordnet werden (1. Ableitung) oder dem zweiten if (2. Ableitung). Ein Compiler muss
sich in einer fiir den Programmierer vorhersehbaren Weise fiir eine der beiden Alternati-
ven entscheiden. Normalerweise gilt die Regel, dass ein else-Zweig dem néchstliegenden
unvollstiandigen if angehort (entspricht der zweiten Ableitung).

Obwohl G mehrdeutig ist, ist £(G1) es nicht, da sie auch von einer eindeutigen
Grammatik generiert wird:

Go = ({Anw, AnwT, AnwTE}, {if,then, else, expr, others}, P>, Anw)
wobei P, aus folgenden Produktionen besteht:

Anw — AnwT
AnwTE

AnwT if expr then Anw
AnwTE if expr then AnwTE else AnwTE

|
=y

| if expr then AnwTE else AnwT
P=="

|

others
In dieser Grammatik gibt es fiir w nur noch eine Linksableitung:!?

Anw =1 AnwT

12Genau genommen muss die Ableitungsrelation noch mit der Grammatik indiziert werden, auf de-
ren Produktionen sie sich bezieht, also hier etwa &, 1 und &, r. Da aber klar sein diirfte, welche
Vorkommnisse von = sich auf welche Grammatik beziehen, wurde auf diese Formalitét verzichtet.
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=1 if expr then Anw
=7 if expr then AnwTE

=1 if expr then if expr then AnwTE else AnwTE
= if expr then if expr then others else AnwTFE

= w
O

1.71 BEISPIEL. Die Sprache L = {a™b™c" | m,n > 1} U {a™b"c" | m,n > 1} ist die
Vereinigung zweier kontextfreier Sprachen L; und Ly, denn

Iy = {a™p"e” | m,n 21} und
Ly = {a™"c" |mn>1}
werden von den kontextfreien Grammatiken
Gi = <{Su Ai7 Bi}: {éy bag}a H‘) Si>a i€ {17 2}7 mit
P, = {8 — A1B;, A - aAib|ab, B1 — cBi1|c} und
P, = {Sy— AyBy, By —bBoc|bg, Ay — ads | a}

erzeugt, woraus man

G = <{57A15A2,BlaBQ}n {§9979}7P)S> mit
P = {S— A1By| AsBy, A1 — adAib|ab, By —¢cBi | ¢, B> — bBsc|bg,
Ay — ads | a}

konstruieren kann, und es gilt:
E(G) = E(Gl) L) E(GQ) = In U Lis =1

Wir geben nun alle moglichen Linksableitungen des Wortes a’b?c? in obiger Grammatik

G an:

Intuitiv kann man erkennen, dass es fiir jede Grammatik G, welche die obige Sprache
L erzeugt, eine von G abhingige Konstante & geben muss, sodass a"b"c™ mindestens
2 Linksableitungen haben muss. Mit entsprechend groBem beweistechnischen Aufwand
kann man in der Tat zeigen, dass alle Grammatiken fiir L mehrdeutig sind, d.h., L ist
inh&rent mehrdeutig. O

Wir begniigen uns hier jedoch, folgenden Satz ohne Beweis anzugeben:

1.72 SATZ. Es gibt inhdrent mehrdeutige kontextfreie Sprachen.
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Backus-Naur-Form (BNF)

Die Backus-Naur-Form wird meist als Synonym fiir die Produktionen einer kontextfreien
Grammatik verwendet. Historisch bedingt wird der Begriff der BNF oft mit einer be-
stimmten Konvention fiir die Schreibung von Nonterminalen verkniipft: um diese eindeu-
tig von Terminalsymbolen zu unterscheiden, war es iiblich, den Namen der Nonterminale
in spitze Klammern zu setzen, etwa:

(Realy — (Digit) (Digits) . (Digits) (SF)

Erweiterte Backus-Naur-Form (EBNF)

Kontextfreie Grammatiken in EBNF — auch ,Regular Right Part Grammar“ (RRPG)
genannt — unterscheiden sich von kontextfreien Grammatiken dadurch, dass auf der
rechten Seite einer Produktion regulére Ausdriicke in EBNF stehen diirfen (siehe Ab-
schnitt 1.3.2). Diese Erweiterung erhéht zwar nicht die Ausdruckskraft, erspart aber das
explizite Anschreiben von ,,uninteressanten* Produktionen. Eine Produktion der Form
A — wi{ws}ws etwa ermdglicht die Ableitung des Wortes wjwiws aus A fiir beliebiges
n > 0 in einem einzigen Schritt. Jede kontextfreie Grammatik in EBNF kann systema-
tisch in eine kontextfreie Grammatik {ibersetzt werden:

A — wy (wg) wy entspricht A — w; Bws
B — w»o

A — wy {wo} wy entspricht A — w; B ws
B—c|w B

A — wy [wy] ws  entspricht A — w; Bws
B — | wy

BEeispIEL. Eine hiufiges Konstrukt in der Syntax von Programmiersprachen sind Listen
jedweder Art, etwa Listen von Bezeichnern (Identifiern), wie sie in Variablendeklaratio-
nen auftreten konnen. In EBNF lassen sich solche Listen durch eine einzige Produktion
erzeugen:

identlist — ident { , ident }
In einer konventionellen Grammatik wiren hierzu zwei Regeln notwendig:

identlist — ident B
B — ¢&|,ident B

O

BEISPIEL. Der Skalierungsfaktor einer Realzahl in Modula lidsst sich in EBNF kompakt
beschreiben durch die Regel

ScaleFactor — E|[+ | =] Digit { Digit}
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1.75

Eine Ubersetzung in eine Standardgrammatik erfordert drei Produktionen:

ScaleFactor — E By Digit B
By = elt|=
By, — ¢z | Digit By
Wahlt man fiir die Hilfsvariablen B; und Bs die sprechenderen Namen Sign und Digits,
sind die Produktionen identisch mit jenen aus Beispiel 1.59. O
Syntaxdiagramme

Erlaubt man bei Syntaxdiagrammen (siehe Abschnitt 1.3.2) rekursive Diagrammaufrufe,
konnen beliebige kontextfreie Grammatiken in EBNF graphisch dargestellt werden. Der
Name eines Diagrammes entspricht der linken Seite einer Produktion, das Diagramm
selber ihrer rechten Seite.

BEISPIEL. Ein Syntaxdiagramm fiir die Sprache der wohlgeklammerten Ausdriicke aus
Beispiel 1.60 hat folgendes Aussehen:

WKA

L WEKA WEKA J

Das Diagramm enthélt drei rekursive Aufrufe von WKA, ist somit kein regulires Syn-
taxdiagramm mehr. O

Normalformen fiir kontextfreie Grammatiken

Allgemein ist eine Grammatik eines Typs in einer Normalform, wenn sie gewisse Bedin-
gungen erfiillt und man fiir jede Grammatik G dieses Typs effektiv eine Grammatik G’
dieses Typs konstruieren kann, die diesen Bedingungen entspricht. So gibt es auch zu
jeder kontextfreien Grammatik eine dquivalente Grammatik, die gewissen Restriktionen
hinsichtlich der Form der Produktionen geniigt. Im Folgenden werden wir zwei bekannte
Normalformen fiir kontextfreie Grammatiken kennen lernen.

Auf dem Weg zur ersten hier vorgestellten Normalform, der sogenannten Chomsky-
Normalform, werden wir nun zu einer vorgegebenen Grammatik G = (N, T, P, S) schritt-
weise Grammatiken G; = (N;, T, P;,S), 1 < i < 4, konstruieren, welche die folgenden
Bedingungen erfiillen:

(1) Aus jeder Variablen A € N ist ein Terminalwort w € T* ableitbar.
(2) Fiir jedes Symbol a € (N UT) gibt es eine Satzform v, die a enthilt.

(3) P enthilt keine e-Produktionen, also keine Produktionen der Gestalt A — «.
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1.76

1.TF

(4) P enthilt keine Produktionen der Gestalt A — B (sogenannte Einheitsproduktio-
nen), fir Variablen A, B € N.

Dabei werden wir gleichzeitig weitere Eigenschaften und Entscheidungsalgorithmen fiir
kontextfreie Grammatiken kennenlernen.

LEMMA. Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S) mit L(G) # 0 gibt es eine
dquivalente Grammatik G1 = (N1,T, Py, S) derart, dass aus jeder Variablen in G1 ein
Terminalwort ablettbar ist.

BEWEIS. N; kann iterativ folgendermafien bestimmt werden. Wir definieren
NY={AeN|A>wePweT} .

Dies ist die Menge aller Variablen, aus denen direkt ein Terminalwort ableitbar ist. Fiir
1 > 1 definieren wir iterativ

N?={AeN|AowePwe W Durypuntb .

Bezeichnet n die Anzahl der Variablen in N, so ist klar, dass diese Iteration nach
hochstens n Schritten beendet werden kann, oder aber friiher, sobald zwei aufeinan-
derfolgende Mengen Nl(m+1) und Nl(m) (fiir ein m > 1) gleich sind. Wir nehmen nun
N, = 1(m), sowie P; derart, dass darin alle Produktionen aus P vorkommen, welche
nur Symbole aus N7 U T enthalten. O

Wendet man die effektive Konstruktion im obigen Beweis auf eine beliebige kontext-
freie Grammatik G an, so erhilt man sofort einen Entscheidungsalgorithmus fiir das
Problem ob die von G erzeugt Sprache leer ist oder nicht. Denn L(G) ist genau dann
nicht leer, wenn aus der Startvariablen ein Terminalwort ableitbar ist (oder umgekehrt:

L(G) = 0 wenn S ¢ N{™).

LEMMA. Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit L(G) # () gibt es eine dquivalente
Grammatik Go = (N, To, P», S) derart, dass jede Variable in G2 von der Startvariablen
von Go aus erreichbar ist.

BEWEIS. Ausgehend von der zu G dquivalenten Grammatik G bestimmen wir nun die
Menge aller Symbole V', die vom Startsymbol S aus erreichbar sind.
Wir definieren V2<1) = {S} sowie iterativ fiir ¢ > 1

Vi ={a e MUT |A—uaweP,Ae (VI AN, uwe (NUT) Uy

Dieser Algorithmus bricht nach héchstens n; Schritten ab, wobei n; die Anzahl der

Symbole in N; U T bezeichnet. D.h., fiir ein m < n; gilt Vz(mH) = Vz(m), und wir
nehmen Ny = Vz(m) N N1, sowie Tp = Vz(m) N7T7 und P; so, dass darin alle Produktionen
nur Symbole aus No U 75 enthalten. O
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1.78

1.79

1.80

DEFINITION. Eine Grammatik, bei der jedes Symbol von der Startvariablen aus erreich-
bar ist und ein Terminalwort ableitet (die Lemma 1.76 und Lemma 1.77 erfiillt), heifit
Grammatik ohne nutzlose Symbole.

Um zu zeigen, dass es zu jeder kontextfreien Grammatik eine dquivalente kontextfreie
Grammatik gibt, die auch monoton ist, miissen wir die e-Produktionen elimieren.

LEMMA. Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N,T,P,S) mit L(G) # 0 gibt es
eine dquivalente Grammatik Gy = (N3, T3, P3,S) ohne nutzlose Symbole und ohne e-
Produktionen derart, dass L(G3) = L(G) — e.

BEWEIS. Ausgehend von der zu G dquivalenten Grammatik G5 ohne nutzlose Symbole,
bestimmen wir nun die Menge aller Variablen, aus denen in héchstens no Schritten (n
bezeichnet die Anzahl der Symbole in N2) das Leerwort ableitbar ist: Wir definieren

NV ={AeN,|A—cen}

Dies ist die Menge aller Variablen, aus denen das Leerwort direkt ableitbar ist. Fiir ¢
mit 1 < 7 < no definieren wir iterativ

Nesi) ={AeENy |A—-weEP,wEe (Néi_l))*} U ‘Néz‘—l).

Klarerweise gilt, dass aus einer Variablen A genau dann das Leerwort ableitbar ist, wenn
A€ N_SEnZ). Daher erhilt man sofort fiir die Startvariable S, dass ¢ € L(G2) (= L(G))
genau dann, wenn S € N3(n2).

Wir entfernen nun alle e-Produktionen aus P> und nehmen anstelle einer Produktion
A— Xp.. X mit X; € NoUT, 1<i<k,k>1,aus P, alle Produktionen A — Y7...Y}

in Pj auf, die folgende Bedingungen erfiillen:
1. ¥iaYp98&

2. firallesmit 1 <:< k:
a) Y; =X, fir X; € Np — N?Enz)
b) 3/2 = -Xi oder }/; = = fiir Xi e ]VPEnQ)

Wenden wir nun auf ( Ténﬂ, T», P3,S) die Algorithmen aus Lemma 1.76 und Lemma

1.77 an, um eventuell neu entstandene nutzlose Symbole zu entfernen, so erhalten wir
schlieflich Gs. O

Als letzte Vorbereitungsstufe fiir die Chomsky-Normalform eliminieren wir nun noch
die sogenannten Einheitsproduktionen, also Produktionen der Gestalt A — B, wobei A
und B Variablen sind.

LEMMA. Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N,T,P,S) mit L(G) # 0 gibt es eine

dquivalente Grammatik Gy = (Ny, Ty, Py, S) ohne nutzlose Symbole, ohne e-Produktionen
und ohne Einheitsproduktionen derart, dass L(G4) = L(G) — .
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BEWEIS. Wir gehen von der zuvor zu G konstruierten Grammatik G3 aus und eliminie-
ren die dort enthaltenen Einheitsproduktionen folgendermafien: Sei n3 gleich die Anzahl
der Variablen in N3 und By — B; eine Produktion in P;. Dann betrachten wir alle
Ableitungen By = B] = By = ... = B = w,w ¢ N3, d.h., die im letzten Schritt ange-
wendete Produktion ist keine Einheitsproduktion. Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit kénnen wir annehmen, dass wir nur Ableitungen ohne Wiederholung der Variablen
zu betrachten brauchen, d.h., & < nz. Wir ersetzen nun jede Produktion der Gestalt
By — Bj durch die Produktionen By — w aus den oben beschriebenen Ableitungen.
Nachdem es jedoch passieren kann, dass durch dieses Verfahren wiederum nutzlose
Symbole erzeugt werden, muss man noch einmal Lemma 1.76 bzw. Lemma 1.77 anwen-
den, ehe man die gewiinschte Grammatik G4 erhalt. O

Als Ergebnis dieser vorbereitenden Schritte erhalten wir eine sogenannte reduzierte
Grammatik, also eine kontextfreie Grammatik, die weder nutzlose Symbole, noch e-
oder Einheitsproduktionen enthilt.

SATZ (CHOMSKY-NORMALFORM FUR KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN). Zu jeder kon-
textfreien Grammatik G = (N, T, P,S) kann man effektiv eine dquivalente kontextfreie
Grammatik G' = (N',T', P'| S’} (ohne nutzlose Symbole) so konstruieren, dass jede Pro-
duktion von der Gestalt A — BC oder A — a mit A,B,C € N' und a € T ist; um auch
das Leerwort erzeugen zu kénnen, wird dessen Erzeugung aus dem Startsymbol S durch
die Produktion S — € erlaubt unter der Bedingung. dass das Startsymbol S nicht auf der
rechten Seite einer Produktion vorkommt.

BEWEIS. Nach dem zuvor Gezeigten ist es entscheidbar, ob das Leerwort ¢ in L(G)
ist oder nicht. Ist £(G) leer oder gleich {e}, dann sind wir bereits fertig. Ansonsten
konnen wir nach den obigen Konstruktionen effektiv eine reduzierte Grammatik G4 =
(N4, Ty, Py, S) konstuieren, die L(G) — ¢ erzeugt. Zu der reduzierten Grammatik G4
konstruieren wir nun eine reduzierte Grammatik G’ = (N, 77, P/, S’) in Chomsky Nor-
malform. Als erstes ersetzen wir jedes Terminalsymbol a € 7" auf den rechten Seiten der
Produktionen in P; durch eine entsprechende neue Variable X,, soferne die rechte Seite
nicht ohnehin nur aus einem einzigen Terminalsymbol besteht. Aulerdem fiigen wir die
neuen Produktionen X, — a hinzu.

Jede Produktion der Gestalt A — Bj...By fiir & > 2, (nach der soeben durchgefiihrten
Umformung sind alle Sybole auf der rechten Seite Variablen) ersetzen wir nun durch die
Produktionen A — B1Y1, Y1 — BsYs, ..., Yi_o — Bj_1Bj.. Gemaf diesen Umformungen
ist die erhaltene Grammatik G” wieder reduziert, enthélt also im speziellen weder &- noch
Einheitsproduktionen, sondern nur Produktionen der Gestalt A — a sowie der Gestalt
A — BC firaeT und A,B,C € N'. Das heifit. G” ist in Chomsky Normalform.

Ist ¢ nicht in L(G), so sind wir breits fertig, d.h.. G’ = G”. Ansonsten miissen wir
zu P’ noch die Produktion S — & hinzufiigen. umm die zu G #quivalente reduzierte
Grammatik in Chomsky Normalform zu erhalten. soferne S nicht auf der rechten Seite
einer Produktion enthalten ist (S’ = S), oder wir miissen ein neues Startsymbol S’
hinzufiigen (d.h., N’ = N” U {S’}) sowie zusiitzlich die Produktionen S' — w, wobei w
die rechte Seite einer S-Produktion ist, d.h., P = PU{S —w | S — w € P"}. O
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1.82 BEISPIEL. Wir transformieren folgende Grammatik in Chomsky-Normalform:
G = {{5,4,B,C,D}{al P.5) mit
P = {S—aA|B|D,A—aB,B— A B—¢eC—a}.
1. Zuerst untersuchen wir, ob aus jeder Variablen in GG ein Terminalwort ableitbar ist
(Lemma 1.76):
1
- MY ={B,C}
_ a® _ _ (3
N7 ={5A}U{B,C} =N,
Aus D kann offensichtlich kein Terminalwort abgeleitet werden, wir erhalten also
Gi1 = (N, {2}, P, S) mit
Ny = {5,AB,C}
P = {S—aA|B,A—aB,B— A B—¢sC—a}.

Nun ist in G aus jeder Variablen ein Terminalwort ableitbar und es gilt £(G1) =
L(G).

2. Als Nichstes tiberpriifen wir ausgehend von G, ob alle Symbole vom Startsymbol
S aus erreichbar sind (Lemma 1.77).

- VM = {8}
- v<2 ={A,B,a}u{s} =N .
Wie sich dabei herausstellt, ist C' nicht vom Startsymbol erreichbar. Daher erhalten
wir
Gs = {(Ns,{a}, P, S) mit
N, = {S,A,B}
P, = {§S—2aA|B,A—aB,B—- A B—c¢}.

Mit Go haben wir nun also eine zu G dquivalente Grammatik ohne nutzlose Sym-

bole und es gilt £L(G2) = L(G).
3. Nun sehen wir uns die e-Produktionen in G2 an (Lemma 1.79):
1
- v = {B}
— NP ={s}u{B}=N® Also: e L(G) .
Wir erhalten somit
G; = (Ns,{a}, Ps,S) mit
N, = {8, 4, B}
P; = {S—aA|B,A—aB|a B — A} .

=
I

G5 enthilt nun weder nutzlose Symbole noch e-Produktionen, und es gilt £(G2) =
L(G) —e.
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4. In G5 gibt es noch die Einheitsproduktionen S — B sowie B — A, die wir nun
eliminieren (Lemma 1.80). Nachdem aus B sowohl aB wie auch a ableitbar ist
(durch B = A = aB bzw. B = A = a), ersetzen wir nun B — A durch B — aB |
a sowie S — B durch S — aB | a und erhalten damit die reduzierte Grammatik

Gy = (Ny,{a}, Py, S) mit
Ny = Ny=Ny={S,A,B}
Py, = {S—aA|aB|a,A—aB|a,B—aB|a} .

Durch erneute Anwendung der Lemmas 1.76 und 1.77 stellt man fest, dass in
diesem Fall keine neuen nutzlosen Symbole erzeugt wurden.

5. Zu guter Letzt konstruieren wir nun zur reduzierte Grammatik G4 (die £(G) —
¢ erzeugt) eine reduzierte Grammatik G’ in Chomsky-Normalform, fiir die gilt
L(G") = L(G) (Satz 1.81).

Dabei ersetzen wir zunéchst a durch X, in allen Produktionen, in denen a nicht al-
leine auf der rechten Seite vorkommt und erhalten so die neue Produktionenmenge

{§—X,A|X,B|a,A— X,B|a,B— X,B|aX,— a} .

Nachdem wir unter Punkt 3. festgestellt haben, dass £ € £(G), miissen wir noch
die Produktion § — ¢ hinzufiigen, um nun die zu G dquivalente Grammatik

G = <{Sa -A’BvXaaY—l}, {Q},P,,S> mit
P = {S—X,A|X,Blale, A— X,Bla, B— X.,B]|a,
X, — a}

in Chomsky-Normalform zu erhalten.

Man kann' sich leicht davon iiberzeugen, dass L(G) = L(G') = {a}* gilt. O

Eine weitere bekannte Normalform fiir kontextfreie Grammatiken, die wir im Fol-
genden ohne Beweis angeben, benutzt Produktionen, deren rechte Seiten mit einem
Terminalsymbol beginnen, dem eventuell noch Variablen folgen.

SATZ (GREIBACH-NORMALFORM). %Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T, P, S)
kann man effektiv eine dquivalente kontexstfreie Grammatik G' = (N',T', P',S") so kon-
struteren, dass jede Produktion von der Gestalt A — aw mit A € N', a € T und
w e (N'UT"* ist (erweiterte Greibach-Normalform); man kann G’ sogar so konstruie-
ren, dass w € N™* gilt (strikte Greibach-Normalform).

Um auch das Leerwort erzeugen zu kénnen, wird dessen Erzeugung aus dem Startsym-
bol S durch die Produktion S — & erlaubt unter der Bedingung, dass das Startsymbol S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommdt.

13Benannt nach der 1939 in New York geborenen amerikanischen Mathematikerin Sheila Greibach.
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1.84

1.85

1.86

BEISPIEL. Die Sprache L = {g’-’”f’“g?" |, 2 1} wird von der folgenden Grammatik
in erweiterter Greibach Normalform erzeugt:

G ({S, X},{0,1}, P1,S) mit
P = {§—0°50% 89— 0°X0* X — t'X, X — 1%}

Die Linksableitungen fiir alle n,k > 1 sind:
g =n—1 OE(n—l)SOQ(n—I) = 02n X 02" = k-1 o‘lnl-l(k—l)XOQn = 02nq4kg2n

BEISPIEL. Sei L = {g_”"”“g"“g”ﬂn | n > m, k> 0}. Dann kann man L so umformen, dass
b — {g"/_1§§k§m2+7”3 am -l | p/ 50, k> 0}. Wir konstruieren nun eine eindeutige
kontextfreie Grammatik G in erweiterter Greibach Normalform mit £(G) = L :

G = ({S,B},{a,b},P,S) mit
P = {§—2%a"",§—aBa"*"" B —bB,B — b}

Die Linksableitungen fiir alle n’ > 0, k& > 0 sind:
g )
& ani—1 a'=1gam?(n'=1) s Jn’' gpom®n’+m? _ k-1 an’bk—lBaan’-i-mS = a pkam*n+m?
O

Grenzen kontextfreier Sprachen

Wie wir in Abschnitt 1.4.7 gesehen haben, besagt das Pumping-Lemma fiir reguldre
Sprachen, dass jede geniigend lange Zeichenkette aus einer reguldren Sprache eine kurze
Teilzeichenkette enthélt, die bliebig aufgepumpt werden kann. Das Pumping-Lemma fiir
kontextfreie Sprachen besagt nun, dass es immer zwei kurze Teilzeichenketten gibt, die
eng zusammenliegen und beliebig oft wiederholt werden kénnen, wobei die Anzahl der
Wiederholungen fiir die beiden Teilzeichenketten gleich sein muss.

SATZ (PUMPING-LEMMA FUR KONTEXTFREIE SPRACHEN). Fir jede kontextfreie Spra-
che L tiber ¥ existiert eine nur von L abhdngige Konstante n so, dass es fiir alle Worter
z aus L mit |z| > n Wérter u,v,z,y,w € * mit folgenden Eigenschaften gibt:

(a) z = uzwyv;
(b) |zwy| <n;
(c) lzy| > 0;

(d) fir alle i >0 gilt z(i) := ur‘wy'v € L.

BEwEIS (IDEE). Wéhrend man das Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen mit der
Anzahl der Zusténde entlang eines Pfades in einem DEA begriindet, kann man hier in
dhnlicher Weise mit der Anzahl der Nonterminale entlang von Pfaden in den binédren Ab-
leitungsbaumen einer kontextfreien Grammatik argumentieren. Fiir Details dieser Kon-
struktion verweisen wir auf die einschlagige Literatur. O



1.87 BEISPIEL. Sei L = {a*"b™c™" | n > 1} fiir beliebige Konstanten &, 1, m > 1.

1.88

1.89

Wir zeigen nun mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen, dass L keine
kontextfreie Sprache sein kann. Wir fithren einen indirekten Beweis, und nehmen an, L
ist kontextfrei. Sei n die Konstante aus dem Pumping-Lemma und z = a*"b"c™". Wegen
|z| = (k + 1+ m)n > n miissen nach dem Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
u,v,w, T,y so existieren, dass z = uzvyw, |zy| > 1, |zvy| < n und 2; = urtvytw € L fiir
alle ¢ € V.

Aus |zvyla > 0 folgt wegen |zvy| < n jedoch |zvy|c = 0. Fiir z; erhdlt man daher
|z2|c = mn, aber entweder ist wegen |zy| > 1 nun |22|, > kn oder |z2|p > In. Da aber z
das einzige Wort s in L mit |s|c = mn ist, jedoch zp # z gilt, kann z» nicht aus L sein.

Aus |zvyla = 0 folgt fiir z2 hingegen |22|a = kn, aber wegen |zy| > 1 muss entweder
|z2]p > In+ oder |z3]c > mn sein. Somit gilt 2o € L, da 29 # z und z das einzige Wort
s € L mit |s|y = kn ist.

Wir haben damit alle moglichen Zerlegungen von z untersucht, aber in jedem Fall
einen Widerspruch erhalten! L kann daher nicht kontextfrei sein. O

Der folgende Satz, der sich direkt aus dem Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
ergibt, erlaubt fiir formale Sprachen von bestimmter Gestalt einfache Beweise dafiir zu
zeigen, dass die entsprechende Sprache nicht kontextfrei ist:

FOLGERUNG (KOROLLAR ZUM PUMPING-LEMMA FUR KONTEXTFREIE SPRACHEN).
Sei L C {a}* so gegeben, dass L = {af™ | n > 0} fiir eine streng monoton wachsen-
de Funktion f in den natiirlichen Zahlen. Gibt es nun fir jede natirliche Zahl k eine
natiirliche Zahl n(k) so, dass f(n(k) + 1) — f(n(k)) > k, dann kann L nicht konteztfrei
sein.

BEISPIEL. Gemif Satz 1.88 koénnen die Sprachen
{aP | p ist eine Primzahl } und {a*" | n > 0} nicht kontextfrei sein. O

1.5.3 Jenseits der Kontextfreiheit

Um alle Aspekte der Syntax einer Programmiersprache beschreiben zu kénnen, benétigt
man mehr Ausdruckskraft, als kontextfreie Sprachen sie besitzen. Die Bedingung, dass
Variablen vor ihrer Verwendung deklariert werden miissen oder dass die Operanden ei-
nes Operators im Typ iibereinstimmen miissen, lésst sich nur schwer oder gar nicht
durch eine kontextfreie Grammatik beschreiben. Ahnlich kénnen in der Linguistik die
Ubereinstimmung verschiedener Satzteile in Fall und Person nur unzureichend durch
kontextfreie Grammatiken modelliert werden. Daher erweiterte man kontextfreie Gram-
matiken um Attribute bzw. Aktionen. Derartige Formalismen sprengen allerdings den
Rahmen der in Abschnitt 1.5 definierten Grammatiken und des damit verbundenen Ab-
leitungsbegriffes. Eine genauere Behandlung dieser Spezifikationsmethoden erfolgt im
Rahmen der Vorlesung Ubersetzerbaa.

Eine andere Moglichkeit zur Steigerung der Ausdruckskraft, die vor allem von theore-
tischem Interesse ist, besteht darin, die Produktionen einer Grammatik weniger einzu-
schrinken. Bei reguléiren Grammatiken miissen die Produktionen ja die Gestalt A — aB
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bzw. A — ¢ besitzen; kontextfreie Produktionen haben die Form A — (3, wobei (3 keinen
Einschréankungen unterliegt. In den folgenden Abschnitten werden kontezrtsensitive und
monotone Grammatiken behandelt, bei denen Nonterminale im Kontext mit anderen
Symbolen ersetzt werden kénnen.

Monotone Grammatiken

DEFINITION. Eine Grammatik heifit monoton, wenn fiir alle Produktionen a — 3 gilt,
dass die Lange von a kleiner oder gleich der Lénge von /3 ist.!* Kommt die Startvariable S
nicht auf der rechten Seite irgendeiner Produktion vor, dann ist auch die Produktion
S — ¢ zugelassen.

DEFINITION. Eine formale Sprache L heifit monoton, wenn Sie von einer monotonen
Grammatik erzeugt wird.

BEISPIEL. Die Sprache L = {a"b"c"™ | n > 0} ist nicht kontextfrei, d.h., es gibt keine
kontextfreie Grammatik, die L generiert. L wird aber durch die monotone Grammatik
({S,T,C}, {a,b,c}, P, S) erzeugt, wobei P die Menge folgender Produktionen ist:

lea

Cb — bC

o Ce -+ gg

I
ot 3
o
10

abe
TprC|a

TS

5 ==
7 —

o

Beispiel einer Ableitung:

S=aTbc=2aTbCbc=22abCbCbc=2aabCbbCc

Kontextsensitive Grammatiken

DEFINITION. Eine Grammatik heifit kontextsensitiv (Typ-1-Grammatik), wenn alle Pro-
duktionen die Form uAv — wufv besitzen, wobei u,v € (NUT)*, A € N und 8 €
(NUT)*. Kommt die Startvariable S nicht auf der rechten Seite irgendeiner Produktion

. vor, dann ist auch die Produktion S — ¢ zugelassen.

1.94

DEFINITION. Eine formale Sprache L heifit kontextsensitiv, wenn Sie von einer Typ-1-
Grammatik erzeugt wird.

Im Vergleich zu kontextfreien Grammatiken wird bei kontextsensitiven Grammatiken
ein Nonterminal A nur dann ersetzt, wenn der Kontext links und rechts von A in der
zugrundeliegenden Satzform vorkommt.

Unter der Lénge eines Wortes (aus Terminal- und Nonterminalsymbolen) versteht man die Anzahl der
Symbole in diesem Wort. Das Wort abac etwa hat die Lange 4; das Leerwort hat die Linge 0.
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BEISPIEL. Sei L wie in Beispiel 1.92 die Sprache L = {a"b"c" | n > 0}. Mit Ausnahme
einer einzigen sind alle Produktionen der monotonen Grammatik auch kontextsensitiv.
Das schwarze Schaf ist die monotone Produktion C'b — b C, die durch vier kontextsen-
sitive Regeln ersetzt werden muss. Sei G die Grammatik

<{S$ T,B’ C7X’ Y}’ {g’h)g}, P5 S> )

wobei P aus folgender Produktionen besteht:

S — ¢c|abc|aTBc CB — CY
T — aTBC(C|abC cYy — XY
B — b XY —- XC
Cc — cc XC — BC

G ist kontextsensitiv und es gilt £(G) = L. Als Beispiel einer Ableitung leiten wir wieder
das Wort aaabbbccc ab.

S=aTBeg=aaTBCBg=aaabCBCB¢
= aaab(CB(CYc=2aabCBX Yc=2aaabCBX (Cc=aaabCBBC(Cc

=aaab( Y B(Cc=22aabX Y B(Cc=2aa2bX CBCc=22abB(CBC(C¢c

= 22abBCY Cc=22abBX Y Cc=2aaabBX CCc=22a2bBB(C (¢
= aaabB B Ccc=aaabB Bccc= aaab Bbccc = aaabbbccc

a

Die obige Umformung funktioniert generell fiir Regeln der Gestalt AD — BC, und
wie man aus der Chomsky-Normalform (siehe néichsten Abschnitt) weiss, sind dies die
einzigen nicht kontextfreien Regeln in Typ-1-Grammatiken. Daher kann man zeigen,
dass es zu jeder monotonen eine dquivalente kontextsensitive Grammatik gibt. Da um-
gekehrt per definitionem jede kontextsensitive auch eine monotone Grammatik ist, gilt
der folgende Satz:

SATZ. Eine formale Sprache ist genau dann monoton, wenn sie kontextsensitiv ist.

1.5.4 Die Chomsky-Hierarchie

Jeder der in den vorigen Abschnitten definierten Grammatiktypen definiert auch eine
Familie formaler Sprachen. Der Zusammenhang zwischen diesen Sprachfamilien soll nun
behandelt werden.

DEFINITION. Seit € {0,1,2,3} und ¥ ein Alphabet. Dann wird die Menge aller formalen
Sprachen L C ¥*, die von einer Grammatik vom Typ i erzeugt werden konnen, mit £;(X)
bezeichnet. Die Familie der formalen Sprachen, die von einer Typ-i-Grammatik erzeugt
werden kénnen, bezeichnen wir mit £;.
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Fiir die Typ-i-Grammatiken gibt es die folgende Normalformen:

Typ-3: A—b, A—0bC, beT
Typ-2: A—b, A— BC, beT
Typ-1: A—b, A— BC, AD— BC, beT
Typ-0: A—b A— BC, AD— BC, beTU({e}

Bei den Typen 3, 2, und 1 wird noch die Produktion S — & erlaubt, sofern die
Startvariable S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt. Wie man aus
diesen Normalformen fiir die Typ-i Grammatiken sofort erkennt, gilt

Lg € L9 € Ly.

Aus den Beispielen mit den Pumping-Lemmas fiir regulire und kontextfreie Srachen wis-
sen wir, dass diese Inklusionen echt sind. Wir benétigen nun noch die folgende Definition
der Familie der rekursiven Sprachen:

DEFINITION. Eine Sprache L € Ly(X) heifit rekursiv, wenn auch das Komplement der
Sprache L = ©* — L, eine rekursiv aufzihlbare Sprache ist, d.h., L € £o(Z). Die Menge
der rekursiven Sprachen aus Lo(X) wird mit £,..(X) bezeichnet, die Familie der rekur-
siven Sprachen mit L,ec.

Eine formale Sprache L ist also genau dann rekursiv, wenn sowohl die Sprache L selbst
als auch ihr Komplement ¥* — L rekursiv aufzéhlbar sind. Damit bildet aber auch L,e.
die grofite Sprachfamilie, fiir die das Problem w € L (Wortproblem) fiir alle w € ¥*
entscheidbar ist:

SATZ. Das Problem w € L ist fiir rekursive Sprachen L entscheidbar.

BEWEIS (IDEE). Ein einfacher Entscheidungsalgorithmus bei gegebenen Grammatiken
G fiir eine Sprache L und einer Grammatik G’ fiir das Komplement von L, d.h. I,
sieht folgendermaflen aus: Man berechnet schrittweise alle méglichen Satzformen fiir G
und G/, die in n = 1,2,... Schritten ableitbar sind. Da nun das Wort w entweder in
L(G) oder L(G'") liegt, muss es ein n geben, sodass w in n Schritten entweder in G oder
in n Schritten in G’ ableitbar ist, d.h., in den in n Schritten ableitbaren Satzformen
vorkommt. O

Diese Familie der rekursiven Sprachen L,e. schiebt sich nun noch zwischen £; und
Lo: Insgesamt bilden die in diesem Abschnitt definierten Sprachfamilien eine strikte
Hierarchie, die nach dem Linguisten Noam Chomsky benannt ist:

SaTz (CHOMSKY-HIERARCHIE). L3 G L2 G £y € Lo S Lo.

Fiir einen Beweis der Inklusion £1 C ;.. verweisen wir auf die einschligige Literatur.
Auf die Echtheit der Inklusion L,e. C Lo wird noch in Abschnitt 1.6.3 eingegangen.
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1.5.5 Abschlusseigenschaften

In diesem Abschnitt betrachten wir nun zusamenfassend den Abschluss von Sprachfami-
lien der Chomsky-Hierarchie unter einstelligen Operationen wie Komplement und Stern
sowie unter zweistelligen Operationen wie Vereinigung und Konkatenation.

Vereinigung, Konkatenation und Stern

Alle Sprachfamilien £;, ¢ € {0,1,2,3}, der Chomsky-Hierarchie sind gegeniiber den
Operationen Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen.

BEISPIEL. Seien G; = (N;, T, P;, S;), i € {1,2}, zwei kontextfreie Grammatiken mit
N; N Ny = (. Dann definieren wir die beiden kontextfreien Grammatiken G nion fiir
L(G1) U L(G2) und Gegt fiir L(Gq) - L(G2) folgendermafen:

Gunion = (M1 UN U{S}H, T, PLUP,U{S — 51,5 — S3},5)

Gogt = <J\/'1 UNy U {S},T, PiUPR U {S — 5152}, S>

Homomorphismus und inverser Homomorphismus

Homomorphismen haben wir bereits in Abschnitt 1.4.7 kennengelernt. Es gilt der fol-
gende Satz:

Satz. Firi € {0,2,3} sind die Familien L; gegeniiber beliebigen Homomorphismen ab-
geschlossen; die Familie der monotonen (kontext-sensitiven) Sprachen ist nur gegeniiber
e-freien Homomorphismen abgeschlossen.

BEISPIEL. Sei L = {a_1m4‘t_>m”gm”g"gm”gm | n > 1}. Wir zeigen nun indirekt, dass L nicht
kontextfrei sein kann. Angenommen L ist kontextfrei. Sei dann ~ der Homomorphismus

und h(e) = ¢, d.h., h(L) = {2™"b™"c™" | n > 1}. Nach Satz 1.102 ist die Familie der
kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen Homomorphismen abgeschlossen, d.h. auch
h(L) miisste daher kontextfrei sein. Nach Beispiel 1.87 ist h(L) aber nicht kontextfrei,
d.h. auch L kann keine kontextfreie Sprache sein. O

DEFINITION. Ist ein Homomorphismus A : ¥* — '™ gegeben, so ist der inverse Homo-
morphismus h~! fiir eine Sprache L definiert als h™1(L) := {w € &* | h(w) € L}.

Satz. Fir i € {0,1,2,3} sind die Familien L; gegeniiber inversen Homomorphismen
abgeschlossen.
gsm-Abbildung

Eine allgemeinere Art von Homomorphismen sind sogenannte gsm-Abbildungen. Dabei
kann man sich eine gsm (generalized sequential machine) als endlichen Automaten mit
Ausgabe vorstellen:
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1.106 DEFINITION. Eine gsm ist ein Sechstupel M = (Q,X,T,d, qo, F), wobei @Q die Menge
der Zusténde, ¥ das Eingabe- und I' das Ausgabealphabet, § C @ x X x @ x I'* die
Ubergangsfunktion, go der Anfangszustand und F die Menge der Endzustiinde ist. Die
durch M gegebene gsm-Abbildung fas : £* — P(I'*) ist folgendermafen definiert: Fiir
w € T* berechnet sich ein Element aus fj;(w) dadurch, dass wie beim zugrundeliegenden
endlichen Automaten (@, X, d’,qo, F) mit &' = {(¢,a;p) | (¢,a;p,v) € §} das Eingabe-
wort w analysiert wird, gleichzeitig mit dem zu (g, a; p, v) gehérenden Ubergang (g, a:p)
aber auch das entsprechende Wort v ausgegeben wird; alle derartigen Ausgabeworter
v, die sich auf diese Weise bei der Analyse des Eingabewortes w auf einem Pfad vom
Startknoten gg zu einem Endknoten aus F' ergeben, definieren fj;(w).

Gilt fiir alle (g, a;p,v) € §, dass v # &, so nennt man sowohl M als auch fj; e-frei.
Gibt es fiir jedes Paar (g, a) hochstens einen Ubergang (g, a;p,v) € §, so nennt man
sowohl M als auch fj; deterministisch.

Die Abbildung fj; kann in natiirlicher Weise auf beliebige Sprachen L C ¥* erweitert
werden:
(L) :={vel™|ve fy(w) fir ein w € L}

1.107 BEISPIEL. Die folgende (deterministische) gsm bildet die Sprache {0"10™ | n > 0} auf
die Sprache {a"b" | n > 0} ab:

M = <{QO5 Q'l}, {Q l}a {év h}’ 5s 90, {q1}>1nit

5(q0s9) = (QO,Q)v
5(C.l0,l) = (QI,E)’
6(q1,0) = (a,b).
0/a 0/b
i/e
do a1 O

1.108 BEISPIEL. Um die Sprache {a®*#b%%a*"*l | n > 1,k > 2} auf die Sprache {a%"p*" |
n > 1} abzubilden, konstruieren wir die folgende (deterministische) gsm:

M = ({qi ! 0<:< 7}:{.3'.3 h}a {éah}’éa q0, {Q7})

mit 0(g,a) = (q1,2%),
o(g,2) = (q1,2),
5(Q17h) = (q2a5)7
6(q2ah) = (qQaE),
dlga) = (g, Hr2<i<®
6(gr,2) = (g7,b).

63



1.109

1.110

O

Jeder Homomorphismus ist eine sehr einfache gsm-Abbildung, die nur einen einzigen

Zustand benétigt: Fiir einen gegebenen Homomorphismus - : £ — T'™ ist die zugehorige
gsm M), folgendermaflen definiert:

My = ({g}, 2,1, {(¢,a;9,w) | a € =, h(a) = w}, g, {g})

SATZ. Firi € {0,2,3} sind die Familien L; gegeniiber beliebigen gsm-Abbildungen und
damit auch gegeniiber beliebigen Homomorphismen abgeschlossen; die Familie der mo-
notonen (kontext-sensitiven) Sprachen ist nur gegeniiber e-freien gsm-Abbildungen und
damit auch gegeniiber e-freien Homomorphismen abgeschlossen.

BEISPIEL. Wir zeigen nun, dass {0"1?"0" | n > 2} nicht kontextfrei ist.
Beweis indirekt. Angenommen L = {0"1%70" | n > 2} ist kontextfrei. Sei dann

M = ({QO> q1,92, 43, q4}7 {95_1_}: {Q? ba _C_}, 67 q0, {Q4})

die (deterministische) gsm mit
6(Q07Q) = (Ql,E)a 5(‘]1>_Q) = (q:lag)a 5((1171) = (q236>’ 5((]2»1) = (Q37E>a
6((1371) = (q2’h)7 6(Q3ag) o (q4175)7 6(q—179) = (Q-lvg)

0/a /b 0/c
P O owe A e N o 5
% ~a g g3 1

Da die Familie der kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen gsm-Abbildungen
abgeschlossen ist (Satz 1.109), miisste auch M (L) = {a"b"c™ | n > 1} kontextfrei sein,
was aber nicht der Fall ist (siehe Beispiel 1.87). Widerspruch! Somit kann auch L nicht
kontextfrei sein. O

Man beachte, dass im vorigen Beispiel die Verwendung eines Homomorphismus nicht
ausreichen wiirde! Denn mittels eines Homomorphismus kénnten die Symbole 0 nicht
zugleich auf Symbole a und Symbole ¢ abgebildet werden.

Die folgende Tabelle gibt einen zusammenfassenden Uberblick iiber die Abschlussei-
genschaften der Sprachfamilien in der Chomsky-Hierarchie. Ein ja in Zeile ¢ und Spalte
J bedeutet dabei, dass die entsprechende Familie ¢ unter der Eigenschaft j abgeschlossen
ist.
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L3 | L2 | Ln [Lo
Vereinigung ja | ja ja ja
Konkatenation ja | ja ja ja
Kleenescher Stern ja | ja ja ja
Komplement ja | nein | ja nein
Durchschnitt ja | nein | ja ja
Durchschnitt mit reg. Mengen | ja | ja ja ja
Homomorphismen ja | ja nein | ja
e-freie Homomorphismen ja | ja ja ja
inverse Homomorphismen ja | ja ja ja
gsm~Abbildungen ja | ja nein | ja
e-freie gsm-Abbildungen ja | ja ja ja

1.5.6 Grenzen der Berechenbarkeit und die Church-Turing-These

Im Folgenden wollen wir kurz auf die Mdoglichkeiten des Berechungsmodells der Gram-
matiken eingehen und dessen Grenzen aufzeigen.

Ganz allgemein heilen zwei Mengen A und B gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Ab-
bildung von A auf B gibt. Jede Menge, die gleichméchtig mit w ist, heif3t eine abzdhlbare
Menge. Jede unendliche, nicht abzéhlbare Menge heifit tiberabzihlbar.

BEISPIEL. Die Menge aller reellen Zahlen ist gleichméchtig mit der Menge der reellen
Zahlen in jedem beliebigen Intervall (a,b) = {x | z reell und a < z < b}; beide Mengen
sind nicht abzahlbar, was auf dhnliche Weise wie der folgende Satz gezeigt werden kann.

SATz. Sei M = {0,1}*+ die Menge aller Funktionen f : wy — {0,1}. Dann ist M nicht
abzéhlbar.?®

BEWEIS (CANTORSCHES DIAGONALVERFAHREN). !¢ Angenommen, es gibt eine bijek-
tive Funktion g : wy — M. Sei dann die Funktion h : wy — {0,1} folgendermafien
definiert: h(n) = ([g(n)](n) + 1(mod2)) (d.h., h(n) =1 falls [g(n)](n) = 0 und h(n) =0
falls [g(n)](n) = 1). Dann ist h eine Funktion von w in {0,1}, die somit in M sein
miisste, allerdings wurde h so definiert, dass fiir kein n € w. h = g(n) sein kann, denn
fiir jedes n € wy gilt h(n) — [g(n)](n), was aber h ¢ M bedeutet. Somit ergibt sich aber
ein Widerspruch zur Annahme, dass die Menge )/ abgezéihlt werden kann. O

FOLGERUNG. Sei A eine abzihlbar unendliche Menge. Dann ist P(A) tberabzihlbar.
BEWEIS. Sei A = {z, | n € wy} und fiir jede Teilenge .\/ C A die Funktion x,; : wy —

{0,1} durch xr(n) =0 falls z,, € M und \»/(n) =1 falls r,, € M, definiert (x); ist die
charakteristische Funktion von M beziiglich A). Dann ist durch g : P(A) — {0, 1}*+ mit

15,4 ist die Menge der positiven natiirlichen Zahlen, d.h. wy = 1.2.3,.. ..

16Georg Cantor, 1845-1918, war der Begriinder der Mengentheorie.
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g(M) = xas eine bijektive Abbildung zwischen P(A) und {0,1}*+ definiert und P(A)
nach Satz 1.112 somit ebenfalls iiberabzdhlbar. a

FOLGERUNG. Sei X ein beliebiges Alphabet. ©* ist abzdihlbar. P(X*) ist tiberabzihlbar.

BEWEIS. Nach Folgerung 1.113 bleibt nur zu zeigen, dass * abzéhlbar ist. Aber X" ist
fiir jedes n € w endlich!”: card(Z) = card({c}) = 1, fiir n > 0 gilt card(T") = card(T)™.
a

Die Menge aller formalen Sprachen L C ¥* ist also iiberabzéhlbar, doch nur eine
abzahlbare Menge davon ist von einer Grammatik erzeugbar:

Fiir eine durch eine Grammatik erzeugte Sprache ist es ohne Bedeutung, wie die Va-
riablen der Grammatik bezeichnet werden. Da das Variablenalphabet einer Grammatik
endlich ist, kann man 0.B.d.A. nur Grammatiken betrachten, deren Variablenalphabete
endliche Teilmengen einer abzéhlbaren Menge ¢ sind. Eine derartige Grammatik kann
dann aber als endliche Folge iiber der abzihlbaren Menge v UX U {(,),{, },,} betrach-
tet werden. Die Menge aller endlichen Folgen iiber einer abzéihlbaren M_en_ge— ist jedoch
abzéhlbar. Somit gibt es auch nur abzéhlbar viele formale Sprachen L C ¥*, die von
einer Grammatik erzeugt werden koénnen.

Aufgrund dieser Uberlegungen kénnen wir folgenden Satz formulieren:

SATZ. Die Menge aller formalen Sprachen L C ¥*, die von einer Grammatik erzeugt
werden konnen, ist abzdahlbar.

Wir haben gesehen, dass nur ein verschwindend kleiner Teil formaler Sprachen von
Grammatiken erzeugt werden kann. Gibt es aber vielleicht andere Modelle von Gene-
rierungs- oder Analysemechanismen, durch die mehr formale Sprachen als durch Typ-0-
Grammatiken beschrieben werden kénnen?

Wie wir im néichsten Abschnitt sehen werden, sind Turingmaschinen die zu Typ-0-
Grammatiken dquivalenten Analysemechanismen, d. h., zu jeder Typ-O-Grammatik G
gibt es eine Turingmaschine, die £(G) akzeptiert, und umgekehrt gibt es zu jeder for-
malen Sprache L, die von einer Turingmaschine akzeptiert werd, eine Typ-0-Grammatik
G, die L generiert (d.h., £(G) = L).

1936 erfand Alan Turing!® das soeben zitierte Maschinenmodell und Alonzo Church?!®
bereits einige Jahre zuvor den A\—Kalkiil, um den Begriff des Algorithmus bzw. der be-
rechenbaren Funktion zu formalisieren, und beide Modelle erwiesen sich als gleichwertig.
Auch alle anderen seither entwickelten Modelle zur Formalisierung des Begriffs Algorith-
mus erwiesen sich als nicht méchtiger als Typ-0-Grammatiken bzw. Turingmaschinen.
Die folgende These wird daher allgemein akzeptiert:

17 card(M) bezeichnet die Kardinalitét von M, d.h., die Anzahl der Elemente einer Menge M.

18Britischer Mathematiker, 1912—1954. Einer der wichtigsten Pioniere nicht nur der theoretischen Infor-
matik.

19 Amerikanischer Mathematiker und Logiker, 1903-1995.
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Church-Turing-These: Gibt es ein endlich beschreibbares Verfahren zur exakten Spe-
zifizierung einer formalen Sprache L, so gibt es eine Typ-0-Grammatik, die L erzeugt
bzw. eine Turingmaschine, die L akzeptiert.

1.6 Turingmaschinen

Im Jahr 1900 priisentierte David Hilbert?? auf einem internationalen Mathematikerkon-
gress eine Sammlung offener Fragen, deren Beantwortung er von zentraler Bedeutung fiir
die weitere Entwicklung der Mathematik im 20. Jahrhundert hielt. Tatséchlich erwiesen
sich Hilberts Fragen als wesentliche Motivation fiir Forschungen, die auch die Grundlagen
der Informatik betreffen. Ein Fragenkomplex befasste sich mit den logischen Grundlagen
der Mathematik und l&sst sich folgendermafien formulieren:

1. Ist die Mathematik wollstindig, d.h., kann jede mathematische Aussage bewiesen
oder widerlegt werden?

2. Ist die Mathematik konsistent, d.h., ist es ausgeschlossen, dass sowohl eine Aussage
als auch ihr Gegenteil bewiesen werden kann?

3. Ist die Mathematik entscheidbar, d.h., gibt es eine definitive Methode, die fiir jede
mathematische Aussage feststellt, ob diese wahr oder falsch ist?

Hilbert war der festen Uberzeugung, dass alle diese Fragen positiv beantwortet werden
konnten. Im Jahr 1931 zeigte allerdings Kurt Godel?!, dass jede Formalisierung der
Arithmetik entweder inkonsistent oder unvollsténdig sein muss; dariiber hinaus bewies
er, dass es nicht moglich ist, die Konsistenz der Arithmetik innerhalb dieser selbst zu
zeigen. Offen blieb vorerst der dritte Teil der Frage, wenn auch in etwas verdnderter
Form:

3. Gibt es eine definitive Methode, die fiir jede mathematische Aussage feststellt, ob
diese beweisbar ist oder nicht?

»Definitive Methode®“ bedeutet hier ,mechanisches Verfahren* oder ,, Algorithmus®“. Um
diese Frage positiv beantworten zu kénnen, geniigt es, einen Algorithmus anzugeben,
der in der Lage ist, jede Aussage auf Beweisbarkeit zu iiberpriifen. Eine Verneinung
der Frage hingegen verlangt den Nachweis, dass kein einziger Algorithmus dazu in der
Lage ist. Dies setzt aber einen exakten Begriff davon voraus, was , Algorithmus® bzw.
,mechanisch machbar® bedeutet. Zu diesem Zweck fithrte Alan Turing in seiner Ar-
beit On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem (1936)
ein abstraktes Maschinenmodell (die sogenannte Turingmaschine) ein, mit dem jedes
mechanische Verfahren simuliert werden kann. Turing zeigte in diesem Artikel, dass es
keine Turingmaschine geben kann, die die (Un)Beweisbarkeit jeder beliebigen Aussa-
ge feststellt, und beantwortete damit den dritte Teil von Hilbert’s Frage negativ (siehe
Abschnitt 1.6.3).

2°Deutscher Mathematiker, 1862-1943. Einer der bedeutensten Mathematiker aller Zeiten.
2! Osterreichischer Logiker, geboren 1906 in Briinn (heute Brno, Tschechische Republik), gestorben 1978
in der USA. Der wohl bedeutenste Logiker des zwanzigsten Jahrhunderts.
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Eingabeband

VA a1 Qn Zo
Lesen
90 endliche Kontrolle
Lesen/Schreiben Arbeitsband
Zy | B

Abbildung 1.21: Darstellung einer Turingmaschine

Eine Turingmaschine M besteht aus folgenden Komponenten (Abb. 1.21):

Das Eingabeband kann von links nach rechts gelesen werden. Es beinhaltet eine endliche
Folge von Zeichen (das Eingabewort), wobei das Eingabewort vom Anfangssymbol
Z1 und vom Endsymbol Zs begrenzt ist.

Das Arbeitsband kann beliebig gelesen und beschrieben werden.

Die endliche Kontrolle kann einen Zustand aus einer endlichen Menge von Zustén-
den annehmen und steuert den Lesekopf auf dem Eingabeband und den Lese-/
Schreibkopf auf dem Arbeitsband; die Kopfbewegungen sind L, R, S (links/left,
rechts/right, stehenbleiben/stay).

Formal 148t sich eine Turingmaschine folgendermaflen beschreiben:

DEFINITION (TURINGMASCHINE). Eine Turingmaschine ist definiert als ein Achttupel
M ={(Q,T,T,6,q,{Z0, Z1,22},B, F), wobei Q eine endliche Menge von Zusténden, T’
das Alphabet des Eingabebandes, T' das Alphabet des Arbeitsbandes, § die Ubergangs-
funktion, g € @ der Startzustand, Zy € I' das linke Begrenzungssymbol auf dem Ar-
beitsband, Z;, Z, die Begrenzungssymbole des Eingabewortes, B € I' das Blanksymbol
und F C @ eine Menge von Endzusténden ist.

Die Ubergénge aus ¢ bestehen aus 7 Komponenten: (¢,a, X;p,Y, Dg, D4) € § bedeu-
tet, dass M im Zustand g auf dem Eingabeband das Symbol a und auf dem Arbeitsband
das Symbol X liest und davon abhingig nun in den Zustand p wechselt, auf dem Ar-
beitsband das Symbol X durch das Symbol Y iiberschreibt, auf dem Eingabeband den
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Lesekopf in die durch Dg beschriebene Richtung bewegt und auf dem Arbeitsband den
Lese-/Schreibkopf in die durch D 4 beschriebene Richtung bewegt (Dg, Dy € {L, R, S}).

Die von der Turingmaschine M akzeptierte Sprache L(M) besteht aus genau all jenen
Wortern, bei deren Analyse M einen Endzustand erreicht. '

DEFINITION. Eine Turingmaschine M heifit deterministisch, wenn fiir alle (¢,a, X) €
Q x Vp x T héchstens ein Element (¢,a,X;p,Y, Dp,D4) € ¢ existiert; wir schreiben
dann auch 6(g,a,X) = (p,Y, Dg,Da).

SATZ. Eine formale Sprache wird genau dann wvon einer Typ-0-Grammatik generiert,
wenn sie von einer (deterministischen) Turingmaschine akzeptiert wird.

BEISPIEL. Wir geben eine Turingmaschine M an, welche die Sprache {a"b"c"™ | n > 1}
akzeptiert: M = ({p,q,r, s}, {a, b, c} {Zo,A,B,C},0,p,{Z0, 21,22}, B,{s}), wobei die
Ubergangsfunktlon § die folgenden Ubergiinge enthilt:
6(p,a, B) = (p, 4, R, R)
5(p’ ) (q7B757 L)
5(g,b, A)=(q,C,R, L)
6(q’ <, ZO) = (T', ZOa Sa R)
4(r,5,0) = (r.B, R, R)
é{r; Zs, B) = (8, B, 8, L)

Dabel passiert Folgendes
1 : fiir jedes eingelesenes Symbol a wird ein A aufs Arbeitsband geschrieben;
2 : wenn das erste Symbol b eingelesen wird, geht M einen Schritt nach links; dieses
erste Symbol b wird bei der ersten Anwendung von Ubergang 3 nochmals gelesen;
3 : fiir ein eingelesenes Symbol b wird ein A auf dem Arbeitsband mit C {iberschrieben;
4 : wird das erste Symbol ¢ gelesen, so muss M genau Zj erreicht haben;
5 : fiir jedes eingelesene Symbol ¢ wird nun ein C auf dem Arbeitsband gelscht (durch
das Blanksymbol B ersetzt);
6 : wird mit dem Ende der Eingabe (d.h., dem Erreichen von Z) gleichzeitig das Ende der
Symbole C auf dem Arbeitsband erreicht, so hilt die Turingmaschin M im Endzustand
s, und hat damit die Eingabe akzeptiert. O

GUCJ‘nlAOOl\Db—l

DEFINITION. Eine (deterministische) Turingmaschine ist in Normalform, wenn sie nur
einen Endzustand besitzt, das Arbeitsband am Ende eines akzeptierenden Laufes der Tu-
ringmaschine leer ist und der letzte Ubergang von der Gestalt (s, Zo, Zo) = (f, Zo, S, R)
ist, wobei f dieser einzige Endzustand und s ein beliebiger anderer Zustand ist.

BEISPIEL. Wir geben nun eine Turing-Maschine M’ an, welche wiederum die Sprache
{a"p"c™ | n > 1} akzeptiert, jedoch (anders als M aus Beispiel 1.119) in Normal-
form ist. M’ = <{p’ q;T S, f}’ {ga b, E}’ {ZOa Aa B’ C}, 5, ps {ZO’ Zla Z‘Z}, B, {f}) wobei die
Ubergangsfunktion ¢ die folgenden Ubergéinge enthilt: Die Ubergiinge 1 bis 6 sind wie
bei M aus Beispiel 1.119. Damit M’ jedoch mit leerem Band akzeptieren kann, benétigen
wir zusitzlich noch folgende Ubergiinge:
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7:0(s,Z2,B) = (s,B,S,L) sowie
8 5(8, ZQ,Z()> = (f, Zy, S, R) i

1.6.1 Eingeschrankte Varianten von Turingmaschinen
Endliche Automaten

Ein endlicher Automat ist eine Turingmaschine, die das Arbeitsband gar nicht benotigt.
Die Uberginge besitzen daher die einfache Form (g, a; p, Dg). Erlaubt man nur einseitige
endliche Automaten, also nur Dg € {R,S}, dann kann man die Ubergangsfunktion &
durch Tripel der Gestalt (g,a;p) beschreiben, wobei a € T U {e}; dabei ist (g, a;p)
fir a € T als (g,a;p,R) zu interpretieren und (q,s;p) als (¢q,a;p, S) fiir ein beliebiges
a € T. AuBlerdem geht man davon aus, dass ein endlicher Automat seine Analyse auf dem
ersten Symbol des Eingabewortes beginnt und in einem Endzustand akzeptiert, wenn der
Lesekopf auf dem rechten Begrenzungssymbol steht, d.h., wenn das ganze Eingabewort
gelesen wurde.

Ein endlicher Automat heifit deterministisch, wenn fiir jeden Zustand ¢ € @Q und jedes
Terminalsymbol a € T genau ein Ubergang (g,a;p) in ¢ existiert.

Damit haben wir aber genau die schon in Abschnitt 1.4 definierten (deterministischen)
endlichen Automaten beschrieben.

Kellerautomaten

DEFINITION. Eine Turingmaschine erfiillt die Kellerautomatenbedingung (in diesem Falle
nennen wir sie auch Kellerautomat)?? , wenn sie auf dem Eingabeband nie nach links
gehen kann und fiir den Lese-/Schreibkopf auf dem Arbeitsband in jeder Konfiguration
gilt, dass links davon nur Nicht-Blanksymbole und rechts davon nur Blanksymbole stehen
koénnen.

Damit haben wir nun aber auch einen zu kontextfreien Grammatiken aquivalenten
Analysemechanismus, denn es gilt:

SATZ. Eine formale Sprache wird genau dann von einer kontextfreien Grammatik ge-
neriert, wenn sie von einer Turingmaschine, die die Kellerautomatenbedingung erfillt,
akzeptiert wird.

Im Wesentlichen ist also ein Kellerautomat eine Turingmaschine, die das Arbeitsband
als sogenannten Keller verwendet, d.h., der Kellerautomat darf bei jedem Schritt nur
das oberste Symbol lesen und dieses dann léschen bzw. durch ein Symbol {iber dem
sogenannten Kelleralphabet ersetzen. Das linke Begrenzungssymbol des Arbeitsbandes
Zo heifit dann Kellergrundsymbol. Der Kellerautomat funktioniert wie ein Stack — nach
dem LIFO - Last-in-first-out-Prinzip. Es gibt zwei Moglichkeiten, die vom Kellerau-
tomaten akzeptierte Sprache zu definieren: Die erste Moglichkeit besteht darin, dass

2Zengl. pushdown automaton; in der Literatur wird meist erlaubt, dass mehrere Symbole in einem
Schritt auf das Arbeitsband geschrieben werden kénnen. Wir beschrinken uns aber hier auf die ein-
geschrankte Variante, namlich auf Turingmaschinen, welche die Kellerautomatenbedingung erfiillen.
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sich der Kellerautomat im Sinne einer Turingmaschine nach dem Einlesen des gesamten
Eingabewortes in einem akzeptierenden Zustand befindet. Die zweite Moglichkeit eines
Kellerautomaten, ein Wort zu akzeptieren, ergibt sich durch Loschen des Kellergrund-
symbols, d.h., der Kellerautomat akzeptiert durch leeren Keller.

Ublicherweise wird verlangt, dass die konstruierten Kellerautomaten in Normalform
sind, d.h., dass sie bei dem Ubergang in den (einzigen) Endzustand das rechte Begren-
zungssymbol Z> des Eingabebandes und im Keller gleichzeitig das Kellergrundsymbol
lesen, was bedeutet, dass das Eingabewort durch Endzustand und leeren Keller akzep-
tiert wird. (Dies entspricht der Normalform fiir Turingmaschinen.)

BEIsPIEL. Wir geben nun einen Kellerautomaten M in Normalform an, der die Sprache
L ={0"1?"*! | n > 0} akzeptiert:

M= <{QOa q1,92, qf}a {95 l}s {ZO’ ‘4}a 5’ q0, {ZOZD Z‘l}’ {Qf}>,

wobei die Ubergangsfunktion ¢ die folgenden Uberginge enthélt:

13 5((]0,9,3) = {(Q1aA S R)}
21 5(q170 B) {(quA R R)}
3: 0(go,1,B) ={(q2, B, R, L)}
4: 6(q2,1,A)={(¢2,B,R,L)}
5 . 5((]9 Zf) Zo) {(Qf,Zo,S R)}
Dabei passiert Folgendes:
1,2 : fiir jedes eingelesenes Symbol 0 werden 2 Symbole A in den Keller geschrieben;
3 : das erste Symbol 1 wird iiberlesen;
4: nun wird fiir jedes eingelesene Symbol 1 ein Symbol A im Keller geltscht;
5 : wird gleichzeitig mit dem Ende der Eingabe (dem Erreichen von Zs) das Kellergrund-
symbol Zj erreicht, geht der Kellerautomat in den Enzustand g; iiber und akzeptiert
somit die Eingabe. O

Linear beschriankte Automaten

Ein linear beschrinkter Automat?® (LBA) ist eine Turingmaschine, die auf dem Arbeits-
band nur héchstens soviel Platz verwendet wie das Eingabewort lang ist (der Platz darf
sogar eine lineare Funktion der Linge des Eingabewortes sein).

DEFINITION. Eine Turingmaschine M heifit linear beschrénkter Automat, wenn es eine
lineare Funktion cn +d so gibt, dass die Turingmaschine M fiir jedes Eingabewort w der
Linge n wihrend der Analyse héchstens cn + d Felder auf dem Arbeitsband benotigt.

Wie der folgende Satz zeigt, sind die linear beschriankten Automaten das zu monotonen
Grammatiken dquivalente Automatenmodell:

SATZ. FEine formale Sprache wird genau dann von einer monotonen Grammatik gene-
riert, wenn sie von einem linear beschrinkten Automaten akzeptiert wird.

Zengl. linear bounded automaton
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BEISPIEL. Die Turingmaschine aus Beispiel 1.119 ist ein linear beschrinkter Automat.

1.6.2 Zeit- und Speicherplatzhierarchien
Asymptotisches Verhalten von Funktionen

Bei der Analyse von Algorithmen beschrénkt man sich oft auf die Bestimmung des
Aufwands an bestimmten Operationen und berechnet nicht direkt die Laufzeit (bei Sor-
tieralgorithmen bestimmt man beispielsweise die Anzahl der notwendigen Vergleiche).
Bei Turingmaschinen ist einerseits die Anzahl der Schritte (Zeit) als auch die Anzahl
der wihrend der Analyse verwendeten Felder auf dem Arbeitsband (Speicherplatz) von
Interesse. Da sich die Ergebnisse der theoretischen Untersuchungen von realen Imple-
mentierungen meist nur um konstante Werte unterscheiden, verwenden wir fiir die Be-
schreibung der Laufzeit bzw. des benétigten Speicherplatzes die folgenden Notationen
(alle im Folgenden angefiihrten Funktionen f, g, h und Konstanten ¢ nehmen wir als
nichtnegativ an):

DEFINITION. h(n) = O (f (n)), falls es Konstanten ¢ und ng gibt, soda8 h (n) < ¢- f (n)
fir alle n > ng gilt.

DEFINITION. h(n) = Q(f (n)), falls es Konstanten ¢ und ng gibt, soda88 h (n) > ¢ f (n)
fiir alle n > ng gilt.

DEFINITION. h(n) =0 (h(n)), wenn h(n) = O (f (r)) und h(n) = Q(f (n)) gilt.
DEFINITION. h(n) =o(f(n)), wenn h(n) = O (n) und h(n) # O (f (n)) gilt.
Mit diesen Notationen gelten die folgenden Sétze:
SATZ. Gilt hy (n) = O (f (n)) und ha (n) = O (g(n)), so gilt auch
1. k1 (n) +ha(n) = O(f(n)+g(n));

2. Ti(n) xha(n) = O (f (n) * g (n)).

SATZ. Ezistiert der Grenzwert | = lim,_.oo f (n) /g(n) fiir zwei Funktionen f(n) und
g (n), dann gilt:

1.1=0=f(n)=0(g(n);

2. 1 positive reelle Zahl = f(n) =0 (g (n));

3. l=oo=>gln)=olfn)).
SATZ. Fiir alle Konstanten ¢ > 0 und a > 1 sowtie alle monoton wachsenden Funktionen
f (n) gilt (f () = 0 (/™).

Aus dem letzten Satz erhélt man beispielsweise:

1 filr fln) =92 n® =0(a").

2. fiir f(n) =logen:  (logan)® =o(n).
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Zeithierarchien

Betrachtet man das Zeitverhalten 7" (n) von deterministischen Turingmaschinen (d.h.
die Anzahl der Rechenschritte bis zum Halten) bei der Analyse von Eingabewértern der
Lénge n, so ist es naheliegend, die Anzahl der Rechenschritte in Abhéngigkeit von n zu
betrachten und Funktionen f (n) so zu finden, dass 7' (n) = O (f (n)).

Am bekanntesten sind jene Klassen von Algorithmen, die polynomiell viele Schrit-
te einer deterministischen bzw. nichtdeterministischen Turingmaschine erfordern; die
entsprechenden Sprachfamilien werden {iblicherweise mit P bzw. NP bezeichnet. Das
Problem, ob diese beiden Klassen zusammenfallen ist wohl das bekannteste noch immer
ungeloste Problem der Komplexititstheorie.

Weitere bekannte Komplexitétsklassen werden durch logarithmische und durch expo-
nentielle Funktionen beschrieben.

Speicherplatzhierarchien

Betrachtet man die Anzahl S (n) von Feldern auf dem Arbeitsband, die eine determi-
nistische oder eine nichtdeterministische Turingmaschine bei der Analyse von Einga-
bewortern der Lange n benotigt, so erhdlt man Speicherplatzhierarchien.

In diesen findet man am untersten Ende die Familie der reguldren Sprachen, wel-
che konstanten Funktionen, i.e., der Ordnung O (1), entsprechen (endliche Automaten
brauchen ja iiberhaupt keinen Speicher; auflerdem kann eine konstante Menge von In-
formation in der endlichen Kontrolle gespeichert werden). Lineare Funktionen, i.e., der
Ordnung O (n), ergeben die linear beschrinkten Automaten. Dazwischen liegen loga-
rithmische Komplexitédtsklassen, iiber den linear beschrinkten Automaten findet man
polynomielle und exponentielle Komplexitétsklassen.

1.6.3 (Un)entscheidbarkeit und das Halteproblem fiir Turingmaschinen

DEFINITION. Eine Sprache L C 7™ nennt man genau dann entscheidbar, wenn L rekursiv
ist, und unentscheidbar sonst.

Unter Bedachtnahme auf die Church-Turing-These (siehe Abschnitt 1.5.6) gibt es fiir
eine durch eine Grammatik G bzw. durch eine Turingmaschine M gegebene Sprache
L C T* nimlich genau dann einen Algorithmus, der die Frage w € L fiir alle w € T*
entscheidet, wenn L rekursiv ist.

Durch geeignete Codierungen lassen sich viele Probleme als Zeichenketten (iiber ei-
nem Alphabet T) darstellen, womit die Entscheidbarkeit des Problems (also die Existenz
eines stets terminierenden Algorighmus fiir die Losung des Problems) dquivalent zur Re-
kursivitat der zugrundeliegenden formalen Sprache von Kodierungen wird. Im Speziellen
werden wir uns jetzt dem Problem zuwenden, ob eine deterministische Turingmaschine
auf einem Eingabewort hilt oder nicht (,,Halteproblem”).

Wie jede Grammatik ldsst sich auch jede Turingmaschine als endliche Zeichenkette
beschreiben. Klarerweise kann man aber n verschiedene Zeichen auch {iber dem Alpha-
bet {0, 1} kodieren (z.B. kann das i-te Zeichen durch 0¢1 kodiert werden). Somit geniigt
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es Turingmaschinen zu betrachen, die sowohl auf dem Eingabe- als auch auf dem Ausga-
beband nur die Symbole 0 und 1 verwenden, wobei 0 dem Blanksymbol entspricht. Nun
kann man sich die Frage stellen, ob es derartige {0, 1}-Turingmaschinen gibt, welche das
Verhalten beliebiger {0, 1}-Maschinen auf beliebigen {0, 1}-Eingabewdértern simulieren
konnen (diese nennt man universelle Turingmaschinen). Aus der Literatur wissen wir,
dass diese Frage positiv beantwortet werden kann. (Es gibt sogar sehr kleine universelle
Turingmaschinen mit nur wenigen Zustéinden). Damit kann man sich aber auch die Frage
stellen, ob es eine derartige {0, 1}-Turingmaschine gibt, die auf jeder beliebigen Eingabe
hilt, und somit einen Algorithmus darstellt, der fiir beliebige {0, 1}-Turingmaschinen
und beliebige Wérter iiber dem Alphabet {0, 1} die Frage entscheidet, ob die Turingma-
schine M auf dem Eingabewort w € {0,1} hilt oder nicht. Diese Fragestellung ist als
das beriihmte Halteprobelm fiir Turingmaschinen bekannt. Die Antwort darauf ist nein.

Halteproblem: Gibt es einen Algorithmus (eine Turingmaschine), der (die), gegeben
den Code einer beliebigen Turingmaschine 7 und den Code eines Eingabewortes w,
immer entscheiden kann, ob 7" auf w halt?

Der Beweis dafiir, dass es einen derartigen Algorithmus (eine derartige Turingma-
schine) nicht geben kann, verwendet ein Diagonalisierungsargument, wie wir es von der
Cantorschen Diagonalisierung (siehe Satz 1.112 ) kennen:

Nehmen wir an, es gibt eine {0, 1}-Turingmaschine 7x, die einen Entscheidungsal-
gorithmus im obigen Sinne darstellt. Dabei kénnen wir auch annehmen, dass Tp im
Zustand ¢; hélt, wenn die Turingmaschine 7" mit der Eingabe w nicht hilt, und sonst
im Zustand gp hélt, wenn 7" auf w hilt (g0 # ¢1). Daraus konstruieren wir nun eine
Turingmaschine T, die hélt, wenn T nicht auf w hélt, und nicht hilt, wenn 7" auf w
halt.

T1’5 konstruiert man so: man verwendet eine universelle Turingmaschine 777, um das
Verhalten einer Turingmaschine 7" auf einem Eingabewort w zu simulieren. Wenn die
universelle Turingmaschine 77, bei der Simulation von 7 das Ergebnis liefert, dass 7g in
q1 hélt, dann geht 77 in einen Endzustand iiber, das heisst, 7 hélt. Hilt Tr hingegen in
qo, so geht T, in eine Endlosschleife (z.B.: in einen Zustand ge mit (¢e, a, X; ge, X, S, S)).
Nun betrachten wir das Verhalten von T7, auf dem eigenen Code ¢(T%):

Die Codes aller {0, 1}-Turingmaschinen kénnen ebenso wie die Wérter iiber dem Al-
phabet {0, 1} in lexikographischer Ordnung aufgezihlt werden. Betrachtet man nun die-
se lexikographische Aufzdhlung der Codes der {0, 1}-Turingmaschinen und der Wérter
iiber dem Alphabet {0,1} in einer 2-dimensionalen Matrix dargestellt, so entspricht die
Situation, T auf den eigenen Code anzusetzen, einem Element in der Diagonale (deswe-
gen auch Diagonalisierungsargument genannt). Diese Fragestellung fithrt wie schon im
Beweis von Satz 1.112 zu einem Widerspruch:

Angenommen T, hélt auf den eigenen Code angesetzt, so widerspricht dies der Defini-
tion von T, da dieser Fall nur eintreten darf, wenn 7', nicht hélt. Nehmen wir umgekehrt
an, dass Tp, auf dem eigenen Code nicht hélt, so miisste 77 laut Definition aber halten.
Wir kommen also in jedem Fall zu einem Widerspruch. Somit muss unsere Annahme,
dass es einen derartigen Entscheidungsalgorithmus geben konnte, falsch sein.
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FOLGERUNG. FEs existiert eine Sprache, die rekursiv aufzihlbar, aber nicht rekursiv ist.

1.7 Weiterfiihrende Themen

1.7.1 Lindenmayer-Systeme

Die vom Biologen Aristid Lindenmayer (1925 - 1989) eingefithrten Systeme dienten ur-
spriinglich zur Beschreibung gewisser Entwicklungsstadien bestimmter Pflanzen. Das
Wesentliche dieser parallelen Grammatiken (L-Systeme) besteht in der gleichzeitigen
parallelen Anwendung der Produktionen aus einer Produktionenmenge auf alle Zeichen
einer Satzform. In der einfachsten Form dieser Systeme wird iiberdies die Unterschei-
dung zwischen Terminal- und Nonterminalsymbolen fallen gelassen, d.h., alle abgeleite-
ten Satzformen sind Elemente der von diesem L-System erzeugten Sprache.

DEFINITION. Ein ETO0L-System G ist ein Tupel (V,T, P,..., Py, w), wobei V ein Al-
phabet, T C V' das Terminalalphabet, P;, 1 < i < n, Mengen von kontextfreien Produk-
tionen und w € VT das Axiom (Startwort) ist.

DEFINITION. Ist G = (V,T, Py,..., P,,w) ein ETOL-System, dann wird die Ableitungs-
relation = wie folgt definiert: v = v fiir Wérter v € V™ und v € V* genau dann
wenn

-u=aj...a fir Symbole g; e V,1 <7 < k,

-v=uv1...0 fiir Worter v; € V*,1 <7<k, und

~a; =1 €P,1<i<k fiirein jmitl <j<n.

Die von G erzeugte Sprache ist die Menge aller Worter (Satzformen), die in beliebig
vielen Schritten aus dem Axiom w abgeleitet werden kénnen und nur aus Terminalsym-
bolen bestehen:

LG) = {veT"|w="v}.

Varianten von L-Systemen

Sei G =(V,T,P,...,P,,w) ein ETOL-System (dabei steht E steht fiir ,,extended®, also
erweitert®, und T fiir ,,tables®, also ,, Tabellen“.
G={V,T,P,...,Pnw) heifit

— EPTOL-System, wenn keine Produktionen-Menge P; eine s-Produktion enthilt (P
steht fiir ,, propagating”, also ,wachsend® );

— EOL-System, wenn n = 1 (nur ein ,table“);

— TOL-System, wenn V = T (,non-extended®, , pure“ system);

EPOL-System, wenn n = 1 und ,,propagating*;

— PTOL-System, wenn V' = 7" und , propagating® (d.h., G = (V, Pi,..., Py, w));
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— OL-System, wenn V =7 und n =1 (d.h., G = (V, P,w));
— POL-System, wenn V' =7, n = 1 und ,,propagating*.

Ist n = 1 und gibt es fiir jedes Symbol a genau eine Produktion a — w,, so nennt man
ein derartiges Lindenmayer-System determinestisch und schreibt entsprechend EDOL,
EPDOL, DOL, und PDOL.

Die Menge der Produktionen kann in diesem Falle auch als Homomorphismus A auf
V* mit h(a) = w, interpretiert werden, eine Ableitung entspricht dabei der wiederholten
Anwendung des Homomorphismus h. Von besonderem Interesse ist dann die Folge der
Léngen der Worter A" (w).

Im Folgenden geben wir einige Beispiele fiir PDOL-Systeme.

BEISPIEL. G = (V,{a — a | a € V},w) erzeut L(G) = {w}. O

BEISPIEL. G = ({a},{a — aa},a) erzeut L(G) = {a*" | n > 0}. ]

Das vorige Beispiel zeigt, dass bereits die einfachsten Lindenmayer-Systeme nicht-
kontextfreie Sprachen erzeugen koénnen; das exponentielle Wachstum der Wortléngen
liegt in der parallelen Ableitung begriindet. Umgekehrt kann aber die sehr einfache
Sprache {a,a’} von keinem OL-System erzeugt werden.

Auch die beiden folgenden PDOL-Systeme erzeugen nicht-kontextfreie Sprachen; wir
betrachten nun aber die Folgen der Langen der Worter in den entsprechenden Sprachen:

BEIsPIEL. Fiir G = ({a,b, ¢}, {a — abee,b — bee,c — c},a) gilt

{lol | we LG)} = {n? | n > 1}.

BEISPIEL. Fiir G = ({a,b}, {a — b,b — ab}, a) gilt
{lw]|we L(G)} ={F(n) [n=1}.

Dabei sind die F(n), n > 1, die Fibonacci-Zahlen?*, die rekursiv durch F(1) = F(2) = 1
und F(n+2) = F(n+ 1) 4+ F(n) definiert sind. O

?4benannt nach Fibonacci (kurz fiir ,filius Bonacci®, Sohn von Bonacci). Fibonacci wurde um 1170 in
Pisa geboren, und erhielt seine mathematische Ausbildung in Bugia (heute Bejaia, eine Kiistenstadt
im nordéstlichen Algerien). Er reiste viel mit seinem Vater und erkannte bald die vielen Vorteile des
mathematischen Systems der Lander, die sie besuchten. Mit seinem Buch , Liber Abaci® (,,Das Buch
des Rechnens®, 1202, bzw. 1228) brachte er das neue Hindu-Arabische Zahlensystem nach Europa,
indem er durch viele Beispiele aus verschiedensten Bereichen dessen groBe Uberlegenheit iiber das
(dort bis dahin verwendete) romische Zahlensystem darlegte.
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1.145

Eigenschaften von Lindenmayer-Systemen

SATz. Die Familie der von OL-Systemen erzeugten formalen Sprachen ist nicht abge-
schlossen gegeniiber U, +, e-freien Homomorphismen. inversen Homomorphismen und
Durchschnitt mat reguliren Mengen.

BEWEIS. Wie zeigen nur die Nicht-Abgeschlossenheit unter Vereinigung: Geméf3 Bei-
spiel 1.139 sind {a} und {aa} OL-Sprachen, aber die Vereinigung {a,aa} kann von keinem
OL-System erzeugt werden. O

Ohne Beweis zitieren wir noch das folgende wichtige Ergebnis:

SATZ. Fiir jedes ETOL-System gibt es ein dquivalentes ETOL-System mit nur zwei Ta-
bellen.

1.7.2 Kontrollmechanismen

Betrachtet man den gewohnlichen Ableitungsmechanismuys in Typ-i-Grammatiken, i €
{0,1,2,3}, dann kann eine beliebige Produktion an jeder Stelle einer Satzform ange-
wendet werden, soferne das dort befindliche Teilwort der Satzform mit der linken Sei-
te dieser Produktion iibereinstimmt. Ausnahmen von diesem Ableitungmodell haben
wir bislang nur in Form der Links- bzw. Rechtsableitungen in kontextfreien Grammati-
ken kennengelernt, wodurch aber die Erzeugungskraft der entsprechenden Grammatiken
nicht veréndert wird.

Es gibt allerdings viele interessante Moglichkeiten, durch verschiedenste Mechanis-
men, welche die Anwendungsmoglichkeiten der Produktionen kontrollieren, die genera-
tive Machtigkeit bestimmter Grammatiktypen entscheidend zu vergréfern.

Als typisches Beispiel betrachten wir im Folgenden die sogenannten Matrixgramma-
tiken. Dabei ist eine Matrix ist eine endliche Folge von (kontextfreien) Produktionen
[p1,- -+, pk), die in der vorgegebenen Reihenfolge abgearbeitet werden miissen.

DEFINITION. Eine Matrizgrammatik ist ein Tupel (N, T, M, A, F), wobei N das Alpha-
bet der der Nonterminalsymbole, T" das Alphabet der Terminalsymbole, M eine (endli-
che) Menge von Matrizen®® M = {my,---,my} und m; = [ms1,--+,min,], 1 <i < nund
A € (NUT)* das Axiom (Startwort) ist; F ist eine (endliche) Menge von Produktionen,
die in den Matrizen vorkommen, d.h., F C {m;; |1 <i<n,1<j<n;}.

Sei Gy = (N, T, M, A, F) eine Matrixgrammatik. Die Anwendung einer Matrix m; =
[mi1, ..., My, auf ein Wort w ergibt das Wort v genau dann, wenn es Wérter wq bis
wy,; derart gibt, dass

- Wy =w,
- Wn; =,

— fiir alle j mit 1 < 7 < n; gilt entweder

25Plural von Matrix
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— wj ist mittels m; ; aus w;_; ableitbar oder

— wj = wj—1, My, ; ist nicht auf w;_; anwendbar und m; ; ist aus F.

Die von der Matrixgrammatik G; erzeugte Sprache besteht aus allen Terminalwértern,
die in endlich vielen Schritten mittels der Matrizen in M aus dem Startsymbol ableitbar
sind.

Ist F = 0, so schreiben wir auch Gj; = (N,T,M,A) (d.h., wir lassen F in der
Beschreibung von G} einfach weg). Gps heifit dann Matrixgrammatik ohne Vorkom-
menstest (ohne ,appearance checking“). In diesem Fall miissen alle Produktionen der
jeweiligen Matrix in der gegebenen Reihenfolge abgearbeitet werden.

BEISPIEL. L = {a"b"¢" | n > 1} wird von der folgenden Matrixgrammatik (ohne Vor-
kommenstest) erzeugt:
Gu = {({4,B,C}, {a,b,c}, M,{ABC}),
M={A—-a,B—b,C—c,[A—aA,B—bB,C — cC]};
Ableitungen fiir allen > 1 :
ABC ="t g 1A B 1C = a™bRen. O

BEISPIEL. Die Matrixgrammatik (ohne Vorkommenstest) Gy; = ({L, R}, T, M, LR) mit
M={L—-aR—a|,[L—al,R—aR]|a€T}

erzeugt die Sprache L = {ww | w € TT}.
Ableitungen fiir alle n > 1:
LR ="' wLwR fiir ein Wort w € T~ !; daraus sind dann
- das Terminalwort wawa oder
- die Satzform waLwaR fiir ein a € T ableitbar;
waLwaR ist nun von der Form w’'Lw’R fiir ein w’ € T™. O

Uber einem einelementigen Terminalalphabet kénnen Matrixgrammatiken ohne Vor-
kommenstest jedoch nur regulére Sprachen erzeugen.

Ist andererseits die Menge F' nicht leer, so ist Gy = (N, T, M, A, F') eine Matrixgram-
matik mit Vorkommenstest (mit ,appearance checking®). Diese Erweiterung erhoht die
Méchtigkeit von Matrixgrammatiken betrichtlich. Wiederum werden die Prokuktionen
in einer Matrix der Reihe nach abgearbeitet, jedoch kénnen die Regeln, die in F' sind,
soferne sie nicht anwendbar sind, einfach ignoriert werden. Trifft man also bei der Abar-
beitung einer Matrix auf eine Regel aus F', so gibt es zwei Mdglichkeiten: ist die Regel
anwendbar, so muss sie verwendet werden. Ist sie jedoch nicht anwendbar (d.h., das
Nonterminal der linken Seite der Produktion ist in der Satzform nicht vorhanden), so
kann sie iibersprungen werden. (Das ist der Grund, weshalb man von einem ,, Vorkom-
menstest™ spricht.) Die durch die Anwendung einer in F vorkommenden Produktion
erhaltene Information ist sehr niitzlich: Im Falle des Ubergehens erh#lt man eine ,nega-
tive Information®, man weifl dann némlich, das ein bestimmtes Symbol nicht im String
vorkommt.
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Wie bereits oben bemerkt, kann die Sprache L = {a®" | n > 1} nicht von einer
Matrixgrammatik ohne Vorkommenstest erzeugt werden, jedoch sehr wohl von einer
mit appearance checking, wie das folgende Beispiel zeigt.

1.148 BEISPIEL. Die Matrixgrammatik (mit Vorkommenstest)
Gu=({{A,B,F,X,Y,Z},{a}, M, XA, F), mit

M={X—-XA—-BB]|,[X—-YA-F|,[X—=2Z,A—= F|,[Y =Y,B— 4],
Y - X,B— F|,[Z— Z,B—a],[Z — & B— F|} und
F={A— F,B—F}
erzeugt die Sprache L = {a*®" | n > 1};
die Ableitungen fiir n > 1 (man beachte, dass AP = Al = A) sind
XA?T 327 XBY 5 YBY 32" YAY = XA oder
TS RE o g8 S8 T =T B = O

1.149 SATZ. Matrizgrammatiken mit Vorkommenstest konnen jede rekursiv aufzdhlbare Spra-
che erzeugen.

Fiir weitere interessante Kontrollmechanismen, wie zum Beispiel programmierte oder
graphkontrollierte Grammatiken, verweisen wir auf die einschlégige Literatur.
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2 Von Termen zu Programmiersprachen:
Syntax versus Semantik

There are 10 types of people:
those that understand binary,
and those that don’t.

Bisher haben wir lediglich die Syntax von Sprachen sowie verschiedene Methoden zu
ihrer Spezifikation betrachtet. In diesem Kapitel beschreiben wir einen Ansatz, wie man
Zeichenketten bestimmte Bedeutungen zuordnen kann. Wir definieren zu jeder Sprache,
die interpretiert werden soll, eine Auswertungsfunktion. Diese Funktion berechnet zu je-
dem Wort der Sprache einen Wert, der die Bedeutung (Semantik) des Wortes darstellt.
Die so behandelten Sprachen reichen dabei von sehr einfachen arithmetischen Ausdrucks-
mengen (Abschnitt 2.1), iiber allgemeine Termsprachen (Abschnitt 2.3) und logische
Formeln (Abschnitt 2.4) bis zu einer einfachen Programmiersprache (Abschnitt 2.5).

2.1 Arithmetische Ausdriicke als einfaches Beispiel

Additive Terme
Als Ausgangspunkt betrachten wir die additiven Terme iiber den Ziffern 0 bis 9. Sei
T = L(G), wobei G = {T},{(,),+,9,...}, P,T) und

P = {T=s@lew |G| LTLL 1}

7T enthilt Worte wie etwa ((1+2)+3). Um diesen Zeichenketten ihre ,natiirliche“ Be-

deutung zuzuordnen, definieren wir die Funktion M:7 — w, die jedem additiven Term
eine natiirliche Zahl zuordnet:!

M(Q)=O, ’M(Q)ZQ
M((t1£t2)) = M(t1) + M(t2) firti,t2 €T

Damit lasst sich nun der Wert von ((1+2)+3) berechnen:
M(((1+2)+3)) = M((1+2))+M(3)

N = ML)+ M(2) + M(3)
= 1+2+3=6

Eine solche Berechnung bezeichnet man auch als (Top-Down-) Auswertung.

!Die Bezeichnung M fiir die Semantikfunktion leitet sich vom englischen Wort meaning ab; w bezeichnet
die Menge aller natiirlichen Zahlen {0,1,2...}.
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Terme mit Variablen

Die Erweiterung der additiven Terme um Variablen, wie es sie in praktisch jeder Pro-
grammiersprache gibt, ist vom syntaktischen Standpunkt einfach: Man muss lediglich
entsprechende Produktionen zur Grammatik hinzufiigen, etwa

T—xzlylzl--

Wenn wir an die {iblichen Programmiersprachen denken, dann représentiert jeder Va-
riablenname eine Speicherzelle, ist also eine symbolische Adresse dieser Zelle. Wird der
Wert der Variablen in einem Ausdruck bendtigt, so muss zu diesem Zeitpunkt die Be-
legung der Speicherzelle abgefragt und dieser Wert statt der Variablen im Ausdruck
verwendet werden.

Formal gesehen ist die Speicherbelegung eine Abbildung von Variablennamen auf ge-
speicherte Werte, in unserem Beispiel auf natiirliche Zahlen: {x,y,z,...} — w. Derartige
Abbildungen werden im Folgenden auch Variablenbelegungen oder Environments ge-
nannt.

Sei ENV die Menge aller moglichen Variablenbelegungen. Wir erweitern die Seman-
tikfunktion um einen Parameter und erhalten die Funktion M: ENV x 7 — w definiert
durch:

MO =0, ..., M(I,8) =9 :
M(I,v) = I(v) fir v € {x,5,2,-- -} {
ML, (t1 1 t2)) = M(L,t1) + M(I,t2) fiir t1,t2 €T '

2.1 BEISPIEL. Wir werten den Ausdruck ((x+2)+y) in der Variablenbelegung I(z) = 1
und [ (v) = 3 fiir alle v # x aus:

M(I, ((z4+2)+y)) = M(I,(x+2)) + M(I,y)
= M(,x)+ M(I,2) + M(1,y)
I(zx)+2+I(y)
1+424+3=6

Wéhlen wir eine andere Variablenbelegung, etwa J(x) = 5, J(y) = 2, J(v) = 0 sonst,
erhalten wir auch einen anderen Wert:

M(J, ((x+2)+y)) = M(J,(x£+2)) + M(J,y)

= M(J,x) + M(J,2) + M(J,y)
J(x)+2+ J(y)
54+24+2=9

82




Grammatik versus Induktive Definition

Die Produktionen kontextfreier Grammatiken haben Ahnlichkeiten mit den Abschlussbe-
dingungen induktiver Definitionen. Zu diesen Bedingungen lassen sich wiederum parallel
die Gleichungen rekursiver Funktionen spezifizieren, die auf der Sprache operieren sollen,
etwa ihre Semantik berechnen sollen.

Grammatik Induktive Definition Rekursive Definition der Semantik

T = L(G) 7 ist kleinste Menge mit: || M: ENV x 7T — w
T—0|»|8]410-.-8} ET M(1,0) =0, ...

T—zlylz [{&yz} T M(1,x) =I(z), --.

T— (T+T) |ti,t €T = (tittr) €T || M(I, (11 +12)) = M(I,11) + M(I,13)

Ein wesentlicher Unterschied besteht allerdings zwischen Grammatik einerseits und in-
duktiver Definition andererseits: Verschiedene Vorkommnisse eines Nonterminals, et-
wa 7', entsprechen verschiedenen mathematischen Variablen in der induktiven Defini-
tion, hier #; und ¢5. Werden gleiche Nonterminale in gleiche mathematische Variablen
tibersetzt, erhalten wir im Allgemeinen eine andere Sprache. Wird etwa im Beispiel oben
die letzte Abschlusseigenschaft der induktiven Definition ersetzt durch

teT = (t+t)eT

ist 7 nicht mehr kontextfrei!

Ein weiteres Problem kann bei der Definition rekursiver Funktionen auftreten, die
sich an induktiven Definitionen orientieren. Die folgende Sprache £ und ihre Semantik
ist analog zu den additiven Ausdriicken weiter oben definiert.

Grammatik Induktive Definition Rekursive Definition der Semantik
£ = LIG) € ist kleinste Menge mit: || M:£ — w
E—o|-|9|{0...9}C€ M(9) =0, ...

E=sE+4+FE el,e2€EE=>e1te €’ M(elieg)ZM(€1)+M(€2)
E—-ExFE e1.e0 €EE=e1xe0 €E M(ey xe2) = M(ey) - M(e2)

Man beachte, dass man die Klammersymbole aus der Sprache der additiven Terme eli-
minieren kann ohne die Eindeutigkeit des Wertes M (t) fiir einen entsprechenden Term ¢
zu gefdhrden. Erweitert man dann allerdings die Sprache um ein Multiplikationssymbol
so zeigt sich, dass die Definition von M im Allgemeinen nicht eindeutig ist, wenn sie in
strikter Analogie zur induktiven Definition der Sprache erfolgt.

Die Berechnung des Wertes von 2x*344 ist mehrdeutig:

M(2x314)
= M(2£3) + M(4) =M(2) M(3+4)
= (M(2)- M(3))+4 =2-((M(3) + M(4))
=(2-3)+4 =2-(344)
=10 =14

M liefert also fiir eine Eingabe zwei verschiedene Ergebnisse, und ist somit keine wohl-
definierte Funktion. Intuitiv wiirde man die linke Berechnungsfolge bevorzugen, da sie
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die hohere Prioritét der Multiplikation gegeniiber der Addition beriicksichtigt. Diese In-
formation steckt aber nicht in der induktiven Definition von £ bzw. M. Es gibt zwei
Auswege:

1. Man lésst die Definition von &, wie sie ist, und fiigt lediglich eine informelle Bemer-
kung hinzu, dass Multiplikationen vor Additionen ausgewertet werden miissen. Der
Vorteil dieser Methode liegt in der einfachen Definition, die alle fiir einen mensch-
lichen Leser notwendigen Informationen enthélt. Wie wir gesehen haben, liegt der
Nachteil darin, dass M nicht systematisch aus der induktiven Definition abgeleitet
werden kann.

2. Man formuliert die Definition von £ so um, dass zwar immer noch dieselbe Menge
definiert wird, aber die ,natiirliche” Auswertungsreihenfolge reflektiert wird. Da-
mit kann M automatisch aus der Definition von £ abgeleitet werden, allerdings
wird letztere schwerer konstruier- und lesbar.

Eine Definition von &£, die Multiplikation und Addition unterscheidet, kénnte unter Ver-
wendung einer Hilfsmenge H folgendermafien aussehen.

€ ist die kleinste Menge, fiir die gilt: ‘H ist die kleinste Menge, fiir die gilt:
(a) HSE (2) {0,1,...,9} CH
(b) Wenn ej,e2 € £, dann e; +e3 € £. (b) Wenn e1,es € H, dann e; xes € H.

Fiir jede der beiden Mengen ist eine eigene Auswertungsfunktion erforderlich, die aber
vollig parallel zur induktiven Definition von & und H festgelegt werden kann:

Me(e) = My(e) fallse e ™ Mn(0)=0,..., My(9) =9
Me(e1 + e2) = Me(e1) + Me(e2) May(er % e2) = My(e1) - Mu(ez)

M und My sind wohldefinierte Funktionen. Als einzigen Wert von 2x34-4 erhélt man:

Me(2x344) = Me(2x3) + Meg(4)
= My(2%3) + M (4)

= Mn(2) - Mn(3)+4
= 2.:34+4=10

2.2 Modellstrukturen

Wir haben in den vorangehenden Beispielen zur Definition der Semantik an ein informel-
les Verstiandnis einfacher arithmetischer Funktionen iiber Zahlen appelliert. Der Bereich
bzw. Datentyp der ganzen Zahlen wird auch weiterhin unser wichtigstes Beispiel fiir eine
Struktur bleiben, auf die wir uns in der exakten Definition der Bedeutung von formal-
sprachlichen Ausdriicken beziehen wollen. Es sollte aber klar sein, dass dies eben nur ein
Beispiel fiir eine semantische Struktur ist. Wir definieren daher zunéchst den allgemeinen
Begriff einer Modellstruktur.
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2.2

2.3

24

DEFINITION (MODELLSTRUKTUR). Eine Modellstruktur ist ein 4-Tupel (D, F, P, K') de-
ren Bestandteile wie folgt sind:

— D ist eine nichtleere Menge, genannt Gegenstandsbereich (oder Domdne) von D,
— F ist eine endliche Menge von totalen Funktionen des Typs D* — D! mit k,1 > 0,
— P ist eine endliche Menge von totalen Pridikaten des Typs D* — {t,f} mit & > 0,
— K C D ist eine Menge von Konstanten.

In einer Modellstruktur wird also eine Menge mit bestimmten auf ihr definierten Funk-
tionen und Préadikaten zusammengefasst. Pradikate werden dabei als Funktionen in die
Menge der Wahrheitswerte t (fiir ,true®) und f (fiir ,false®) aufgefasst. Mehrstellige
Pradikate werden auch Relationen genannt.

Modellstrukturen finden als abstrakte Datentypen ihre Entsprechung in der modu-
laren bzw. objekt-orientierten Programmierung. Dabei werden Datenstrukturen — etwa
Stacks, bindre Bdume oder Listen — mit den zugehorigen Zugriffsprozeduren in Modu-
le gekapselt bzw. formen eigene Objekte. Allerdings ist der Begriff der Modellstruktur
allgemeiner und grundlegender als diese programmierungsbezogene Sichtweise vermuten
ldsst: In der Pradikatenlogik, die wir in Abschnitt 4 behandeln werden, reprisentieren
Modellstrukturen beliebige Gegenstandsbereiche der ,,Welt* (bzw. der Informatik oder
der Mathematik) iiber die wir exakte Aussagen treffen wollen.

BEISPIEL. Die Modellstruktur der ganzen Zahlen:
Z = <Z7 {+>_7*}7 {<7:}7 Z),

wobei Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...} die Menge aller ganzen Zahlen bezeichnet. Weiters
bezeichnen 4, — und * die {iblichen arithmetischen Operationen Addition, Subtraktion
und Multiplikation, sowie < und = die iiblichen ,kleiner als“- und , gleich“-Relationen.
Zur Erinnerung: Die beiden Relationen werden als (infix-notierte) Funktionen vom Typ
Z? — {t,f} aufgefasst. Wir schreiben daher, z.B., (3 < —4) =f und (3=3) =t. |

BEISPIEL. Die Modellstruktur der natiirlichen Zahlen:

N = {w, {+,=,*}, {<,=}, {0,1}),

wobei w = {0,1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet und weiters (wie
fiir Z) +, *, < und = die iibliche Addition, Multiplikation bzw. die ,kleiner als“- und
»gleich“-Relation représentieren. Da die Subtraktion auf den natiirlichen Zahlen keine
totale Funktion ist, wird sie in N durch die Funktion = ersetzt, die wie folgt definiert
ist:

by NGy
‘ y‘{o fir z < y

Man beachte aulerdem, dass wir in N — im Gegensatz zu Z — nicht jedes Element des
Gegenstandsbereichs, sondern nur 0 und 1 als Konstanten vorsehen. O
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2.6

DT

BEISPIEL. Die Modellstruktur der bindren Stacks:
S = (S, {push0, pushl, pop}, {ist0?,istl1?, istleer?}, {c}),

wobei S = {0,1}*: d.h., jeder bin#re Stack wird als eine Zeichenkette bestehend aus 0
und 1 aufgefasst. Das ‘obere Ende’ des Stacks ist jeweils der Anfang der Zeichenkette,
wie folgende Definition der Funktionen und Pridikate von S deutlich macht (s,s’ € S,
b€ {0,1}):

pushO(s) = 0s
pushl(s) = 1s
g fwsg=c=s
popley’ = { g fir 5.=bs
ist0?(s) <= es gibt ein s’ € S mit s = 0’
istl?(s) <= esgibtein s’ € S mit s = 1¢
istleer?(s) <— s=¢

BEISPIEL. Eine Modellstruktur zu Familie X:

FamX = (Personeny, { Vater, Mutter}, { Geschwister, Onkel, weiblich, mdnnlich, =},
{Abdul, Berta, Chris, Dorlan, Ege, ...}).

Wir haben uns bei dieser Modellierung der Familie X also dazu entschieden Vater und
Mutter als Funktionen aufzufassen. So bezeichnet beispielsweise Mutter( Vater(Berta))
die Gromutter viterlicherseits von Berta. Da alle Funktionen total sein miissen, sollte
die Menge Personeny entweder unendlich sein oder ein Fehlerelement ‘Unbekannt’ ent-
halten, fiir das Mutter(Unbekannt) = Vater(Unbekannt) = Unbekannt gilt. Geschwister
und Onkel sind jeweils binére (d.h., zweistellige) Relationen; weiblich und mdénnlich sind
undre (d.h., einstellige) Pridikate. Das bindre Pridikat = driickt die Gleichheit von Per-
sonen aus. Wenn Abdul ein Onkel von Chris ist, dann ist Onkel(Abdul,Chris) wahr.
Hingegen konnte gleichzeitig Geschwister(Abdul, Mutter(Chris)) falsch sein. O

2.3 Terme iiber Modellstrukturen

Um nun formal und auf allgemeine Weise iiber eine beliebige Modellstruktur D sprechen
zu kénnen werden wir zwei kontextfreie Sprachen definieren: 7 (D), die Menge der Terme
tiber D, sowie, darauf aufbauend, im Abschnitt 2.4 die Sprache B.A(D) der booleschen
Ausdriicke iiber D. Dazu benétigen wir zunéchst ein Alphabet, das Symbole zur Repri-
sentation der Funktionen, Priadikate und Konstanten von D enthélt.

DEFINITION (SIGNATUR). Eine Signatur zu einer Modellstruktur D = (D, F, P, K) be-
steht aus folgenden drei Bestandteilen:
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— eine Menge FS(D), die zu jeder Funktion in F ein entsprechendes Funktionssymbol
enthélt,

— eine Menge PS(D), die zu jedem Prédikat in P ein entsprechendes Prédikatensym-
bol enthilt, sowie

— eine Menge KS(D), die zu jeder Konstante in K ein entsprechendes Konstanten-
symbol enthilt.

Jedem Funktions- und Pradikatensymbol wird eine Zahl n > 1 zugeordnet, die der
Stelligkeit, also der Anzahl der Argumente der jeweiligen Funktion bzw. des Pradikats
entspricht. FS,(D) und PS, (D) bezeichnen jene Teilmengen von FS(D) bzw. PS(D),
die genau die n-stelligen Symbole enthalten.

Als Symbole verwenden wir auch weiterhin meist die unterstrichenen Namen der Funk-
tionen, Priadikate und Konstanten. Fiir die oben beschriebenen Modellstrukturen Z, N,
S und FamX erhalten wir:

Signatur zu den ganzen Zahlen:

FSo(Z) = {£, =, %}, PS2(2) ={<,=}, KS(Z) ={...,=2,=1,0,1,2.. .},
FSaZ)={}und PS,(Z)={}firns#£2,

Signatur zu den natiirlichen Zahlen:

FS$3(N) = {£, =, 2}, PS2(N) ={<, =}, KS(N) = {0,1},
FSu(N)={}und PS,(N)={}fiirnA2.

Signatur zu den binéren Stacks:

FS1(S) = {pushO0, pushl, pop}, PS1(S) = {ist0?,ist1?, istleer?}, KS(S) = {leer},
FSp(S)={} und P8u(8)={} firn> 1.

Signatur zur Familie X:

FSi(FamX) = { Vater, Mutter}, F8p(FamX) = {} fiir m > 1,

PS 1(FamX) = {weiblich, minnlich}, PSs(FamX) = { Geschwister, Onkel, =},
SalFam¥X) = {} ffir o > 2.

KS( FamX) = {Abdul, Berta, Chris, Dorlan, Ege, ...}

Das Alphabet der Sprache der Terme iiber D enthélt neben den Elementen von FS (D)
und KS(D) auch die Menge IVS = {x,y,2,%1,X2,X3,...} der Individuenvariablensym-
bole? (kurz: Variablen), sowie die Hilfssymbole ( und ) und ,

2Um das Alphabet endlich zu halten, miissten wir eigentlich VS, aber auch die Menge der Konstanten-
und Funktionssymbole auf eine endliche Menge beschrinken. Der Einfachheit halber wollen wir hier
aber von dieser Einschrankung absehen.
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2.8

2.9

2.10

DEFINITION (SYNTAX VON TERMEN). Die Menge 7 (D) der Terme iiber einer Modell-
struktur D ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

(T1) IVS C T(D);
(T2) KS$(D) € T(D);
(T3) f'(t1,-..,tn) € T(D), wenn f’' € FSy(D) und ty,...,t, € T(D);

Genau genommen miissten wir von den Termen iiber einer Signatur zu einer Modellstruk-
tur sprechen. Da wir hier aber jeder Modellstruktur eine eindeutige Signatur zuordnen,
ist die knappere Sprechweise von Definition 2.8 gerechtfertigt.

BEISPIEL. Wir zeigen, dass push0 (pushl (pop(x))) € 7 (S) gilt, d.h., dass der Ausdruck
ein Term iiber der Modellstruktur der bindren Stacks ist. Um die Zugehérigkeit eines
Ausdruckes zu einer Sprache nachzuweisen, muss gezeigt werden, wie er mittels der
Regeln gebildet werden kann, die diese Sprache definieren. Wir verwenden A = C als
Abkiirzung fiir ,,C folgt aus A mittels Regel B*.

- x€IVS§ S x€T(S)
— pop € FS1(S), x€T(S) = pop(x) € 7(S)
— pushl € FS:(S), pop(x) € 7(S) = pushl(pop(x)) € 7(S)

— pushO € FI9;(S), pushl(pop(x)) € 7(S) = pushO(pushl (pop(x))) € 7(S)

O

BEISPIEL. pushO(pushl(10)) ist kein Term iiber den bindren Stacks. Die Menge der
Symbole, die in einem Term auftreten kénnen, umfasst die Variablen-, die Konstanten-
und die Funktionssymbole sowie die drei Hilfssymbole. Im Fall der Modellstruktur S ist
das die Menge

IVS U {leer, push0, pushl, pop, (, ;) }-

Es fehlen also die Symbole 0 und 1, die aber im Ausdruck der Aufgabe auftreten. O

Geméf Definition 2.8 ist +-(1,x) ein Term {iber Z, aber (1+x) nicht. Wir wollen aber
die vertrautere Infix-Notation fiir Terme iiber den ganzen Zahlen ebenfalls zulassen.
Dazu brauchen wir die offizielle Definition von 7 (Z) gar nicht zu dndern, sondern ver-
einbaren, dass ein Term der Form o(t1,¢2), wobei o € FS»(Z), ab nun auch als (#10¢2)
geschrieben werden darf. (Dieselbe Vereinbarung gilt sinngemiif auch fiirr 7 (N).) B

Zur Festlegung der Bedeutung von Termen beziehen wir uns auf Variablenbelegungen;
das sind Zuordnungen von Elementen des Gegenstandsbereichs einer Modellstruktur D
zu Individuenvariablensymbolen, also Funktionen des Typs IVS — D. Vor allem im
Kontext von Programmiersprachen werden Variablenbelegungen, wie bereits erwéhnt,
auch Environments oder Speicherbelegungen genannt. EN1™ bezeichnet die Menge aller
Variablenbelegungen.
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2.11 DEFINITION (SEMANTIK VON TERMEN). Die Semantik von 7 (D) wird durch die Funk-
tion Mz : ENV x 7(D) — D festgelegt, die wie folgt definiert ist:

(MT1) Mg (I,v) = I(v) fiir v € IVS;
(MT2) M7 (1,c) = c fiir ¢ € KS(D), wobei ¢ die Konstante zum Symbol ¢ ist;

(MT3) Mz (L, f'(t1,-.. tn)) = Mz (L, t1),..., M7, 1n)),
wobei f die Funktion zum Symbol f/ € FS,I(D) ist.

2.12 BEISPIEL. Wir berechnen den Wert von ¢t = 4+(—(x,1),y) tiber der Modellstruktur Z
in der Variablenbelegung I(x) = 0, I(y) = 2. (Zur Verdeut_hchung wird hier die offizielle
Préfixnotation fiir Terme beibehalten. )

MT3 (

MT(Iat) ==

MT1

=(x,1)) + Mz (l,y)
Mz (I, =(x,1)) +I(y)
= (Me(1,x) - Mr(1,1)) +2
= (1) - M1 D) +2
"= (0-1)+2
=
Im Gegensatz dazu ist der Wert von ¢t = +(~(x,1),y) {iber der Modellstruktur N in
der Variablenbelegung I(x) = 0, I(y) = 2 wie - folgt bestnnmt

Mz (1,1) = M, = gh l))+MT(Iaz>
LMz (I, =(x,1) + 1(y)
= (Mr(I,x) = Mr(1,1)) +2
"2 (1) = Mr(I,1) +2
= (0-1)+2
= 04+2=2

d

2.13 BeispIEL. Wir berechnen den Wert von ¢ = pushO(pop(x)) in der Variablenbelegung
I(x) =11
Mz (I1,t) "E pushO(M7 (I, pop(x)))
"= push0(pop(M7(I,x)))
"=" push0(pop(] (x)))
= pushO(pop(11))
= pushO(1)
= 01
O
Bei der semantischen Auswertung formalsprachlicher Ausdriicke sind offensichtlich im-
mer zwei Sprachebenen zu unterscheiden: Die syntaktische Ebene nennt man dabei auch

Objektsprache, wihrend die iibliche mathematische Sprache, in der man auf die Semantik
direkt Bezug nimmt, in diesem Zusammenhang als Metasprache bezeichnet wird.
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2.4 Boolesche Ausdriicke tiber Modellstrukturen

Terme beziehen sich nur auf die Funktionen und Konstanten einer Modellstruktur und
stehen immer fiir einzelne Elemente des Gegenstandsbereichs. Um dariiberhinaus ein-
fache Aussagen iiber Modellstrukturen bilden zu kénnen, miissen wir auch Prédikaten-
symbole sowie einfache logische Verkniipfungen in eine entsprechende Sprache einbauen.

2.14 DEFINITION (SYNTAX VON BOOLESCHEN AUSDRUCKEN). Die Menge BA(D) der boole-
schen Ausdriicke iiber der Modellstruktur D ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

(BA1) p'(t1,...,tn) € BA(D), wenn p’ € PS,(D) und ty,...,t, € T(D);
P’ (t1, ... ,tn) heiflt Atomformel;

(BA2) o F € BA(D), wenn F € BA(D);
(BA3) (FAG) € BA(D), wenn F,G € BA(D);
(BA4) (FVG) € BA(D), wenn F,G € BA(D).

Die neuen Symbole =, A, und V sollen die vertrauten logischen Operationen ‘nicht’,
‘und’, bzw. ‘oder’ représentieren. Daher definieren wir die Bedeutung boolescher Aus-
driicke wie folgt als Funktion mit den beiden Wahrheitswerten als Wertebereich:

2.15 DEFINITION (SEMANTIK VON BOOLESCHEN AUSDRUCKEN). Die Semantik von BA(D)
wird durch die Funktion Mpg : ENV x BA(D) — {t,f} festgelegt, die definiert ist
durch:

(MBA1) Mpa(L,p'(t1, ... ,tn)) = pMr (1, t1),..., M1 (I,t,)), wobei p das Pradikat
zum Symbol p’ € PS,(D) ist.

t falls Mpa(I,F)=f

(MBA2) Mpa(I,2F) = {f falls Mpa(I,F) =t

t falls Mpa([,F) =t und Mps(I,G) =t
f sonst

falls Mpa(I,F) =t oder Mpa(I,G) =t

sonst

(MBA3) Mpa(I,(FAG)) = {

(MBA4) Mpy(I,(FYG)) = {;

Wir erinnern an dieser Stelle an die vereinbarte Zulissigkeit der Infixnotation fiir Terme
tiber Z und N. Aus Griinden der besseren Lesbarkeit verwenden wir auflerdem auch
folgende Schreibvereinfachungen:

— Infixnotation auch fiir Atomformeln: £ t1 _:_tgl bzw. ﬁ t1 < tg_)_ steht fiir = £ t1,t2)
bzw. fiir < (t1,t2).

— (t1<t2) kann auch als (ta>t1) geschrieben werden.

— Statt o (t1<t2), 2 (t1=t2) etc. schreiben wir ¢ > t2, t; #t2 usw.
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2.16

2.17

— Klammern kénnen entfallen, sofern dadurch der Wirkungsbereich von Prédikaten-
und Funktionssymbolen ersichtlich bleibt.

BEISPIEL. Wir bestimmen den Wahrheitswert des booleschen Ausdrucks B =
(x=y#0)V(x>y) tiber N in einer Variablenbelegung I mit I(x) = 3 und I(y) = 4.
Um die schrittweise Anwendung der Definitionen 2.15 und 2.11 besser zu verstehen,
sollte man sich daran erinnern, dass B in offizieller Syntax, also ohne die vereinbarten
Schreibvereinfachungen, die Form (= =(~(x,y),0)V<(y,x)) hat.

MBA4

Mpa(l, B) t falls Mpa(Z, ((x=y)#0)) =t oder Mps(I,(x>y)) =

Daher bestimmen wir zunéichst Mpa(I, ((x=y)#0)):

Mpa(I, ((x=y)£0)) “E% tfalls Mpa(I, ((x=y)=0)) =f

Mpa(l, ((x=y)=0)) = (M1 (I, (x=y)) = M7(I,0))

T Brd=0"% {0=00"2L"1¢

daher: Mpa(Z, ((x=y)#0)) =

Es muss also noch Mpa(/, (x>y)) bestimmt werden:

Mpa(I,(x>y)) = Mpa(l,(y<x))
Y2 (Me(LLy) < Mz (1,x))
= Hed=f
Zusammenfassend ergibt sich daher Mp4(I, B) =f. O

2.5 Syntax und Semantik von ALJ

Boolesche Ausdriicke werden — unter anderem — als Bedingungen in if-Anweisungen und
Schleifenkonstruktionen eingesetzt. Auflerdem konnen Terme als jene Ausdriicke aufge-
fasst werden, die auf der rechten Seite einer Zuweisungsinstruktion vorkommen diirfen.
Entsprechend kénnen wir 7 (Z) und B.A(Z) als Bestandteile einer einfachen imperativen
Programmiersprache ALI verwenden, deren einziger Datentyp die Modellstruktur der
ganzen Zahlen Z ist. (ALI steht fiir Assignment Language fiir Integers.)

DEFINITION (SYNTAX VON ALI). Die Menge ALI der Statements (Programme) iiber Z
ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

(AL1) Istwv € IVS und ¢t € 7(Z), dann ist v—t € AL(Z).

(AL2) Sind o, 3 € ALI, dann ist begin «.; 3 end € ALI.
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2.18

(AL3) Ist B € BA(Z) und sind a, 8 € ALI, dann ist if B then a else 3 € ALI.
(AL4) Ist B € BA(Z) und a € ALI, dann ist while B do o € ALI.

BEISPIEL. Folgendes ist ein syntaktisch wohlgeformtes ALI/-Programm:
begin
z=0;
while (0< y) do begin
2= (z+x) i
ye=(y=1)
e L
end

Beachten Sie, dass wir von der vereinbarten Infixnotation fiir arithmetische Ausdriicke
Gebrauch machen. Dass dieses Programm tatséchlich in ALI liegt, ldsst sich an Hand
der induktiven Definition iiberpriifen:

ALl

z€IVS,0€T(Z) = o1 =2=0¢€ ALI

—z€1VS, (z+x) € T(Z) == as =z=(z+x) € ALI

yEIVS, (y=1)€T(Z) = a3 =y =(y—1) € ALI

AL2

— ag,a3 € AL= (3 =begin az;a3 end € ALI

— (0<y) € BA(Z), 3 € ALI = v = while (0<y) do 3 € ALI

- a1,y € ALI = begin a; ;v end € ALI
O

In der Sprache ALI bestehen begin-end Blocke aus nur jeweils zwei Anweisungen.
Fiir lingere Anweisungsketten sind_ggchachtelte Blocke vorgesehen. Das erleichtert die
semantische Analyse, ist aber unpraktisch in der Formulierung konkreter Programme.
Ohne die offizielle Syntax von ALI zu dndern, vereinbaren wir folgende abkiirzende
Schreibweise (fiir alle n > 2):

Q1;09; . . - j0n steht fiir ai; begin agibegin < s § 105 end end

Die intendierte Bedeutung des obigen Beispiel-Programms besteht in der Multipli-
kation zweier positiver Zahlen, die anfangs in den Variablen x und y gespeichert sind.
Nach Ende des Programms enthélt die Variable z das Ergebnis. Diese Intention kann
jedoch erst durch eine entsprechende Definition der Semantik von ALI addquat bestétigt
werden. Die Semantik von Programmen legt fest. was jeweils berechnet wird. Um zu ei-
ner kompakten Definition zu gelangen, fassen wir die Bedeutung eines ALI-Programms
als eine Funktion von (Anfangs-)Variablenbelegungen in (End-)Variablenbelegungen auf.
Dabei hilft folgende Notation:
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2.19 DEFINITION. Fiir ein Variablensymbol v € IVS heiflen zwei Assignments I,I’ € ENV
dquivalent modulo v — in Zeichen: I ~ I' — wenn fiir alle w € IV,S mit w # v gilt, dass
I(w) = I'(w) ist. (I und I’ unterscheiden sich also héchstens im Wert der Variablen v.)

2.20 DEFINITION (SEMANTIK VON ALJ). Die Semantik der Statements aus ALI wird durch
die Funktion M 41 : ENV x ALI — ENV festgelegt, die definiert ist durch:

(MAL1) Myr(I,v=t) =1I', wobei I'(v) = Mz (I,t) und I'(w) = I(w) fiir allew € IVS
mit w # v, dh. I’ X T,

(MAL2) M4z(I,begin a; 3 end) = Map(Mar(l, ), 3)

Mar(I,a) falls Mps(I,B)=1t

(1\IAL3) MAL(I’i B then a else 8) - {MAL(I,B) falls MBA(I’B) =f

M (Mar(I,«),while B do a)fir Mpga(I,B) =t

(MAL4) M (I, while B do o) = {I fir Mpa(1,B) =f

2.21 BEISPIEL. Wir berechnen das Ergebnis des Programms aus Beispiel 2.18 fiir eine Varia-
blenbelegung I mit I(x) = 3, I(y) = 1 und I(z) = 1, wobei wir folgende Abkiirzungen
verwenden:

B=Dbeginz—(z+x);y—=(y—1)end und v =while (0<y)dop

Mar(I,begin 2= 0 v end) “E* Mar(Mar(l, z<—0) 7) Y& Mar(I',)
wobei I'(z) = Mz (I, O) =0 und I'(v) = I(v) fiir v 75 z
= My(I',while (0<y) do 8)
Mpa(l', (O<V)) = (Mg (I',0)<Mr(I',y)) = (0<I'(y))
= (0<I(y)) = (0<1) =t
L My (Mar(I', 3), while (0<y
= MAL(MAL(MAL(I/=Z<_£Zi
J\IéLl MAL(MAL(II - ()'_1
wobei I'(z) = MT(I (z
=I'(z) + -7_(5)
I"v)=I'(v) firv#z2
M2 Map (I, while (0<y) do B)
wobei  I"(y) = MT( (y=1)) =Mz (1", y) — M (I",1)
—I'g) 1= Fy) - 1=I(g) = 1=1—1=0
I(v) = I'(0) fir v £y -
Mpa(I",(0<y)) = Mz (I",0) <Mz (I",y))
e = () = (0] =1

MALA  pyr
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3 Aussagenlogik

Crime is common. Logic ts rare.
(Sherlock Holmes)

3.1 Einleitung zur mathematischen Logik

Logik ist eine Grundlagendisziplin, die sich mit den allgemeinen Prinzipien korrekten
Schlieflens beschiftigt. Hier wird uns nur die mathematische (auch: formale, bzw. symbo-
lische) Logik interessieren, die fiir diese Aufgabe formale Kalkiile!bereitstellt und analy-
siert. Weiters sei gleich vorweg bemerkt, dass in dieser Lehrveranstaltung nur ein kleiner
Ausschnitt der Themen, Methoden und Ergebnisse der mathematischen Logik, die fiir
die Informatik relevant sind, prisentiert werden wird.

Mathematische Logik taucht in sehr vielen Gebieten der Informatik in unterschied-
licher Weise auf. Zu den prominentesten Anwendungsgebieten zdhlen: logik-orientierte
Programmierung (z.B.: PROLOG), Programmverifikation, Semantik von Programmier-
sprachen, Spezifikationssprachen, wissensbasierte Systeme und automatisches Beweisen.
Ganz allgemein sind die Analyse der Beziehung von Syntax und Semantik und das Au-
genmerk auf algorithmische Aspekte des Schliefens derart grundlegend, dass oft folgende
Analogie zum Verstédndnis der Rolle der Logik zitiert wird: Die Logik steht zur Informatik
wie die Mathematik zur Physik; &hnlich wie die Mathematik oft als ‘Sprache der Physik’
bezeichnet wird, ist die Logik als das Fundament zentraler Aufgaben der Informatik zu
betrachten.

Aussagenlogik

Es gibt so viele unterschiedliche Logiken (im Sinn von: Kalkiilen mit entsprechender
Semantik) und verschiedene Themen in diesem Bereich, dass es unméglich ist, die Diszi-
plin umfassend in wenigen Worten zu definieren. In allen Féllen wird jedoch analysiert,
welche Aussagen bzw. Schlussweisen sich allein auf Grund ihrer Form als wahr, giiltig
bzw. korrekt erkennen lassen.

'Das Wort Kalkiil hat zwei unterschiedliche Bedeutungen. Das Kalkiil ist gleichbedeutend mit Berech-
nung oder Uberlegung; in diesem Sinn tritt das Wort etwa in der Redewendung ,ins Kalkiil ziehen®
auf. Der Kalkiil hingegen bezeichnet laut Duden ein System von Regeln zur schematischen Konstruk-
tion von Figuren tn der Mathematik. Wir verwenden das Wort hier in der zweiten Bedeutung, also
mit ménnlichem Artikel.
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3.1

3.2

BEISPIEL. Wenn ein Kind weif}, dass es entweder Pudding oder Torte als Nachspeise gibt
und ihm auflerdem gesagt wird, dass es keinen Pudding mehr gibt, so kann es daraus
schlieBen, dass es Torte zur Nachspeise gibt. Vereinbaren wir A als Abkiirzung fiir ,,Es
gibt Pudding als Nachspeise*“ und B als Abkiirzung fiir ,,Es gibt Torte als Nachspeise“,
so lédsst sich dieser Schluss in {iblicher Notation wie folgt darstellen:

AV B -A
B

Entscheidend ist, dass die Korrektheit (Zuldssigkeit) dieser Argumentationsform offen-
sichtlich nicht vom konkreten Inhalt der Aussagen A und B abhingt. So kénnte A z.B.
auch fiir ,Das Programm terminiert innerhalb von 10 Sekunden* und B fiir ,Das Pro-
gramm terminiert nie“ stehen. Weiters ist die Korrektheit des Schlusses unabhéngig
davon, ob die Aussagen A und B wahr oder falsch sind. O

Genau genommen haben wir uns in diesem sehr einfachen Beispiel bereits einer spe-
zifischen Logik — ndmlich der sogenannten klassischen Aussagenlogik — bedient. In der
klassischen Aussagenlogik? geht man davon aus, dass jede Aussage entweder wahr oder
falsch ist. Man sagt auch: Jeder Aussage wird einer der zwei Wahrheitswerte ,,wahr* bzw.
nfalsch® zugeordnet. Aulerdem betrachtet man nur Aussagen, die entweder nicht mehr
weiter zerlegt werden (sogenannte ,atomare Aussagen®, fiir die einen nur interessiert, ob
sie wahr oder falsch sind) oder die mittels der logischen Junktoren ,nicht* (=), ,,und*
(A), ,oder* (V), bzw. ,wenn ...dann" (D) aus anderen Aussagen zusammengesetzt sind.
Weiters setzt man das Prinzip der Wahrheitsfunktionalitit (Kompositionalitétsprinzip)
voraus: Die Wahrheit bzw. Falschheit einer zusammengesetzten Aussage hingt nur von
der Wahrheit bzw. Falschheit ihrer unmittelbaren Teilaussagen ab.

Pradikatenlogik

Fiir die meisten Anwendungen ist die skizzierte logische Analyse von Aussagen noch zu
grob. Man abstrahiert zwar weiterhin vom konkreten Inhalt der Aussagen, aber versteht
atomare Aussagen als Behauptungen der Form ,,Die Eigenschaft P trifft auf das Objekt
x zu“ bzw. allgemeiner: ,Die Objekte x1, ..., x, stehen in der (n-stelligen) Relation
P zueinander“. Im ersten Fall nennt man P ein einstelliges (monadisches) Pradikat; im
zweiten Fall ist P ein n-stelliges Priadikat. Neben den oben genannten Junktoren ist es
nun auch zweckméfig, die beiden Quantoren ,fiir alle“ (Allquantor V) und ,, fiir (minde-
stens) ein“ (Existenzquantor 3) zur Bildung zusammengesetzter Aussagen zu verwenden.
Man spricht dann von klassischer Prddikatenlogik (bzw. Quantorenlogik) erster Stufe.?

BEispiEL. Monadische Pradikate reichen aus, um die sogenannten Syllogismen darzu-
stellen, die bereits in der Antike diskutiert wurden. Das bekannteste Beispiel eines Syl-
logismus ist wohl folgender Schluss:

2Fiir ,, Aussage® verwendet man in diesem Zusammenhang auch den Fachausdruck , Proposition“; daher
ist propositionale Logik synonym zu Aussagenlogik.

3Hoherstufige Logiken entstehen, wenn man auch Eigenschaften von Pridikaten, von Relationen zwi-
schen Relationen, von Relationen zwischen Relationen zwischen Relationen usw. in Betracht zieht.
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Sokrates ist ein Mensch. Alle Menschen sind sterblich.
Also ist auch Sokrates sterblich.

Die beiden Aussagen iiber dem Strich heiflen Prédmissen, die Aussage darunter Konklusi-
on des Schlusses. Gemifl unserer Terminologie ist dabei ,, Sokrates“ ein Objekt und ,ist
sterblich“ bzw. ,,ist ein Mensch® sind Beispiele fiir (monadische) Pradikate. In logischer
Notation und in Verwendung naheliegender Abkiirzungen ldsst sich daher der Schluss
als
M(s) (Vz)M(z) D S(z)
S(s)

darstellen. Entscheidend ist wiederum, dass es nur um die Form der Aussagen geht und
dass die Zulassigkeit (Korrektheit, allgemeine Giiltigkeit) des Schlusses keineswegs von
der Wahrheit der Pramissen abhingt. Dies ldsst sich einsehen, indem man beispielsweise
fiir s die Zahl 2 setzt, fiir S das Pradikat ,,ist ungerade” und fiir M das Pradikat ,,ist
grofler als 5%. Unter dieser Interpretation sind offensichtlich die beiden Pramissen und
die Konklusion falsch. Der Schluss jedoch bleibt zuldssig. Ein Schluss heifit ndmlich (per
Definition) zuléssig, falls folgendes gilt: Immer dann, wenn alle Pramissen wahr sind, ist
auch die Konklusion wahr. O

Der oben diskutierte Schluss lasst sich bei ndherer Betrachtung in noch elementarere
zerlegen, ndmlich in den Modus ponens (mp) —aus A und der Aussage ,wenn A dann B“
folgt B — und in die Spezialisierungsregel (sp) — wenn A fiir alle Objekte z gilt, dann
gilt A auch fiir ein spezielles Objekt c:

A und B sind dabei Platzhalter fiir beliebige Formeln, wobei die Schreibweise A[z]
anzeigt, dass A eine Variable z enthalten kann, die in A[¢] durch ¢ ersetzt wurde. Die
urspriingliche Uberlegung lidsst sich mit Hilfe dieser beiden Regeln beweisen:

(V)M (z) D S(x) .

M (s) M(s) D S(s)
5(s)

mp

Beim Anwenden der Spezialisierungsregel entspricht M (z) D S(z) dem Platzhalter A[z];
beim Modus ponens iibernimmt M (s) die Rolle von A und S(s) jene von B. Man
spricht von einer Instantiterung der Regel: Z.B. fungiert M (s) hier als Instanz der linken
Prémisse des Modus ponens.

Die klassische Pradikatenlogik erster Stufe ist zweifellos der bedeutendste Formalismus
der Logik. Die Aussagenlogik ldsst sich als Spezialfall der Pradikatenlogik verstehen: Die
atomaren Aussagen kann man als 0O-stellige Prédikate betrachten; mit den Objekten
verschwinden auch die Quantoren und es bleiben nur die Junktoren.*

4Man spricht deshalb auch von Junktorenlogik.
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3.3

Logische Kalkiile

Hat man eine Formelsprache (Syntax) gewé#hlt und die Interpretation der Formeln (ih-
re Semantik) festgelegt, mochte man die Giiltigkeit bestimmter Formeln iiberpriifen
konnen. Im einfachsten Fall reicht es, eine Formel bzgl. der Semantik auszuwerten. Etwa
ist s(0) + s(s(0)) = s(s(s(0))) durch Ausrechnen unschwer als wahr zu erkennen, falls s
als die Funktion ,,addiere 1“, 0 als Null, 4+ als Addition und = als Gleichheit interpretiert
wird. Die Giiltigkeit der Formel (V2>0)(3k)(n=2 -k Vn=2-k + 1) hingegen ist schwie-
riger nachzuweisen, da die Semantik des Allquantors erfordert, fiir alle der unendlich
vielen nicht-negativen Zahlen n ein &k zu finden, sodass entweder n=2-k oder n=2-k+1
erfiillt ist. Daher versucht man Regelsysteme — sogenannte Kalkiile — zu finden, mit
deren Hilfe eine Formel durch eine endliche Anzahl von Regelanwendungen bewiesen
werden kann. Dabei muss das Regelsystem zumindest korrekt sein: Jede mit den Regeln
bewiesene Formel soll tatséchlich giiltig sein. Manche Regelsysteme sind dariiber hinaus
auch vollstindig: Alle giiltigen Formeln lassen sich mit den Regeln beweisen. In den
Abschnitten 3.6, 3.7, 3.8 und 3.9 werden wir vier unterschiedliche Kalkiile kennenlernen,
die alle korrekt und vollstindig fiir die klassische Aussagenlogik sind. Alle diese Kalkiile
lassen sich auch auf die Pradikatenlogik erster Stufe erweitern. Dies ist ein Thema des
néichsten Kapitels.

Ein zentraler Begriff im Bereich der Kalkiile ist der der Ableitung. Darunter versteht
man allgemein eine Kette oder einen Baum von syntaktischen Objekten (z.B. von aus-
sagenlogischen Formeln), die bzw. der durch systematische Regelanwendungen aus gege-
benen Initialobjekten (, Axiomen* bzw. , Annahmen“) hervorgeht. Ableitungen entspre-
chen formalen Beweisen. Im Prinzip muss jeder exakte Nachweis der Richtigkeit einer
Behauptung (sprich: jeder Beweis) als Ableitung in einem geeigneten Kalkiil formalisier-
bar sein. Selbstverstandlich ist es fiir die menschliche Kommunikation nicht zweckméfig,
jeden Beweis vollsténdig zu formalisieren. Anderseits sollte klar sein, dass immer dann,
wenn Computersysteme Beweise finden oder iiberpriifen sollen, logische Kalkiile unver-
zichtbar sind.

Logik in der Programmierung

Die zahlreichen Anwendungen der Logik in der Informatik sind oft sehr unterschiedlicher
Natur. Wie bereits erwidhnt, gibt es Programmiersprachen, die direkt auf bestimmten
Kalkiilen basieren. PROLOG, LISP und ML sind Beispiele dafiir. Doch auch in allen
iiblichen prozeduralen Programmiersprachen tauchen Konzepte der mathematischen Lo-
gik mehrfach auf.

BEISPIEL. Der Wahrheitswert einer logischen Formel entscheidet dariiber, ob in einer
if-Anweisung der then- oder der else-Zweig gewihlt bzw. wie oft eine while- oder
repeat-Schleife durchlaufen wird. Will man in einer if-Anweisung die beiden Zweige
ohne Anderung des Programmverhaltens vertauschen, helfen die algebraischen Regeln
der Aussagenlogik bei der korrekten Umformung der Bedingung; etwa wird

if (z=0)A(y>1) then P else P,
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3.4

durch Anwendung der aussagenlogischen de-Morgan-Regel =(A A B) = =AV =B zum
dquivalenten Programmstiick

if (z #0)V (y <1) then P> else P, .

Ahnliches gilt fiir while-Schleifen, die mindestens einmal durchlaufen werden sollen und
daher in repeat-Schleifen umgewandelt werden. Etwa transformiert sich die Schleife
wvhile (z=0)A(y>1) do P zu repeat Puntil (x #0)V (y <1). O

BEISPIEL. Ausgangspunkt seien zwei Intervalle [a,b] und [c,d], etwa Aufnahmezeiten
eines Videorecorders (erste Aufnahme von Zeit a bis Zeit b, zweite von ¢ bis d). Wir
nehmen an, dass a < b und ¢ < d gilt.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Warnung auszugeben, wenn die Intervalle {iber-
lappen, wenn also eine Terminkollision vorliegt:

if (Bedingung) then write , Kollision!*

Um eine geeignete (Bedingung) zu finden, kénnte man in einem ersten Ansatz alle
Moglichkeiten auflisten, wie sich zwei Intervalle iiberlappen kénnen:

1. Das erste Intervall enthilt das zweite: @ < ¢ und d < b.
Das zweite Intervall enthilt das erste: ¢ < a und b < d.

Der Anfangspunkt des zweiten Intervalls liegt im ersten Intervall: a < c und ¢ < b.

= B2 B

Der Anfangspunkt des ersten Intervalls liegt im zweiten Intervall: ¢ < a und a < d.

ot

Der Endpunkt des zweiten Intervalls liegt im ersten Intervall: a < d und d < b.

6. Der Endpunkt des ersten Intervalls liegt im zweiten Intervall: ¢ < b und b < d.

Offensichtlich enthalt die Disjunktion dieser sechs Konjunktionen von je zwei Vergleichen
viel Redundanz. Insbesonders werden die ersten beiden Bedingungen bereits von den
iibrigen vier Bedingungen (unter der Voraussetzung a < b und ¢ < d) impliziert. Aber
auch die direkte Umsetzung der Bedingungen 3 bis 6 ist keineswegs optimal.

Ein einfacherer Losungansatz besteht darin, zuerst eine Bedingung fiir Uberlappungs-
fretheit aufzustellen und diese dann zu negieren. Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir Uberlappungfreiheit ist:

Das erste Intervall endet vor dem zweiten (b < ¢)
oder das zweite vor dem ersten (d < a).

Die gesuchte Bedingung fiir das Vorliegen einer Kollision lédsst sich also schreiben als
—(b < ¢V d < a) bzw. durch Hineinziehen der Negation als b > c¢ A d > a.

Beim Aufstellen, Uberpriifen und vor allem beim korrekten Vereinfachen und Umfor-
men derartiger Bedingungen helfen die Grundgesetze der Logik. Im letzten Schritt wurde
z.B. die Regel =(AV B) = =A A =B angewendet. Viele der Verfahren lassen sich auch
leicht automatisieren. So kénnte man mit einem geeigneten \Werkzeug kontrollieren, ob
sich die Formel aus dem ersten Losungsansatz tatséichlich zu jener des zweiten Ansatzes
vereinfach ldsst. |
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3.5

3.6

BEISPIEL. Zur Verifikation von Programmen werden Zusicherungen (assertions) sowie
Vor- und Nach-Bedingungen (pre- und post-conditions) eingesetzt. Zusicherungen sind
Bedingungen, die jedesmal ausgewertet werden, wenn sie im Zuge des Programmablaufs
erreicht werden. Treffen sie zu, setzt das Programm mit der néchsten Anweisung fort;
andernfalls wird eine Warnung ausgegeben, die signalisiert, dass das Programm vom vor-
hergesehenen Verhalten abweicht. Im Gegensatz zu den anderen Programmkonstrukten
beeinflussen Zusicherungen nicht die Berechnungen. Im folgenden Programm kontrolliert
die Zusicherung assert(y > 0), dass der Wert von y wie vom Programmautor vorgesehen
nie kleiner als Null wird.
(xt=aNny=>bAy>0) < Vorbedingung
while y > 0 do
T—x—1;
ye—y—1
assert(y > 0); < Zusicherung
endwhile:
(x=a—-bAy=0) <« Nachbedingung

Vor- und Nachbedingungen sind Formeln, die die erlaubten Eingabedaten bzw. die
gewiinschten Ergebnisse charakterisieren. Sie bilden zusammen mit dem Programm ei-
ne Korrektheitsaussage, die wahr ist, falls das Programm fiir alle Eingaben, die die
Vorbedingung erfiillen, Ausgabewerte berechnet, auf die die Nachbedingung zutrifft. Im
Beispielprogramm behaupten die beiden Bedingungen, dass © am Programmende den
Wert a — b hat, falls zu Beginn x den Wert @ und y den Wert b hat. Der Beweis von
Korrektheitsaussagen ist prinzipiell schwieriger als die Uberpriifung von Zusicherungen:
Im ersten Fall miissen alle moglichen Variablenwerte untersucht werden, im zweiten Fall
wird die Formel nur fiir die momentanen Werte berechnet. Zum Nachweis der Giiltigkeit
von Korrektheitsaussagen werden Kalkiile wie der sogenannte Hoare-Kalkiil® eingesetzt.

O

Algorithmische Losbarkeit

Die folgenden drei Beispiele beschreiben Resultate, die auf den ersten Blick abstrakt
und theoretisch wirken. Bedenkt man aber, dass praktisch jede Programmiersprache die
Datentypen der Reals und Integers kennt, dass die Spezifikation des Programmverhaltens
Quantoren erfordert und dass die Uberpriifung von Programmeigenschaften auf den
Nachweis der Giiltigkeit von Formeln hinauslduft, haben diese Resultate unmittelbare
Auswirkungen auf Gebiete wie die Programmverifikation.

BEISPIEL. Die Frage nach der Losbarkeit eines Systems von Gleichungen kann als
existentiell quantifizierte Formel aufgefasst werden, nédmlich als die Behauptung: , Es
gibt Werte fiir die Variablen, sodass die Gleichungen erfiillt sind.“ Fiir lineare Glei-
chungen iiber den reellen Zahlen ist aus der Schule bekannt, dass es mit dem Gaufl-
sche Eliminationsverfahren ein Regelsystem gibt, das korrekt und vollstdndig fiir das

5benannt nach dem britischen Informatiker Sir Charles Antony Richard Hoare, der unter anderem das
Sortierverfahren Quicksort erfunden hat.
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Losbarkeitsproblem ist: Wenn das Verfahren die Ldésbarkeit behauptet, ist das Glei-
chungssystem tatsichlich losbar (Korrektheit), und wenn das Gleichungssystem losbar
ist, stellt das Eliminationsverfahren dies auch fest (Vollstdndigkeit). Dariiberhinaus ist
es sogar ein Entscheidungsverfahren: Auch wenn das Gleichungssystem nicht lésbar ist,
liefert das Verfahren eine Antwort, nimlich , nicht 15sbar®.®

Im Fall der reellen Zahlen kénnen diese Resultate verallgemeinert werden: Selbst wenn
man beliebige (existentielle und universelle) Quantoren zulésst sowie nicht-lineare Glei-
chungen (Polynomgleichungen) erlaubt, gibt es ein korrektes und vollstindiges Entschei-

dungsverfahren (Alfred Tarski, 1948). O

BEISPIEL. Diophantische Gleichungen sind Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten,
die iiber den ganzen bzw. den natiirlichen Zahlen zu lésen sind. Fiir lineare diophantische
Gleichungen gilt &hnliches wie fiir Gleichungen {iber den reellen Zahlen: Es gibt korrekte
und vollstdndige Entscheidungsverfahren. Auch mit beliebigen Quantoren sind derar-
tige Formeln, auch bekannt als ,,Presburger Arithmetik®, immer noch lésbar (Mojzesz
Presburger, 1929, D. C. Cooper 1972).

Anders sieht die Sache im Falle von diophantischen Polynomgleichungen aus (Hilberts
10. Problem). Falls diophantische Polynomgleichungen lésbar sind, lidsst sich zwar eine
Losung durch systematisches Einsetzen aller moglichen Variablenwerte finden, es gibt
aber prinzipiell kein Entscheidungsverfahren mehr: Die Unlésbarkeit eines Gleichungs-
systems lidsst sich im Allgemeinen nicht feststellen, da es prinzipiell keinen korrekten,
immer terminierenden Algorithmus fiir dieses Problem geben kann (Yuri Matiyasevich,
1970).

Noch schwieriger wird die Situation, wenn wir zusitzlich zu den Polynomen beliebige
Quantoren zulassen (Arithmetik der natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikati-
on): Die Giiltigkeit derartiger Formeln ist nicht nur unentscheidbar, sondern es gibt nicht
einmal mehr ein vollstédndiges Regelsystem (Kurt Godel, 1930). In anderen Worten: aus
prinzipiellen Griinden muss jedes korrekte Verfahren zur Uberpriifung der Giiltigkeit
von arithmetischen Formeln sowohl bei giiltigen als auch bei widerlegbaren Formeln
gelegentlich passen, d.h., es liefert bei beiden Antwortmoglichkeiten nicht immer eine
Antwort. ad

BEISPIEL. Die Giiltigkeit aussagenlogischer Formeln in der klassischen Logik ist trivia-
lerweise durch Ausprobieren immer feststellbar, da es nur endlich viele Belegungen der
Variablen mit wahr/falsch gibt und alle Junktoren (etwa Und-, Oder-Verkniipfungen)
immer berechenbar sind. Das Problem hier ist vielmehr, die Giiltigkeit effizient zu
tiberpriifen.

Anders sieht es aus, wenn wir Quantoren zulassen, also die Pridikatenlogik betrachten.
Zur Uberpriifung der Giiltigkeit gibt es korrekte und vollstindige Kalkiile, das Problem
ist aber letztlich unentscheidbar, da wiederum aus prinzipiellen Griinden jedes korrekte
Verfahren fiir manche (genauer: unendlich viele) nicht-giiltige Formeln keine Antwort
liefern kann. O

5Das GauBsche Eliminationsverfahren leistet sogar noch mehr: Im Falle der Losbarkeit liefert es eine
endliche Darstellung aller Lésungen.
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3.9

3.10

3.11

Nicht-klassische Logiken

Die bisher genannten Beispiele kénnten dazu verfithren, die klassische Logik als einzig
relevanten logischen Formalismus zu betrachten. Doch gerade in der Informatik wer-
den auch Anwendungen verschiedenster nicht-klassischer Logiken immer wichtiger. An-
zahl, Formen und Anwendungen nicht-klassischer Logiken sind kaum mehr {iberschaubar.
Grundsétzlich lassen sich zwei Typen von ,,Nicht-Klassizitét* unterscheiden: Einerseits
werden FErweiterungen der Syntax und Semantik der klassischen Logik betrachtet; an-
derseits sind Alternativen zur klassischen Semantik (die manchmal auch syntaktischen
Niederschlag finden) die Basis vieler wichtiger Logiken.

Zur ersten Gruppe zéhlt vor allem die grofle Familie der Modallogiken, die entstehen,
wenn man in der Sprache der Logik ausdriicken will, in welcher Weise (z.B. wann, wie,
wo, in welchem Kontext) eine Formel (klassisch) giiltig ist.

BEISPIEL. Bei der Spezifikation dynamischer Systeme ist es meist sinnvoll, Aussagen
der Form ,,Zu allen zukiinftigen Zeitpunkten gilt A“, ,Zum nachfolgenden Zeitpunkt
gilt A“, ,Irgendwann in der Vergangenheit galt A“ zu betrachten. Dabei nennt man die
jeweiligen zeitlichen Qualifikationen zur Aussage A temporale Modaloperatoren. Syntak-
tisch sind Modaloperatoren nichts anderes als einstellige Junktoren. In iiblicher Notation
schreibt man die genannten Beispiele modaler Aussagen als [F]A, OA, bzw. (P)A. Das
F steht dabei fiir Future, das P fiir Past; (O wird als ,,Next-Operator” bezeichnet. Of-
fensichtlich kann man aber die Semantik dieser Junktoren nicht mehr durch klassische
Wahrheitstafeln wiedergeben. Vielmehr wird fiir die Temporallogik der klassische Begriff
des Modells einer Formel auf eine Weise erweitert, die die Struktur des Zeitverlaufs re-
priasentiert. Dies geschieht so, dass (um in unserem Beispiel zu bleiben) Formeln der
Form [F]A D (A als logisch giiltig erkennbar werden. a

BEISPIEL. Wie bereits erwidhnt, wird der sogenannte Hoare-Kalkiil als Formalismus zum
Nachweis der Korrektheit von Programmen eigesetzt. Ohne hier auf Details einzugehen
sei darauf hingewiesen, dass sich dieser Kalkiil als Spezialfall einer bestimmten Modal-
logik — der sogenannten dynamischen Logik — verstehen lésst.

Die Grundaussagen des Hoare-Kalkiils sind von der Form P {a} @, wobei P eine
Vorbedingung und @) eine Nachbedingung zum Programm o« ist. Die Rolle von « ist

dabei die eines Modaloperators ,,Nach Termination des Programmstiicks « gilt ... “. In
iiblicher modallogischer Notation wiirde man also P {a} Q als Formel P D [a]Q der
dynamischen Logik schreiben. O

Zur zweiten Gruppe der nicht-klassischen Logiken — den Alternativen zur klassischen
Logik — geben wir ebenfalls zwei informatik-relevante Beispiele.

BEISPIEL. In vielen Anwendungen wissensbasierter Systeme hat man es mit vager oder
unbestimmter Information zu tun. Insbesonders die Semantik natiirlichsprachlicher Aus-
sagen lasst sich oft durch die Zuordnung von einem der beiden Wahrheitswerte ,,wahr®
bzw. ,falsch* nicht adiquat formalisieren. Fiir Aussagen wie

102

h
E
i
}
:
:
§




3.12

,Diese Vorlesung ist wichtig.
,Die Ubungsaufgabe ist leicht.®
,der Student ist engagiert.

ist es sinnvoll, ein Spektrum von Wahrheitswerten zwischen ,,absolut falsch® und ,,ab-
solut wahr* vorzusehen. Als eine zweckméfige Formalisierung der Semantik von einstel-
ligen Pradikaten wie ,,ist wichtig® oder ,,ist leicht“ verwendet man in der sogenannten
Fuzzy-Logik entsprechend Funktionen, die jedem Objekt eine Zahl aus dem reell-wertigen
Einheitsintervall [0, 1] zuordnen. Ahnlich ordnet man fiir ein zweistelliges Pridikat wie
nargert* jedem geordneten Paar von Objekten (Individuen) eine relle Zahl zwischen 0
und 1 zu; 0 spielt dabei die Rolle von ,,absolut falsch® und 1 die von ,,absolut wahr®. Die
Semantik der iiblichen aussagenlogischen Junktoren wird durch Funktionen iiber [0, 1]
festgelegt. Beispielsweise ist die Funktion (z,y) — min{z,y} fiir z,y € [0, 1] ein wichti-
ges Beispiel fiir die Semantik der Konjunktion (A) in der Fuzzy-Logik. Diese Festlegung
bedeutet: der Wahrheitswert einer Aussage der Form A A B ist gleich dem Minimum der
Wahrheitswerte der Aussagen A bzw. B. Ahnlich bietet sich als Semantik der Negation
(—) beispielsweise die Funktion z — 1—a an. Man beachte, dass hier die klassische Logik
als Spezialfall der Fuzzy-Logik in Erscheinung tritt: Wenn statt dem Einheitsintervall
[0, 1] nur die Teilmenge {0, 1} als Wahrheitswertmenge genommen wird, entsprechen die
genannten Funktionen den vertrauten klassischen Wahrheitstafeln. O

BEISPIEL. Eine schwierige Aufgabe der Informatik ist das Design von Entwicklungs-
umgebungen, die es erlauben, beweisbar korrekte Software automatisch (oder zumindest
semi-automatisch) aus der formalen Spezifikation der Aufgabenstellung zu gewinnen. Fiir
dieses Paradigma der ,Extraktion von Programmen aus Beweisen® ist die sogenannte
intuitionistische Logik (auch: konstruktive Logik) besser geeignet als die klassische Logik.

Die intuitionistische Logik ergibt sich, wenn man die Giiltigkeit einer Formel nicht ein-
fach mit der konstanten Zuordnung des Wahrheitswertes ,wahr® identifiziert, sondern
mit der garantierten Beweisbarkeit der Formel. Solange man nur endliche Gegenstands-
bereiche betrachtet, entsteht so noch kein Unterschied zur klassischen Logik. Aber be-
reits in der elementaren Arithmetik kann man nicht garantieren, dass zu jeder Aussage A
entweder A selbst oder deren Negation —A beweisbar ist.” Unter der intuitionistischen
Interpretation kann daher die aussagenlogische Formel AV —A — im Gegensatz zur klas-
sischen Logik — nicht logisch giiltig sein.

Die intendierte Semantik der intuitionistischen Logik definiert die Giiltigkeit zusam-
mengesetzter Aussagen in Bezug auf (mogliche) Beweise fiir die jeweiligen Teilaussagen.
Z.B. gilt AN B genau dann, wenn sowohl ein Beweis von A als auch einer von B vorliegt.
Die Beweisbarkeit von AV B muss ebenfalls von zwei Elementen bezeugt werden: Einem
Indikator, der sagt, ob die linke oder die rechte Teilaussage beweisbar ist und einem
Beweis der entsprechenden Teilaussage. Am interessantesten ist die Interpretation der
Giiltigkeit von A D B: Sie besagt, dass ein Algorithmus (Programm) vorliegt, der jeden

"Aus den Sitzen von Gédel (1931) und Turing (1936) folgt auch. dass es fiir jeden hinreichend aus-
drucksstarken, korrekten Kalkiil Aussagen iiber die Termination oder Korrektheit von konkreten
Programmen gibt, die weder beweisbar noch widerlegbar sind.
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gegeben Beweis von A in einen Beweis von B transformiert. Vereinbart man nun noch
—A als Abkiirzung fiir A D f, wobei f irgendeine fixe unbeweisbare Aussage ist, so ist
damit die Sematik der intuitionistischen Aussagenlogik im Prinzip vollstindig festgelegt.
Sie ldsst sich auch auf naheliegende Weise auf die Priadikatenlogik erweitern. O

3.2 Syntax und Semantik der klassischen Aussagenlogik

Die klassische Aussagenlogik (Propositionallogik) formalisiert die Verkniipfung einfacher
Ja/Nein-Aussagen durch Junktoren® wie Und, Oder, Nicht oder Wenn-dann. Formal
werden Junktoren durch ein- bzw. zweistellige Funktionen iiber der Wahrheitswertmenge
{t,f} repriisentiert. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber alle entsprechenden
Wahrheitstafeln, die diese aussagenlogischen Funktionen definieren.

= | | Negation

e+ =h
e+ =h | > AND, Konjunktion

e+ e e+ =h| < OR, Disjunktion

e+ = e+ o ||J Implikation
e+ = = | ||| NEXOR, gdw.

e o+

e+ mh o+ Hh

&+ o = o N

= &+ &+ |— NAND

= mh = e[ NOR
T Y RS

= = ot A

= o o = XOR, exkl. Oder

Im Prinzip sind aussagenlogische Formeln wie Boolsche Ausdriicke in Abschnitt 2.4
definiert; nur ersetzen wir komplexe Atomformeln schlicht durch entsprechende Varia-

blen.

3.13 DEFINITION (SYNTAX AUSSAGENLOGISCHER FORMELN). Die Menge AF der aussagen-
logischen Formeln ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

(AF1) AV ={A,B,C,...} CAF;
(AF2) {t,f} C AF;
(AF3) oF € AF, wenn F € AF;

(AF4) (Fo'G) EAF, wern F,GE€ AFund o’ € {A, ¥, 2,C,1: 1, B: L=, £}

Die Elemente von AV heilen aussagenlogische Variablen. Die Formeln t und f heifen
aussagenlogische Konstanten. Aussagenlogische Variablen und Konstanten heifien auch
atomare aussagenlogische Formeln oder kurz: Atome. Die Zeichen =, A, V, D, etc.
nennt man Junktoren, Konnektive oder auch logische Operatoren.

8 Junktoren werden auch (aussgenlogische) ,,Operatoren oder ,, Konnektive“ genannt.
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3.14

3.15

Wie bereits angedeutet, erhilt man (spezielle) aussagenlogische Formeln, wenn man
in booleschen Ausdriicken vom Bezug auf konkrete Modellstrukturen abstrahiert, sprich:
Atomformeln iiber einer Modellstruktur durch aussagenlogische Variablen ersetzt.

Zur Formalisierung der Semantik beziehen wir uns auf die Menge INT der aussagen-
logischen Variablenbelegungen; das sind alle Funktionen vom Typ AV — {t,f}. Man
nennt diese Funktionen auch (aussagenlogische) Interpretationen.

DEFINITION (SEMANTIK AUSSAGENLOGISCHER FORMELN). Die Semantik aussagenlo-
gischer Formeln ist durch die Funktion M4p : INT x AF — {t,f} festgelegt, die wie
folgt definiert ist:

(MAF1) Myp(I,A) =1(A), wenn A € AV;
(MAF2) Map(I,t) =t und Mur(l, f) =f;

(MAF3) Mup(I, = F) = =M yp(I, F), wobei die Funktion — : {t,f} — {t,f} wie in
der oben angegebenen Wahrheitstafel definiert ist;

(MAF4) Mup(I, (F o' G)) = Mar(I,F) o Myp(I,G), wobei die zum Junktor of
gehérende Funktion o : {t,f}? — {t,f} wie in der oben angegebenen Wahr-
heitstafel definiert ist.

BEISPIEL. Sei F die aussagenlogische Formel (( A/\—|B)2( tVv Zl Den Wahrheitswert
von F in einer Interpretation I mit I(A) =t, I(B) = f, I(C) = f erhilt man wie folgt:

Mur(l,F) = Muar(I,(AA2B)) D Map(l,(2tVC))

(Mar(I,A) NMap(1,2B)) D (Mar(I,2t) V Mur(I,C))
(I(A) A= Mur(I1,B)) D (-Mur(l,t) V I(Q))

(EA-NB S (vl = A~ (-tVT)

(

AL 2EVE = t35f = £

O

Wenn der Kontext eindeutig ist, lassen wir im Folgenden das Adjektiv ‘aussagenlo-
gisch’ meist weg. Auflerdem werden wir zur Erh6hung der Lesbarkeit weitgehend auf
Unterstreichungen verzichten und auch tiberfliissige Klammern weglassen. Insbesondere
steht

Fib...nkFy Hr (FiAl..AF))

und
Fl\/...an fﬁI‘ (Flv(...\/Fn)).

Diese Klammereinsparungsregeln sind durch die Semantik von Konjunktion und Dis-
junktion gerechtfertigt: Die Funktionen A und V sind ndmlich assoziativ.
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Da jede Formel nur endlich viele Variablen enthélt, kann ihre Semantik vollstindig
durch eine Wahrheitstafel beschrieben werden, die fiir jede Belegung der Variablen das
Ergebnis von M 4r (I, F) angibt.®

3.16 BEISPIEL. Als Wahrheitstafel fiir die Formel (A A =B) D (=t V C) erhalten wir:

3.17

3.18

A B C||-B|AA-B|-t|-tvC| (AA=B)D (-tVvC)
f-F f t i f )]

| P A t f f t t

t t 4 f f fi f t

O f f f t t

t f f t 1 f 37 f

t £ t t t £ t t

t t f f: f f f t

t t % f f  § 1 t

Genauer miisste die Uberschrift der Spalten statt A, B und C eigentlich I(A4), I(B) und

I(C) lauten; ebenso miisste statt jeder Formel F' der Ausdruck M sp(I, F) stehen, in
der letzten Spalte etwa M 4p(I,(AA-B) D (-t Vv (C)). O

Bei der Présentation der aussagenlogischen Kalkiile weiter unten schréanken wir die
Betrachtungen auf einige wenige Funktionen, typischerweise =, A, V und D, ein. Einer-
seits lassen sich die Resultate leicht auf die {ibrigen Funktionen erweitern, andererseits

konnen alle aussagenlogischen Funktionen aus einer kleinen Zahl von Basisfunktionen
zusammengesetzt werden.

DEFINITION. Eine Menge von Funktionen heifit funktional vollstindig, wenn alle anderen
Funktionen durch sie ausgedriickt werden kénnen.

BEISPIEL. Jede aussagenlogische Funktion ist eindeutig durch ihre Wahrheitstafel be-
schrieben. Wie wir bei der Konstruktion von konjunktiven und disjunktiven Normalfor-
men weiter unten (Abschnitt 3.5) sehen werden, kann jede Wahrheitstafel durch eine
Formel beschrieben werden, die nur die Funktionen —, A und V beniitzt. Daher ist die
Menge {—, A, V} funktional vollsténdig. Tatséchlich ist nur entweder A oder V notwendig,
da sich die eine Funktion durch die andere ausdriicken ldsst:

A/\B=—|(—|A\/—IB) A\/B:ﬂ(ﬂ.-l/\—!B)

Die Giiltigkeit dieser Gleichungen kann mittels der Wahrheitstafelmethode, also durch
,, Ausprobieren® aller méglichen Wertebelegungen fiir die Variablen, {iberpriift werden.

9Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, unterscheidet man in der Notation nicht zwischen der ei-
gentlichen Formel (Syntax) und der Funktion, die die Formel darstellt (Semantik).
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3.19

3.20

3.21

Fiir die erste Gleichung erhalten wir:

A B| -A|-B|—-AV-B ﬂ(—\A\/—lB) AANB
i t ¢ t ¥ f
t 4 t f t f |
I f t t f f
| P © i £ f t t

Um zu zeigen, dass eine Menge von Funktionen funktional vollstdndig ist, reicht es zu
zeigen, dass alle Funktionen einer beliebigen anderen funktional vollstédndigen Menge

ausgedriickt werden kénnen, also etwa jene der Menge {—, A} O
BEISPIEL. Der NAND-Operator | (negiertes Und) ist funktional vollstindig!®, da -4 =
Al1Aund ANB=(A1B)1 (A1 B). O

DEFINITION. Eine Formel F € AF heifit

— gtiltig oder Tautologie, wenn M 4p (I, F) =t fiir alle I € INT.

erfillbar, wenn M gp(I,F) =t fiir ein I € INT. (I heifit Modell von F.)

widerlegbar'!, wenn M 4 (I, F) = f fiir ein I € INT. (I heifit Gegenbeispiel fiir F.)

unerfillbar, wenn M gp(I, F) = f fiir alle I € INT.

BEISPIEL. A D (B D A) ist giiltig und daher auch erfiillbar:

A B|(BDA)|AD(BDA)
i t t
f t f t
i t t
T % t t

(AA-B)V B ist erfiillbar und widerlegbar, also weder giiltig noch unerfiillbar:

A B|-B|(AA-B)|(AA-B)VB
f f| ¢t f f
f ot f f t
t f t t t
t t| f f t

O

Genau genommen miisste man sagen: Die Menge, deren einziges Element der Operator | ist, ist
funktional vollsténdig.

'Man beachte, dass der Begriff ,, widerlegbar® in der Literatur manchmal in ganz anderer Bedeutung
— nédmlich dual zum syntaktischen Begriff ,,beweisbar™ - verwendet wird. Unsere Verwendungsweise
bezeichnet hingegen offensichtlich einen semantischen Sachverhalt.
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3.22

3.23

3.24

3.25

DEFINITION. Zwei Formeln F,G € T (B) heiflen dquivalent (Notation: F ~ G oder
F =@G), wenn Myp(I,F) = Map(I,G) fir alle I € ENV(B).

Der folgende Satz zeigt, dass sich der semantische Aquivalenzbegriff im syntaktischen
Operator = widerspiegelt.

SATzZ. F und G sind dquivalent genau dann, wenn F = G giiltig ist.

BEWEIS. F ~ G wenn Mp(I,F) = Muap(I,G) fiir alle I € ENV(B). Das bedeutet,
dass M 4r(I, F) =t genau dann, wenn M 4p(I,G) = t, und dass M 4p (I, F) = f genau
dann, wenn M 4p(I,G) = f. Laut Definition von = ist das aber gleichbedeutend mit
Mar(I,F =G) =t fiir alle I, also mit der Giiltigkeit von F' = G. O

3.3 Formeln und Formelschemata

Eine Substitution (Ersetzung) ist eine Abbildung von Variablen A; auf Formeln F;.
Eine Substitution auf eine Formel anzuwenden bedeutet, in der Formel gleichzeitig alle
Vorkommnisse der Variablen A; durch die entsprechenden Formeln F; zu ersetzen. Da

wir nur Substitutionen benottigen, die eine endliche Zahl von Variablen ersetzen und
B s B
An

die anderen unveréndert lassen, konnen wir sie durch Ausdriicke der Form [}
1

. Fn

An] auf eine

beschreiben. Das Ergebnis der Anwendung einer Substitution o = [ill o

Formel F' schreiben wir als F'o = F [j:i s Tl

Jede Formel kann als Formelschema aufgefasst werden, indem man die Variablen als
Platzhalter fiir beliebige Formeln interpretiert. Handelt es sich beim Schema um eine
Tautologie, sind auch die daraus abgeleiteten Formeln Tautologien.

SATZ. Ist o eine Substitution und F eine giiltige (bzw. unerfillbare) Formel, dann ist
auch Fo eine giiltige (bzw. unerfiillbare) Formel.

F1
A

Mup(I,Fo), ist gleichbedeutend mit der Auswertung von F in einer Interpretation I,
wobei I’ folgendermafien definiert ist:

BEWEIS. Sei o = [} --- i’”‘] Die Auswertung von Fo in einer Interpretation 7, d.h.

I'(4) = Mar(I,F;) wenn A= A; fireini=1,...,n
I(A) sonst

Da F giiltig ist, evaluiert F in allen Interpretationen zu t, insbesondere in I’. Wir
erhalten also fiir alle I:

Myr(I,Fo) :MAF(I’,F) =t

d.h., Fo ist giiltig. Der Beweis fiir unerfiillbare Formeln erfolgt analog. O

FOLGERUNG. Gilt F ~ G, dann auch Fo ~ Go.
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3.26

3.27

3.28

BEISPIEL. F = (A A (A D B)) D B ist giiltig, daher auch

P ((XvﬂY) A((XV=Y) D (—|X/\Y))> D (mXAY) .
O

Der folgende Satz driickt aus, dass man aus einer Formel dquivalente Formeln erhalt,
wenn beliebige Teilformeln durch dquivalente ersetzt werden. Dies ist in Zusammenhang
mit dem letzten Satz niitzlich beim Umformen von Formeln mit Hilfe giiltiger Gesetze
wie der de-Morgan-Regel.

PROPOSITION. Angenommen es gilt F1 ~ Gy und Fy ~ Go fiir Formeln F1,Gq, Fz,Gs.
Dann gilt 2F ~ 2G1 sowie (Fy o Fy) ~ (G1 0 Ga) fiir o € {A,V,D}.

BEWEIS. Wir zeigen die Fille = und A; der Nachweis fiir V und D verlduft analog.
Nach Definition von M 47 gilt fiir beliebiges I:

(x) Mar(I,2F1) = - Map(I,F1), Mar(I,2G1) = ~Mar(I,Gy).

Wegen M ap(1, Fi) = Mp(1,G1) (dies folgt aus Fy ~ Gy ) gilt auch ~(M4p (I, F1)) =
(M 4r(I,G1)) (da — eine Boolsche Funktion ist). Wegen (%) erhalten wir dann

Mur(I,2F1) = Map(I,2G1).

Da dies fiir beliebiges I gilt folgt =F} ~ =G;.

Wir zeigen nun den Fall fiir A: Sei I eine beliebige Interpretation. Dann gilt per
Definition von M 4p:

(1) Muar(I,(F1AF2)) = Mar(I,F1) AMar(I, Fo),
(i1) Mar(I, (G1AG2)) = Mar(I,G1) A Mar(1,G2).

Nach Voraussetzung gilt Map(I, F1) = Map(I,G1) und Map(I, F5) = Mar(I,G2).
Da A eine Boolsche Funktion ist folgt dann auch

(ti1) Map(I, F1) ANMar(I,Fy) = Myp(I,G1) A Myp(1,Gs).
Aus (1), (44) und (i77) folgt dann
Muap(I, (FiAFR)) = Marp(I, (G1AG?2)).
Da dies fiir beliebige I gilt folgt (F1AF>) ~ (G1AG5). O

SATZ. Seien o1, oo Substitutionen, sodass Aoy ~ Aos fiir alle Variablen A gilt. Dann
gilt Foy ~ Foo fiir alle Formeln F.
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3.29

BeweEis. Mit Induktion nach o(F), der Anzahl des Vorkommens logischer Operatoren
in F.

o(F) = 0: Dann ist F' eine Variable und Fo; ~ Fos gilt nach Voraussetzung.
Induktionshypothese (IH): Angenommen Fo; ~ Fo fiir alle Formeln F mit o(F) < n.

Wir betrachten den Fall n+1, d.h. sei F eine Formel mit o(F) = n+1. Wir unterscheiden
die folgenden Félle:

(a) F =—F',

(b) F = (FiNF),
(c) F=(FAVF),
(d) (FlDF‘))

Wir betrachten den Fall (a):

F0'1 = (—\F/>(71 = —l(Fldl), (al)
FOQ = (_\F/)O'Q = —|(F,0'2). (a2)

Da o(F’) < n wenden wir (IH) an und erhalten F’o; ~ F’os. Unter Verwendung von

Proposition 3.27 erhalten wir
—|(F/01) /o —l(F/O’g)‘

Mittels (al) und (a2) ergibt sich dann Foy ~ Fos.

(Fl/\FQ)Ul = Fio1AFso1, (bl)
(Fl/\FQ)JQ = FIJQ/\FQO’Q. (b2)

Da o(F1) < n und o(F3) < n wenden wir (IH) an und erhalten
Fio1 ~ Fiog, Fyoy ~ Faoo (b3).
Wir verwenden Proposition 3.27 und erhalten
Fio1NFs01 ~ F10oAF505.
Aus (b1) und (b2) ergibt sich dann Foy ~ Foo.
Die Fille (c¢),(d) sind analog zu (b). 0

BEISPIEL. Sei F = (AAB)DC, 01 = [ADB B] und o9 = [“‘;vB g] Da

Boy=(ADB)=(-wAVB)=Bo>» und (o =B=B=Coy
gilt, erhalten wir
Foi=(AAN(ADB)) D B=(AA(—~AVB)) D B=Foy .

Diese Formel ldsst sich als Anwendung der Regel (A D B) = (-AV B) auf eine Teilformel
links oder rechts des Aquivalenzzeichens interpretieren. Das Resulat ist die dquivalente
Formel auf der anderen Seite von =. O
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3.4 Logische Konsequenz und Implikation

3.30 DEFINITION. Wir definieren Fi,...,F, =7 G wenn gilt:
Ist Myp(I, F;) =t fiir 1 <i < n, dann gilt auch Mgr(I,G) =t.

Eine Formel G ist eine logische Konsequenz der Formeln Fi,...,F,, geschrieben
F,...,F, E G, wenn fiir alle Interpretationen I Fi,...,F, Er G gilt.

Man sagt auch: G folgt logisch aus Fi,..., F,.
Fiir n = 0 ist = G gleichbedeutend mit ,,G ist giiltig.“

Der folgende Satz zeigt, dass der semantische Begriff der logischen Konsequenz im
Implikationsoperator sein syntaktisches Pendant besitzt.

3.31 SATZ (DEDUKTIONSTHEOREM).
F,...,F, E G gilt genau dann, wenn Fi,...,F,_1 = (F, D G) zutrifft.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle 7 gilt:

Fi,...,F, 1 G genau dann wenn F,...,Fh_1 1 (Fr D G).

(a) Angenommen Fi,..., F, Er G. Wir unterscheiden zwei Fille

(al) Map(1,F;) = f fiir ein ¢ < n. Ist ¢ < n — 1 dann gilt sicher Fy,..., F,—1 7
F, D G — per Definition von ;. Ist i = n so ist M sp(I, F,,) = f und daher
Myur(1,F, D G) = t. Auch in diesem Falle gilt Fy,...,F,—; Fr F, O G.

(a2) Myp(1, F;) =t fiir alle ¢ < n. Nach Definition von =7 muss M 4p(I,G) =t
gelten. Damit gilt aber M 4r (I, F, D G) = t und somit auch Fi,...,F,—1 ;1
Fa DG,

(b) Angenommen, F,...,F,_1 Fr F,, D G.
(bl) Ist Myp(I,F;) =f fiir ein ¢ < n—1 dann gilt trivialerweise Fi, ..., F, Er G.
(b2) Angenommen, M 4p(I,F;) = t fir ¢ < n — 1. Nach Annahme und nach
Definition von =y gilt dann M4p(Z,F, D G) = t.
Ist Mar(I, F,) = f so gilt sicher Fi,...,F, =15 G.
Ist nun Mar(I,F,) = t, so folgt wegen Myp(I,F, D G) = t auch
Mar(I,G) = t; daraus folgt aber Fy,...,F, =1 G. O

3.32 FOLGERUNG. Fi,...,F, E G gilt genau dann, wenn F) D (F; D ++-(F, D G)---) bzw.
(F1 A--- A Fp) DG eine giltige Formel ist.

3.33 BEISPIEL. B folgt logisch aus A und A D B, d.h., es gilt A, A D B = B. Daher sind die
Formeln A D ((ADB) D B) und (A A (ADB)) D B Tautologien.

Umgekehrt ergibt sich aus der Tatsache, dass (A A B) D (A V B) eine Tautologie ist,

dass A V B eine logische Konsequenz von A A B ist. |
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3.34

3.35

3.5 Normalformen

Unter der Normalform einer Formel versteht man eine standardisierte vereinfachte Va-
riante, die dquivalent zur urspriinglichen Formel ist.

DEFINITION. Ein Literal ist eine aussagenlogische Variable A € IVS oder ihr Negat,
—A. Seien im Folgenden L;; Literale fiiri =1,...,m, j=1,...,n;.
Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie die Form

(Liag Acees Alygpy ) VooV Ly 550 ALy )

besitzt, d.h., wenn sie eine Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.
Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF, CNF), wenn sie die Form

(Ll,l VAR \/Ll,m)/\"‘/\ (Lm,l v"'VLm,nm)

besitzt, d.h., wenn sie eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist. Die ein-
zelnen Disjunktionen einer KNF werden auch Klauseln genannt, die KNF entsprechend
auch Klauselnormalform.*?

Als Spezialfall rechnet man auch die Formeln t und f zu den konjunktiven und dis-
junktiven Normalformen. Dabei entspricht t einer leeren Konjunktion und f einer leeren
Disjunktion.

Da Konjunktion und Disjunktion assoziativ, kommutativ und idempotent sind, wird
fiir KNFs und DNFs oft die Mengenschreibweise verwendet. Demnach kann die Menge
von Literalmengen

{{Ll,la o8 vy Ll,nl}a oy {L’m,la o ey Lm,nm}}

sowohl als DNF als auch als KNF interpretiert werden. In diesem Skriptum wird die
Mengennotation ausschlieflich fiir KNFs verwendet. Dem entsprechend reprasentiert
eine Klauselmenge, d.h. eine endliche Menge von endlichen Mengen von Literalen, hier
immer eine KNF.

Gemif} der oben getroffenen Vereinbarung steht die leere Menge {} auf der Ebene der
Klauseln fiir f, auf der Ebene einer vollsténdigen Kauselnormalform jedoch fiir t.

SATZ. Zu jeder aussagenlogischen Formel gibt es eine dquivalente Formel in disjunktiver
bzw. konjunktiver Normalform.

Als Beweis dieses Satzes beschreiben wir zwei Methoden, um zu einer gegebenen For-
mel eine #quivalente in Normalform zu konstruieren.

12Man beachte, dass Formeln wie Ly A--- A L, und L1 V --- V L,, d.h. reine Konjunktionen und Dis-
junktionen von Literalen, sowohl in konjunktiver als auch in disjunktiver Normalform sind.
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3.36

Syntaktische (algebraische) Methode

Schritt 1: Ersetze alle Operatoren durch A, V und —.

ADB=-AVB .—1ZB=A/\ﬂB
AcCcB=Av-B A¢B:—1A/\B
A1 B=-AVvV-B A|B=-AAN-B

(A=B)=(AAB)V(~AA—-B) (AZB)=(~AAB)V(AA-B)

Schritt 2: Schiebe alle Negationen direkt vor die Variablen und Konstanten.

—I(A/\B)z—\A\/—iB —|(A\/B)=—1A/\—!B -—A=A

Schritt 3: Reduziere die Formel mittels der Konstanten t und f.

Ant=A Anf=f Avt=t Avi=A = =f ~f =1

Schritt 4: Wende die Distributivgesetze an. Die linke Aquivalenz fiihrt zu einer DNF,
die rechte zu einer KNF.

ANBVC)=(AAB)V(AANC) AV(BAC)=(AVB)A(AVO)

In den letzten beiden Schritten beriicksichtigen wir implizit die Kommutativitit von
Konjunktion und Disjunktion. Mit anderen Worten: A A t steht auch fiir t A A und
AN (BVC)auch fiir (BVC) A A, etc.

Die Korrektheit der Methode beruht auf drei Tatsachen. Erstens sind alle angegeben
Gleichungen giiltige Aquivalenzen, wodurch alle durch Umformung entstehenden For-
meln dquivalent zur urspriinglichen sind, insbesondere die im letzten Schritt konstruierte
DNF bzw. KNF. Zweitens kann man sich davon iiberzeugen, dass auf jede Formel, die
noch nicht in disjunktiver bzw. konjunktiver Normalform vorliegt, eine der Aquivalenzen
anwendbar ist. Und drittens gibt es keine unendlich langen Umformungsketten, wenn die
Aquivalenzen von links nach rechts angewendet werden. Somit terminiert das Verfahren,
und das Ergebnis ist eine DNF/KNF, die dquivalent zur urspriinglichen Formel ist.

BEISPIEL. Wir konstruieren Normalformen zur Formel (A | (BV C)) D (=D A ——t).

Schritt 1: —(=AV-a(BV(C))V (=D A——t)
Schritt 2: (AA(BVC))V (-DAt)
Schritt 3: (AA(BVC))V-D
Schritt 4: Ausdistribuieren liefert:
" DNF: (AAB)V(AAC)V-D
KNF: (AV-D)A(BVCV-D)

In der Mengennotation entspricht die KNF der Klauselmenge {{4,-D}, {B,C,—~D}}.
|
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Semantische Methode

Sei F' € 7(B) eine aussagenlogische Formel. Die semantische Methode konstruiert die
DNF/KNF an Hand der Wahrheitstafel, wobei jede Interpretation I (jede Zeile der
Wahrheitstafel) entweder eine Konjunktion zur DNF oder eine Disjunktion zur KNF
beisteuert.

DNF': Zu jedem I € ENV definieren wir eine charakteristische Konjunktion K7:

8 -z : A fallsI(A)=t
Fp = /\ L {ﬁA falls I(A) = f
Ain F
K ist wahr ausschlieBlich in 7, und falsch in allen anderen Interpretationen:
Myur(I,K7) = t und Muap(I',Ky) = £ fiir I’ # I. Die gesuchte DNF ist die
Disjunktion der Konjunktionen K7 fiir jene I, in denen F' den Wert t besitzt:

DNF(F) = \/ K;
IEENV M p(I,F)=t

Die Formel DNF(F') evaluiert in einer Interpretation I genau dann zu t, wenn sie
K enthilt, was wiederum per Konstruktion nur dann der Fall ist, wenn F' in I
zu t evaluiert. In Summe erhalten wir: M 4r(I, DNF(F)) = t genau dann, wenn

Mur(I,F) =t.
KNF: Zu jedem I € ENV definieren wir eine charakteristische Disjunktion Dy:

_ . _JA fallsI(A)=f
Dr= \/ Ls wobei Ls= {—-A falls T(A) = ¢
Ain F
Dy ist falsch ausschliefilich in I, und wahr in allen anderen Interpretationen:
Map(I,D;) = f und Map(I',D;) = t fiir I’ # I. Die gesuchte KNF ist die
Konjunktion der Disjunktionen Dj fiir jene I, in denen F' den Wert f besitzt:

KNF(F) = A Dy
IEENV M p(I.F)=f

Die Formel KNF(F') evaluiert in einer Interpretation I genau dann zu f, wenn sie
Dy enthilt, was wiederum per Konstruktion nur dann der Fall ist, wenn F' in [
zu f evaluiert. In Summe erhalten wir: M 4 (I, KNF(F')) = f genau dann, wenn

Myp(I, F)=1.

DNF(F) bzw. KNF(F) ist die eindeutig bestimmte vollstindige DNF bzw. KNF von F:
Jede Konjunktion K bzw. jede Disjunktion D; enthilt alle in F' vorkommenden Varia-

blen.

3.37 BEISPIEL. Wir konstruieren die Normalformen der Formel F = (A 1 (B Vv C)) D —D.
Als Ausgangspunkt dient die Wahrheitstafel in Abbildung 3.1. Exemplarisch greifen
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Abbildung 3.1: Wahrheitstafel fiir die Formel (A 7 (B V C)) D —D (Beispiel 3.37)

wir je eine Interpretation mit Map(I,F) = t bzw. M 4p(I, F) = f heraus. Die letzte
Spalte der dritten Zeile gibt eine charakteristische Konjunktion fiir die Interpretation
mit [(B) = t und I(A) = I(C) = I(D) = f an. Offenbar evaluiert die Konjunktion
ausschlieBllich in dieser Interpretation zu t. Da die Tafel elf Zeilen besitzt, in denen F
zu t evaluiert, erhalten wir eine DNF mit insgesamt elf Konjunktionen:
DNF(F) = (=AA=BA-CA-D)V (AA-BA-CA-D)V (~AABA-CA-D)

V (AABA=CA-D) V (wAA~BACA-D) V (AA-BACA-D)

V (=AABACA-D) V (AABACA-D) V (AABA-CAD)

V (AAN-BACAD) V (AANBACAD)
Die vorletzte Zeile der Wahrheitstafel reprisentiert eine Interpretation, in der F zu f
evaluiert. Die letzte Spalte gibt die charakteristische Disjunktion zu dieser Interpretation
an. Offenbar evaluiert die Disjunktion ausschlieflich in dieser Interpretation zu f. Da die
Tafel fiinf Zeilen besitzt, in denen F zu f evaluiert, erhalten wir eine KNF mit insgesamt
fiinf Disjunktionen:

KNF(F) = (AvBVCV-D)A (mAVBVCV-D)A (AVv-BVCV-D)
A (AVBV-CV-D) A (AV-BV-~CV-D)

bzw. in Mengennotation geschrieben:

KNF(F) = {{A,B,C,-D}, {-A,B,C,~D}, {A,-B,C,~D},
{4, B, -C,~D}, $A,~B, =0, D% }.
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3.38

3.39

Die Lénge einer disjunktiven bzw. konjunktiven Normalform kann exponentiell grofier
sein als die urspriingliche Formel. Verursacht wird dieses Wachstum bei der algebraischen
Methode durch die Elimination von = und # sowie durch das Anwenden der Distribu-
tivitdt, bei der semantischen Methode durch die Anzahl der méglichen Interpretationen
(Zeilen der Wahrheitstafel). Wihrend die semantische Methode aber immer lange Nor-
malformen liefert, erhédlt man durch die algebraische Methode meist deutlich kiirzere.
Der schlechteste Fall tritt ein, wenn man eine DNF in eine KNF (oder umgekehrt) trans-
formieren muss.

3.6 Der Sequentialkalkiil

Der Sequentialkalkiil ist der Ahnherr der meisten modernen Kalkiile, sei es in der klassi-
schen Logik, in mehrwertigen oder Modallogiken oder in Logiken zur Programmverifikati-
on. Er wurde 1935 von Gerhard Gentzen in der Arbeit Untersuchungen tber das logische
Schlieflen eingefithrt. Der klassische Sequentialkalkiil'® ist korrekt und vollstindig fiir
Aussagen- und Pridikatenlogik. Im Fall der Aussagenlogik liefert er aulerdem ein Ent-
scheidungsverfahren: Jede giiltige Formel wird als giiltig erkannt, jede widerlegbare als
widerlegbar.

Im Folgenden bezeichnen F und G endliche Mengen von aussagenlogischen Formeln,
sie sind also endliche Teilmengen von 7 (B). Wir verallgemeinern zunéchst die Konse-
quenzrelation. Sei I eine Interpretation.

DEFINITION. Wir schreiben F =7 G, wenn gilt:

Ist Map(I,F) =t fiir alle F € F, dann gilt M 4r(I, G) =t fiir mindestens
ein G €G.

oder gleichbedeutend:

Myp(I, F) = f fiir mindestens ein F € F oder M4r(I,G) = t fiir minde-
stens ein G € G.

Wir schreiben F = G wenn fiir alle Interpretationen I F |y G gilt. Als Randfélle
erhalten wir: {F} E {} gilt genau dann, wenn F unerfiillbar ist, und {} | {G} gilt
genau dann, wenn G giiltig (eine Tautologie) ist .

Der n#chste Satz liefert wieder den Zusammenhang zwischen dem semantischen Begriff
der verallgemeinerten Konsequenzrelation und der syntaktischen Formelebene.

SATZ. F = G gilt genau dann, wenn (\F) D (\/ G) giiltig ist.

®Dieser Kalkiil heifit nach Gentzen auch LK (fiir: Logikkalkiil Klassisch). In der erwihnten Arbeit hat
Gentzen auch einen Sequentialkalkiil fiir die intuitionistische Logik definiert, die auf Seite 103 erwéhnt
wurde.
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Die Notationen A F und \/ G sind Kurzschreibweisen fiir iterierte Konjunktionen bzw.

Disjunktionen:
A=t AF}UF)=(FAAF)
V{}=f V{FIuF)=(FVVF)

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass, fiir beliebiges I, F [y G genau dann wenn
Mar(I,(NF) > (VG)) =t.

(a) Angenommen, F =; G. Wir unterscheiden zwei Fiélle.

(al) Mup(I,F) = f fiir ein F € F. Dann ist Map(I, A(F)) = f und somit
Mar(I,(AF) D (VG)) =t.

(a2) Mup(I,F)=tfiiralle F € F. Dann gibt esein G € G sodass M 4p(I,G) =t.
Daraus folgt M 4r(I,\/ G) =t und Mar(I,(AF) D (VG)) =t.

(b) Angenommen, M sp(I, (A F) D (\VG)) = t. Per Definition von M 4 gilt entweder
Map(I,F)=ffirein F € F oder M 4r(I,G) =t fiir ein G € G. In beiden Fillen
gilt F =7 0. O

Der Operator U bezeichnet die disjunkte Zerlegung einer Menge in Teilmengen; d.h.,

{F} U F ist gleichbedeutend mit: {F} UF und {F}NF = {}.

3.40 BeisPiEL. A{4,AD>B,C} = A({A}U{4D B,C})
(AANA{A D B,C})
(ANA{A D> B}u{cC}))
(AN ((ADB)AA{CH)
(AN ((ADB)AA{CIU{})
(AAN((ADB)A(CAALD)
(AN ((ADB)A(CAt)))
= AAN(ADB)AC

O

Das Problem, das es zu losen gilt, ist die Berechnung der Konsequenzrelation, d.h.:
Gegeben Formelmengen F und G, gilt F = G? Der Riickgriff auf die Definition der
Konsequenzrelation ist im Prinzip bei der Aussagenlogik noch moglich: Man kénnte
sdmtliche Wahrheitsbelegungen der in F und G vorkommenden Variablen, von denen es
nur endlich viele gibt, ausprobieren und iiberpriifen, ob in jeder entweder eine Formel
in F falsch oder eine in G wahr ist. Das ist aber ineffizient, da die Zahl der Wahrheits-
belegungen exponentiell in der Zahl der Variablen ist. In der Pridikatenlogik sind im
Allgemeinen iiberhaupt unendlich viele Interpretationen zu priifen.

Die Regeln des Sequentialkalkiils kann man als eine induktive Definition einer binéren
Relation + auf Formelmengen verstehen, von der sich zeigen ldsst, dass sie identisch
mit der semantisch definierten Relation | ist. Statt siimtliche Wahrheitsbelegungen
durchzuprobieren, um die Giiltigkeit von F |= G nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dass
F F G in der induktiv definierten Menge liegt. Der semantische Beweis wird somit durch
eine syntaktische Ableitung ersetzt.
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Axiome : F,AFG A

F ARG A FBLG Frg,A,B
F.AVBFG ; FFro.AVE
F,A,Brg FrGA FrgB
F.AABFG' FFG.ArB "

FrGA F.Brg_. F,AFG,B _
F.ASDBFG FrO. A B
FrG,A FLAFG
F,—mAFG FFG,—-A "

Abbildung 3.2: Die Regeln des Sequentialkalkiils fiir die Aussagenlogik

Ausdriicke der Form F - G werden Sequentelgenannt, unabhingig davon, ob (F,G) €
F oder (F,G) ¢ b zutrifft. Die Basisfille der induktiven Definition von F heiflen Aziome.
Zu jedem logischen Operator gibt es zwei Abschlussbedingungen, die wir als Kalkiilregeln
mit folgender Bedeutung schreiben:

F/ ‘_ gl o
FrGg - (X) Wenn (F',G’) € b, dann (F,G) € F.
f’ |_ gl fll I" g/l
FrL X (X) Wenn (F,G") € - und (F”,G") € F, dann (F,G) € F-.

Die Axiome und Regeln sind in Abbildung 3.2 aufgefiihrt. (Schreibweisen wie F, A oder
G, A D B sind dabei als FU{A} bzw. GU{A D B} zu lesen, wobei A nicht bereits in
F vorkommt.) Ein Sequent F I G ist also genau dann ein Axiom, wenn F NG # {} gilt.
Die Sequente oberhalb eines Regelstriches sind die Pramissen der jeweiligen Regel: das
Sequent unterhalb des Regelstriches die Konklusion der Regel. Die fettgedruckte Formel
einer Priamisse wird Hilfsformel, die fettgedruckte Formel einer Konklusion Hauptformel
einer Inferenz genannt. Die Teilsequente F F G werden als Kontezrte bezeichnet. Gilt
F F G, sagen wir auch, dass F + G im Sequentialkalkil ableitbar ist. Entsprechend
bedeutet die Aussage, dass F F G nicht ableitbar ist, dass F I/ G gilt, d.h., (F,G) ¢ F.

Der urspriingliche Sequentialkalkiil enthilt neben den Regeln in Abbildung 3.2 auch
die sogenannte Schnittregel:

FHG A AFFG
F,F+G,¢

Schnitt

Ein klassisches Ergebnis der Logik zeigt, dass diese Regel redundant ist: Jede Ableitung,
die die Schnittregel beniitzt, kann in eine ,schnittfreie“ Ableitung des selben Sequentes
transformiert werden. Beweise eines Sequentes mit Schnitt konnen allerdings signifikant

14In Gentzens Originalarbeiten werden solche Ausdriicke als Sequenzen bezeichnet
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3.41

kiirzer sein als diese ohne Schnitt. Dariiber hinaus erméglicht die Schnittregel die Zu-
sammensetzung vorhandener Beweise zu einem neuen (das entspricht der Verwendung
von Hilfssétzen). Jedoch ist die Schnittregel fiir die automatische Beweissuche sehr pro-
blematisch, aus welchem Grund wir sie hier nicht weiter betrachten. Ahnliches gilt fiir
die sogenannte ,, Abschwéchungsregel“.

BEISPIEL. Wir zeigen, dass der Sequent {} - {((A D B) A A) D B} ableitbar ist, d.h.,
dass das Paar ({},{((A D B) A A) D B}) von Formelmengen zur Relation I gehort. Der
besseren Lesbarkeit wegen schreiben wir die Mengenklammern nicht an.

Axiom Axiom
AFAB A BFB
D-1
ADB,AFB

-1
(ASB)AAFB

F(ASB)AA)SB

-1

Die Ableitung von oben nach unten gelesen gibt eine Rechtfertigung fiir die Ableitbarkeit
von - ((ADB)AA) D B:

1. A A, B und A, B+ B sind Axiome, da im ersten Fall A und im zweiten B auf
beiden Seiten vorkommt, d.h., A+ A, B und A, B + B sind ableitbar.

2. Da A+ A B und A, B - B ableitbar sind, ist gemafl Regel D-1 (Implikation-
links) auch der Sequent A D B, A+ B ableitbar. Die Mengen F und G der Regel
entsprechen hier {A} bzw. {B}.

3. Da A D B, A+ B ableitbar ist, ist gem#fl Regel A-1 (Und-links) auch der Sequent
(AD B) A AF B ableitbar.

4. Da (A D B) N AF B ableitbar ist, ist gemé Regel D-r (Implikation-rechts) auch
der Sequent F ((A D B) A A) D B ableitbar.
O

Die Ableitungskonstruktion von oben nach unten, also von den Axiomen zu den End-
sequenten, ist normalerweise miihsam, da man die richtigen Axiome sowie die richtige
Reihenfolge der Regelanwendungen erraten muss. Tatséchlich werden derartige Ableitun-
gen von unten nach oben gebildet. Ausgehend vom Sequent, dessen Ableitbarkeit man
zeigen mochte, zerlegt man diesen mit Hilfe der Regeln solange in einfachere Sequente,
bis man auf jedem Ast ein Axiom erreicht.

Dabei kann man — und sollte man auch — die Vereinigung in der Konklusion als dis-
junkte Vereinigung betrachten, d.h., durch Anwenden einer Regel von unten nach oben
sollte die zerlegte Formel verschwinden und durch ihre Teilformeln ersetzt werden. Etwa
lésst die Regel A-r bei der Zerlegung des Sequenten - C, A A B zwei Interpretationen zu,
da {C, A A B} sowohl als {C} U{A A B} als auch als {C, AN B} U{A A B} aufgefasst
werden kann.

A LB FC,ANB,A +C,AANB,B

A-T A-r

FC,AAB FC,AAB
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3.42

3.43

3.44

Die zweite Interpretation ist zwar nicht falsch, kann aber zu beliebig grofien Ableitungen
fiihren, da ein und dieselbe Formel beliebig oft zerlegt werden kann. Die erste Interpreta-
tion hingegen garantiert, dass alle Ableitungen und Ableitungsversuche von unten nach
oben nur endliche Tiefe besitzen, da in jedem Schritt eine der urspriinglichen Teilformeln
zerlegt wird.

Es ist eine der guten Eigenschaften des schnittfreien Sequentialkalkiils, dass seine
Regeln allesamt analytisch sind: Die Pramissen der Regeln bestehen nur aus Teilen, die
auch in der Konklusion vorkommen. Damit besteht die einzige Wahlmoglichkeit bei der
Konstruktion einer Ableitung in der Entscheidung, auf welche Formel links bzw. rechts
von F eine Regel angewendet werden soll. In der Aussagenlogik ist diese Entscheidung
letztlich belanglos. Wie wir weiter unten sehen werden, fiihrt jede Zerlegungsreihenfolge
zu Axiomen, sofern der Endsequent iiberhaupt ableitbar ist; lediglich die Ladnge der
Ableitung héngt von der Reihenfolge ab.

BEISPIEL. Zwei unterschiedliche Ableitungen fiir (AV B) A—~A B:

Axiom Axiom Axiom
A+ A B N A+AB BFAB
—_—_— X1iom (VA |
A,-AFB B,-A+ B AVBFAB
V-1 !
AVB,-A+B AVB,-A+B
A-1 -1
(AVB)A—AF B (AVB)A-AFB

O

BEISPIEL. Diese Ableitung ist ein Beispiel dafiir, dass Axiome nicht nur aus Variablen
bestehen miissen.

AD(BD C/;x}i—or;l S(B D 0)
F(AD(BD()),~(AD(BDC(C))

FAD (B O V—dD (B D))

=T

V-r

SATZ. Der Sequentialkalkiil ist korrekt: Aus F + G folgt F |=G.

BEWEIS. Die Relationen - und | kénnen als Mengen jener Paare (F,G) aufgefasst
werden, fiir die F F G bzw. F = G gilt. Wir miissen also zeigen, dass - C [ gilt,
wobei F induktiv definiert ist. Laut Fundamentalsatz der Induktion (Seite 5) reicht es
nachzuweisen,

1. dass fiir jedes Paar (F,G), das laut Basisfall in F liegt, (F,G) €f= gilt, dass also
F k= G fiir jedes Axiom F F G gilt;

2. dass die Relation |= abgeschlossen ist gegeniiber den Abschlusseigenschaften von .
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Basisfall: Wir miissen zeigen, dass F = G gilt, wenn F F G ein Axiom ist, wenn also
FNG#{} Sei He FNG. Wenn Myr(I,F) =t fiir alle F € F, dann gilt im
speziellen Msp(I,H) = t, da ja H € F. Die Formel H kommt aber auch in G
vor, es gilt daher M sp(I,G) = t fiir mindestens ein G € G. Insgesamt erhalten
wir somit F = G.

Abschluss von |= gegeniiber Regeln mit einer Primisse:

Fpg . ; : 5
1o Wilssen wir zeigen, dass aus F "= G’ auch F = G folgt. Wir

zeigen sogar, dass aus F' =7 G’ auch F |7 G (fiir beliebiges I) folgt (aus der
zweiten Eigenschaft folgt offensichtlich die erste).

Fiir jede Regel

%V-l‘: Gilt F E; G dann gilt auch F =; G, AV B und die Bedingung

ist offensichtlich erfiillt. Gilt dagegen F F&; G, aber F =7 G, A, B dann ist
entweder M 4r (I, A) =t oder M 4p(I, B) = t. Daraus folgt aber M 4z (I, AV
B) =t und damit F =7 G, AV B.

Der Nachweis der Korrektheit der Regeln A-1, D-r, =-1 und —-r erfolgt analog.

Abschluss von |= gegeniiber Regeln mit zwei Pramissen:

! / /] 17
Fiir jede Regel F—}hi]__r_j—:g—"—g— miissen wir zeigen, dass aus 7' =y ¢’ und F” =1 G

auch F [ G folgt.

i [;-",_Agv ; ;-Bgl_ 9va: Gilt F =1 G so ist diese Eigenschaft offensichtlich erfiillt. Wir

nehmen daher F &7 G an. Wegen der Annahme F, A =7 G und F,B |E; G
muss gelten: M p(I,A) =f und M 4p(I, B) = f. Nach der Semantik von V
folgt dann M 4p (I, AV B) = f; dann aber gilt auch F, AV B =/ G.

Der Nachweis der Korrektheit der Regeln A-r und D-1 erfolgt analog. O

Aus dem Korrektheitssatz folgt als Spezialfall, dass man durch geeignete Ableitungen
im Sequentialkalkiil sowohl die Giiltigkeit als auch die Unerfiillbarkeit von Formeln nach-
weisen kann: Wenn der Sequent - A ableitbar ist, so gilt {} &= A (A ist giiltig, sprich:
eine Tautologie). Wenn A - ableitbar ist so gilt A = {} (A ist unerfiillbar).

3.45 BEISPIEL. Folgende Ableitung beweist die Unerfiillbarkeit von A A (A D —(B D B)):

Axiom

A BFB
B ————t 5 §

, A-FBOB
Axiom o
AFA =(B>B)LAF

A AD-(BDB)F

ANAD~(BDB))F

12,



3.46 BEISPIEL. Wir versuchen, den Sequent A O B,B,C + C N —B wie in den anderen
Beispielen durch Regelanwendungen von unten nach oben in einfachere zu zerlegen und
auf Axiome zuriickzufiihren.

kein Axiom! kein Axiom!
B,CFA B,CF
. ADB,B,CH+
Axiom o

A>B,BC+C ASB,BCF-B
A-T
A>B,B,.CFCA—-B 1

Die Sequente B,C - A und B,C F sind offenbar nicht ableitbar: Sie konnen durch
keine der Abschlussregeln gebildet werden, da sie keine Junktoren enthalten, und sie
sind auch keine Axiome. Im Gegensatz zu vielen anderen Kalkiilen kann man beim
aussagenlogischen Sequentialkalkiil aus dem Scheitern des Ableitungsversuches schlieflen,
dass der Sequent A D B, B,C F C A —B tiberhaupt nicht ableitbar ist, also auch nicht
durch eine andere Reihenfolge der Regelanwendungen. O

3.47 DEFINITION. Ein Ableitungsversuch von F + G ist ein gerichteter Baum von Sequen-
ten, an dessen Wurzel F F G steht. Alle anderen Sequente des Baums sind jeweils
Pramissen zu einer Regelanwendung, deren Konklusion der jeweilige Vorgéngersequent
ist. Die Blétter diese Baumes sind entweder Axiome oder Sequente welche nur aus aus-
sagenlogischen Variablen bestehen.

Besteht ein Sequent F F G ausschliellich aus Variablen, enthélt er also keine logischen
Operatoren, und gilt FNG = {}, so ist er weder ein Axiom, noch kann er Konklusion einer
Regelanwendung sein. Mit anderen Worten: ein solcher Sequent ist im Sequentialkalkiil
nicht ableitbar. Wir nennen derartige Sequente Anti-Aziome. Einen Ableitungsversuch,
der in irgendeinem Zweig mit einem Anti-Axiom endet, bezeichnen wir als gescheiterten
Ableitungsversuch.

3.48 SATZ. Scheitert ein Ableitungsversuch von F + G, dann gilt F - G.

BEWEIS. F [~ G bedeutet laut Definition von =: Es gibt eine Interpretation I, sodass
F r G. Wir weisen die Existenz eines derartigen Gegenbeispiels I durch Induktion nach
der Lange des Ableitungsversuches nach.

Basisfall: Sei F F G ein Anti-Axiom. Wir kénnen das Gegenbeispiel I definieren als:
I(F) =t fir alle F € F und I(G) = f fiir alle G € G. Das ist widerspruchsfrei

moglich, da F und G keine gemeinsamen Variablen besitzen.

Regeln mit einer Prdmisse: Scheitert ein Ableitungsversuch von F F G, der mit der
F EG
Fro
Ableitungsversuch von F' + G’ vor. Laut Induktionsvoraussetzung gilt in diesem
Fall 7/ £ G’. Wir miissen somit fiir jede Regel mit einer Pramisse zeigen, dass aus

F' Fer 6" auch F ;1 G folgt.

Anwendung einer Regel der Form beginnt, dann liegt auch ein gescheiterter
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3.49

3.50

3.51

3.52

oV F Wr G, A, B bedeutet, dass Map(I,F) = t fiir alle F € F

und Myp(I,G) = f fir alle G € GU {A4,B}. Aus Myp(I,A) = f und
M r(I, B) = f folgt aufgrund der Definition von V, dass M ar(I,AVB) =f
gilt. Somit folgt M 4r(I, F) =t fiir alle F € F und M4p(I,G) = f fiir alle
G € GU {AVB}. Das ist aber gleichbedeutend mit F & G, AVB.

Der Beweis fiir die Regeln A-1, D-r, =-1 und —-r erfolgt analog.

Regeln mit zwet Pramissen: Scheitert ein Ableitungsversuch von F F G, der mit der
F/ [ g/ f// '_ g//
FFo
ein gescheiterter Ableitungsversuch von ' F G’ oder von F” F G” vor. Laut
Induktionsvoraussetzung gilt dann entweder F' F&; G’ oder F” p; G” fiir ein I.
Wir miissen somit fiir jede Regel mit zwei Préimissen zeigen, dass aus F' [ G’

oder F” 1 G” auch F [~ G folgt.

%g;—gv—l . Wir betrachten nur den Fall F, A l; G; der Fall F, B |7 G ist

symmetrisch. F, A =7 G bedeutet, dass M 4p(I, F) =t fiir alle F € FU {A}
und Myp(I,G) = f fiir alle G € G. Aus Myp(I, A) = t folgt aufgrund der
Definition von V, dass M 4p(I, AV B) = t gilt. Daraus folgt M 4r(I,F) =t
fir alle F € FU{AVB} und M4r(I,G) = f fir alle G € G, und damit
.7:, AVB l;é[ G

Der Beweis fiir die Regeln A-r und D-1 erfolgt analog. O

Anwendung einer Regel der Form beginnt, dann liegt auch entweder

FOLGERUNG. Der Sequentialkalkiil ist vollstindig: Aus F = G folgt FF G.

BEWEIS. Aus Satz 3.48 folgt — durch ‘Kontraposition’” — dass kein Ableitungsversuch
von F F G scheitert, falls F = G. Da es zu jedem Sequent mindestens einen Ableitungs-
versuch gibt folgt F F G. O

FOLGERUNG. Scheitert ein Ableitungsversuch von F F G, dann scheitern alle Ablei-
tungsversuche, d.h., dann gilt F t/ G.

BEWEIS. Scheitert ein Ableitungsversuch von F = G, gilt laut Satz 3.48 F [~ G. Wegen
der Korrektheit des Sequentialkalkiils folgt daraus F I G, da aus F F G wegen Satz 3.44

F = G folgen wiirde. a
FOLGERUNG. {} F F gilt genau dann, wenn F eine Tautologie ist. O
BEISPIEL. Um zu zeigen, dass ((A D B)AA) D B giiltig ist, geniigt es, eine Ableitung des

Sequenten {} F {((A D B) A A) D B} im Sequentialkalkiil anzugeben. Da diese existiert
(siehe Beispiel 3.41), ist die Formel tatsichlich eine Tautologie.

Ebenso ist (A D (B D C)) V—(A D (B D C)) giiltig, da es fiir den entsprechenden
Sequenten eine Ableitung gibt (Beispiel 3.43). O
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3.53 BEISPIEL. B ist eine logische Konsequenz von (A V B) A = A, in Zeichen
{(AvB)A-A} ={B} ,

da der Sequent (AV B) A ~A + B ableitbar ist (Beispiel 3.42). O

3.54 BEISPIEL. C' A =B ist keine logische Konsequenz der Formeln A D B, B und C. In
Zeichen: {A D B,B,C} = {C N =B}, wie durch das Scheitern des Ableitungsversuchs
fiir den Sequenten A D B, B,C F C A =B in Beispiel 3.46 nachgewiesen wurde. Geméf
dem Beweis von Satz 3.48 lassen sich an den dabei auftretenden Anti-Axiomen B,C' + A
und B, C F Gegenbeispiele ablesen: Die Variablen links von - werden auf t gesetzt, jene
rechts davon auf f. Zum Beispiel erhélt man zum Anti-Axiom B, C - Interpretationen, in
denen I(B) = I(C) =t und I(A) beliebig t oder f ist. Tats#chlich evaluieren sdmtliche
Formeln links von [ in allen solchen Interpretationen I zu t, da M4p(I,A D B) =
Mur(I,B) = Mar(I,C) = t, jene rechts von [~ aber zu f, da Myr(I,C A-B) ={.
Ahnlich ergibt sich aus dem anderen Anti-Axiom B,C + A das Gegenbeispiel I’ mit
I'(B) = F{C) =% ynd F{A) ="~ O

Eigenschaften des Sequentialkalkiils

— FEinfache Aziome und viele Regeln, die sich eng an der Semantik der logischen
Operatoren orientieren.

— Korrektheit: Aus F + G folgt F = G.
— Vollstindigkeit: Aus F = G folgt F + G.

— Don’t-care-Indeterminismus: Wenn F F G gilt, fithrt jede Folge von Regelanwen-
dungen zu Axiomen.

— Analytizitit: Die Pramissen der Regeln sind Teile der Konklusion. Bei Zerlegung
eines Sequenten durch Anwendung einer Regel bestehen die neuen Sequenten nur
aus Bestandteilen des urspriinglichen.

analytisch: nicht analytisch wegen X:
F,A BFG Fre,X X, F LT
———, ] Schnitt
F.,ArB+-G E.F-g.0

Analytizitat ist wichtig fiir die Automatisierung von Kalkiilen, da sie sicherstellt,
dass bei der Konstruktion von Ableitungen keine neuen Formeln benétigt werden,
die durch Ausprobieren oder ‘Eingebungen’ gefunden werden miissten.

— Einfache Formeln besitzen einfache Beweise.
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3.55

3.7 Ein Hilbert-Typ-Kalkiil fiir die Aussagenlogik

Hilbert-Typ-Kalkiile haben in der formalen Logik — vor allem fiir nicht-klassische Logiken
— eine grofle Bedeutung, sind aber wegen ihrer Nicht-Analytizitdt fiir die automatisierte
Beweissuche weitgehend ungeeignet. Wir geben eine kurze Beschreibung als Kontrast
zum Sequentialkalkiil. Wie der Sequentialkalkiil bestehen auch Hilbert-Typ-Kalkiile aus
Axiomen und Regeln. Allerdings sind die Axiome erheblich komplexer, da sie die gesamte
Information iiber die spezifische Logik enthalten. Die Regeln hingegen sind einfach und
nur wenige.

Wir geben einen von zahlreichen Hilbert-Typ Kalkiilen fiir die klassische Aussagenlogik
an. Er besitzt die folgenden Axiome:

(AD(BDA))
(AD(BDC)D>((ADB)D(ADC(0)))
(AD(AVB))

(B> (AVB))
(ADC)>((Bo>C)D((AVB)DC)))
(AD(BD>(AAB)))

((AANB)D A)

((AAB) D B)

(mFAD>D-B)D ((mRADB)DA))

(f> A)

Genauer gesagt handelt es sich um Axiomenschemata: Jede Instanz eines der neun Axio-

menschemata, also jede Formel, die man mittels Ersetzung der Variablen durch Formeln
erhalt, ist ein Axiom.

—

© 0N DO W

,_.
=

Die einzige Regel ist der Modus ponens'®:
A 51 = B -

Die Korrektheit dieses Kalkiils ist — im Gegensatz zu seiner Vollstédndigkeit — leicht
zu zeigen. Jedes der neun Axiomenschemata ist eine Tautologie, wie man etwa mit einer
Wahrheitstafel iiberpriifen kann. Gemé den Uberlegungen im Abschnitt iiber Formel-
schemata ist auch jede Instanz eine Tautologie. Da der Modus ponens einen giiltigen
Schluss in der Aussagenlogik darstellt, entstehen aus Tautologien mit dieser Regel wie-
der nur Tautologien. In anderen Worten: alle im Hilbert-Typ-Kalkiil ableitbaren Formeln
sind giiltig.

BEISPIEL. Wir geben eine Ableitung der Tautologie A D A.

Ax. 1: B—(ADA) Axiom 2: B—(ADA), C—A
A 1 Boa AD((ADA4)D4) (AD((ADA)D4))D((AD(ADA))D(ADA)) -
AD(ADA) (AD(ADA))D(ADA) .
A5 A Y

5Der Modus ponens ist eng mit der oben erwihnten Schnittregel des urspriinglichen Sequentialkalkiils
verwandt. Dies sich lisst unschwer erkennen, wenn man in der Schnittregel (Seite 118) die Formel B
fiir F setzt und F’, G und G’ leer lisst.
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Die Ableitung beginnt mit einer Instanz von Axiom 1, wobei B durch A D A ersetzt wird,
und mit einer Instanz von Axiom 2, wobei B durch A D A und C durch A ersetzt wird.
Der Modus ponens angewendet auf diese beiden Formeln liefert (AD(ADA))D(ADA).
Aus dieser Formel und aus einer weiteren Instanz von Axiom 1, wobei B durch A ersetzt
wird, liefert nochmalige Anwendung des Modus ponens die gewiinschte Formel A O A.

O

Die Bedeutung von Hilbert-Typ-Kalkiilen liegt vor allem darin, dass sie auf einfa-
che Weise erlauben unterschiedliche Logiken zu vergleichen. So ldsst sich aus unserem
Beispiel-Kalkiil fiir die klassische Logik einer fiir die in Abschnitt 3.1 genannte intuitioni-
stische Logik gewinnen, indem man Axiom 9 streicht und ‘= A’ als Abkiirzung fiir ‘A D f’
versteht.

Eigenschaften des Hilbert- Typ-Kalkiils
— Korrektheit: Jede ableitbare Formel ist giiltig.

— Vollstindigkeit: Jede giiltige Formel ist ableitbar.
— Komplere Axiome, eine einzige Regel.

— Nicht analytisch wegen der Formel A im Modus ponens, daher schwer automati-
sierbar.

Komplizierte Beweise auch von einfachen Formeln, wie das Beispiel zeigt.'®

161 Kontrast dazu gilt aber auch, dass fiir unendliche viele Formeln Beweise in Hilbert-Typ-Kalkiilen
existieren, die jeweils bedeutend kiirzer sind als die kiirzesten entsprechenden Beweise in analytischen
Kalkiilen, wie dem Sequentialkalkiil (ohne Schnittregel) oder dem Tableau-Kalkiil.
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3.56

3.8 Semantische Tableaux

Der Tableau-Kalkiil'” konstruiert indirekte Beweise: Um die Giiltigkeit von F zu bewei-
sen, wird die Annahme, dass F widerlegbar ist (M 4p(I,F) = f fiir ein I), auf einen
Widerspruch gefiihrt. Ein Tableau ist ein Baum, dessen Knoten mit Paaren bestehend
aus einem Wahrheitswert und einer Formel versehen sind. Der Startknoten besteht aus
der Formel F' und dem Wahrheitswert f. Dieser Wahrheitswert wird entsprechend der
Semantik der Operatoren auf die Teilformeln zuriickgerechnet. Und-Bedingungen werden
durch Untereinanderschreibung, also durch einen linearen Ast des Baumes, ausgedriickt,
wihrend Oder-Bedingungen durch Nebeneinanderschreibung, also durch eine Verzwei-
gung im Baum, ausgedriickt werden.

BEISPIEL. Wir skizzieren die Grundidee an einem Tableau, das die Giiltigkeit von F' =
((A D B) A A) D B nachweisen soll. Wir starten mit der Annahme, dass F widerlegbar
ist, also den Wert f annehmen kann:

(Lf: (A>DB)ANA)DB

Die Implikation auf der obersten Ebene liefert aber nur f, wenn der erste Teil t und der
zweite f ist (Und-Bedingung):

2)t:(ADB)ANA
3)f:B

Formel (2) liefert t, wenn beide Operanden von A den Wert t besitzen (Und-Bedinung):

4)t:ADB
(5)t: A

Formel (4) liefert t, wenn entweder der erste Teil den Wert f besitzt oder der zweite den
Wert t. Durch diese Oder-Bedingung spaltet der bisher lineare Baum in zwei Aste auf:

6)f: A (71t: B

Die Formeln auf jedem der beiden Aste sind untereinander durch Und verkniipft. Daher
liegt auf beiden Asten ein Widerspruch vor: Auf dem linken Ast befinden sich sowohl
t:A (Knoten (5)) als auch f:A (Knoten (6)), auf dem rechten f:B (Knoten (3)) und t:B
(Knoten (7)). Da ausgehend von der Annahme, dass F falsch ist, alle Aste zu einem
Widerspruch fithren, wird F' nie falsch und ist damit giiltig. O

Tableau-Expansionsregeln legen fest, auf welche Weise ein begonnenes Tableau erwei-
tert werden kann. Wie beim Sequentialkalkiil gibt es zwei Regeln fiir jeden Operator
(siehe Abbildung 3.3). Fiir jede Regelanwendung wihlt man eine nicht-atomare Formel

Y Tableaus ist das franzosische Wort fiir Tabellen und ist bereits in der Mehrzahl. Tableauas ist daher
falsch, Tableau als Einzahl fiir eine einzelne Tabelle bzw. hier eine einzelne Ableitung richtig.
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f:AvEB t:AVB f:AANB ts AN B

f:A 5 A | t.2.8 f:A | f:B t: A
f:B t=.B
f:ADB t:AD B f:-A4 t:—A
t: A fad..| $3.B t: A f: A
t: B

Abbildung 3.3: Die Regeln des Tableau-Kalkiils fiir die Aussagenlogik

des Tableaus und einen Ast auf dem sich diese Formel befindet. Grundsétzlich gibt es
zwei verschiedene Typen von Regeln:

Und-Regeln (a): bewirken die lineare Verlingerung des ausgewihlten (dicken) Astes:

w; F
wi: 1 bewirkt wAF — X

’LUQ:FQ

Oder-Regel (3): bewirkt die Aufspaltung des ausgewéhlten Astes in zwei neue.

. w:Fo w:Fo
wy : F | wy : F»  bewirkt A — /5\

wi:Flo we:Fao

w, w1, ws bezeichnen Wahrheitswerte, F, F1, F»> Formeln, die die Gestalt der entsprechen-
den Regeln haben.

Man beachte, dass die Expansionsregel fiir f:A A B einer Aufspaltung der betrachten-
ten Behauptung (,Es ist falsch, dass A und B gilt“) in die zwei Teilfille f:A und f:B
(,Entweder A ist falsch oder B ist falsch®) entspricht und daher eine Verzweigung des be-
treffenden Astes in zwei neue Teilzweige bewirkt. Diese Regel ist daher eine Oder-Regel.
Hingegen ist die Regeln fiir f:AV B (,,Es ist falsch, dass A oder B gilt“) eine Und-Regel,
da hier die beiden entsprechenden Teilaussagen (,Entweder A ist falsch® und ,,B ist
falsch®) auf dem selbem Ast anzubringen sind, der daher nicht verzweigt wird.

Wie oben angedeutet werden nicht-verzweigende, also Und-Regeln in der Literatur
auch a-Regeln genannt; verzweigende, Oder-Regeln heiflen auch 3-Regeln.

Um die Giiltigkeit einer Formel F' nachzuweisen, beginnt man mit einem Baum, der
nur aus dem Knoten f:F besteht. Jeder Ast dieses Baumes wird solange mit Hilfe der
Expansionsregeln erweitert, bis er geschlossen werden kann. Ein Tableau-Ast heifit ge-
schlossen, wenn auf ihm sowohl t:G als auch f:G fiir irgendeine Formel G vorkommt. Das
gesamte Tableau heifit geschlossen, wenn alle Aste geschlossen sind. Ein Tableau-Beweis
einer Formel F' ist somit ein geschlossenes Tableau mit f:F' an der Wurzel.
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3.57 SATzZ. FEine Formel F ist giiltig genau dann, wenn es einen Tableau-Beweis fiir sie gibt.

3.58 BEISPIEL. Folgendes geschlossene Tableau zeigt die Giiltigkeit von ((AV B)A—-A) D B:

3.59

1) f:(AVB)A-A)D B Annahme

(

(2) t:(AVB)A-A Zerlegung von 1

(3 fF:8

(4) t:AVB Zerlegung von 2

(5) t:-A

6) t:A (7) t: B Zerlegung von 4

(8) f: A Zerl.v.5 x  Widerspruch: 3/7
x  Wid.: 6/8

O

Jede nicht-atomare Formel eines Tableaus muss auf jedem Ast héchstens einmal (entspre-
chend der passenden Expansionsregel) zerlegt werden; die Reihenfolge der Zerlegungen
ist dabei irrelevant. Die systematische Suche nach einem geschlossenen Tableau termi-
niert daher unabhéngig davon, ob die Formel an der Wurzel giiltig ist oder nicht. Falls
ein Ast im vollstdndig expandierten Tableau offen bleibt, so geben die bewerteten Atom-
formeln dieses Astes ein Gegenbeispiel zur Ausgangsformel an.

Natiirlich gibt es zu ein und der selben Ausgangsformel im Allgemeinen unterschied-
liche Tableaux, da die Reihenfolge der Regelanwendungen ja nicht fix vorgeschrieben
ist. Allerdings sind entweder alle Tableaux mit der selben Wurzel geschlossen oder alle
bleiben offen. Da es geniigt jeweils eines dieser Tableaux anzugeben empfiehlt es sich
a-Regeln so weit wie moglich vor 3-Regeln auzuwenden um die Anzahl der Aste im
gesamten Tableau moglichst gering zu halten.

BE1sPIEL. Die Formel (C D B) D (((D D B) V C) A (=D A B)) ist nicht giiltig, da
folgendes Tableau nicht geschlossen werden kann:

(1) f:(CoOB)D(((DD>B)VC)A(—DAB)) Annahme

(2) t:C DB von 1

(3) f:((D>B)vC)A(—-DAB) von 1

4) f:(D>B)vC von3 (5) fs=DANB von 3

(6) fe D> B von 4 (12) f:-D wvonb (13) £f:B wvonj

(7) f:C von 4 (dy F:C | (15)¢: B | (I6)F:s € | (A7)t B

(8) LD von 6 (von 2) (von 2) (von 2) (von 2)

9) f B von 6 (18) t: D | (19)t: D i x Wid.: 13/17
(10) f:Cvon2 | (11)t: B von 2 (von 12) (von 12)

" % Wid.: 9/11 n 4

Zwei der Aste sind geschlossen; aber alle mit { gekennzeichneten Aste tragen keinen
Widerspruch und kénnen auch nicht mehr weiter expandiert werden. Jeder dieser nicht
geschlossenen Aste enthilt eine Beschreibung von Gegenbeispielen. Beispielsweise kann
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man dem am weitesten links stehenden Ast entnehmen, dass die Interpretation I mit
I(B) =f£,I(C) =f,I(D) = t ein Gegenbeispiel zur Ausgangsformel ist. 0
Eigenschaften des Tableau-Kalkiils

Tableau-Kalkiile sind eng verwandt mit Sequentialkalkiilen und haben daher dhnliche
Eigenschaften.

— Finfache Aziome und viele Regeln, die sich eng an der Semantik der logischen
Operatoren orientieren.

— Korrektheit: Wenn ein Tableau mit Wurzel f : F' geschlossen ist, dann ist F' eine
giiltige Formel.

— Vollstindigkeit: Ist eine Formel F' giiltig, so besitzt sie ein geschlossenes Tableau
(mit Wurzel f : F).

— Don’t-care-Indeterminismus:18 Ist eine Formel giiltig, so liefert jede Folge von Ex-
pansionsschritten irgendwann ein geschlossenes Tableau.

Ml ey

— Analytizitdt: Die Expansionsregeln fiigen nur Bestandteile (unmittelbare Teilfor-
meln) der urspriinglichen Formel hinzu.

— FEinfache Formeln besitzen einfache Beweise.

3.9 Resolution

Resolution ist ein Verfahren, dass ebenso wie der Tableau-Kalkiil die Giiltigkeit einer
Formel F' indirekt zeigt, indem —F widerlegt wird. Es lauft in zwei Stufen ab:

1. Transformiere —F in eine Klauselmenge, d.h., in eine konjunktive Normalform.
Typischerweise hat F' die Gestalt (A; A--- A Ay) D B, wobei die A; Formeln sind, :
die die Situation beschreiben und B eine Behauptung ist, die in dieser Situation :
gelten soll. Bei der Umwandlung von —F in eine KNF erhalten wir:

-F = =((A1A---ANA,) D B)
= =(=(A1A---NA,) VB)

Das heifit, die Grobstruktur von —F ist bereits eine KNF. Zur Berechnung der
KNF kénnen wir jedes A; sowie =B separat in eine KNF umformen und die resul-
tierenden Klauselmengen einfach vereinigen.

¥Diese Eigenschaft wird in der Literatur auch als ‘Beweiskonfluenz’ bezeichnet.
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3.60

3.61

3.62

2. Berechne aus der Klauselmenge mit Hilfe der Resolutionsregel neue Klauseln, so-
genannte Resolventen. Gelingt es, die leere Klausel herzuleiten, haben wir einen
Widerspruch gefunden, d.h., die urspriingliche Formel war giiltig.

Die Umformung in eine KNF haben wir bereits in Abschnitt 3.5 besprochen. Im Fol-
genden besteht die Aufgabe also darin, aus einer gegebenen Klauselmenge einen Wider-
spruch abzuleiten.

DEFINITION. Seien C und D zwei Klauseln, die das Literal A bzw. —A enthalten, d.h.,
C =C'"U{A} und D = {=A} U D'. Die Regel
C'U{A} {-A}uD
gun

wird als Resolutionsregel'® bezeichnet, die Klausel C’ U D’ als Resolvente der Klauseln
C und D; A nennt man auch ,resolviertes Atom*.

Klauseln kénnen auch als atomare Sequente (i.e. Sequente die nur aus Variablen be-
stehen) betrachtet werden; so kann die Klausel {-A;,...,—A,, B1,..., By} auch als

Atyeres i Byeoss B

geschrieben werden. Den Resolutionskalkiil kann man dann als Sequentialkalkiil mit dem
Schnitt als einziger Regel betrachten (statt der Axiome sind beliebige atomare Sequente
zuldssig).

DEFINITION. Sei K eine Klauselmenge. Eine (Resolutions-)Ableitung von Cp, aus K ist
eine Folge von Klauseln Ci,...,Cy,, sodass jede Klausel C) entweder aus K stammt
oder eine Resolvente von vorhergehenden Klauseln C; und C; mit 7, j < k ist. Cy, heifit
ableitbar aus K, wenn es eine Ableitung von C,,, aus K gibt. Eine (Resolutions-) Wider-
legung von K ist eine Ableitung der leeren Klausel {} aus K.

BEISPIEL. Die Folge

{A, B,-C}

{_'Ba _'C}

{A> —'C}

{-4}

{-C}

{C, A}

{4}

ist eine Ableitung von {A} aus der Klauselmenge K = {{A, B,~C},{-B,~C}, {=A},
{A,C},{A, D}}. Begriindung:

ST O B i o B

— 1,2,4,6 €K,

1Man beachte die enge Verwandtschaft der Resolutionsregel mit der Schnittregel des urspriinglichen
Sequentialkalkiils (Seite 118).
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— 3 ist Resolvente von 1 und 2,
5 ist Resolvente von 3 und 4,
7 ist Resolvente von 5 und 6.

Dieselbe Ableitung kann auch in Baumform dargestellt werden:
{A,B,~C} {-B,-C}

{4,-C} {—4}
{-C} {C, A}
{4}
An den Blattern des Baums stehen nur Klauseln € K. O

3.63 SATz. Sei K eine Klauselmenge und D eine Klausel.

(a) Resolution ist korrekt: Ist D aus K ableitbar, dann ist D eine logische Konsequenz

von K (K= D).

(b) Resolution ist vollstindig: Ist D eine logische Konsequenz von K (K &= D), dann
ist D entweder eine Tautologie oder es ist eine Klausel D' aus K ableitbar, sodass
e D,

(c) FEs ist in endlichen vielen Schritten feststellbar, ob D aus K ableitbar ist oder nicht.

BEWEIS.

(a) Es geniigt zu zeigen, dass die Resolutionsregel selber korrekt ist, d.h., dass in jeder
Interpretation, in der die Klauseln C' und D wahr sind, auch ihre Resolventen wahr
sind. Da eine Ableitung durch mehrfaches Anwenden der Resolutionsregel entsteht,
ist jede neu generierte Klausel eine logische Konsequenz der vorhergehenden.

Seien also C' = ¢’ U {A} und D = D' U {-A} zwei Klauseln, die wahr in der
Interpretation I sind, und sei C’ U D’ eine ihrer Resolventen. Wir unterscheiden
zwei Fille:

I(A) = t: Da laut Voraussetzung
Mar(I, D) = Mar(I,D' U {-A}) = Mup(I,D')V Myp(I,-4) =1t
gilt, aber M y4p(I,—A) =f, muss Myp (I, D’) =t gelten. Daraus folgt aber
Mar(I,C'"UD') = Map(I,C YV Map(I,D) = Myp(I,C')Vt =t ,

d.h., die Resolvente ist wahr in 7.
I(A) = f: Da laut Voraussetzung

Map(I,C) = Map(I,C" U {A}) = Myp(I,C" )V Mup(I,A) =t
gilt, aber M y4p(I, A) =f, muss Myp(I,C’) =t gelten. Daraus folgt aber
Map(I,C'UD) = Mar(I,C)V Map(I,D") =tV Mur(I,D) =1t ,

d.h., die Resolvente ist wahr in .
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(b) Beweis zu aufwiindig fiir diese Vorlesung.

(c) Da die Resolutionsregel keine neuen Variablensymbole einfiihrt, kann jede aus K
abgeleite Klausel nur aus Literalen bestehen, die bereits in einer Klause von K
vorkommen. Die Anzahl verschiedener Literale in X ist aber endlich. Daher lassen
sich alle verschiedenen Ableitungen aus K, in denen sich keine Klausel wiederholt,
auch systematisch in endlichen vielen Schritten aufzéhlen. Es bleibt nur festzustel-
len, ob D als letzte Klausel einer dieser Ableitungen vorkommt.

0O

3.64 FOLGERUNG. FEine Klauselmenge ist unerfiillbar genau dann, wenn es eine Resolutions-

3.65

widerlegung gibt. Ob es diese gibt, lasst sich in endlich vielen Schritten feststellen.

BeEWwEIS. Eine Klauselmenge K ist unerfiillbar genau dann, wenn die leere Klausel {} eine
logische Konsequenz von K ist. Gibt es eine Resolutionswiderlegung, d.h., ist {} ableitbar,
dann ist K unerfiillbar. Da die leere Klausel keine Tautologie ist, folgt umgekehrt aus der
Vollsténdigkeit der Resolution, dass aus K eine Klausel D’ ableitbar sein muss, sodass
D’ C {} gilt. Die einzige Méglichkeit fiir D’ ist {} selbst. D.h., aus K ist die leere Klausel
ableitbar; es existiert somit eine Widerlegung.

O

BEISPIEL. Das folgende The Winds and the Windows Puzzle stammt aus dem Buch
Lewis Carroll’s Symbolic Logic (1986).

ol o

= 98 o

9.
10.
11

There is always sunshine when the wind is in the East.

When it is cold and foggy, my neighbor practices the flute.

When my fire smokes, I set the door open.

When it is cold and I feel rheumatic, I light my fire.

When the wind is in the East and comes in gusts, my fire smokes.
When I keep the door open, I am free from headache.

When the sun is shining and it is not cold, I keep my window shut if it
is foggy.

When the wind does not come in gusts, and when I have a fire and keep
the door shut, I do not feel rheumatic.

Sunshine always brings on fog.

When my neighbor practices the flute, I shut the door.

When there is a fog and the wind is in the East, I feel rheumatic.

Show that when the wind is in the East, I keep my windows shut.

Wir formalisieren die Aussagen unter Verwendung folgender Abkiirzungen:

F ... Feuer It svn Ratieh

Fl ... Flotenspiel Rh ... Rheuma

K ... Kilte S ... Sonnenschein
Kuw ... Kopfweh T ... Tir offen

N ... Nebel W ... WindstéBe
0 . Ostwind Z ... Fenster zu
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Aussage | Klausel aus Formel
1. | {—0,9} & o
2. | {—K,~N, Fl} (KAN)D Fl
3. | {-R, T} RoT
4. | {—~K,-Rh,F} (K ANRh)D F
5. | {=O,-W, R} (OANW)DR
6. | {—T, -~ Kw} T D -Kuw
7.1{-S,K,~N,Z} |(SA-KAN)DZ
8. | {W,=F,T,—Rh} | "W AF AN=T) D -Rh
9.| {-S,N} SON
10. {—lFl,ﬂT} Fl =T
11. | {~N,-0O, Rh} (NANO)D RhR
Behauptung 0> Z
negiert (0D 2)
12. | {O}
18, | =2}

Abbildung 3.4: Formeln und Klauseln zu Beispiel 3.65

Damit erhalten wir die Formeln bzw. Klauseln in Abb. 3.4. Da wir einen indirekten
Beweis fithren, also nach einem Widerspruch suchen, fiigen wir zu den Aussagen 1-11,
die die Situation beschreiben, die Negation der Behauptung hinzu. Abbildung 3.5 gibt
eine Widerlegung der Klauselmenge an, die Klauselmenge ist somit unerfiillbar und die
urspriingliche Behauptung tatséchlich eine Konsequenz der Aussagen. O

Um eine Widerlegung zu finden oder festzustellen, dass es keine gibt, bleibt einem
im Allgemeinen nichts anderes iibrig, als alle Resolventen — eventuell geleitet von einer
Heuristik — systematisch zu bilden. Resolutionsverfahren eignen sich daher schlecht fiir
Beweise von Hand, sondern werden normalerweise implementiert.

Redundanzelimination

Die Resolutionsregel liefert zwar ein korrektes und vollstdndiges Beweisverfahren, al-
lerdings werden im Zuge einer Ableitung auch viele iiberfliissige (redundante) Klauseln
erzeugt, die fiir einen Beweis oder eine Widerlegung nicht benétigt werden. Da jede
redundante Klausel weitere redundante Klauseln erzeugt, ist es in der Praxis wichtig,
diese so frith als moglich zu erkennen und aus dem Ableitungsprozess zu entfernen. Die
wichtigsten Arten von Redundanzelimination sind:

Subsumtion. *° Eine Klausel C' subsumiert eine andere Klausel D, falls C' eine Teilmen-
ge von D ist, also C' C D gilt. Subsumiert in einer Ableitung eine Klausel eine
vorhergehende oder nachfolgende, muss letztere (die subsumierte) in der weiteren
Ableitung nicht beriicksichtigt werden.

203uf Englisch: subsumption
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Resolvente | aus Klauseln Resolvente | aus Klauseln

14. | {8} 1,18 25. | {-N,K,Z} | 7,14
15. | {N} 9,14 26. | {K,Z} 15,25
16. | {—~Fl,-R} | 3,10 27 | {K} 13,26
17. | {=&, FI} | 2,15 28. | {F} 24. 27
18. | {~K,~R} | 16,17 20. | {~1} b1, 97
10. | {=K,-T} | 10,17 30. | {-T} 19,27
20. | {-W, R} 5,12 3L | {~F,T,W} | 8,23
21. | {-K,-W} | 18,20 32. | {T, W} 28, 31
22. | {-~N,Rh} | 11,12 33. [ {W} 30,32
23. | {Rh} 15,22 34. | {} 29, 33
24. | {~K,F} |4,23

Abbildung 3.5: Widerlegung der Klauselmenge in Abb. 3.4

Tautologieelimination. Eine Klausel C ist eine Tautologie genau dann, wenn es eine
Variable A gibt, sodass {4, A} C C gilt. Resolviert man eine Klausel C' mit einer
Tautologie, erhélt man entweder eine Resolvente, die von C' subsumiert wird oder
selber eine Tautologie ist:

C'U{A} {-4,4} VD
C'U{A}UD

C'U{A} {-A,B,-B}UD
U4 B =BUDY

Im ersten Fall gilt (C'U{A}) C (C'U{A}UD’), im zweiten Fall enthélt die Resol-
vente sowohl B als auch —B. Da die leere Klausel keine Tautologie ist, ist zu ihrer
Herleitung keine Tautologie notwendig.

Heuristiken, Strategien und Verfeinerungen

Selbst nach Elimination redundanter Klauseln gibt es im Allgemeinen immer noch viele
Moglichkeiten, neue Resolventen zu bilden. Daher versucht man, Strategien und Heuristi-
ken einzusetzen, um gezielter auf einen Widerspruch hinzuarbeiten. Eine dieser Strategi-
en ist die Bevorzugung von Einerklauseln bei der Resolventenbildung (Unit-Resolution).

C'U{4} {-4} {4} {~AUD
c’ D

Die Resolvente ist offenbar kiirzer als die Pramisse C’ U {A}; {iberdies gilt C' C C’ U
{A}, d.h., ¢’ macht die Elternklausel redundant.

Prinzipiell ist es eine gute Heuristik, bei der Resolventenbildung kurze Klauseln ge-
geniiber langen zu bevorzugen. Die gesuchte leere Klausel kann nur durch Resoluti-
on zweier Einerklauseln entstehen, und diese entstehen wiederum meist aus anderen
kurzen Klauseln, etwa einer Einer- und einer Zweierklausel. Aulerdem ist bei kurzen
Klauseln die Wahrscheinlichkeit hoher, dass sie andere subsumieren. Im Allgemeinen
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3.66

muss man bei Strategien beachten, dass sie fair sind, d.h., dass jede mogliche nicht-
redundante Ableitung irgendwann einmal an die Reihe kommt. Andernfalls verliert man
die Vollstéandigkeit des Verfahrens.

Die Moglichkeit neue Resolventen zu bilden kann auch durch sogenannte Resolutions-
Verfeinerungen reduziert werden. In einer Verfeinerung wird die Resolutionsregel selbst
mittels — meist syntaktischer — Kriterien beschrinkt, ohne dabei die Vollstdndigkeit auf-
zugeben. Ein einfaches Beispiel ist die positive Resolution. In dieser ist eine Anwendung
der Resolutionsregel nur dann erlaubt wenn eine der Klauseln positiv ist. Positive Re-
solution ist widerlegungs-vollstandig, d.h. zu jeder unerfiillbaren Menge von Klauseln
existiert eine positive Resolutionswiderlegung.

BEISPIEL. Sei K = {{A},{—A, B},{—-B}}. Die folgende Ableitung ist eine positive Re-
solutionswiderlegung:

{4} {-4 B}
{B} {~B}
{}

Die Resolutionswiderlegung
{ﬁB } {_"Av B }
{=4} {A}
{}

ist keine positive Resolutionsableitung da die (nicht-positiven) Klauseln {-B} und
{=A, B} resolviert werden. ]

Eigenschaften des Resolutionsverfahrens

— Klauselbasiert: Im Gegenstatz zu allen bisher behandelten Kalkiilen bezieht sich
Resolution nicht auf beliebige Formeln, sondern auf Mengen von Klauseln, die der
KNF beliebiger Formeln entsprechen.

— Korrektheit: Jede ableitbare Klausel folgt logisch aus der Ausgangsklauselmenge.

— Volistindigkeit: Jede Klausel, die aus einer Klauselmenge K folgt ist entweder
eine Tautologie oder enthélt eine aus K ableitbare Klausel als Teilmenge. Wich-
tigster Spezialfall dieser Eigenschaft ist die Widerlegungsvollstindigkeit: Aus jeder
unerfiillbaren Klauselmenge ist die leere Klausel ableitbar.

— Keine Axiome, eine einzige Regel. Anstatt mit Axiomen beginnt eine Resolutions-
ableitung mit gegebenen Klauseln.

— Maschinen-orientiert: Die Einfachheit der Form von Klauseln und der Resoluti-
onsregel begiinstigt die Automatisierung der Beweissuche. Effiziente Beweissuch-
programme machen intensiven Gebrauch von Strategien, Heuristiken und Redun-
danzeliminationsregeln.
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4 Pradikatenlogik

Es gentigt nicht, keine Gedanken zu haben.
Man muss auch unfihig sein, sie auszudricken.
(Karl Kraus)

Die klassische Pradikatenlogik baut auf den Prinzipien und Methoden der Aussa-
genlogik (Kapitel 3) auf, aber erhoht die Ausdruckskraft der betroffenen Sprache, wie
bereits in Abschnitt 3.1 angedeutet, auf entscheidende Art. Wie bereits gewohnt werden
wir zunéchst (in Abschnitt 4.1) die formalsprachlichen, sprich syntaktischen, Grundbe-
griffe der Pradikatenlogik getrennt von den bedeutungsgebenden, sprich semantischen,
Grundbegriffen prasentieren. Das erlaubt uns in Abschnitt 4.2 die zentralen Begrif-
fe ,logische Konsequenz®, ,logische Aquivalenz“, sowie ,Erfiilllungsdquivalenz® auf die
Pridikatenlogik zu iibertragen. Durch Hinweise auf einige klassische Theoreme der ma-
thematischen bzw. informatischen Grundlagenforschung werden wir sodann feststellen,
welch hoher Preis fiir die grofie Ausdruckskraft der Pradikatenlogik zu bezahlen ist.
In Abschnitt 4.3 wird der aussagenlogische Tableau-Kalkiil aus Abschnitt 3.8 auf die
Pridikatenlogik erweitert. Ahnlich wird in Abschnitt 4.5 das Resolutionsverfahren auf
die Pradikatenlogik verallgemeinert. Letzteres setzt das weit iiber die Resolution hinaus
wichtige Konzept der Unifikation von Termen voraus, das daher gesondert in Abschitt 4.4
behandelt wird.

4.1 Syntax und Semantik der klassischen Pradikatenlogik

Zunichst wollen wir den rein syntaktischen Begriff der Signatur (siehe Abschnitt 2.3)
deutlich vom semantischen Konzept der Modellstrukturen trennen.! Genauer sei im
Folgenden eine Signatur X einfach ein 3-Tupel bestehend aus Funktionssymbolen FS,
Pradikatensymbolen PS und Konstantensymbolen KS. FS, und PS,, bezeichnen jene
Teilmengen von F'S bzw. PS, die genau die n-stelligen Symbole enthalten. Die Menge
der Terme tber ¥ ist genau so wie in Definition 2.8 auf Seite 88 definiert. Wir lassen
also einfach den expliziten Bezug auf eine Modellstruktur D entfallen.

"Wir verzichten im Weiteren wieder fast iiberall auf Unterstreichungen und gehen davon aus, dass der
Leser den Syntax-Semantik-Unterschied mittlerweile auch ohne diese notationelle Hilfestellung be-
herrscht; also beispielsweise klar zwischen Funktionen und Funktionensymbolen unterscheiden kann,
auch wenn — wie iiblich — die gleichen Symbole zur Beschreibung verwendet werden.
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4.1

Syntax

Im Prinzip kénnten wir alle in Abschnitt 3.2 definierten Junktoren von der Aussagenlo-
gik in die Préadikatenlogik iibernehmen. Es ist aber zweckméfiger, wenn wir uns wieder
auf Negation (—), Disjunktion (V), Konjunktion (A) und Implikation (D) beschranken.
Pradikatenlogische Formeln kann man als erweiterte boolesche Ausdriicke verstehen, in
denen Implikationen, aber auch All-Quantoren (V) und Ezistenz-Quantoren (3) vorkom-
men koénnen.

DEFINITION (SYNTAX PRADIKATENLOGISCHER FORMELN). Bezogen auf eine Signatur
= (FS,PS,KS) ist die Menge der pridikatenlogischer Formeln (iiber ) PFyx die
kleinste Menge, fiir die gilt:

(PF1) p'(t1,...,tn) € PFx, wenn p' € PS,, und #3,...,t, € Ty,
P (t1,...,t,) heiBt Atomformel oder auch einfach Atom;

(PF2) —F € PFx wenn F € PFy;

(PF3) (FAG) € PFx wenn F,G € PFx;

(PF4) (FVG) € PFx wenn F,G € PFx;

(PF5) (F D G) € PFx wenn F,G € PFr;

(PF6) (Yv)F € PFy wenn v € IVS und F € PFx;
(PF7) (Fv)F € PFx wenn v € IVS und F € PFx.

Die Quantorenzeichen kommen in Formeln immer gepaart mit Variablen (genauer: In-
dividuenvariablensymbolen) und entsprechend geklammert vor. Eine Abfolge von vier
Zeichen (Quv) in einer Formel, wobei Q fiir V oder 3 und v fiir eine Variable steht, heifit
Quantorenvorkommen.

DEFINITION (FREIE UND GEBUNDE VARIABLEN). V(t) bzw. V(F') bezeichnet die Men-
ge aller Variablen die in einem Term ¢ bzw. einer Formel F' vorkommen. Die Menge
FV(F) der Variablen, die frei (ungebunden) in F vorkommen, ist wie folgt definiert:

— fiir Atomformeln: FV (p(te,...,tn)) = V(p(t1,...,tn))[= V(t1) U... UV (t)]
— FV(=F) = FV(F)

— FV(FoG)=FV(F)UFV(G) firoe€ {A,V,D}

— FV((Qz)F) = FV(F) — {z} fir Q € {¥,3}

In der Formel bzw. Teilformel (Qz)F bindet des Quantorenvorkommen (Qz) die freien
Vorkommen von z in F. F ist dabei der Bindungsbereich von (Qzx) in (Qz)F

Ein Term t heifit geschlossen, wenn V' (t) = {}, also wenn er nur aus Funktionen- und
Konstantensymbolen besteht.
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a,b,c,d, e ... Konstantensymbole

fig,h ... Funktionssymbole
B K ... Prédikatensymbole
z,y,z,u,v,w ... Variable (Individuenvariablensymbole)

Tabelle 4.1: Namenskonventionen fiir allgemeine Signaturen

Eine Formel F heifit geschlossen, wenn FV(F) = {}, also wenn alle Vorkommen
von Variablen in den Atomformeln von F durch entsprechende Quantorenvorkommen
gebunden sind.

Man beachte, dass eine Variable in einer Formel gleichzeitig frei und gebunden vor-
kommen kann: Das gilt zum Beispiel fiir z in (P(z) A (F2)Q(x)).

Wenn wir nicht auf Signaturen zu speziellen Modellstrukturen, wie die in Kapitel 2
eingefithrten Z, N oder S Bezug nehmen, dann werden wir ab nun die in Tabelle 4.1
angegebenen Notationskonventionen beriicksichtigen:

Weiters werden wir zur Erhéhung der Lesbarkeit neben den Klammern ‘(" und ¢)’
auch die Symbole ‘[ und ‘]’ verwenden. Auflerdem sollen weiterhin alle Klammerein-
sparungsregeln gelten, von denen wir bereits in der Aussagenlogik gebraucht gemacht
haben. Inbesondere wird die Assoziativitidt von Konjunktion und Disjunktion entspre-
chend beriicksichtigt; auch dulerste Klammern diirfen weggelassen werden.

4.3 BEISPIEL. Samtliche der folgenden Ausdriicke F; — F7 sind wohlgeformte Formeln iiber
jeder Signatur ¥ = (FS, PS, KS) mit P,Q € PSs, f € FS1, g € FSo und a,b,c € KS:

— F1 =[-P(b f(z)) D (P(g(a,y),b) V Q(z,z))], wobei V(F1) = FV(F1) = {z,y, z}.
F ist keine geschlossene Formel, da in ihr freie Variablen vorkommen.

— Fy = P(a,a) A (Yx)[P(f(z),a) V P(g(a,x), b)], wobei beide Vorkommen der (einzi-
gen) Variablen z im Bindungsbereich des Quantorenvorkommens (V) stehen. Fs
ist also eine geschlossene Formel. Es gilt V(Fy) = {z}, aber FV (F2) = {}. Man
beachte auflerdem, dass gemifl der Klammereinsparungsregeln die duflersten, zur
Konjunktion gehérigen Klammern weggelassen wurden.

— F3 = P(a,a) A\ [(Vz)P(f(z),a) V P(g(a,z),b)]. Der Unterschied zu F» ist gering.
Allerdings hat sich der Bindungsbereich von (Vx) wegen der anders gesetzten Klam-
mer ‘[ auf die Atomformel P(f(z),a) reduziert. Entsprechend ist das zweite Vor-
kommen von x frei und nur das erste Vorkommen von = gebunden. Fj ist also nicht

geschlossen. Es gilt V(F3) = FV(F3) = {z}.

— Fy = (Vz)(3y)[-P(f(y),a) A P(g(a,z),b)]. Da keine freien Variablen vorkommen,
ist F; geschlossen. Die beiden Variablen werden durch Quantoren unterschiedlichen
Typs gebunden. Man sagt: x ist hier All-quantifiziert, oder auch: x ist eine univer-
selle Variable in Fy. Andererseits ist y Ezistenz-quantifiziert bzw. eine existentielle

Variable in Fy. Es gilt V/(Fy) = {z,y} und FV(Fy) = {}.
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— F; = (Vz)(3y)P(z,y) D (3z)(Vy)P(z,y). Beide Variablen, z und y, kommen so-
wohl All-quantifiziert als auch Existenz-quantifiziert in F5 vor. Es gilt V(F5) =
{z,y} und FV(F5) = {}.

— Fs = (Vz)P(y, z). Es gilt V(Fg) = {z,y,z} und FV(Fs) = {y, z}. Das Vorkommen
von z ist weder frei noch gebunden; das Quantorenvorkommen (Vz) bindet hier
kein Variablenvorkommen. Selbstverstindlich ist Fg nicht geschlossen.

— F; = (Vz)(3z)P(z,z). Es gilt V(F) = {z} und FV(F;) = {}. Man beachte,
dass (dz) hier die beiden Vorkommen von z bindet, aber der Bindungsbereich
(3z)P(z,x) von (Vz) keine freie Variable enthélt. Der All-Quantor bindet also z
in F7 nicht. (Obwohl auch F; eine wohlgeformte, geschlossene Formel ist, werden

wir Formeln dieser Gestalt in konkreten Beispielen vermeiden.)
O

4.4 DEFINITION. F(z/t) bezeichnet die Formel die aus F' entsteht, indem alle freien Vor-
kommen von x in F durch den Term ¢ ersetzt werden. Dabei nennt man F(z/t) auch
die durch Substitution von t fiir x gewonnene Instanz von F.

4.5 BEISPIEL. Es sei F} = (Vz)[P(z,y) D Q(z,y)] A R(z) und ¢ der geschlossene Term
f(a). Man beachte, dass alle Vorkommen von y ungebunden sind, wéihrend z nur in der
Teilformel R(z) frei vorkommt. Durch Substitution von ¢ fiir  bzw. fiir y in F erhalten
wir folgende Instanzen von Fi:

— Fi(y/t) = (V2)[P(z, f(a)) D Q(z, f(a))] A R(x).
Fir F» = (Vz)([P(z,y) D Q(x,y)] A R(x)) hingegen gilt:

— Fy(z/t) = F5, da z in F, nicht frei vorkommt,

— Fy(y/t) = (va)([P(z, f(a)) D Q(, f(a))] A R(z)).

Semantik

Bisher haben wir — zumindest offiziell — noch nichts dariiber gesagt, was pradikaten-
logische Formeln bedeuten sollen. Um, z.B., die Behauptung zu rechtfertigen, dass man
pradikatenlogisch sehr viele niitzliche Eigenschaften konkreter Datentypen exakt spe-
zifizieren kann, miissen wir zunéchst Begriffe zur Festlegung der Semantik (d.h., der
Bedeutung) von Formeln bereitstellen.

4.6 DEFINITION (PL-INTERPRETATION). Eine (prddikatenlogische) Interpretation (oder
auch: PL-Interpretation) J iiber der Signatur ¥ = (FS, PS, KS) ist ein 3-Tupel (D, ®, I),
wobei gilt:

— D = (D, Fp, Pp, Kp) ist eine Modellstruktur (siehe Abschnitt 2.2)%;

“Es sei hier daran erinnert, dass der Gegenstandsbereich D nicht leer sein darf.
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4.7

— & ist eine Signaturinterpretation, die jedem f’ € FS, jedem p’ € PS und jedem
¢ € KS eindeutig ein der Stelligkeit entsprechendes f € Fp, p € Pp, bzw. ¢ € Kp
zuordnet;

— I ist eine Variablenbelegung, das heifit eine Funktion vom Typ I : IVS — D.

Mit PINT'sx, bezeichnen wir die Menge aller PL-Interpretationen iiber der Signatur X.

ANMERKUNG. Implizit haben wir bereits in Kapitel 2 von einer Signaturinterpretation
Gebrauch gemacht. Wir hatten ndmlich vereinbart, dass jedem Symbol diejenige Funkti-
on, Konstante, bzw. dasjenige Pradikat zugeordnet wird, das jeweils mit diesem Symbol
ohne Unterstreichung bezeichnet wird. Man spricht in diesem Zusammenhang oft von
einer intendierten oder Standard-Signaturinterpretation. Fiir die meisten Anwendungen
der Prédikatenlogik ist es jedoch wichtig zu beriicksichtigen, dass jedes Symbol jeweils
auf verschiedene Weisen interpretiert werden kann. ‘

DEFINITION (AUSWERTUNGSFUNKTION). Der Wahrheitswert einer Formel (aus PFx)
in einer Interpretation J = (D, ®,I) (aus PINTyx) ist durch die Auswertungsfunktion
Mpp : PINTs x PFy — {t,f} wie folgt definiert:

(I\IPFl) MPF(jap(tl, cee atn)) = (I)(p)(M'T(Jatl)? wiaks ’MT(ja tn)),
wobei p ein n-stelliges Priadikatensymbol ist. Dabei ist M7 wie in Definition 2.11,
nur dass nun die Interpretation der Konstanten- und Funktionssymbole durch &
festgelegt ist:
- M1(J,v) = I(v),
— M7 (TJ,c) = o(c) fiir c € KS und
= M1(T, f(tr, s tn)) = 6(F )Mz (T, 1), ..., MT(T 1)) fiir f € FS.

MPF2) Mpp(J,=F) = ~-Mpp(J,F);
MPF3) Mpr(J,(FAG)) = Mpr(J, F) NAMpr(TJ,G);

(

( ) (

(MPF4) Mpp(J,(FYG)) = Mpp(J,F)V Mpr(J,G);
(MPF5) Mpr(J,(F2G)) = Mpp(J,F) D Mpr(J,G);
(

MPF6) Mpr(J, (Vv)F) = t genau dann, wenn M pp(J’, F) = t fiir alle 7' ~ 7, wobei
J' A J bedeutet, dass J' = (D, ®, I') mit I’ ~ I;3

(MPF7) Mpr(J,(30)F) =t genau dann, wenn Mpp(J’, F) = t fiir ein J' ~ J.

Sei J eine Interpretation und v eine Variable. Wir definieren J[v] = {J' | J' ~ J}
(dies beschreibt alle Intepretationen welche dquivalent zu J modulo v sind). Ist J =
(D, ®, I dann schreiben wir vinter(J) = I und beschreiben damit die zur Interpretation

3Der Begriff der Aquivalenz modulo v € IVS von Variablenbelegungen, bezeichnet durch ~, wurde
bereits auf Seite 93, Definition 2.19 definiert.
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4.8

J gehorige Variablenzuweisung. Wir fithren auch folgende Notationen ein welche die
semantische Evaluation von quantifizierten Formeln erleichtert:

Sei M eine beliebige Menge von Indizes und seien q; fiir alle ¢ € M Wahrheitswerte.
Dann ist

/\ a; =t genau dann wenn o; =t fiir alle i € M,
ieM

\/ a; =t genau dann wenn «; =t fiir mindestens ein i € M.
1eEM

In dieser Notation gilt dann

Mpr(T,(W)F) = )\ Mpr(J',F),
J'edw]

Mpr(J,@)F) = \/ Mpr(J,F).
J'eTv]

BEISPIEL. Gegeben sei die Modellstruktur D = ({—1,0,1}, {:d}, {=},{}), wobei id die
Identitatsfunktion bezeichnet, also durch id(x) = z definiert ist. Auflerdem sei ¥ die
Signatur ({f},{P},{}), wobei f unédr und P binér ist. Als Beispiel einer Interpretation
iiber ¥ wahlen wir J = (D, ®,I), wobei I(z) = 1, I(y) = 0, ®(f) = id und ®(P) ==
(Letzteres besagt, dass das einzige Priadikatensymbol in ¥ von J als die Identitéitsrelation
interpretiert wird. Das Zeichen ,,=* tritt dabei zuerst auf der iiblichen Meta-Ebene und
ein weiteres Mal als Name fiir die Identitétsrelation auf.)

Wir betrachten die folgende Auswertung der Formel F' = (Vz)(Jy)~P(z, f(y)) in J:

Mpp(J,F) = N\ Mpr(J,(3y)~P(z, f()))
J'eTlal

AV Mep(7 Pl )

J'eJx] T"eT Y]

- AV Merld P fW)

TJ'eT)T"eT'[y)

= /\ \/ vinter(J")(z) # vinter(J")(y)
J' €T T"eT Y]

= s

In der Tat evaluiert Mpp(J,F) zu t da fiir jedes J' € j’[ ] ein J” € J'[y] existiert
mit vinter(J")(x) # vinter(J")(y). : :

Man beachte, dass die Variablenbelegung I von J in der Auswertung von F gar keine
Rolle spielt. Das liegt daran, dass F' eine geschlossene Formel ist und daher die Variablen
x und y hier gewissermafien als Platzhalter fiir alle bzw. fiir ein beliebiges Element des
Gegenstandsbereiches fungieren. O

142




Die semantischen Grundbegriffe wie Giiltigkeit und Erfiillbarkeit sind im Prinzip wie
fiir die Aussagenlogik definiert; allerdings tauchen diese Begriffe nun auf zwei unter-
schiedlichen Ebenen auf, wie folgende Definitionen klarstellen.

4.9 DEFINITION. Eine Formel F € PFs heifit
— erfullbar, wenn M pp(J, F) =t fiir ein J € PINTs (J heifit dabei Modell von F);

— widerlegbar, wenn Mprp(J,F) = f fiir ein J € PINTs (J heifit dabei Gegenbei-
spiel oder Gegenmodell zu F);

— unerfillbar, wenn Mpp(J,F) =f fir alle 7 € PINTy (also wenn alle Interpreta-
tionen Gegenbeispiele sind);

— allgemein giiltig oder einfach giiltig, wenn Mpr(J,F) = t fiir alle 7 € PINTx
(also wenn alle Interpretationen Modelle sind).

4.10 DEFINITION. Bezogen auf eine gegebene Modellstruktur D und eine entsprechende Si-
gnaturinterpretation ® heifit F' € PFy:

— erfillbar in D (beziiglich ®), wenn Mpp(J,F) =t fiir ein J € PINTx der Form
J =(D,®,1);

— widerlegbar in D (beziiglich ®), wenn Mpp(J,F) = f fiir ein J € PINTx der
Form J = (D, ®,I)

— unerfillbar in D (beziiglich ®), wenn Mpp(J,F) = f fiir alle J € PINTy der
Form J = (D, ®,I)

— gliltig in D (beziiglich ®), wenn Mpp(J,F) =t fiir alle 7 € PINTy der Form
J ={D,8 I

4.11 BEISPIEL. Sei F = Fi A F» A\ F3 wobei

A = ={3Z)Plxa),

F, = (vz)(v)[P(z,y) D P(z, f(y,a))],
F3; = (‘v’:c)P(x,f(x,a))

Die geschlossene Formel F ist erfiillbar in N beziiglich folgender Signaturinterpretation ®:
®(P) =<, ®(f) = +, ®(a) = 2. Mit anderen Worten: Die Interpretation J = (N, ®,I)
ist ein Modell von F'; und zwar fiir beliebige Variablenbelegungen 7. Die Auswertungs-
funktion pradikatenlogischer Formeln (Definition 4.7) gewéhrleistet nidmlich, dass die
drei Teilformeln von F' unter der Interpretation J folgende Eigenschaften natiirlicher
Zahlen ausdriicken:

Fi: Keine Zahl ist kleiner als sie selbst:

F5: Fiir alle Zahlen m und n gilt, dass wenn m kleiner als n ist, dann ist m auch kleiner
als n + 2;
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4.12

4.13

F3: Jedes m ist kleiner als m + 2.

Wir geben noch ein weiteres, ganz anderes Modell derselben Formel F' an. Es sei
J' = (D,®,I'), mit der Modellstruktur D' = ({0, 1}*, {concat}, {<},{0}). Dabei
ist concat vom Typ S xS — S fir § = {0, 1}*, und < vom Typ S x § — {t,f}.
Der Gegenstandsbereich ist also nun die Sprache aller Binérstrings. Dabei bezeichnet
die Funktion concat die Konkatenierung zweier Woérter (concat(s,7) = sr) und ‘s < r’
bedeutet ‘s ist ein echter Teilstring von 7’. Interpretiert man nun die Symbole P, f und
a durch ®'(P) ==, ®'(f) = concat, ®(a) = 0, so kann man leicht nachpriifen, dass
Mpp(J', F) =t gilt. Wegen der Geschlossenheit von F spielt die Variablenbelegung 1’
von J', wie wir bereits in Beispiel 4.8 festgestellt haben, keine Rolle.

F hat natiirlich noch viele weitere Modelle. Aber Interessanterweise ist jede Interpre-
tation mit endlichem Gegenstandsbereich ein Gegenbeispiel zu F. Mit anderen Worten:
F" hat unendliche, aber keine endlichen Modelle. m|

BEISPIEL. Wir kénnen Préidikate und Sitze (Aussagen) iiber ganze Zahlen mittels pradi-
katenlogischer Formeln ausdriicken. Bei mehrstelligen Pradikaten spricht man auch von
Relationen. Dabei entspricht jede freie Variable einer Formel einer Argumentstelle der
ausgedriickten Relation. Sdtze hingegen entsprechen geschlossenen Formeln. Es folgenden
einige Beispiele zur Verdeutlichung:

— Die bindre Relation ,,z ist ein echter Teiler von y* wird durch die Formel F =
(F2)(x*z =yAz# 1Az #y) ausgedriickt. Damit ist gemeint, dass jede Interpre-
tation J = (Z, ®,I) genau dann ein Modell von F ist, wenn die Zahl I(z) die Zahl
I(y) echt teilt. Dabei wurde fiir ® die Standard-Signaturinterpetation gew#hlt.

— Das unére Pridikat ,,y ist die (ganzzahlige) Lésung einer quadratischen Gleichung
(mit ganzzahligen Koeffizienten)* ldsst sich — beispielsweise — durch die Formel
(Fuw) (Fv) (Fw) u * (y * y) + v * y = w ausdriicken.

— Der Satz ,nicht alle Kubikzahlen sind positiv® lasst sich durch die PL-Formel
=(Vz)((Jy)x = (y *y) *y D 0 < z) ausdriicken, die giiltig in Z ist. Die Formel
(Fx)Fy)(x = (y*xy) *y A (z <0V z =0)) driickt denselben Sachverhalt aus.

Man beachte, dass verschiedene Formeln dasselbe Pradikat, bzw. denselben Satz aus-
driicken koénnen. O

BEISPIEL. Folgende Formeln sind (allgemein) giiltig:
— (Vz)[P(z) V =P(z)] bzw. auch P(z)V —P(z);
— [(v2)P(z) V ~(vy) P(y)] und [(Vz)P(z) D (Jy) P(y)];
— =(Vz)P(z) D (3z)-P(z) und =(3z)P(z) D (Vz)-P(z)
— (Vo) (vy)Q(z,9) 2 (Vy) (vz)Q(z, y).

Beispiele unerfiillbarer Formeln:
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4.15

— (Vz)[P(z) A =P(z)] bzw. auch P(z) A =P(z);

— =[(Vz)P(z) vV =(Yy)P(y)] und (3z)P(z) A (Vz)-P(z).

Folgende Formeln sind sowohl erfillbar als auch widerlegbar:
— (3z)P(z) D (Vz)P(z) und P(z) D P(y);
— (Vz)P(z) V (Yz)-P(z) und (z)P(x) D (Vr)-P(z);
- (Vo)(vy)[Q(z,y) D Qy, x)] und (va)[(Vy)Q(z,y) O (Vy)Q(y, z)].

O

Zum Nachweis der Erfiillbarkeit und der Widerlegbarkeit von Formeln reicht es
natiirlich jeweils ein konretes Modell bzw. Gegenmodell anzugeben. Beispielsweise ist
jede Interpretation J = (D, ®,I) in der (®(P))(d) = t fiir alle d des Gegenstandsbe-
reichs D von D gilt ein Modell der Formel (3z)P(z) D (Vz)P(z). Anderseits geniigt
es ®(P)(dy) = t und ®(P)(dz) = f fir irgendwelche d; und d» des Gegenstandsbe-
reichs zu setzen um ein Gegenbeispiel .7’ zur selben Formel zu erhalten, denn offen-
sichtlich gilt dann Mpp(J’, (32)P(z)) = t, aber Mpp(J’, (V2)P(z)) = f und somit
Mpp( T, [22)Px) O (Ve )Pz)) =1,

Der Nachweis der Giiltigkeit oder Unerfiillbarkeit von Formeln ist hingegen im Allge-
meinen aufwindig, wenn dabei direkt auf die entsprechenden semantischen Definitionen
Bezug genommen werden soll. Genau darin liegt die Bedeutung von vollstdndigen und
korrekten Kalkiilen der Pridikatenlogik fiir die Informatik: Sie machen den Nachweis
der Giiltigkeit bzw. der Unerfiillbarkeit mit rein syntaktischen Mitteln — durch program-
mierbare Operationen iiber formalen Sprachen — moglich.

4.2 Konsequenz, Aquivalenz und grundsitzliche Eigenschaften

Logische Konsequenz

Der Begriff der logischen Konsequenz ist fiir PL-Formeln ganz genau so definiert wie fiir
aussagenlogische Formeln.

DEFINITION. Eine Formel G ist eine logische Konsequenz der Formeln Fi,..., F,, wenn
fiir alle Interpretationen J gilt:

Ist Mpp(J,F;) =t fir 1 <i < n, dann gilt auch Mpp(7,G) = t.

Wir schreiben Fi,..., F, = G fiir diese Beziehung und sagen auch ,,G folgt logisch aus
Fy,...,F,.“ Fiir n =0 ist = G gleichbedeutend mit ,,G ist giiltig.“

Auch das Deduktionstheorem gilt unverdndert:

SATZ (DEDUKTIONSTHEOREM). Fi,...,F, &= G gilt genau dann, wenn Fy,...,F,_1 |
(Fn D G) bzw. wenn = (F1 A ... A F,) D G zutrifft.
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4.17

4.18

4.19

BEISPIEL. Es gilt (Vx)P(z) = (Jy)P(y). Informell man kann man die Bedeutung dieser
Formel so ausdriicken: , Wenn alle Gegenstédnde eine bestimmte Eigenschaft haben, dann
folgt daraus, dass wenigstens ein Gegenstand diese Eigenschaft hat.” Dass diese Konse-
quenzbehauptung tatsichlich zutrifft wird sofort klar, wenn man daran denkt, dass der
Gegenstandsbereich einer Interpretation niemals leer sein darf.

Anderseits haben wir (3z)P(z) ¥ (Vy)P(y). Nach dem Deduktionstheorem ist dies
gleichbedeutend mit der Behauptung, dass die Formel (3z)P(x) D (Vy)P(y) widerlegbar
ist. Entsprechende Gegebeispiele haben wir bereits oben im Zusammenhang mit Bei-
spiel 4.13 beschrieben. O

BEISPIEL. Esgilt P(z) = P(x), aber P(z) & P(y). Dieses Beispiel illustriert die Funkti-
on freier Variablen. Natiirlich folgt P(x) logisch aus P(z). Allgemeiner: die Konsequenz-
relation ist reflexiv. Anderseits kann die Variablenbelegung I einer bestimmten Interpre-
tation J die Variable z auf einen anderen Gegenstand als die Variable y abbilden. Dazu
miissen natiirlich wenigstens zwei Elemente, sagen wir dj und ds, im Gegenstandsbereich
vorhanden sein. Wenn nun in 7 ®(P)(d;) =t und ®(P)(d2) = f festgelegt ist, dann ist
J ein Gegenbeispiel zur Behauptung P(z) = P(y). O

BEISPIEL. Es gilt (Jy)(Vz)Q(x,y) E (Vz)(Jy)Q(x,y). Diese Konsequenzbehauptung
lésst sich entsprechend der Definitionen 4.7 und 4.14 wie folgt in natiirliche Sprache
iibertragen: ,,Wenn es einen Gegenstand y gibt, der zu allen Gegenstéinden z in einer
bestimmten Relation steht, dann folgt daraus auch, dass zu jedem x wenigstens ein
Gegenstand existiert, der zu z in der betroffenen Relation steht.

Anderseits haben wir (Vz)(3y)Q(z,y) & By)(Vz)Q(z,y): Wenn es zu jedem Gegen-
stand x einen (weiteren oder denselben) Gegenstand y gibt, der mit z in einer bestimmten
Relation steht, so folgt daraus nicht, dass es auch einen bestimmten Gegenstand y geben
muss, der zu allen anderen Gegensténden in der betroffenen Relation steht.“ Das wird
beispielweise durch das Gegenmodell J = (N, ®, I) mit ®(Q) =< deutlich: Obwohl zu
jeder natiirlichen Zahlen eine jeweils noch grolere Zahl exisitiert, gibt es keine natiirliche
Zahl, die grofer als alle Zahlen ist. O

BEISPIEL. Fiir beliebige geschlossene Terme t gilt (Va)F(x) | F(x/t), aber auch
(Vz)F(z) = (Vz)F(x/t). Das folgt unmittelbar aus Bedingung (MPF6) der Definition 4.7
und aus Definition 4.14. Hingegen ist die Konsequenzbehauptung (3z)F(z) | F(z/t)
im Allgemeinen nicht richtig. Es kann sogar sein, dass fiir eine konkrete Interpretation J
Mpp(J,(3z)F(z)) =t gilt, aber trotzdem kein einziger Term ¢ (iiber der betreffenden
Signatur) vorhanden ist, fiir den M pr(J, F(t)) = t gelten wiirde. Mit anderen Worten:
es muss keinesfalls immer ein syntaktisches Gegenstiick zu jedem Element des Gegen-
standsbereichs existieren. O

Logische Aquivalenz und Erfiillungsiquivalenz

Wir unterscheiden zwei ganz unterschiedlich starke Aquivalenzbegriffe:
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4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

DEFINITION (LOGISCHE AQUIVALENZ). Zwei Formeln F,G € PFs heifien (logisch)
dquivalent, wenn Mpp(J,F) = Mpr(J,G) fiir alle J € PINTx. Wir schreiben dafiir
auch: F =, G.

Aus den Definitionen 4.14 und 4.20, bzw. aus dem Deduktionstheorem ergibt sich sofort:

SATZ. Fir alle Formeln F und G gilt: F =p;, G genau dann, wenn F |= G und G = F;
bzw. genau dann, wenn = (F D G) A (G D F).

DEFINITION (ERFULLUNGSAQUIVALENZ). Zwei Formeln F, G € PFy heifien erfiillungs-
dquivalent, wenn F und G beide erfiillbar oder beide unerfiillbar sind. Wir schreiben
dafiir auch: F ~, G.

Im Gegensatz zur logischen Aquivalenz ist die Erfiillungsiquivalenz eine sehr schwache
Aquivalenzrelation. Es gibt nur zwei Aquivalenzklassen beziiglich ~: die Menge der
erfiillbaren und die Menge der unerfiillbaren Formeln. Hingegen gibt es unendlich viele
paarweise nicht logisch dquivalente Formeln. Aus F =p; G folgt natiirlich F ~, G; aber
die umgekehrte Behauptung ist, wie wir soeben erlédutert haben, im Allgemeinen falsch.

BEISPIEL. Es gilt P(z) =p. P(z) aber P(x) #p1 P(y): Selbstverstéindlich sind sowohl
P(x) als auch P(y) erfiillbare Formeln und daher erfiillungsiquivalent (P(z) ~¢ P(y));
anderseits ist es leicht eine Interpretation J anzugeben, fiir die Mpp(J,P(z)) #
Mpr(T,P(y)) gilt. Z.B. ist J = (Z,®,I) mit ®(P) = ,ist negativ® und I(z) = —1,
I(y) = 1 eine solche Interpretation. O

BEISPIEL. Es gilt (Va)P(z) =p1 (Vy)P(y) und (3z)P(z) =p. (Jy)P(y). Dies ist leicht als
richtig zu erkennen, wenn man bedenkt, dass gebundene Variablen nur die Funktion von
Zeigern (,,Pointern“) haben. Die systematische Ersetzung eines Variablennamens durch
einen anderen, in der Formel neuen Namen im Bindungsbereich eines zu dieser Variablen
gehorigen Quantorenvorkommens veréndert die Bedeutung einer Formel nicht. Man sagt
auch: die beiden Formeln sind bis auf Variablenumbenennung einander gleich.

Etwas allgemeiner gilt, z.B., auch (Vz)(3y)Q(z,y) = (Yy)(32)Q(y,x). Hier wurden
lediglich  und y in den jeweils anderen Variablennamen umbenannt. El

BEISPIEL. Es gilt (Vz)(Vy)Q(z,y) =p. (Vy)(V2)Q(z,y) und (3z)(3y)(I2)R(x,y,z) =pL
(32)(F2)(y)R(z,y, 2) = (Fy)(F2)(3x)R(z,y,z) etc. Allgemeiner gilt, dass die Rei-
henfolge unmittelbar hintereinanderstehender Quantorenvorkommen des gleichen Typs
den semantischen Wert einer Formel nicht veréindert und daher keinen Einfluss auf die
logische Aquivalenz hat. Anderseits gilt (Vz)(3y)Q(z,y) ¥ (3y)(Vz)Q(z,y) (siche Bei-
spiel 4.18) und daher auch (Vz)(Jy)Q(z,y) #er (Fy)(V2)Q(z,y)-

Die Reihenfolge freier Variablen hat natiirlich ebenfalls Einfluss auf die Bedeutung
einer Formel. Es gilt Q(z,y) #p. Q(y,z), da man Interpretationen J angeben kann,
fir die Mpr(J,Q(z,y)) =t und Mpp(T7,Q(y,z)) = f gilt. Z.B. kann man Q als die
»Kleiner-Relation® {iber den ganzen Zahlen interpretieren, die ja nicht symmetrisch ist.

Anderseits sind sowohl Q(z,y) als auch Q(y,z) erfiillbare Formeln und daher
erfiilllungséquivalent. Aus demselben Grund gilt aber auch P(z) ~ =P(z) ~e Q(y,2) ~e
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[(Vz)P(z) D (Jy)P(y)] ~e (Jy)—Q(zx,y) usw.; wihrend leicht einzusehen ist, dass die
erwéhnten Formeln jeweils paarweise nicht logisch &dquivalent zueinander sind. a

Wichtige Eigenschaften der Pradikatenlogik

Wiéhrend wir in der Aussagenlogik, beispielsweise durch entsprechende Wahrheitstafeln,
algorithmisch iiberpriifen kénnen, ob eine Formel giiltig ist, bzw. ob eine Formel aus
anderen Formeln logisch folgt, ist das in Pridikatenlogik allgemein nicht so.

SaTz (UNENTSCHEIDBARKEIT). Es gibt keinen Algorithmus’ mit dem man von jeder
beliebigen pridikatenlogischen Formel entscheiden kann, ob sie (allgemein) giiltig ist oder
nicht.

BEWEIS. (Idee):

Wir haben im Abschnitt 1.6.3 gesehen, dass das Halteproblem fiir Turingmaschinen un-
entscheidbar ist (also nicht durch eine Turingmaschine entschieden werden kann). Nun
kann man sowohl das Programm einer Turingmaschine als auch ihr Verhalten auf vor-
gegebenen Eingaben durch pradikatenlogische Formeln beschreiben. Ist insbesondere 7°
eine universelle Turingmaschine (siehe Abschnitt 1.6.3) und (p,z) Eingabe fiir 7' (wo-
bei p der Code eines (Turing-)Programms ist und z eine Eingabe fiir 7") so existieren
pradikatenlogische Formeln Frp(p, z) mit der Eigenschaft: Fr(p, x) ist giiltig genau dann
wenn 7" auf der Eingabe (p,z) hilt (dies ist genau dann der Fall wenn das Programm
mit dem Code p auf der Eingabe z hilt). Da das Halteproblem unentscheidbar ist (sie-
he Abschnitt 1.6.3) gibt es keinen Algorithmus der entscheidet ob T auf (p,p) hilt.
Da dieses Halten dquivalent zu der Eigenschaft “Fr(p,p) ist giiltig” ist, kann es auch
keinen Algorithmus geben welcher die Giiltigkeit der Pridikatenlogik entscheidet. Denn
angenommen es existiert ein Algorithmus a welcher die Giiltigkeit pradikatenlogischer
Formeln entscheidet. Dann gehen wir folgendermaflen vor: Fiir einen Programmcode p
erzeugen wir die Formel Fr(p,p) und wenden a darauf an. Da a ein Entscheidungsal-
gorithmus ist hilt er immer und gibt t aus genau dann wenn Fr(p,p) giiltig ist; d.h.
o hélt immer und liefert t genau dann wenn 7" auf (p, p) hilt. Damit liefert a ein Ent-
scheidungsverfahren fiir das Halteproblem. Wir haben aber gezeigt, dass ein solches nicht
existiert! Daraus muss also folgen, dass kein Entscheidungsalgorithmus fiir die Giiltigkeit
pradikatenlogischer Formel existiert. O

Etwas anders formuliert besagt die Unentscheidbarkeit der Préadikatenlogik, dass jedes
Programm (einer beliebigen Programmiersprache), das wohlgeformte priadikatenlogische
Formeln F' als Eingabe akzeptiert und immer als Ausgabe entweder ,, F ist giiltig“ oder
»F' ist nicht giiltig® meldet, notwendigerweise inkorrekt ist, also fiir mindestens eine
Formel — in Wirklichkeit sogar fiir unendlich viele Eingabeformeln — eine falsche Antwort
liefert.

Wie wir bereits in Abschnitt 1.6 erldutert haben, kann der etwas informelle Begriff ,, Algorithmus“
(gleichbedeutend mit ,mechanisches Verfahren*) mit Hilfe des Konzepts der deterministischen Tu-
ringmaschine mathematisch prézisiert werden. Wir ziehen aber in diesem Abschitt nicht vollstindig
formale, dafiir griffigere Ausdrucksweisen vor.
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Natiirlich folgt aus 4.26 sofort, dass auch die Erfiillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit von
PL-Formeln nicht algorithmisch entscheidbar ist. Denn eine Formel F ist ja genau dann
giiltig, wenn —F unerfiillbar ist. Ein Entscheidungsverfahren fiir die Unerfiillbarkeit be-
liebiger Formeln, wére also zugleich ein Entscheidungsverfahren fiir die Giiltigkeit be-
liebiger Formeln. Da weiters eine Formel genau dann unerfiillbar ist, wenn sie nicht
erfiillbar ist, ist auch die Erfiillbarkeit unentscheidbar.

Im Gegensatz zur Unentscheidbarkeit steht die Tatsache, dass es sehr wohl Algorith-
men gibt, die fiir beliebige giiltige pradikatenlogische Formeln als Eingabe korrekt ,, F ist
giiltig" ausgeben ohne fiir widerlegbare Formeln falsche Antworten zu liefern. Allerdings
folgt aus der Unentscheidbarkeit, dass solche Algorithmen fiir widerlegbare Formeln im
Allgemeinen gar keine Antwort liefern. Man kann auch sagen: obwohl man nicht fiir
jede Formel algorithmisch bestimmen kann, ob sie giiltig sind, kann man fiir jede algo-
rithmisch feststellen, dass sie giiltig ist, wenn dies zutrifft (sofern dem entsprechenden
Verfahren beliebig viel Zeit und Platz zur Verfiigung steht). Das mag zwar auf den ersten
Blick verwirrend klingen, ist aber nur eine Konsequenz der Tatsache, dass es vollstdndige
und korrekte Kalkiile fiir die Pradikatenlogik gibt. Da Kalkiile rein syntaktisch sind, kann
man sie auch als Basis der algorithmischen Herstellung aller entsprechender Ableitungen
(d.h., formalen Beweisen der Giiltigigkeit von Formeln) betrachten. Der in Abschnitt 4.3
behandelte Tableau-Kalkiil und das Resolutionsverfahren in Abschnitt 4.5 sind zwei sol-
che Kalkiile. Auch der Hilbert-Typ-Kalkiil aus Abschnitt 3.7 ldsst sich einfach von der
Aussagenlogik auf die Priadikatenlogik erweitern. Die zehn auf Seite 125 angegeben Axio-
me werden nun als Schemata fiir PL-Formeln der entsprechenden Gestalt aufgesfasst.
Dazu kommen folgende, spezifisch pradikatenlogische Axiomenschemata:

11. (Vz)A(z) D A(z/t) wobei in t keine in A gebundene Variable vorkommt
12. (Vz)A D —(3z)-A
13. =(3z)mA D (Vx)A

Neben dem Modus ponens gibt es nun noch folgende weitere Ableitungsregel, genannt

Generalisierungs-Regel
A2B

e L, Py
AD (Vz)B

wobei € FV (A) gelten muss.

Wir werden uns nicht weiter mit diesem Kalkiiltyp beschéiftigen, da er &uflerst
unglinstig fiir die automatische Beweissuche ist. Allerdings koénnen wir aus der Kor-
rektheit und Vollstandigkeit eines Kalkiils, wie dem gerade angegebenen, folgern:

SATZ (ABSTRAKTE VOLLSTANDIGKEIT). Es gibt (nicht terminierende) Algorithmen,
die genau alle giiltigen PL-Formeln aufzihlen.

Wenn wir die Aufmerksamkeit von allgemeiner logischer Giiltigkeit auf Giiltigkeit
in bestimmten Modellstrukturen lenken, so zeigt sich ein anderes Bild. Fiir jede Modell-
struktur D fiir die der Gegenstandsbereich aus einer endlichen Menge besteht ist ndmlich
entscheidbar, ob eine gegebene Formel in D giiltig ist oder nicht. Auch fiir manche unend-
liche Modellstrukturen ist (relative) Giiltigkeit entscheidbar. Allerdings gilt dies nicht
fiir Interpretationen iiber N (und andere wichtige Modellstrukturen):
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SATZ (ABSTRAKTE UNVOLLSTANDIGKEIT). Es gibt keinen Algorithmus, der genau die
in N giiltigen Formeln aufzihit.’

Natiirlich folgt aus der Tatsache, dass die in N giiltigen Formeln nicht algorithmisch
aufzidhlbar sind, insbesonders auch, dass Giiltigkeit in N nicht entscheidbar ist.

Eine weitere, in vielen Anwendungszusammenhingen niitzliche Eigenschaft der
Pradikatenlogik, wird durch folgendes klassische Theorem ausgedriickt:

SATZ (VON LOWENHEIM-SKOLEM). Jede erfillbare Formel hat ein Modell mit Gegen-
standsbereich w (natirliche Zahlen).

Dieser Satz ist in vielen Anwendungszusammenhéngen niitzlich, denn er besagt, dass es
geniigt die Suche nach Modellen oder auch Gegenbeispielen fiir beliebige Formeln auf
Interpretationen iiber dem Gegenstandsbereich der natiirlichen Zahlen zu beschranken.
Anderseits kann man den Satz von Léwenheim-Skolem auch als einen Hinweis auf die
(zwar grofe, aber doch) beschrédnkte Ausdrucksfihigkeit der Préadikatenlogik verstehen.
Denn er impliziert, dass es keine PL-Formeln gibt, die nur in {iberabzihlbaren Gegen-
standsbereichen, also z.B. nur in der Menge der reellen Zahlen, giiltig sind.

4.3 Semantische Tableaux

Dieser Abschnitt sollte als Fortsetzung von Abschnitt 3.8 gelesen werden. Wir erinnern
daran, dass ein semantisches Tableau ein Baum ist, dessen Knoten mit Wahrheitswerten
versehene Formeln sind. Ein Ast eines Tableaus heifit geschlossen, wenn darauf eine For-
mel A sowohl in der Form f : A als auch in der Form t : A vorkommt. Ein Tableau heifit
geschlossen, wenn alle seine Aste geschlossen sind. Ein geschlossenes Tableau, dessen
Wurzel aus der Behauptung f : F' (“F ist falsch®) besteht, entspricht einem indirek-
ten Beweis der Giiltigkeit von F', der durch fortgefiihrte Fallunterscheidung geméafl der
Struktur der Teilformeln von F' erzielt wurde.

Um den Tableau-Kalkiil auch auf PL-Formeln anwenden zu kénnen, brauchen wir nun
auch Regeln zur Analyse® der beiden Quantoren. t : (Vz)F steht fiir die Behauptung,
dass es eine Interpretation J gibt, unter der (Vz)F wahr ist. Mpp(7, (Vz)F) = t,
bedeutet aber gemaf Definition 4.7, dass F in allen Interpretation J’ mit J’ ~ J
wahr ist. Mit anderen Worten: es wird behauptet, dass F' in jeder Interpretation wahr
ist, die der Variablen = ein beliebiges Element des Gegenstandsbereichs zuordnet, aber
ansonst wie 7 ist. Insbesondere wird also impliziert, dass M pp(J, F(z/t)) =t fiir alle
geschlossenen Terme ¢ gilt, da ja jedem geschlossenen Term in jeder Interpretation durch
die Funtktion M7 ein bestimmter Gegenstand zugeordnet ist.

Ganz &hnlich ldsst sich f : (3z)F analysieren: Mit dieser Behauptung wird gemif
Definition 4.7 ausgesagt, dass Mpp(J,(3z)F) = f und daher Mpp(J,F) = f in al-
len J’ mit J' ~ J gilt. Mit anderen Worten: es wird impliziert, dass F(z/t) fiir alle
geschlossenen Terme ¢ in der betreffenden Interpretation 7 falsch ist.

®Dies folgt aus den Sitzen von Géodel (1931) und Turing (1936).
®Es sei deran erinnert, dass “Analyse* wortlich fiir ,, Zerlegung® steht.
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Aus diesen Uberlegungen ergeben sich folgende Regeln:

t o (Ve )P f ot il
i Fla?) i: Fla/t)

wobei ¢ jeweils ein beliebiger geschlossener Term ist.

Es folgt unmittelbar aus der Definition der Semantik von Quantoren, dass diese Re-
geln korrekt sind. Allerdings ist es unklar, ob auf diese Art auch ein vollstandiger Kalkiil
begriindet werden kann. Ein wesentliches Problem zeigt sich sofort, wenn man bedenkt,
dass keineswegs jedem Element des Gegenstandsbereichs einer Interpretation ein ge-
schlossener Term entsprechen muss. Ob dies so ist hidngt natiirlich von der betreffenden
Signatur £ und der entsprechenden Signaturinterpretation ® ab. Wenn nun beispielswei-
se gar keine Konstantensymbole in ¥ enthalten sind, dann gibt es gar keine geschlossenen
Terme in 7y und alle Gegensténde (d.h., alle Elemente des Gestandsbereichs D der zu
Grunde liegenden Modellstruktur D) bleiben ohne syntaktisches Gegenstiick.

FEin verwandtes Problem wird deutlich, wenn wir die beiden verbleibenden zu analy-
sierenden Fille — t : (32)F und f : (Va)F — betrachten. t : (3x)F steht fiir die Aussage
Mpp(T,(3x)F) = t und bedeutet daher, dass F' in mindestens einer Interpretation J’
mit J’ ~ J wahr ist. Das legt eine Regel nahe, die einen Tableau-Ast mit t : (3z)F um
einen Knoten der Form t : F'(z/t) flir einen bestimmten geschlossen Term t erweitert.
Aber einerseits ist nicht klar, welchen Term wir hier wihlen konnen, andererseits ist
nicht einmal garantiert, dass es {iberhaupt einen geschlossenen Term in 7y gibt.

Die Losung der angedeuteten Probleme besteht darin die jeweilige Signatur um unbe-
grenzt viele neue Konstantensymbole — sogenannte Parameter — zu erweitern. Da diese
Parameter in der urspriinglichen Signatur ¥ nicht vorkommen und ihnen daher durch
die Signaturinterpretation der betreffenden Interpretation 7 noch kein Gegenstand zu-
geordnet ist, kann man neue, d.h., bisher im Tableau noch nicht verwendete Parameter
als ,, Zeugen* fiir Aussagen der Form t : (3z)F oder f : (Vz)F verwenden. Gleichzeitig
stellt die Tatsache, dass der Vorrat an neuen Parametern immer unbegrenzt ist auch
sicher, dass mit entsprechenden Varianten der oben formulierten Regeln fiir t : (Vz)F
und f : (3z)F die Vollstiandigkeit des Tableau-Kalkiils erreicht werden kann.”

DEFINITION. Zu jeder Signatur £ = (FS, KS, PS) sei £F9" die um die Menge der Pa-
rameter Par erweiterte Signatur (F'S, KS U Par, PS).

Wir kénnen nun alle benétigten Quantoren-Regeln formulieren

~-Regeln: t: dm)F I (3 F
t: Fz/t) f:Fiz/t)

"Dass der hier vorgestellte Tableau-Kalkiil tatséchlich vollstandig ist, also dass zu jeder giiltigen PL-
Formel ein entsprechendes geschlossenen Tableau exisitiert, verlangt einen Beweis der den Rahmen
dieser Lehrveranstaltung sprengen wiirde. Das Lehrziel besteht in unserem Zusammenhang nur im
Verstandnis der Inferenzregeln und Gundideen, sowie dem Erlernen praktischer Fertigkeiten im Um-
gang mit diesem und den anderen hier vorgestellten Kalkiilen.
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4.31

4.32

fiir beliebige geschlossene Terme ¢ iiber F9"

0-Regeln: f:(Vo)F t: Ge)F
f: Flx/c) t: Flz/c)

fiir einen neuen Parameter ¢ in X

Mit Wahrheitswerten gekennzeichnete Formeln der Form t : (Vz)F und f : (32)F
heilen y-Formeln, wihrend man bei f : (Vz)F und t : (3z)F von 6-Formeln spricht.

Die aussagenlogischen Regeln aus Abschnitt 3.8, inklusive der Abschlussregel, bleiben
unveridndert bestehen. Die Anwendung von ~- und J-Regeln ist analog zur Anwendung
von a-Regeln (Und-Regeln). D.h., es wird zunéchst ein Ast des Tableaus ausgew&hlt auf
dem sich eine ~- bzw. J-Formel befindet. Dann verldngert man den gewéhlten Ast um
eine der Regel entsprechende Instanz dieser Formel.

Es gilt nach wie vor, dass man Formeln der Form —A, AAB, AV Bund A D B nur
héchstens einmal pro Ast eines Tableaus zerlegen muss. Auch J-Formeln miissen pro Ast
nur einmal analysiert werden. Allerdings muss man im Allgemeinen die y-Regel pro Ast
mehrmals, mit verschiedenen Termen ¢t € 2 auf dieselbe 4-Formel anwenden um ein
geschlossenes Tableau mit der Wurzel f : F' fiir eine giiltige Formel F' zu erhalten.

Der hier priasentierte Tableau-Kalkiil wird nur auf geschlossene Formeln angewendet.
Darin liegt aber keine Beschrinkung der Allgemeinheit, denn es gilt:

LEMMA. Eine Formel F mit den freien Variablen FV (F) = {z1,...,z,} ist genau dann
giiltig, wenn die Formel (Y1) ... (VYa,)F — genannt der All-Abschluss von F' - giiltig ist.

Wenn wir also die Giiltigkeit einer nicht geschlossenen Formel F' nachweisen wollen, so
setzen wir f : F” an die Wurzel des Tableaus, wobei F’ der All-Abschluss von F ist.

BEISPIEL. Die Formel (Vz)P(z) D [P(a) A P(f(a))] ist giiltig, da folgendes Tableau
geschlossen ist:

(1) f: (Vz)P(x) D [P(a) A P(f(a))] Annahme
(2) t: (Vz)P(z) von 1
(3) f:P(a)AP(f(a)) von 1
4) f:Pla) won3 (5) f:P(f(a)) wvon3
(6) t:P(a) von?2 (7) t:P(f(a)) von2
X Wid.: 4/6 X Wid.: 5/7

Kommentar: Um von der Annahme (1) zu den Formeln (2) und (3) zu gelangen wurde ei-
ne bereits aus Abschnitt 3.8 bekannte a-Regel verwendet. Die Verzweigung des Tableaus
von (3) auf die beiden Nachfolgerknoten (4) und (5) erfolgt ebenfalls durch Anwendung
einer aussagenlogischen Regel, hier der 3-Regel fiir Aussagen der Form f : A A B. For-
mel (6) im linken Ast gewinnt man durch Anwendung der entsprechenden +-Regel auf
t : (Vo) P(x). Dabei wurde als Term ¢ die Konstante a gewéhlt. Um zu (7) zu gelangen,
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4.34

wahlt man den anderen (rechten) Ast und wendet wiederum die 4-Regel auf (2) an.
Diesmal wurde der geschlossene Term f(a) gewéhlt. Die Wahl der Terme in den beiden
Anwendungen der y-Regel wird durch die Form der Formeln (4) und (5) nahegelegt: Sie
erlaubt ja den jeweiligen Ast zu schlieflen. O

BEISPIEL. Im Gegensatz zum vorigen Beispiel wird zur Konstruktion des folgenden
Tableaus auch eine 0-Regel angewendet. Dabei wird als Zeuge fiir die Behauptung, dass
es eine Interpretation gibt, in der (Va)Q(z) falsch ist (5) ein neuer Parameter ¢ gewéhlt
und entsprechend (6) f : Q(c) behauptet:

(1) f:(Vz)[P(z)vQ(z)] D[(Fx)P(z) V (V2)Q(x)] Annahme
(2) t: (Vz)[P(z) vV Q(z)] von 1
(3) f:(3z)P(z) Vv (Vz)Q(z) von 1
(4) ¥ Pl von 3
(5) f: (Vr)Q(z) von 3
(6) f:Q(e) von 5
(7) t: P(c)VQ(c) von 2
(8) t:P(e) vonT 9) t: Ce) von 7
(10) f:P(c) vond X Wid.: 6/9

X Wid.: 8/10

Es wurde zwei mal von einer y-Regel Gebrauch gemacht: in Zeile (7) bezogen auf (2),
sowie in Zeile (10) bezogen auf (4). In beiden Fillen wurde der an diesen Stellen nicht
mehr neue Parameter ¢ verwendet. Im Prinzip kénnte man die entsprechende ~-Regel
bezogen auf (2) bereits vor der Verwendung der J-Regel anwenden. Dass wire allerdings
ungiinstig, da ja ein Parameter, der in der Anwendung einer y-Regel gewéhlt wird, fiir
eine spatere Anwendung einer §-Regel nicht mehr zur Verfiigung steht, da er dann ja
nicht mehr neu ist. Das verzégert meist den Abschluss eines Astes und fithrt so zu unnétig
groBen Tableaux. O

Ganz generell empfiehlt sich folgende Heuristik bei der Konstruktion von Tableaux zu
bertiicksichtigen:

6-Regeln moglichst vor v-Regeln anwenden!

Die Einhaltung dieser Heuristik erleichtert auch die giinstige Wahl von Termen bei der
Anwendung von y-Regeln, da sehr oft Parameter, die bereits bei d-Regelanwendungen
zum Einsatz gekommen sind, geeignet sind um nach entsprechender Wiederverwendung
in einer v-Regel einen Abschluss herbeizufiihren.

BEISPIEL. Die Giiltigkeit von (3z)(Vy)R(z,y) D (Vy)(3z)R(z,y) wird durch die Ge-
schlossenheit des folgenden Tableaus gezeigt:
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4.36

(1) f:(3z)(Vy)R(z,y) D (Vy)(3z)R(z,y) Annahme
(2) t: (3z)(Vy)R(z,y) von 1
(3) f: (Vy)(3z)R(z,y) von 1
(4) t: (Vy)R(e,y) von 2
(5) f1(de)Blz,d) von 3
(6) t v Rle,d) von 4
(7) f:R(c,d) von 5
% Wid.: 6/7

Man beachte, dass In Zeile (5) der Parameter ¢ nicht mehr neu ist und daher der neue
Parameter d als ,,Zeuge* fiir die Behauptung f : (Vy)(3z)R(zx, y) gewihlt werden musste.
O

BEISPIEL. Im Kontrast zum vorangehenden Beispiel ist die Formel (Vz)(3y)R(z,y) D
(Jy)(Vz)R(z,y) widerlegbar. Entsprechend kann folgendes Tableau auch nicht geschlos-
sen werden:

(1) f:(Vz)(3y)R(z,y) D (Jy)(Vz)R(z,y) Annahme
(2) t 2 (V) (Fy) Rz, m) von 1
(3) f: (Fy)(Vz)R(z,y) von 1
(4) t: (Jy)R(a,y) von 2
(5) f:(Vz)R(z,a) von 3
(6) t: R(a,b) von 4
(7) f: R(e,a) von 5

Man beachte, dass in den Zeilen (6) und (7) jeweils ein neuer Parameter gewéhlt
werden musste. Da durch Wiederverwendung von Parametern ein Abschluss erreich-
bar wire, zeigt dieses Beispiel, dass die Bedingung der Neuheit von Parametern in 0-
Regelanwendungen fiir die Korrektheit des Tableau-Kalkiils notwendig ist. O

Man kann den Tableau-Kalkiil auch anwenden um Konsequenzbehauptungen zu be-
weisen: Fi,...,F, E G gilt ja genau dann, wenn es keine Interpretation J mit
Mpp(J, F1) = ... = Mpp(TJ,F,) =t und Mpp(J,G) = f gibt. Aus der Korrektheit
und Vollstéindigkeit des Tableau-Kalkiils ergibt sich daher, dass G genau dann logisch
aus Fi,..., F, folgt, wenn es ein geschlossenes Tableau gibt, das wie folgt beginnt:

(1) t:F1  Annahme
(n)  t:F, Annahme
(n+1) f:G Annahme

BEISPIEL. Die Konsequenzbehauptung (Vz)[P(z) V Q(f(z))], ~(3z)P(z) = (Iz)Q(x)
wird durch Angabe des folgenden Tableaus bewiesen:
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t : (Vz)[P(z) vOF{=)) Ann.

(1) )[P(z

(2) t: -(3z)P(= Ann.
(3) f:(3)Q(= Ann.
4) f: (3x)P(z von 2
(5) t: P(c) VQ(f(c von 1
(6) t:P(c) vonb 7) t:0(f(c)) vonb
(8) f:P(c) vond 9) £:0Q(f(c)) von3

X Wid.: 6/8 X Wid.: 7/9

Man beachte, dass hier nur v-Regeln zum Einsatz kommen. Trotzdem musste ein neuer
Parameter ¢ zum Einsatz kommen um in (5) die Variable r durch einen geschlossenen
Term ersetzen zu konnen. O

4.37 BEISPIEL. Wir zeigen mit dem Tableau-Kalkiil. dass jede transitive, symmetrische und
serielle Relation auch reflexiv ist. Formaler ausgedriickt behaupten wir:
trans, sym, ser = refl,
wobei diese Namen fiir folgende PL-Formeln stehen:
trans = (Vz)(Vy) (Vz)[(R(z,y) A R(y, 2)) D R(z, z)],
sym = (Vz)(Vy)[R(z,y) D Ry, )],
ser = (Vz)(Jy)R(z,y),
refil = (V| R(s, 2
Der Beweis besteht in der Geschlossenheit des folgenden Tableaus:

(1) t: (Vz)(Vy)(V2)[(R(z,y) A R(y, z)) D R(z, z)] Ann.
(2) t : (Vz)(Vy)[R(z,y) D R(y,z)] Ann.
(3) t: (Vz)(3y)R(z,y) Ann.
(4) f: (V) Riz,z) Ann.
(5) f: Ricc) von 4
(6) t: (Jy)Rle, 1) von 3
(7) t: R(c,d) von 6
(®) T W9)[Rle,y) > By, 0) von 2
(9) t: R(c,d) D R(d,c) von 8
(10) t: (Vy)(V2)[(R(c,y) A Ry, 2)) D Rc, z)] von 1
(11) t : (V2)[(R(c,d) A R(d, z)) D R(c, z)] von 10
(12) t: (R(c,d) A R(d,c)) D R(e,c) von 11
(13) f:R(c,d) v.9 | (14) t: Rid, ¢) von 9
X (7/13) (16) T: Rle &) Afld,e) w12 | {16) &2 Rleeiv12
(17)T: R(c,d) | (18) £ : R(d, ) X (5/16)
X (7/17) X (14/18)
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4.38

Eigenschaften des pradikatenlogischen Tableau-Kalkiils

— Korrektheit: Gibt es fiir eine Formel F ein geschlossenes Tableau (mit Wurzel
f: F), dann ist F giiltig. (Genauso wie fiir aussagenlogische Tableaux.)

— Vollstindigkeit: Ist eine Formel giiltig, so besitzt sie ein geschlossenes Tableau.
(Genauso wie fiir aussagenlogische Tableaux.)

— Analytizitit: die Expansionsregeln fligen nur Instanzen von bereits vorhandenen
Teilformeln hinzu.

— Eingeschrinkter Indeterminismus: Ist eine Formel (ohne freie Variablen) giiltig,
dann liefert jede Folge von Expansionsschritten ein geschlossenes Tableaux, wenn
folgende Bedingung erfiillt ist:

— ~-Formeln werden so oft wie nétig expandiert. Dabei werden alle Terme iiber
der durch Parameter erweiterten Signatur £ systematisch beriicksichtigt.

— Der Tableau-Kalkiil ist in der hier prisentierten Fassung noch nicht besonders
gut zur automatischen Beweissuche geeignet. Baut man allerdings das Unifikati-
onsprinzip (siehe Abschnitt 4.4) und die Technik der , Skolemisierung® (siehe Ab-
schnitt 4.5) in die Regeln ein, dann erhilt man sogenannte Free Variable Tableauz,
die in der informatischen Praxis von einiger Bedeutung sind.

4.4 Unifikation

Wir werden das Prinzip der Unifikation von Ausdriicken hier nur im Rahmen der
pradikatenlogischen Resolutionsmethode verwenden, die im Abschnitt 4.5 behandelt
wird. Unifikation ist allerdings ein Konzept, dessen Bedeutung in der Informatik weit
iiber das Resolutionsverfahrens hinausreicht. Viele automatische und interaktive Beweis-
systeme, aber auch manche Programmiersprachen enthalten Unifikationsalgorithmen als
zentrale Bausteine.

Wir haben bereits in verschiedenen Zusammenhéingen vom Begriff der Substitution®
Gebrauch gemacht. Insbesonders haben wir F'(z/t) fiir die PL-Formel geschrieben, die
durch Substitution der freien Variablen r — genauer: der ungebundenen Vorkommen
von x in F — durch den Term ¢ entsteht. Eben solche Variablensubstitutionen wollen
wir nun genauer analysieren. Wie bereits gewohnt sei im Folgenden X eine beliebige
Signatur. Fiir konkrete Beispiele nehmen wir weiterhin an, dass ¥ jeweils Prédikaten-,
Funktions- und Konstantensymbole enthélt, die den Namenskonventionen aus Tabelle 4.1
(Seite 139) gehorchen. Wenn wir von einem , Ausdruck® iiber einer solchen Signatur
sprechen, meinen wir einen Term, ein Atom oder auch ein Literal, d.h., ein eventuell
negiertes Atom.

DEFINITION. Eine Substitution (iiber ¥) ist eine Abbildung p : IVS — 7Tg, wobei nur
fiir endlich viele Variablen p(v) # v gilt. Wir schreiben: p = {z1 < t1,...,2, < t,},

®Substitution ist synonym mit Ersetzung.
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4.39

4.40

4.41

4.42

4.43

wenn p(z1) = t1,...,p(zn) = t, und p(v) = v far alle v € {x1,...2,}. Fir das Ergebnis
der Anwendung von p auf einen Ausdruck E schreiben wir p(F). p(E) entsteht durch
gleichzeitige Ersetzung jedes Vorkommens von = in E durch den Term ¢; fiir alle ¢ €

{lg i Bi

BEISPIEL. Wenn FE das Atom R(u, f(x,y). f

{z « f(z, f(%,2)),z «— u} ist, dann gilt p(E
P(P(E)) = R(Ua f(f(f(%f(z,z)), fu,u)),y), Fla,

Substitutionen kénnen von Abbildungen des Twps IT'S — 7y auf solche des Typs
Ty — 7x erweitert werden. Dazu benétigt man lediglich die Eigenschaften:

z.a .= bezeichnet und p die Substitution
) —

Rlu. f(f(z, f(z,2)),y), f(u,a),u) und
a),u). O

o(c)=cfirce K,
o(f(t1,...,tn)) = flo(),---, a(ty)).

Als Abbildungen vom Typ 7y — 7z konnen Substitutionen zusammengesetzt werden.
Seien also o und 7 Substitutionen dann bezeichnet - o ¢ die Zusammensetzung (Kom-
position) von ¢ und 7 (“r nach ¢”). Dabei gilt:

(T 0 0)E = 7(a(E)).
BEISPIEL. Seien 0 = {# «— f(y),z «— w} und 7 = {yg — @,z — b} so ist
Too={z— fla),z — w.y — a}.
In der Tat gilt

(roo)P(x,y,z,w) = 7(P(f(y).y. w. w) = P(f(a), a, w, w).

O

Wir suchen insbesonders Substitutionen, die Atome syntaktisch gleich machen:
DEFINITION. Esseien Ay,..., A, Atomformeln aus PFs und p eine Substitution iiber X.
Wenn p(A;) = ... = p(A,), dann nennt man p einen Unifikator der Menge { A1, ..., A,}.

Man sagt auch: Die Atome Aj,..., A, sind (durch p) unifizierbar.

BEISPIEL. Die Atome Q(a) und Q(b) sind nicht unifizierbar, da sie gar keine Variablen
enthalten. Jede Anwendung einer Substitution ldsst daher diese (geschlossenen) Atome
unverdndert und damit syntaktisch ungleich. O

BEISPIEL. P(z,z) und P(y, f(y)) sind ebenfalls nicht unifizierbar, aber aus einem ande-
ren Grund als im vorangegangenem Beispiel. Durch Anwendung einer Substitution kann
man zwar = durch y oder auch durch f(y) ersetzen. Man muss aber stets alle Vorkommen
einer Variablen durch denselben Term ersetzen. Daher gilt p(P(z,z)) # p(P(y, f(y))
fir alle Substitutionen p. Z.B. erhélt man fir p = {z — y}: p(P(z,z)) = P(y,y) #

P(y, f(y)) = p(Py, f(y)))- O
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4.44

4.45

4.46

4.47

4.48

BEISPIEL. A = P(z,z, f(y)) und B = P(u, g(u,a),u) haben unendlich viele verschiedene
Unifikatoren. Beispielsweise:
p1= {Z — f(a),z — g(f(a),a),y — a,u « f(a)},
p2 = {Z = f(g(a’a'))ax = g(f(g(a" a))? a’)’y = Q(G:, a’)au = f(g(av a‘))},
ps ={z — f(),x = g(f(¥),a),u = f(y)}.
Hingegen ist p = {z «— u,z «— g(u,a),u — f(y)} kein Unifikator, weil folgendes gilt:
p(A) = P(u,g(u, a), f(y)) # p(B) = P(f(y),9(f(y), a), f(y))-

Wie man sich iiberlegen kann, lassen sich nicht nur p; und ps, sondern {iberhaupt
alle Unifikatoren von A und B aus p3 durch weitere Instanzierung der Terme p3(v) (fiir
v € IVS) gewinnen. O

Die zuletzt genannte Beobachtung fithrt auf das sehr wichtige Konzept der allgemein-
sten Unifikatoren.

DEFINITION. Ein Ausdruck E heifit allgemeiner als Ausdruck F, geschrieben E <, F,
falls F' eine Instanz von E ist, also falls p(E) = F fiir eine Substitution p.

Analog gilt fiir Substitutionen o und 7: o heifit allgemeiner als 7, geschrieben o <; 7,
falls es eine Substitution n gibt mit noo = 7.

Achtung: Da p auch fir die leere Substitution {} stehen kann gilt £ <; E fiir alle
Ausdriicke E. Daraus folgt, dass wir hier mit ,,allgemeiner“ eine Relation zwischen Aus-
driicken bezeichnen, die eigentlich (viel umstéindlicher) ,jecht allgemeiner oder genauso
allgemein wie“ heiflen sollte.

BEISPIEL. Es gilt P(z) <s; P(y), aber auch P(y) <; P(z). Denn
{z —y}P(x) = P(y) und {y — x}P(y) = P().

Weiters gilt Q(z,y) <s Q(z,z) und Q(z,z) <; Q(f(a), f(a)), aber weder Q(z,z) <;
Q(z,y) noch Q(f(a), f(a)) <s Q(z, ).

i et o e A i e 0 T 2 B s gy e
{z — f(a),u —blop=r.

O

DEFINITION. Eine Substitution p heiit ein allgemeinster Unifikator (MG U) einer Menge
von Atomen M falls p Unifikator von M ist und p < 7 fiir alle Unifikatoren 7 von M.
Man schreibt dafiir p = mgu(M) (mgu steht fiir ,, most general unifier”).

SATZ. Allgemeinste Unifikatoren (MGUs) sind eindeutig bis auf Variablenumbenennun-
gen. Genauer: p = mgu(M) und p' = mgu(M) impliziert p’ = v o p fiir eine Substitution
v die nur Variablennamen permutiert.
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4.49 BEISPIEL. {z < a,y < a} ist ein Unifikator, aber kein allgemeinster Unifikator der

Atome A = P(z,2) vad B = P(2.y).

Hingegen gilt sowohl o7 = {x — y} = mgu{A, B} als auch 02 = {y « z} =
mgu{ A, B}. Weiters gilt, dass — wie bereits Satz 4.48 aussagt — o1 und oo durch Varia-
blenpermutationen ineinander {ibersetzt werden kénnen. Insbesonbere gilt fiir die Per-
mutation v = {z — y,y — z}:

o1 =voos und o2 = v o oj.

Wie sich leicht nachpriifen ldsst, ist die Substitution v selbst kein Unifikator von
{4, B}, da v(4) = P(y,y) # v(B) = P(y,2). O
Unifikation als Losen von Termgleichungssystemen

Das Finden eines allgemeinsten Unifikators ist &hnlich dem Finden einer allgemeinsten
Losung eines arithmetischen Gleichungssystems. Wenn wir beispielsweise den allgemein-
sten Unifikator der beiden Atome

A = P(g(z), f(z,2))
B = P(g(g9(u)),v)

suchen, dann betrachten wir das Termgleichungssystem

& = {g(z) = g9(g(u)), v = f(z,2)},

das dadurch entsteht, dass wir jeweils die beiden ersten bzw. die zweiten Argumentterme
von A und B einander gleichsetzen. Mit dem Zeichen = driicken wir aus, dass hier ein im
Sinne der syntaktischen Gleichheit zu 16sendes formales Gleichungssystem iiber Termen
gemeint ist. Wir suchen also eine Losung, d.h. eine Substitution 6 mit

0(g(x)) = 6(g(g(w))), 6(v) = 0(f(x, =),

sodass fiir alle anderen Losungen 7 gilt: 6 <g .
Beziiglich der ersten Gleichung beachten wir, dass Terme der Form g(s) und g(¢) genau
dann unifizierbar sind, wenn s und ¢ unifizierbar sind. Daher ist £; dquivalent zu

& = {z=g(), v=Fflz,2)}

&> kann als Substitution § = {z «— g(u),v — f(z,z)} interpretiert werden; aber 6 ist
noch kein Unifikator, wie sich leicht nachpriifen lisst: 6(4) = P(g(g(w)), f(g(u), 2)) #
0(B) = P(g(g(u)), f(x, z). Wir miissen nun noch die Gleichung = = g(u) auf das System
& — {z = g(u)} anwenden und erhalten

&3 ={z=g(u), v=Fflglw).2)}.

In & ist jede Gleichung von der Form w = ¢, fir w € IVS und ¢t € Ty, wobei die
Variablen auf den linken Seiten der Gleichungen jeweils nur einmal im ganzen System
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4.51

vorkommen. Man sagt: &3 ist in geldster Form. Jedes Termgleichungssytem entspricht in
geltster Form einem allgemeinsten Unifikator. In diesem Fall:

o=mgu{A,B} = {z—g(u), v flg(u)2)}

Zu jeder Menge von Atomen M existiert ein Termgleichungssytem £(M) sodass M
unifizierbar ist genau dann wenn £(M) losbar ist:

Sei M = {A;,...,A,}.

Wenn es 7 und j gibt sodass die Prédikatensymbole von A; und A; verschieden sind
dann ist A nicht unifizierbar. In diesem Fall definieren wir £(M) = L wobei L fiir ein
unlosbares System steht.

Sind alle Pradikatensymbole der A; gleich, so 148t sich M schreiben als

M = JPG < )y ey P BN

Zu M definieren wir das Gleichungssystem
E(M)=§T =,...., 00 =8,

1 (XY~ 1 2 in
A -

t.}n =T -
Man sieht leicht, dass £(M) genau dann 16sbar ist wenn M unifizierbar ist.
BEISPIEL. Sei M = {P(a,z), P(y, z), P(u,c)} dann gilt
EMi=la=y, a=8, £=2 s=¢}

Eine Lésung des Systems ist die Substitution 6 = {y — a,u < a,z « ¢,z — ¢} welche
auch Unifikator von M ist. |

Wir werden nun Regeln beschreiben, deren Anwendung die schrittweise Transforma-
tion beliebiger Termgleichungssyteme in eine geloste Form erlauben, wenn das System
l6sbar ist. Wenn es keine Losung gibt, dann wird das spezielle Zeichen L abgeleitet.

Zunachst miissen wir entsprechende Terminologie bereitstellen:

DEFINITION. Ein Termgleichungssystem ist eine endliche Menge
g={31 itl,...,Sn :tn}

wobei s;,t;, fiir t = 1,...,n, Terme € Ty, sind.

Eine Substitution 6 heit Lisung von &, wenn 6(s;) = 6(t;) fir allei =1,...,n.

o heifit allgemeinste Lisung von £, wenn fiir alle Losungen 6 von £ gilt: o <, 6.

& ist in geléster Form wenn (1) {s1,...,8,} C IVS und (2) jede Variable s; nur einmal
in £ vorkommt.

Zwei Systeme &1 und &; heiflen dquivalent (Notation & ~ &), wenn sie dieselbe Menge
von Losungen besitzen.
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4.52

4.53

4.54

Folgende Regel eliminiert offensichtliche Redundanz im Termgleichungssystem:

(delete) Wenn s = s € £ dann
g = Fodptdl

Wir benétigen auch eine Regel zur Orientierung von Gleichung:

(orient) Wenn ¢t = v € £, wobei v € IVS und ¢ &€ IVS dann
E = (E-{t=v})U{v=t}

Es folgen zwei Regeln zur Feststellung der Unlésbarkeit von Gleichungen:

(clash) Wenn s = ¢ € £, wobei s und ¢ mit verschiedenen Funktions- oder Konstanten-

symbolen beginnen, dann
& = L

BEISPIEL. Die Terme a und f(z) sind offensichtlich nicht unifizierbar. (Zur Erinnerung:
a ist ein Konstantensymbol und keine Variable.) Entsprechend gilt: {a = f(z)} = L.
O

(occurs check) Wenn v =t € &, wobei v € IVS, v # t und v € V(¢), dann

& = L

BEISPIEL. Die Terme z und f(z) sind nicht unifizierbar: Keine gleichzeitige Ersetzung
der Variablen z durch denselben Term kann z und f(z) syntaktisch gleich machen.
Entsprechend gilt: {z = f(z)} = L. O

Eine Regel zur Reduktion von Termen, die mit demselben Funktionssymbol beginnen:
t

S
A AN
7 %

(decompose) Wenn }(sl, — Sni = Fliy«ogiln) € &, dann

g = [E-{a=t} iU =81,....8 =T}
Folgendes Beispiel macht klar, dass noch mindestes eine weitere Regel fehlt:

BEISPIEL. £ = {z =y, = = ¢g(y)} ist unlésbar: Es existiert kein  mit #(z) = 6(y) und
f(z) = 60(g(y)), da ja sonst 8(y) = 6(g(y)) gelten miisste. Es ist aber keine der bisherigen
Regeln auf £ anwendbar. Erst auf y = g(y) wére (occurs check) anwendbar. O

Beispiel 4.54 motiviert folgende Regel:

(eliminate) Wenn v =t € £, wobei v € IVS, v € V(¢) und
v kommt auch in & — {v =t} vor, dann

£ = p€-{v=thu{v =t}

wobei p = {v — t}.
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4.55

4.56

4.57

{agf I8

I (delete)
B0 o'y Bt = T, o v e st (£
154 1{Slit1)__,filit }U)if (decompose)
i Sal L .E
%)_;?;%T (orient) v e IVS, t& IVS
fv=t} U &

=800 —8@) (eliminate) v € IVS, v e V(E), v € V(t)

{f(sla-'wsm) ig(tl,---,tn)} ué&
1

(clash) f,g € FSU KS verschieden

= U £
{v+ (occurs check) v e IVS, v#t, v e V(i)

Tabelle 4.2: Inferenzregelsystem AR fiir Unifikation

BEISPIEL (FORTSETZUNG VON BEISPIEL 4.54.). Die Anwendung von (eliminate) auf
E= {p=y, o= ply)) ergibt:

€ = {y=9@)}u{r=y}

Eine anschlieflende Anwendung von (occurs check) liefert L und signalisiert damit kor-
rekterweise die Unldsbarkeit von €£. 0

In Tabelle 4.2 sind die besprochenen Regeln in iibersichtlicher Notation zum Inferenz-
regelsystem (R zusammengefasst.
Das System UR definiert eine Relation auf Gleichungssystemen.

DEFINITION. Seien £ und £’ zwei Gleichungssyteme. Wir schreiben £ £ & fiir eine
Regel p in UR wenn &’ aus £ durch Anwendung von p entsteht. £ = &’ wenn es ein p
aus UR gibt mit & = &',

PROPOSITION. Seien & und &' zwei Gleichungssysteme. Wenn € = &' dann sind &
und &' dquivalent.

BEWEIS. Wir zeigen fiir alle p in UR: Gilt £ £ & dann gilt £ ~ &'.
p = delete: Klar da s = s durch alle Substitutionen losbar ist.

p = decompose: 6 ist eine Lésung von {s; = t1,...,8, = t,} genau dann wenn 6
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4.58

4.59

eine Lésung von {f(s1,...,8n) = f(t1,...,%,)} ist. In der Tat gilt 6(s;) = 0(t;) fiir
i =1,...,n genau dann wenn 0(f(s1,...,8,)) = 0(f(t1,...,t,)) gilt.

p = orient: Gleichheit ist symmetrisch.

p = eliminate: Angenommen, 6 ist eine Losung von {v =t} U €. Dann gilt 8(v) = 6(2).
Da ¢ = {v « t} allgemeinster Unifikator von {v,¢} ist (man beachte v & V(¢)) gilt
o <s 6. Daher existiert eine Substitution # mit & = n o o. Dann ist also 8 auch eine
Losung von o(€) denn no o oo =noo und damit

noa(a(€)) = (noo 0 0)(E) = (0 0)(€) = 4(E).

p = clash: £ und &’ sind unlésbar und damit dquivalent.

p = occurscheck: £ und &€’ sind unlésbar und damit dquivalent. O

FOLGERUNG. Seien & und &' zwei Gleichungssyteme mit & = *&' (wobei = * die
reflezive transitive Hiille von = ist). Dann sind £ und &' dquivalent.

SATZ (UNIFIKATIONSTHEOREM). Es gilt:

1. UR termuniert immer; d.h., die Regeln von UR sind auf jedes Termgleichungssy-
stem nur endlich oft anwendbar.

2. Wenn keine UR-Regeln mehr auf ein Termgleichungssystem & anwendbar sind,
dann ist £ entweder in geloster Form oder £ ist L.

3. Wenn & zu L transformierbar ist, dann ist £ unlésbar.

4. Wenn & zu einer geldsten Form {x1 = t1,...,x, = t,} transformierbar ist, dann
ist {x1 — t1,...,2n — t,} eine allgemeinste Lésung von € und représentiert einen
allgemeinsten Unifikator (MGU).

BEWEIS. Die Termination ist am schwierigsten zu zeigen und wird hier nicht nachge-
wiesen.

Punkt 2: Offensichtlich per Definition der gelésten Form.

Punkt 3: Angenommen & = *_L. Nach Folgerung 1.58 gilt & ~ L. Da L unlésbar ist,
ist auch &£ unlosbar.

Punkt 4: Sei & = *&', wobei &’ in geloster Form ist und &' = {z1 = t1,...,2, = tn}-
Nach Folgerung 4.58 sind & und &’ #quivalent. Es geniigt daher zu zeigen, dass
o ={ry — t1,...,2, — t,} eine allgemeinste Losung von &’ ist. o ist Lésung von
&' da o(z;) = o(t;) = t; gilt (man beachte dass fiir alle i r; € V(¢;)). Sei nun @ eine
beliebige Losung von &’; dann gilt 6(x;) = 0(¢;) fiir alle i = 1...., n und

G(z;) = (1) = Blelt;))=08(e(x;))-

Folglich gilt auch 8 = 6 o ¢ und damit o <, 6. O
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4.60 BEISPIEL. Wir verwenden /R um die beiden Atome A = P(g(a),z,g(z)) und B =

4.61

P(u, f(u,v),w) zu unifizieren. Sei M = {A, B}. Fiir das entsprechende Gleichungssystem
gilt:
E(M) ={g(a) =u,x = f(u,v),9(x) = w}

Wir erhalten schrittweise:
g {u = g(a),z = f(u,v), 9(x) = w}
eg’ {u = g(a),z = f(g(a),v),g(z) = w}
‘*“_i;‘ {u = g(a),z = f(g(a),v), Q(f(g(a) U)) =w}
oere f(g(a),v),w = g(f(g(a),v))}

Das letzte System ist in geloster Form. Wir erhalten daraus

0 = mgu{A, B} = {u «— g(a),z — f(g(a),v),w — g(f(g(a),v))}.

{u=g(a),z=

BEISPIEL. Wir verwenden /R um zu testen ob
M ={Q(g(y, z), f(b)), Q(g(b,z),z), Q(u, f(z))} unifizierbar ist. Wir erhalten:

g(ﬂf) i {g(ya z) = g(b,x), g(yaz) = U, f(b) = Ty f(b) = f(Z)}

EM) “ST {y=b, 2=z, fB) =1, g(y2) =
=" dy=b, z=a; JIB) =0, glnRl =
= {y2b z=a, fO) 2w gly,0) =
orfent {y = b» F=T, = (b)7 ( )
=T {y b 2= f0), 2= f0), oly S0 )=, b= f(B)
= 1
Die Atome sind zwar jeweils paarweise, aber nicht alle gemeinsam unifizierbar.

Es gibt zu £(M) noch zahlreiche andere Transformationsketten welche (auf Grund des
Unifikationstheorem (Satz 4.59) zum selben Ergebnis fiihren. O

4.5 Resolution

Préadikatenlogische Resolution verallgemeinert die bereits behandelte aussagenlogische
Resolutionsmethode. Dieser Abschnitt sollte daher als Fortsetzung von Abschnitt 3.9
gelesen werden. Es sei daran erinnert, dass Resolution eine zweistufige und indirekte
Beweismethode ist. Um die Giiltigkeit einer Formel F' nachzuweisen geht man wie folgt
vor:

1. =F wird in Klauselform cl(—=F) transformiert,

2. die Resolutionsregel wird wiederholt auf Klauseln aus cl(—F') angewendet, mit dem
Ziel die leere Klausel, die Unerfiillbarkeit bezeugt, daraus abzuleiten.
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Transformation in Klauselform

Wir unterscheiden vier Phasen der Klauselformtransfomation:

Schritt A: Eliminiere alle Vorkommen von D und ziehe alle Vorkommen von — nach
innen, d.h., unmittelbar vor die atomaren Teilformeln. (Dies entspricht genau den
Schritten 1 und 2 der syntaktischen Methode der Normalformenbildung — siehe
Seite 113.)

Schritt B: Eliminiere alle Vorkommen von Existenz-Quantoren durch Einfithrung neuer
Konstanten- und Funktionssymbole. (,,Skolemisierung®?)

Schritt C: Eliminiere alle Vorkommen von All-Quantoren.

Schritt D: Transformiere in KNF durch wiederholte Anwendung der Distributivgeset-
ze. (Dies entspricht Schritt 4 der aussagenlogischen Klauseltransformation — siehe
Seite 113.)

Schritt A: Eine PL-Formel F befindet sich in Negationsnormalform (NNF), wenn in F
keine Implikationszeichen (D) vorkommen und Negationszeichen hochstens unmittelbar
vor atomaren Teilformeln von F' vorkommen. Negationsnormalform lésst sich durch An-
wendung folgender, teilweise bereits aus Abschnitt 3.5 bekannten Transformationsregeln
herstellen:

(T1) (ADB) = (-AVB)
(T2) —l(A/\B) = (—AY =B},
(T3) —|(A\/B) = (—lA/\—!B),
(T4) -—A = A,

(T5) —(VuAd = (Ju)-4,
(T6) —(F)A = (Vu)-4A

Offensichtlich ist eine Formel genau dann in NNF, wenn sich keine der Regeln (T1)-(T6)
mehr auf sie anwenden l&sst.

4.62 BEISPIEL. Wir bringen die Formel F = —(Vz)(Jy)[(P(z,y) A Q(y)) D R(y)] in NNF.

F 2 (32)-~F)(P(y) AQW) D R®)]
L (32)(Wy)-l(Pz,y) A Q) D R®)]
= (30)(vy)-[~(P(z,y) AQ®)) V R(y)]
E (30)(vy)[—(P(2,y) A Q) A ~R(y)]
Z @) (W)(Pe,y) AQW)) A—R(y)]

9Nach Thoralf Skolem, Norwegischer Logiker, 1887-1963.
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Schritt B: Um die die eigentliche Skolemisierungsregel sinnvoll anwenden zu kénnen,
muss zunéchst darauf geachtet werden, dass die betreffende Formel folgende Eigenschaft
erfiillt. (Wir gehen dabei davon aus, dass nur geschlossene Formeln in Klauselform trans-
formiert werden.)

(QR) Verschiedene Vorkommen von Quantoren binden jeweils verschiedene Variablen.

Diese Bedingung koénnen wir durch geeignete Umbenennung von Variablen herstellen,
wie folgende Beispiele verdeutlichen:

(V2)P(z) A (F)Q@) T (V2)P(z) A (Fy)Q)
(V2)(P(z) A (B2)[Q() V R(z,2)]) £ (v)(P(x) A (3)[QW) V R(y,v)))
(vz)(P(z) A [32)Q(@) V Rz, 2)) & (v)(P(z) A [(Fy)(Q() v Rz, )

(EI:c)(Vx)P(x 2} = ([Gy)¥o)Pl,z)
(Yz)(P(x) A @0)[Q) V (Ve)R(z,2)]) & (V&)(P(z) A F)[QW) V (V2)R(z, 2)))

Wenn (QR) erfiillt ist, sprechen wir von einer bereinigten Formel.

4.63 DEFINITION. Das Quantorenvorkommen (Qqv) dominiert das Quantorenvorkommen
(Qow) in einer Formel F' — in Zeichen: (Qv) C (Qow) — wenn (Qow) in F im Bin-
dungsbereich von (Q;v) vorkommt. Mit anderen Worten: Es gibt Teilformeln G und H
von F, sodass G = (Qv)H, wobei (Qaw) in H vorkommt. (Q1, Qs € {V,3}.)

4.64 BEISPIEL. In der (bereinigten) Formel F = (Vy)[(3x)P(z, y)A(Vu)(Fv) (= R(u,y) VQ(v))]
gilt:

- (vy) C (3z), (V) C (Vu), (V) C (Jv),
) € (Qv),
= () Z (Vu), (3z) Z (Jv),

)

— (Fv) Z (Vu), (Fv) £ (Vy), (Vu) £ (3z), ete. 0

- (Vu

4.65 DEFINITION (SKOLEMISIERUNG). Zu jedem Vorkommen (Ju) eines Existenzquantors in
einer bereinigten Formel A in NNF definieren wir einen Skolemterm t,, wie folgt:

— ty = ¢, falls (Vz) Z (Ju) fiir alle (Vz) in A, wobei ¢ neues Konstantensymbol ist;

- ty = f(z1,...,2y), falls (Vz1),...,(Vx,) genau diejenigen Vorkommen von All-
Quantoren in A sind, fiir die (Vz;) C (Ju) gilt. wobei f ein neues n-stelliges
Funktionssymbol ist.

,Neu“ bedeutet dabei, dass die zu Grunde liegende Signatur um die Symbole f bzw. ¢
erweitert wird.
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4.66

4.67

Als entsprechende Transformationsregel (,, Skolemisierung®) formulieren wir:
AT 4Gy

wobei A=Y fiir A nach Entfernung des Quantorenvorkommens (Ju) aus A steht.
Eine bereinigte Formel in NNF, auf die sich die Skolemisierungregel nicht mehr an-
wenden ldsst, befindet sich in Skolem-Normalform.

Skolem-Normalformen sind bis auf die Namen der neuen Symbole und die jeweilige
Reihenfolge der Argumente (Variablen) in Skolemtermen, die beide keine Rolle spie-
len, eindeutig. Man spricht daher von der Skolemnormalform einer bereinigten Formel
in NNF.

BEIsPIEL. Wir bilden die Skolem-Normalform folgender Formel

A = (3r)Q(x) A (Vy)[(Fz) Rz, z) A (V) (F0) (=P (u,y,v) V (Fx)R(z, v))].
Zunéchst bringen wir A in bereinigte Form:

A’ = (32)Q(2) A (V)[(Bz)R(z, z) A (Yu) () (=P(w,y,v) V (3w)R(w,v))]-

Durch schrittweise Skolemisierung erhélt man
A2 Q(a) A (Vy)[(F2)R(z, 2) A (Yu)(F0) (=P (u,y,0) V (Fw)R(w,v))]
2 Q(a) A ()[R W), () A (V) (@) (=P (u, 3,v) V (Fw) R(w, v))]

=2 0(a) A (V) [R(F (W), F(¥)) A (Yu) (=P (u, y, gy, w) V (Gw)R(w, g(y,u)))]

2 Qa) A (W)R(F®), F@)) A (V&) (=P (u,y, 9y, w)) V R(A(y, u), g(y, u))] i

ANMERKUNG. Wihrend eine durch Anwendung der Transformationsregeln in Schritt A
entstandene Formel immer logisch dquivalent zur Ausgangsformel ist, erhélt Schritt B
die logische Aquivalenz nicht. Das wird klar, wenn man bedenkt, dass Skolemisierung die
jeweilige Signatur verdndert. Allerdings erhélt Skolemisierung die Erfillungsiquivalenz:
Es gilt also F' ~, G falls G die Skolem-Normalform von F ist. Das ist fiir unsere Zwecke
ausreichend, denn die Resolutionsmethode ist ein indirektes Beweisverfahren. Das heif3t:
um die Giiltigkeit von F' zu beweisen, versuchen wir die Unerfiillbarkeit von —F" nach-
zuweisen. Wenn nun —~F ~, G gilt, dann folgt die Giiltigkeit von F auch aus der Un-
erfiillbarkeit von G.

Schritt C: Nach Schritt B enthélt die entsprechende Formel offensichtlich nur mehr All-
Quantoren. Diese Quantorenvorkommen tragen nun keine spezifische Information mehr
und koénnen daher einfach weggelassen werden.

Als Rechtfertigung fiir diesen Schritt kann man auf folgenden Sachverhalt verweisen:

LEMMA. Fiir alle Formeln F und G gilt folgendes:

167



4.68

4.69

\
1. (VW)F o G) =pr (W)(F 0 G) und (F o (Yv)G) =pr (W)(F 0 G), fiir o € {A,V},

falls v in G nicht vorkommdt.
2. (Yz1)...(V2n)F =pL VZr()- .. (VZr(n))F fiir jede Permutation m von {1,...,n}.

Da wir annehmen, dass die betreffende Formel in NNF ist — also aufler unmittelbar vor
Atomen vorkommende Negationszeichen nur mehr die Konnektive A und V vorkommen —
bedeutet Punkt 1 von Lemma 4.67, dass alle All-Quantoren nach aufien, an den Beginn
der Formel gezogen werden konnen. Punkt 2 besagt, dass unterschiedliche Reihenfolgen
solcher duflersten Vorkommen von All-Quantoren keinen Einfluss auf die Bedeutung der
Formel haben.

Schritt D: Es bleibt nun noch die konjunktive Normalform (KNF) durch Anwendung
der Distributivgesetze herzustellen. Wie man das bewerkstelligen kann wurde bereits in
Abschnitt 3.5 besprochen. Wir wenden folgende Transformationsregeln an:

AV(BAC)
(AAB)VC

2 (AVB)A(AVO)

2 AvOo)A(BVO)

Diese Transformationen erhalten, wie breits bekannt, die logische Aquivalenz. Wenn
weder (D1) noch (D2) mehr anwendbar sind, so befindet sich die Formel in KNF.

Zur Erinnerung (siehe Abschnitt 3.5): Eine Formel in KNF ist von der Form
(LiagV-+*VLip)A-AN(LpiV---VLnn,)

bzw.

AV L

1<i<m 1<j<n;

wobei die L; ; Literale, also negierte oder unnegierte Atome sind.
Wir bevozugen im Zusammenhang mit Resolution die Mengennotation

Ll s o L Fie w5 h B o wop Lrvvispis b e

In einer solchen Klauselmenge ist die Assoziativitit, Kommutativitit und Idempotenz
von V und A implizit beriicksichtigt.

DEFINITION. Die durch die Anwendung der Schritte A — D auf eine Ausgangsformel F
erhaltene Klauselmenge nennen wir eine Klauselform cl(F) von F.

BEISPIEL. A = [-P(z, f(z)) A Q(z,y)] V [R(u) A-Q(v,v)] ist bereits in Skolem-
Normalform. Um KNF(A) zu erhalten, distribuieren wir zunéchst die hintere Konjunk-
tion:

D1

A = [P, f(@) A Qx,y)) V RW] A [(=P(z, f(z)) A Qx, y)) V Q(v,v)]
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4.70

Die dufleren Teilformeln kénnen nun separat transformiert werden:
[Pz, f(@) AQ(z,y)] V R(w) = [-P(e, f(2)) vV RW)] A [Q(z,9) V R(w)]
[~P(z, (@) AQ(2,1)] vV Q,v) = [-P(z, £(2)) V Q@ v)] A[Q(z,3) V Q(v,v)]

Die rechten Seiten der letzten beiden Zeilen sind bereits Formeln in KNF. Daher erhalten
wir

KNF(4) = [-P(z, f(z)) vV R(w)] A [Q,y) V R(u)] A
[-P(z, f(z)) vV Q(v,v)] A [Q(z,y) VQ(v,v)]

bzw.

d(4) = {{-P( /@), R}, {Qy), Rw)
{=P(z, f(@)), Q(v,v)}, {Q(,1), @, v)} }
O

Wir schliefen die Besprechung der Klauselformtransformation durch folgendes kurze
Gesamtbeispiel ab.

BEISPIEL. Die Formel
G = [(Vz)(3y) P(z,y) A (Vu) (V) (P(u,v) D R(u))] D (Vz)R(2)

ist giiltig. Daher ist F = =G unerfiillbar. Wir bilden ¢l(F).
Schritt A: Durch wiederholte Anwendung der Regeln (T'1) — (T6) erhélt man

F TS Ap = (v2)3y) P(z, y) A (Vu) (Vo) [~P(u, v) V R(w)] A (32)-R(2).

Apr ist die NNF von F, daher gilt Ap =5, F = -G.
Schritt B: Die Skolemisierung von Ap ergibt

Ar 2 Br = (V2)P(z, f(2)) A (Yu) (Vo) [~P(u, v) V R(x)] A ~R(a).

Schritt C: Durch Weglassen der All-Quantoren erhélt man
Cr = P(z, f(z)) A [~P(u,v) V R(u)] A —R(a).

CF ist bereits in KNF. Daher ist Schritt D leer.
Die Klauselform von F' lautet also:

c(F) ={{P(z, f(z))}, {~P(v,v),R(uv)}, {~R(a)}}

Um die Giiltigkeit von G zu zeigen, kann man die im néchsten Abschnitt besprochene
Resolutionsregel auf cl(F) = ¢l(—G) anwenden, um die leere Klausel {} abzuleiten. 0O

169



Die pradikatenlogische Resolutionsregel

Die pridikatenlogische Resolutionsregel (PL-Resolution) kombiniert die aus Ab-
schnitt 3.9 bekannte aussagenlogische Resolutionsregel (AL-Resolution) mit Substitu-
tion, bzw. mit der in Abschnitt 4.4 besprochenen allgemeinsten Unifikation. Um bei-
spielsweise nachzuweisen, dass die Klauselmenge

{P(©)}, {~P1), Q(f )}, {~Q)}}
\1,_/ > h\B,_./

2

unerfiillbar ist, stellen wir fest, dass die AL-Resolutionsregel auf die Klauseln 1 und 2
anwendbar wird, wenn zuvor 2 durch die Instanz 2’ = {=P(c),Q(f(c))} ersetzt wird.
Zur Bildung von 2’ wurde der allgemeinste Unifikator o = mgu{P(c),P(y)} = {y — ¢}
auf 2 angewendet. Ahnlich kann man aus der sich daraus ergebenden Resolvente von 1
und 2" in einem weiteren Resolutionsschritt mit einer geeigneten Instanz von 3 die leere
Klausel ableiten:

2={-P@y). QUW)} _
1={P(c)} 2'={-P(c),Q(f(c))} 3:{-Q(z)}
{Q(f(c)} 3 ={-Q(f(c))}
{

Dabei ist die auf 3 angewendete Substitution p = {z «— f(c)} der allgemeinste Unifikator
von Q(f(c)) und Q(z).

Bei der Bildung von pradikatenlogischen Resolventen sind auflerdem noch folgende
Prinzipien zu beachten:

P

1. Variablenumbenennung: Vor jeder Anwendung der Resolutionregel muss sicherge-
stellt sein, dass die beiden Elternklauseln variablendisjunkt sind; d.h., dass keine
gemeinsamen Variablen darin vorkommen. Dass lésst sich einfach durch Bildung
einer Variante einer der beiden Elternklauseln herbeifiihren. Eine Variante einer
Klausel C ist dabei nichts anderes als eine durch Umbenennung von Variablen aus
C gewonnene Klausel.

2. Faktorisierung: Es geniigt im Allgemeinen nicht nur jeweis ein Literal einer Klausel
mit einem dualen Literal einer anderen Klausel zu unifizieren. Man muss auflerdem
beriicksichtigen, dass auch Literale innerhalb einer Klausel gemeinsame Instanzen
haben konnen. Die entsprechende Anwendung allgemeinster Unifikatoren auf eine
Klausel nennt man Faktorisierung.

Um zu verstehen, dass Variablenumbenennung notwendig ist, betrachte man

C1 ={Q(z),P(z)}  Ca={-P(f(r)),Q(z)}

?

{P(z), P(f(z))} ist nicht nicht unifizierbar, da das entsprechende Termgleichungssystem
{z = f(z)} nicht 16sbar ist: (occurs check) liefert L.
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Nun sei aber darin erinnert, dass die Klausel Cy fiir die geschlossene Formel
(Vz)[-P(f(x)) V Q(z)] steht und daher zu (Yy)[—P(f(y)) V Q(y)] logisch &dquivalent.
Wenn wir nun C; mit der Variante C) = {=P(f(y)),Q(y)} von Ca vergleichen, so se-
hen wir, dass nun P(z) € C} mit dem zu —=P(f(y)) € C, dualen Literal unifizierbar
ist. Das entsprechende Termgleichungssvstem {z = f(y)} reprisentiert ja bereits die

Lésung 0 = mgu{P(z), P(f(y))} = {# < f(y)}. Entsprechend ergibt sich folgender
Resolutionsschritt:
c 2 Variante C% J
{Q(f(y)),P(f(y))} {-P(/(¥), Qy)}
{QUf ), Q()}

Tats#chlich ldsst sich leicht einsehen, dass die Resolvente {—P(f(y)), Q(y)} logisch aus
C1 und Cs folgt.

Variablenumbenennung kann auch dann notwendig sein, wenn die durch den Reso-
lutionsschritt entfernten Literale bereits variablendisjunkt sind, wie folgendes Beispiel
zeigt:

{R(,y), P@)}  {~P(fW) R(zy)}
{R(f(),y), P(f(y)} {=P(f(y)), R(z,y)}
{R(f(y),y), R(z,v)}

wobei ¢ = mgu{P(z),P(f(y))} = {& «— f(y)}. Zwar ist die abgeleite Klausel
{R(f(y).y), R(z,y)} tatséchlich eine logische Konsequenz der beiden Ausgangsklauseln,
aber durch vorherige Variablenumbenennung ist eine allgemeinere Klausel ableitbar:

{R(z,y), P(@)}
{R(z,w), P)}  12PUW) Ry}
{R(f(y),uw), P(f(y))} {=P(fy)), R(z,9)}
{R(f(y),u), R(2,9)}

wobei ¢ wie oben angegeben und v die Variablenumbenennung v = {y « u} ist. Um
die Vollstandigkeit des Resolutionsverfahrens gew&hrleisten zu kénnen, muss tatséchlich
{R(f(y).u), R(z,y)} und nicht nur die speziellere Klausel {R(f(y),v), R(z,y)} abgeleitet
werden Lonnen

Zur Motivation der Faktorisierung betrachte man

C1 = {P(‘T>7P(y)} Co = {_'P(u>ﬂ_'P(v>}

Es gilt: {C, (5} ist unerfiillbar. C; und C5 sind bereits variablendisjunkt, dennoch ist {}
nicht durch .Herausschneiden“ von jeweils einem Literal aus einer Elternklausel (d.h.,
durch bindre Resolution, siehe Definition 4.72, weiter unten) aus {C1, C2} ableitbar. Es
gibt nur folgende bindre Resolventen:

Cs = {PQ),~P)} Ci = {P(y),~P(u)}
Cs = {P(z),-P(v)} Ce¢ = {P(z),~Pu)}
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Diese Klauseln sind jeweils Varianten voneinander. Das bedeutet, dass es bis auf
Variablenumbenennung nur einen einzigen bindren Resolventen von C7 und Cs gibt.

In der niéchsten Generation — also unter Beriicksichtigung des Resolventen + sind nur
mehr Varianten der Ausgangsklauseln C; und C9 ableitbar. Z.B.

C1:{P), P(2)}  Cs5:{P(y),~P()}
Cr:{P(y), P(2)}

Nicht nur C7, sondern auch alle weiteren Resolventen sind nur Varianten bereits vorhan-
dener bzw. bereits abgeleiteter Klauseln.

Um die leere Klausel ableiten zu kénnen miissen wir beachten, dass die Klausel { P(z)}
nicht nur eine Teilklausel, sondern auch eine Instanz von Cj ist und ebenso die Klausel
{=P(u)} eine Instanz von C5 ist. Formell gewinnt man den sogenannten Faktor (siehe
Definition 4.71) {P(z)} von C; durch Anwendung von o = mgu{P(z), P(y)} = {z «— y}
auf C1, und den Faktor {—P(u)} durch Anwendung von p = mgu{P(u), P(v)} = {u — v}
auf Cs.

Faktorisierung erlaubt nun zusammen mit binédrer Resolution folgende Ableitung der

leereen Klausel:
{P@), Py)} =~ {~Pw),~P(v)}
Pe) SO
{P)} {-P()}
{}

wobei 0 = mgu{ P(y), P(v)} = {y — v}.
Es sei angemerkt, dass nicht nur Klauseln deren Literale Varianten voneinander

sind, sondern, z.B., auch die beiden Elemente der ebenfalls unerfiillbaren Klauselmenge
{{P(z),P(a)},{—P(u),—~P(a)}} nach Faktorisierung verlangen.

DEFINITION. Die Klausel o(C) ist ein Faktor der Klausel C, wenn o = mgu(D) fiir eine
Teilklausel D C C.

Man beachte, dass jede Klausel geméf3 dieser Definition ein Faktor von sich selbst ist,
da Teilklauseln, die nur aus einem einzigen Literal bestehen, bereits — mit der leeren
Substitution als Unifikator — als ,,unifiziert® gelten.

DEFINITION. Es seien C' und D variablendisjunkte Klauseln die modulo Unifikation je-
weils zueinander duale Literale enthalten; d.h. C = C' U {A} und D = D’ U {=A4},
wobei A und A’ unifizierbar sind. Die bindre (PL-)Resolutionsregel lautet:

C'U{A} {~AYUD
9(C' U D)

wobei 8 = mgu{ A, A'}. (C’" U D') heifit bindrer Resolvent der Elternklauseln C und D.

172



4.73

4.74

BEISPIEL. Die beiden Klauseln {P(z,g(y)),=P(f(y),z)} und {=P(f(u),v), P(u,u)} ha-
ben zwei bindre Resolventen:

{P(z,9(y), ~P(f(y),2)} {~P(f(w),), Plw,uw)}
{—\P(f(y),f(u)),P(u,u)}

mit o = mgu{ P(x, g(y)), P(f(u),v)} = {z « f(u),v < g(y)} und

{P(lf,g(y)),ﬂp(f(y),l‘)} {_'P(f(“)vv)’P(u’u)} p
{P(f(Y),9(y),~P(f(f(y),v)}

mit p = mgu{ P(f(y),z), P(u, )} = {u = f(y),z — f(y)}- -

Binére Resolution und Faktorisierung lassen sich zu einer einzigen Regel kombinieren:

DEFINITION. Die Robinson-Resolutionsregel!? lautet:

C'U{A1,....,Am}  {~Al,...,~A}UD
8(C' U D)

wobei 0 = mgu{Ai,...,Am, Al,..., Al}. Das Atom 6(A4;) = 6(A]) = 0(42) = ... =
6(Al) heiflit resolviertes Atom. Die Klausel §(C" U D’) ist ein Robinson-Resolvent der
variablendisjunkten Elternklauseln C' und D.

Da, wie bereits angemerkt, jede Klausel ein Faktor ihrer selbst ist, ist jeder binére Re-
solvent auch ein Robinson-Resolvent. Die Umkehrung gilt natiirlich nicht. Man kann au-
Berdem feststellen, dass Robinson-Resolution ,,zielgerichteter® als eine uneingeschrénkte
Kombination von bindren Resolutionsschritten und beliebigen Faktorisierungen ist, denn
nicht alle Faktoren fithren zu bindren Resolventen. Die Robinson-Resolutionsregel hin-
gegen inkludiert nur diejenigen Faktorisierungsschritte, die auch zur Resolventenbildung
fiihren.

DEFINITION (RESOLUTIONSABLEITUNG, RESOLUTIONSWIDERLEGUNG).
Eine (Robinson-)Resolutionsableitung der Klausel C,, aus der Klauselmenge K ist eine
Folge von Klauseln

Cls A LE Cma

sodass fiir alle 1 < ¢ < m gilt:
— entweder Cy ist eine Variante einer Klausel € K (Kurzschreibweise: Cy € K),

— oder (Y ist ein Robinson-Resolvent von variablendisjunkten Varianten der Eltern-
klauseln C; und C; mit 7,5 < £.

Eine Resolutionsableitung von {} aus K heiit Resolutionswiderlegung von K.

10Nach John Alan Robinson, dem Erfinder des pradikatenlogischen Resolutionsverfahrens.

173



4.76 BEISPIEL. K = {{P(c¢)},{—P(z),~P(y), P(f(x))}, {—~P(f(f(z))}} ist unerfiillbar. Fol-
gende Folge von Klauseln ist eine entsprechende Resolutionswiderlegung. Dabei sind die
einzelnen Ableitungsschritte mit den in den jeweils verwendeten allgemeinsten Unifak-
toren und resolvierten Atomen annotiert:

:{P(e)} €' K
{=P(z),~P(y), P(f(z))} € K
:{P(f(c))} Robinson-Resolvent von 1,2; mit MGU ¢ = {z < ¢,y < c}
und resolviertem Atom P(c)
:{P(f(f(c)))} Robinson-Resolvent von 2,3; mit MGU p = {z — f(c¢),y — f(c)}
und resolviertem Atom P(f(c))
H{-P(f(f())} €' K
:{} Robinson-Resolvent von 4,5; mit MGU 6 = {z — ¢}
und resolviertem Atom P(f(f(c)))

W N =

1oy

oy Ot

Eine alternative (annotierte) Resolutionswiderlegung von K lautet

1.{~P(z),~P(y), P(f(x))} € K
2. {_'P(u)v —1P(7J), P(f(u))} €K
3.{=P(u),~P(v), P(f(f(u)))} Robinson-Resolvent von 1,2;
mit MGU o = {z — f(u),y — f(u)}
und resolviertem Atom P(f(u))
4. {P(c)} €' K
5.{P(f(f(c)))} Robinson-Resolvent von 3,4;
mit MGU p = {u — ¢,v «— ¢} und resolviertem Atom P(c)
6. {(~P(f(f(=))} € K
7.{} Robinson-Resolvent von 5,6; mit MGU 6 = {z — ¢}
und resolviertem Atom P(f(f(c))) -
Wie schon gewohnt, notieren wir Resolutionsableitungen auch in der meist iiber-
sichtlicheren Baumform.

4.77 BEISPIEL. Die erste der beiden Resolutionswiderlegungen aus Beispiel 4.76 lautet in

Baumform:
{PO)} {~P(),~P), P(f(z))}
{P(f(e)} {-=P(x),~P(y), P(f())} 5
{P(f(f(c)))} (I ELEIC)))
{}
dabei sind 0 = {z — ¢,y — ¢}, p = {z — f(c),y — f(¢)} und 0 = {z — ¢} die jeweils
verwendeten MGUs. O

Eigenschaften des pradikatenlogischen Resolutionsverfahrens

— Basisobjekte des Kalkiils sind (pridikatenlogische) Klauseln.
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— Das Verfahren ist zweistufig:

1. Klauseltransformation (inklusive Skolemisierung)
2. PL-Resolution (= AL-Resolution mit Unifikation, inklusive Faktorisierung)

— Das Verfahren ist indirekt: Wir weisen die Giiltigkeit einer Formel F' durch den
Beweis der Unerfiillbarkeit von cl(—F') nach.

— Korrektheit: Alle aus K abgeleitete Klauseln folgen logisch aus A.

— Vollstindigkeit: Relevant ist hier nur die Widerlegungsvollstindigkeit. Diese bedeu-
tet: Aus allen unerfiillbaren Klauselmengen ist die leere Klausel ableitbar.

— Es gibt keine Axiome und nur eine einzige Regel, die allgemeinste Unifikation als
»oub-Routine® enthélt. Die Methode ist gut automatisierbar.

— In der Praxis sind diverse (Ableitungs-)Strategien und Redundanzeliminationen
von grofier Bedeutung.

Anmermerkung: Man erhilt auch einen widerlegungsvollstandigen Kalkiil, wenn man
anstatt der Robinson-Resolution die bindre Resolutionsregel verwendet und dann aber
auch die explizite Bildung von Faktoren als eigenen Ableitungsschritt versteht.

Wir schlieflen das Kapitel mit einem Beispiel ab, das mit Beispiel 4.37 zum Tableau-
Kalkiil verglichen werden sollte.

BEISPIEL. Wir zeigen mit der Resolutionsmethode, dass jede transitive, symmetrische
und serielle Relation auch reflexiv ist. Formaler ausgedriickt behaupten wir:

trans, sym, ser = refl,

wobei diese Namen fiir folgende PL-Formeln stehen:

trans = (Vz)(Vy) (Vz)[(R(z,y) A R(y, 2)) D R(z, 2)],

sym = (Vz)(Vy)[R(z,y) D R(y, z)],

ser = (Vz)(3y)R(z,y),

refl = (Va)R(x,z).
Der Konsequenzbehauptung entspricht die einzelne Formel

F= (trans N\ sym A ser) D refl.

Allerdings muss man nicht erst —F bilden und erst diese Formel dann schrittweise in
Klauselform transformieren, sondern es geniigt — wie schon fiir die aussagenlogische
Resolution — die genannten Teilformeln einzeln in Klauselmengen zu iibersetzen. Die
Konsequenzbehauptung gilt genau dann, wenn die Klauselmenge

cl(trans) U cl(sym) U cl(ser) U cl(—refl)

unerfiillbar ist. Dabei ist darauf zu achten, dass jedes durch Skolemisierung eingefiihrte
Funktions- oder Konstantensymbol relativ zum gesamten Kontext neu ist.

— cl(trans) = cl((Ve)(Vy)(Vz)[-(R(z,y) A R(y, 2)) V R(z, 2)])
= {{_'R(-T» y), —’R(ya 2)) R(.Z‘, Z)}}
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— cl(sym) = cl((Vz)(Vy)[-R(z,y) V R(y, x)])
= {{-R(x,y), R(y,z)}}

= cl(ser) = cl((Vz)R(z, f(z))) = {{R(z, f(z))}}
= cl(=refl) = cl(=(Vz)R(z, z)) = cl((3z)=R(z, z)) = {{-R(c,c)}}

Wir erhalten also die Klauselmenge K = {C}, Cs, C5,Cy}, mit
Cy = {"LR(I, y)» _'R(y7 Z))v R(JZ’, 2)}v
CQ = {"R(JIJ, y)a R(y7 x)},
Cs = {R(z, f(z))},
Cy={~Rle,e)k

Ein Resolutionswiderlegung von K erhilt man, beispielsweise, wie folgt:

L{~R(z,y),R(y,x)} € K

2.{R(z f(z))} €K

3.{R(f(2),2z)} wvon 12; MGU: {z « z,y < f(2)}
4.{-R(z,y),~R(y,u), R(z,u)} € K
5.{=R(f(z),u),R(z,u)} wvon 24; MGU: {z « z,y — f(2)}
5. {-R(f(v),u),R(v,u)} Variante von 5

6.{R(z,z)} von 3,5; MGU: {v « z,u « z}

7.{-R(c,c)} € K

8.{} von6,7; MGU: {z « ¢}

In Baumform sieht diese Ableitung so aus:

{R(z, f(2))} {~R(z,y),~R(y,u), R(z,u)} 5

(CR) R0} (R @) CRE@u. R}
{R(f(;)":)} {""R(f(U),U),R(’U,U)} -
{R(z,2)} {-R(c,0)} g
{}

Die verwendeten allgemeinsten Unifikatoren sind dabei

p= {z—zy—Fi)}
7= {z—zy« f(@)}
o= {vez,uz},

0= {z+~c}
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