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1 Spezifikation formaler Sprachen 

Man invented to his deep need to 
(Lily Tomlin) 

Dieses Kapitel befasst sich mit der Spezifikation und Verarbeitung von formalen Spra-
chen. Als formale Sprache wird jede Allgemeinen unendliche -
Zeichenketten bezeichnet. Beispiele für formale Sprachen sind Programmiersprachen, 
natürliche Sprachen oder auch die lVlenge a11er deutschen den Buchstaben 
"a" enthalten. Mit einer formalen Sprache ist lediglich eine Syntax1 a11en 
anderen Aspekten wie der Semantik2 wird abstrahiert. 

N ach den Grundbegriffen werden folgenden Abschnitten verschiedene 
den zur Spezifikation formaler Sprachen untersucht. Jede Methode induziert eine Sprach-
klasse, die alle Sprachen enthält , die mit dieser lVlethode werden können. Die 

muss a us praktischen sein, d.h. , jede Spezifikati-
Sprache (die Syntaxbeschreibung) sol1 nur aus endlich vielen Zeichen bestehen. 

Eine einfache Spezifikationsmethode ist die Aufzählung aller zur Sprache gehörenden 
Wörter; die dadurch induzierte Klasse ist die Menge aller endlichen Sprachen. Prak-
tisch relevante Sprachen sind im A11gemeinen unendlich, wir benötigen daher stärkere 
Spezifikationsmethoden wie etwa reguläre Ausdrücke oder formale Grammatiken. 

1.1 Formale Sprachen 

Ein Alphabet ist eine endliche, nicht-leere Menge Symbolen, Sym-
die weder eine innere Struktur besitzen noch eine andere Eigenschaft haben als 

jene, voneinander unterscheidbar zu sein. Als mathematische Variablen für Alphabete 
verwenden wir oder T. Um eindeutig zu kennzeichnen, dass ein Zeichen als Symbol 
und nicht als meta-sprachlicher Begriff zu verstehen ist , unterstreichen wir Symbole. 

1.1 BEISPIEL. Das ein Symbol, die Ziffer 0 aussieht, tatsächlich aber 
zunächst noch keine Bedeutung besitzt. (Jede ll1USS erst explizit 
werden.) 1st ein Alphabet , dann entspricht der A der Aussage 
Symbol Q kommt im Aussage ergi bt Sinn, wenn 

kein Alphabet, sondern etwa eine' 

lUnter der einer Sprache versteht man die l\Ienge und Regeln , die bestimmen, 
welche Zeichenketten zur Sprache gehören und welche nicht 

2Unter der Semantik einer Sprache versteht man ihre Interpr('tat iO Il. d.h. , die Bedeutung der einzelnen 
Wörter oder Sprachkonstrukte. 
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Analog ist + ein SYl11bol, das wie ein Kreuz aussieht, während 
tischen Kontext die Addition, also eine zweistellige bezeichne-r. eine 

3 SYl11bolen, die nichts l11it Q zu tun hat , während 2 + 3 ãqu...i-al1æL ZU 5 
ist. Der Ausdruck 2. wenig haben, da die AdcLTtion nicht auf 
Zeichen, sondern auf Zahlen definiert ist . 

ist auch, zwischen SYl11bolen und l11athe l11atischen Variablen zu unterscheiden. 
Der entspricht der Aussage in :B 

der Typdefinition :B " 

Ein Wort über einel11 Alphabet :B ist eine Folge von :B. Das Wort , das 
aus gar keinen Zeichen besteht, wird Ul11 Wort 
niederschreiben zu verwenden wir das l11etasprachliche 

Die Menge aller Wörter über :B wird l11it :B+ oder, wenn auch das der 
l\IIenge enthalten ist , bezeichnet: 

:B+ 
:B* 

{ 51 … 5 n I 
:B+ U 

Wörter durch den Verkettungsoperator verknüpft d.h. , 
das Wort W1 verkettet l11it del11 ergibt das Wort W1W2. Das Leerwort spielt 
dabei die Rolle eines neutralen Elel11entes, d.h. , l11it einel11 beliebigen Wort verkettet 
ergibt sich wieder dieses Algebraisch gesehen bildet 
sOl11it ein l\IIonoid l11it da :B* bezüglich des 
assoziativen Verkettungsoperators ist neutrales Elel11ent fungiert. 

Zusätzlich definieren wir Wörtern: 

wO w n+1 

Die geschrieben als ist die Anzahl der SYl11bolvorkol11l11nisse 
1n w: 

1 + 
Für ein Wort ein SYl11bOl bezeichnen wir die Anzahl der 

. 

1.2 BEISPIEL. Sei :B das Alphabet Dann ist :B* die Menge 

.} 

:B+ ist identisch l11it :B* bis auf den Ul11stand, dass :B+ das enthält. 
Beispiele zur Verkettung: 

. = , ba . ab = baab , 

Die ersten beiden Beispiele zeigen, dass die Verkettung nicht kOl11l11utativ ist. 
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U nter einer L über einem Alphabet 2:; versteht man eine beliebige 
Menge von Wörtern über 2:; , L ç 2:; * . Die lVlenge aller Sprachen ist die Menge aller 

von 2:;*, also die P(2:;*) von 2:;*. 

1.3 BEISPIEL. Beispiele für Sprachen: 

Uber den Buchstaben A-Z inklusive Umlauten und Satzzeichen: die Menge aller 
grammatikalisch richtigen deutschen Sätze. 

- Uber dem ASCII-Zeichensatz: die Menge aller C-Programme. 

- Uber einem beliebigen Alphabet: die lVlenge aller Palindrome die von 
vorne nach hinten und vorne gelesen gleich 

...). Längere , aber nicht unbedingt sinnvollere Palin-
drome sind Nebel mii Sinn isi im Leben relaiiv" und my 
meiallic 

Uber einem beliebigen Alphabet: die leere Menge; die Menge aller Wörter; die 
Menge aller Wörter der Länge 

Der von Wörtern auf Sprachen erweitert werden. Seien L 1 
und L2 zwei Sprachen über 2:; , d.h. L1 ' L2 ç 2:; * bzw. Ll ' Dann 
wir die Verkettung von Sprachen als 

L 1 . L2 = • 

Bei dieser Operation übernimmt die Funktion des Einheitselementes. Somit bildet 
(P(2:;*),., wieder ein Monoid. 

Auch die Potenzenbildung lässt sich auf Sprachen erweitern. 1st L eine Sprache, dann 
sind ihre Potenzen definiert durch 

L O = = L. Ln 0 . 

man alle man den Stern-Operator 3 L * = Un>O analog 
den Plus-Operator L + = U n> l 1st L ein Alphabet , d.h. , bestehen alle Wörter in L 
aus nur einem Zeichen, dann ist die Menge aller Wörter der mit 
den Symbolen in L gebildet werden L * ist dann die Vereinigung der Wörter aller 

somit die Menge aller Wörter über dem L. Wegen LO = enthält 
L * auch das Leerwort. in der von L + hingegen beginnt erst 

1, somit ist das Leerwort nur dann in L +, falls es bereits in L war. Tabelle 1.1 
gibt einen Uberblick über wichtige Rechenregeln für Sprachoperatoren. 

1.4 BEISPIEL. Sei 2:; = Wir erhalten 2:;0 = und 
2:;3 = . .}. Die 2:;* ist die Vereinigung all dieser 
Mengen, somit die Menge über den Symbolen und 

3Nach seinem Erfinder auch Kleene-Stern genannt. Mathematiker, 
1909-1994) sprach seinen Namen angeblich als [klel'ni:] aus, es sind aber auch die Aussprachen ['kli:m], 

und 
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RECHENGESETZ KOMMENTAR 
AUB BUA Vereinigung ist kommutativ. 

Au (B UC) (AUB) uC Vereinigung ist assoziativ. 
A. (B. C) (A. B). C Verkettung ist assoziativ. 

A. (B U C) A.BuA.C Verkettung distribuiert über Vereinigung. 
(A U B). C A.CUB.C 

A A ist das Einheitselement bzgl. 
A. A 

(AU A* 
(A*)* A* * ist idempotent. 
A.A* A+ 
A* .A A+ 

A+ A* 

Tabelle' l. l: Algebraische Eigenschaften der Sprachoperatoren 

1.2 Induktive Definitionen 

Die in der Informatik auftretenden IVlengen enthalten zum Teil Elemente komplizierte-
rer Bauart; man denke etwa an die IVlenge aller syntaktisch korrekten C-Programme. 
Eine übliche mathematische Methode unendlicher Mengen ist die stu-
fenweise Konstruktion: unter Verwendung einer gegebenen Grundmenge Ao sowie der 
bisher A1,… , Ak baut man nach bestimmten Vorschriften die 
nächste lVlenge Ak+l auf, die üblicherweise komplizierter als die Vorgängermengen ist. 
Die dadurch insgesamt Menge ist dann die Vereinigung all dieser 
A = (Wir benützen das die Menge {O, 1, 2,. ..} der natürlichen 
Zahlen.) 

1.5 BEISPIEL. Sei Ao die der Ziffern, also Ao = Additive Ausdrücke über 
dieser Menge lassen sich stufenweise konstruieren durch: 

Al Ao U = 
A2 A1 U 

{Q, . . 

Die Menge aller additiven Ausdrücke ergibt sich als 

Stufenweise konstruierte Mengen sind in folgendem Sinn abgeschlossen bezüglich der 
Konstruktionsvorschriften. 

1.6 DEFINITION. Sei B eine Menge und f: eine Funktion. Eine Menge A ç B heißt 
unter f , wenn gilt: aus ,Xn folgt 
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1.7 SATZ. Seí B eíne Menge, Ao ç B u17,d f: Weíters seí 

Ak+l = Ak U {J (Xl ,... ,Xn ) I Xl ,… ,Xn E Ak} 

und A = Uk>o Ak. 

(a) A u17,ter f. 

(b) 1st vo17, B , díe Ao íst u17,ter f , 
ist A Teilme17,ge vo17, A' (A ç A'). 

(a) Laut Definition der Abgeschlossenheit müssen wir zeigen, dass f(Xl , .. ., Xn ) für 
beliebige Xl , . . . , in A liegt. Auf Grund der Konstruktion der Mengen Ai gilt 
Ai ç A i+ 1 für alle Daher muss es ein k geben, sodass in 
Ak liegen. Daraus folgt aber f(Xl , … ,Xn ) A k+ l. Die A ist die 
aller A k, also auch die Elemente von A k+1 , insbesondere 

(b) Um zu zeigen, dass A Teilmenge ist , beweisen wir 
dass Ak Teilmenge A' ist für alle k O. Offenbar gilt dann auch 

A ç A' , da A die Vereinigung aller Ak ist. 

Ao ist des Satzes in A'. 

117,duktio17,shypothese: Ak ist Teilmenge von 

müssen zeigen, dass auch Ak+l ç A' gilt. Laut Definition 
gilt A k+l = Ak U I Vlegen der 1nduktionshypo-
these können wir Ak ç A' annehmen, es bleibt zu beweisen, dass I 

ç A' gilt. Dies folgt aber aus der 1nduktionshypothese und der 
Abgeschlossenheit von A' bezüglich f: da Xl ,… , Xn in Ak und damit in A' liegen, 
muss auch f(Xl ,… , Xn ) in A' 

1n anderen Worten: A ist die kleinste Menge , die Ao und abgeschlossen ist f. 
Um A kompakt und eindeutig zu kann daher folgendes Schema verwendet 
werden. 

SCHEMA DER INDUKTIVEN DEFINITION. A ist die kleinste lVIenge , für die gilt: 

(a) Ao ç A 

(b) Wenn dann f( Xl , ... ,X71 ) E _-1. 

1nduktive bestehen somit aus drei lichell I\:omponenten: einer 
me e, einer Abschlusseigenschaft und einer 

für die gilt . . . " ). 

1.8 BEISPIEL. Die in Beispiel 1.5 stufenweise konstruiert(' I\ Ienge lässt sich induktiv 
ren als die kleinste Menge A, für die gilt: 
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(a) 

(b) Wenn x ,y dann auch E A. 

1. 9 BEISPIEL. Die geraden Zahlen können induktiv definiert werden als die kleinste l\IIenge, 
für die gilt: 

(a) Grundelement: 0 ist eine gerade Zahl. 

(b) gerade Zahl, dann ist 2 eine solche. 

J ede der drei Bedingungen um die geraden Zahlen eindeutig festzulegen. 
Ohne der l\IIinimalitätsbedingung etwa käme auch die natürlichen Zahlen in 
Frage, da 0 eine natürliche Zahl ist und die natürlichen Zahlen abgeschlossen unter der 
Funktion ,, + 2" sind. Allerdings ist sie nicht die >deinste Menge mit diesen Eigenschaften, 
da die geraden Zahlen eine echte Teilmenge bilden. Die erste Bedingung hingegen scheidet 
die ungeraden Zahlen als Kandidat aus. 

Die induktive Definition kann gemäß Satz 1. 7 auch benützt werden, um die geraden 
Zahlen stufenweise zu konstruieren: 

Ao = {O} 
Al = Ao U = {O} U {2} = {O, 2} 
A2 = = {O, 2} U {2, 4} = {O, 2, 4} 
A3 = A 2 U = {O,2,4}U{2,4,6} = {O,2,4,6} 

1.3 Reguläre Sprachen 

Eine der einfachsten Sprachklassen ist die Menge der regulären Sprachen. Reguläre Spra-
chen können auf mehrere gleichwertige Arten definiert werden: als reguläre Mengen, als 
die von endlichen Automaten akzeptierte Sprachfamilie, als die Menge regulären 
Grammatiken erzeugten Sprachen usw. Vlegen ihrer Einfachheit und der damit verbun-
denen guten Eigenschaften treten reguläre der 1nformatik häufig auf. 

1n der ersten Phase eines Compilerlaufes, der sogenannten lexikalischen Analyse, wird 
das Benutzerprogramm in eine Folge von Token umgewandelt; der entsprechende 
grammteil des Compilers wird als oder Lexer bezeichnet. Der Lexer fasst alle 
Zeichen, die zu einem Schlüsselwort, einem Bezeichner , einem Operator oder einer Zahl 

zusammen und wandelt sie in eine interne Darstellung um. Die Menge aller 
.Wörter, die jeweils ein Token bilden - alle Schlüsselwörter, Bezeichner, Zahlendarstel-

bilden eine reguläre Sprache. Diese reguläre Sprache lässt sich mittels regulärer 
Ausdrücke (siehe unten) beschreiben. Es gibt Programme, sogenannte 

die aus dieser Beschreibung automatisch einen passenden Scanner erzeugen 
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der dann als Teil eines Compilers genau diese reguläre Sprache in Token umwandelt; 
bekannte Scannergeneratoren unter UNIX sind etwa lex und flex. 

Ein anderes Anwendungsgebiet sind Texteditoren. Fortgeschrittene Editoren erlauben 
nicht Zeicheriketten in einem Text , sondern ermöglichen die Angabe 

mit denen alle Zeichenketten gesucht werden können, die in der durch das 
M uster spezifizierten Sprache liegen. Beispiele für solche Editoren sind vi emacs 
unter UNIX oder auch der Etwa kann man im vi mit dem 
Muster [0-9] [0-9] * alle ganzen Zahlen im Text 

\iVeiters gibt es zahlreiche Programme, insbesondere unter UNIX, die die Spezifikation 
Sprachen beginnt bei Kommandointer-

pretern wie Dos oder UNIx-Shells , die bei der Selektion von Dateien Ausdrücke mit 
,, \iVildcards" zulassen, und geht bis zu Programmen wie egrep oder awk, die beliebige 
reguläre Ausdrücke akzeptieren. Darüber hinaus bilden reguläre Ausdrücke ein wesentli-
ches Programmiersprachen wie PERL, die und Erzeugung von 
Textdateien (etwa von werden. 

Sucht man auf dem Server des World Wide Web Consortiums (W3C) nach den Spezifi-
kationen der Websprachen, stößt der ausgiebig von regulären 

macht. 1n der treten reguläre Ausdrücke sogar 
auf zwei Ebenen auf: einmal objektsprachlich als Teil von Document Type Definitions 
(DTDS) , und einmal metasprachlich zur Beschreibung der Syntax von XML (und damit 
auch jener von DTDS). 

1n den folgenden Abschnitten wir die regulären Sprachen als reguläre 
gen U Þ1d beschreiben verschiedene Formalismen und Notationen zur Festlegung regulärer 

1.3.1 Reguläre Mengen 

Reguläre Mengen sind nichts anderes als alle Sprachen, die aus einem Alphabet mittels 
der in Abschnitt 1.1 Operationen Vereinigung, Verkettung und Kleene-Stern 
gebildet werden 

1. 10 DEFINITION. Die der Sprachen über 2: ist die kleinste Menge, 
für die gilt: 

(a) {}, E Lreg(2:), 
für alle s 

(b) \iVenn A , B dann gilt auch A U B , A. B , (2:) ist 
abgeschlossen gegenüber Vereinigung, Verkettung und Kleene-Stern. 

Offensichtlich ist Lreg auch gegenüber dem + -Operator abgeschlossen: jeder Ausdruck 
x+ kann ja durch X . X * ersetzt 

1.11 BEISPIEL. Die Menge der Real-Zahlen in Modula ist eine reguläre Menge über dem 
Alphabet {Q, . . 
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erstem Punkt von 1.10 sind die "., 
und regu1är. 

die Vereinigung regu1ärer wieder regu1är ist, ist auch digit = 
regu1är. 

ist da sie mitte1s Verkettung und Vereinigung 
kann: {g} U {g} . 

- Aus der Abgesch10ssenheit bzgl. P1us- und Sternoperator fo1gt , dass auch digit+ 
digit* regu1är 

Daraus 1ässt sich nun die Menge der Rea1-Zah1en zusammensetzen: 

real digit+ . {J . digit* . u . digit+) 

Eine Rea1zah1 beginnt demnach mit einer Fo1ge von Ziffern (mindestens einer) , gefo1gt 
von einem Punkt und weiteren optiona1en Ziffern. Danach Exponentia1teil fo1-
gen, der aus dem Symbo1 g , einem optiona1en Vorzeichen und mindestens einer Ziffer 
bestehen 

1.12 BEISPIEL. Wir konstruieren einige der regu1ären Sprachen in 1.7. 
1m ersten Schritt erha1ten wir alle Sprachen, die 1aut Punkt 1 der induktiven 
von regu1äre Mengen sind: 

Ao = {{}, 
1m nächsten Schritt kommen alle Sprachen hinzu, die aus Ao mitte1s Vereinigung, Ver-
kettung und gebi1det werden 

Al = Ao u . 
Durch Vereinigung von E1ementen aus Al ergeben sich drei neue Mengen: 
und Durch Verkettung erha1ten wir sechs neue darunter etwa 

= und = Der Stern-Operator 1iefert 
nur auf eine neue Sprache: = lnsgesamt ergibt 
sich: 

A 2 = Al U { 
} 

ln A3 kommen alleine durch die Vereinigung 19 neue Sprachen hinzu. 

1.3.2 Reguläre Ausdrücke 

Um regu1äre Sprachen zu können, muss eine geeignete Notation festge-
legt werden. den historischen Wurzeln den Anforderungen - wie 
der Verständlichkeit für Nicht-Formalisten, der Ausdrückbarkeit im ASCII-Zeichensatz 
oder der einfachen algebraischen Handhabbarkeit - wurden verschiedene Varianten ein-

die sich direkt ineinander übersetzen lassen. Tabelle 1.2 gibt eine Ubersicht , 
wobei A für die Bezeichnung einer Untersprache, s für ein Symbol und X bzw. Y für 

im jewei1igen Formalismus steht. 
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REG. MENGE ALGEBRA EBNF SYNTAXDIAGRAIvIM KOMMENTAR 
A A A U ntersprache 

{} O Leersprache 
Leerwort -Sprache 

{s} S "s" Terminalsymbole 

X.y Xy Xy A ufeinanderfolge 

XuY X+y XIY Alternativen 

[XJ Option 

X* X * {X} 

X+ XX* X{X} 1 

(X) (X) (X) Gruppierung 

Tabelle 1.2: Verschiedene Notationen für reguläre Ausdrücke 

Algebraische Notation 

Aufgrund der Monoid-Eigenschaften der Sprachenverkettung orientiert sich die algebrai-
sche Notation an der Addition und verwendet + für die Mengenvereinigung und ø für 
das neutrale Element {}. Die Elementarsprachen und {s} (für s werden oh-
ne Mengenklammern geschrieben, und Verkettung wird durch Nebeneinanderschreiben 
ausgedrückt. Um Klammern zu sparen, ordnet höchste und ereinigung 
die niedrigste Formallässt sich die Sprache C(e) , die durch einen regulären 
Ausdruck e in algebraischer Notation wird , definieren als: 

= {} 

{s} 
u 

wobei ein Symbol und e, el , e2 reguläre Ausdrücke sind. 

1. 13 BElSPIEL. Die Realzahlen aus Beispiel 1.11 lassen sich darstellen als 

digit digit digit*) 

wobei digit eine Abkürzung für den Ausdruck (Q ist. 
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EBNF 

Die Syntax der P rogrammiersprache l\IIodula-2 im Anhang des Buches Programming in 
Modula-2 von N. Viirth wird durch Regeln in Backus-Naur Form (EBNF ) 
beschrieben. Eine EBNF ist nichts anderes a ls eine kontextfì'eie Grammatik (siehe Ab-
schnitt 1.5.2) erweitert um A usdrücke. 

1. 14 BEISPIEL. In dem Buch wird die Syntax der R ealzahlen durch 

real digi t {digi t} "." {digi t} [ScaleFactorJ 
ScaleFactor "E" ["+" {digit} 
digit "0"1"1"1"2"1"3"1"4"1"5"1"6"1"7"1"8"1"9" 

Diese Regeln lassen sich gemäß Tabelle 1.2 in reguläre Mengen übersetzen : 

digit 

digit . digit* . {J . . u 
. . 

u.. . u 

Vereinfacht man die rechten Seiten , erhält man den gleichen Ausdruck für real wie in 
Beispiel 

Syntaxdiagramme 

Zur Beschreibung der Syntax von Pascal und l\IIodula führte 
me ein, die nichts anderes als eine graphische Darst ellung regulärer Ausdrücke in EBNF 
sind. Die zu einem Syntaxdiagramm gehärende Sprache erhält man , indem man den Gra-
phen in Richt ung der Pfeile d urchläuft und alle angetroffen Terminalsymbole aneinander 
reiht . Ein Rechteck mit dem N amen eines anderen Syntaxdiagrammes entspricht dabei 
einem "Unterdiagrammaufruf" : an Stelle des Rechtecks wird das angegebene Syntaxdia-
gramm durchlaufen und an schließend im ursprünglichen Diagramm nach dem Rechteck 
fortgesetzt . 

1.15 BEISPIEL. Die 
der Realzahlen 

Reguläre Ausdrücke unter Unix 

Viele Standardprogramme in UNIX erlauben a ls Eingab e reguläre Ausdrücke. Beispiele 
dafür sind Editoren wie emacs , vi , ex und wie awk oder egrep, und 
Scannergeneratoren wie lex. Die Schreibweise der regulä ren Ausdrücke ist bei all diesen 

(1eider aber nicht ident isch4 ). Stellvertretend betrachten wir die 
regulären Ausdrücke, wie sie von egrep akzept iert werden. Das Kommando 

4Der Mathematiker und Informatiker D.E. Knuih - auch bekannt als Schöpfer des 
das zum Setzen dieses Skriptums wurde - definiert UNIX als ,,30 definiiions of 

living under one 
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real 

ScaleFactor 

ScaleFactor 

Abbildung 1.3: Syntaxdiagramme für die Realzahlen in Modula 

egrep , ( reg. 

sucht aus alle Zeilen eine enthalten, welche in der 
durch (reg. definierten Sprache liegt. Tabelle 1.4 fasst die wichtig-
sten Ausdruckselemente zusammen. 

1. 16 BEISPIEL. Um alle Zeilen zu die genau eine Realzahl in l\Ilodula-Syntax (und 
sonst nichts) enthalten, muss egrep mit dem regulären Ausdruck 

- [0-9] +\. [0-9]*(E[+-]?[0-9]+)?$ 

(oder einem werden. 

Reguläre Definitionen 

Hinter dem Begriff der r‘egulären verbirgt sich nichts anderes als die Verwen-
dung von Abkürzungen für reguläre Teilausdrücke. 1n den vorangegangenen Beispielen 
wurde bereits stillschweigend davon Gebrauch gemacht. So verwenden die meisten re-
gulären Ausdrücke für die Realzahlen der Syntaxdiagramme) neben auch 
noch und digit. Reguläre Definitionen erhöhen nicht die Ausdruckskraft re-
gulärer Ausdrücke: sie können ja Ersetzung der linken durch die rechten Seiten 
jederzeit eliminiert werden. 1hr Nutzen liegt in der besseren Strukturierung und damit 
der besseren Lesbarkeit der regulären Ausdrücke. 

Die einzige Einschränkung bei der Verwendung regulärer Definitionen besteht darin, 
dass keine (direkten oder indirekten) Rekursionen entstehen dürfen. Eine Definition wie 

digit. U 

ist nicht zulässig, da eigenen Definition (der rechten Seite der Gleichung) 
vorkommt. 
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AUSDRUCK SELEKTIERT BEISPIEL 
S Einzelzeichen 5, falls kein a selektiert alle Zeilen, die a enthalten 

Spezialsymbol 
\ s 5 (auch wenn a\. b selektiert alle Zeilen mit der Zei-

Spezia lsymbol) chenfolge a . b 
jedes beliebige Zeichen au- a . b selektiert alle die entweder 
ßer Zeilenende aab oder abb oder acb oder . .. enthal-

ten 
< Zeilenanfang a selekt iert a lle Zeilen, die mit a be-

gmnen 
$ Zeilenende a$ selekt iert alle Zeilen, die mit a enden 

[51 … 5n J alle Zeichen in {51, . . ., [abJ selekt iert alle Zeilen , die a oder b 
ent halten 

51 … 5n J alle Zeichen , die selektiert alle Zeilen , die nicht 
{51 , .. vorkomme nur aus a 's und b 's bestehen 

r* null oder a. *a selekt iert alle Zeilen , die zwei 
r durch beliebig viele (auch null) Zeichen 

getrennte a 's ent halten 
r+ ein oder mehr Vorkomm- a. +a selekt iert alle Zeilen , die zwei 

r durch beliebig viele (aber mind. ein) 
Zeichen getrennte a 's ent halten 

r? ein oder a. ? a selektiert alle Zeilen , die zwei 
von r durch null od er ein Zeichen getrennte 

a 's ent halten 
r { i} von r a. {4}a selekt iert alle d ie zwei 

durch genau vier Zeichen getrennte a 's 
ent halten 

r{ i , } i oder a{O , } ist gleichbedeutend mit a* und 
von r a {1, }mit a+ 

r {i , j } i bis r a{O , 1} ist gleichbedeutend mit a? 

r1r2 r1 gefolgt von r2 ab selekt iert a lle Zeilen , die ein a un-
mittelbar gefolgt von b ent halten 

r 11 r2 r1 oder r2 a I b selekt iert alle Zeilen , die a oder b 
ent halten 

(r ) T (a I b) ist gleichbedeutend mit [abJ 

Tabelle 1.4: Reguläre Ausdrücke des Kommandos egrep 
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q4 

digit digit digit 

digit 
Oq5 

Abbildung 1.5: Deterministischer endlicher Automat für die Realzahlen 

1.4 Endliche Automaten 

Endliche Automaten sind ein mathematisches Modell für Systeme, deren Ein- Aus-
gaben aus einem endlichen Wertebereich stammen und die nur über ein begrenztes 
Gedächtnis hinsichtlich der vorangegangenen Eingaben verfügen. Zu jedem Zeitpunkt 
befindet sich das System von internen Zuständen. Ein Zustand 
fasst alle 1nformationen aus den bisherigen Eingaben zusammen, die zur Festlegung 
des weiteren Verhaltens benötigt werden. Ein typisches Beispiel ist die Steuerung eines 
Aufzugs: sie muss lediglich über das momentane Stockwerk, die derzeitige Bewegungs-
richtung und die noch ausstehenden Beförderungswünsche - von denen es entsprechend 
der Zahl der Stockwerke nm‘ begrenzt viele geben Bescheid wissen; die früher 
erledigten Transporte hingegen sind irrelevant. 

1n der 1nformatik lassen sich viele Beispiele für Systeme mit nur endlich vielen 
ren Die Theorie der endlichen Automaten stellt daher ein nützliches 
Werkzeug beim Entwurf solcher Systeme dar. Zum Beispiel kann die lexikale Analyse-
phase eines Compilers als Automat beschrieben werden. Der Graph in Abb. 1.5 etwa 
stellt zum Erkennen von Realzahlen dar. Die Knoten des Graphen 
symbolisieren die Zustände des Kanten die erlaubten Zustandswechsel. Die 
Beschriftung einer Kante gibt die Aktion an, die den Zustandswechsel 
etwa bedeutet das Auftreten einer Ziffer an der momentanen Leseposition. Der Anfangs-

qo ist durch einen etwas dickeren Kreis , die Endzustände q2 und q5 durch einen 
Doppelkreis dargestellt. sich der Automat in einem Endzustand, war die bisher 
verarbeitete Zeichenkette eine gültige Realzahl. 

Betrachten wir zum Beispiel die Wegen der der 
Autõmat vom Anfangszustand qo in den Zustand ql , und wegen des Punktes weiter 
in den Zustand q2 . Die Tatsache, dass q2 ein Endzustand ist , zeigt an, 
eine gültige Realzahl ist. Ublicherweise suchen Lexer die Zeichenfolge, die zu 
einem Endzustand führt. 1n diesem Fall ist der Automat auch nach dem Lesen von 1 im 
Endzustand q2 , somit liegt auch der Nlenge der gültigen Realzahlen. 

Der Automat in Abb. 1.5 ist ein Beispiel für einen deierministischen endlichen Au-
to 
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digit digit digit 

Abbildung 1.6: Nichtdeterministischer A utomat für die Realzahlen 

die Realzahlen. Allerdings gibt es im Zustand qo beim Lesen einer " digit" zwei mögliche 
nämlich qo und ql . Welche der beiden Möglichkeiten letztlich zu einem 

Endzustand von den weiteren Eingabesymbolen ab; bei Wahl des falschen 
Folgezustandes muss später zurückgesetzt und die andere Alternative ausprobiert wer-
den (Stichwort Darüberhinaus enthält der NEA d.h. 
Zustandswechsel, bei denen das Leerwort gelesen wird , also gar kein Symbol verarbeitet 
wird. So ist es beim Automaten in Abb. 1.6 im Zustand q3 möglich , ohne Konsumie-
ren eines Eingabesymbols über die é-Kante nach q4 zu besteht eine 

zwischen Lesen eines Vorzeichen und Zustandswechsel ohne Verarbei-
tung eines Symbols; bei einer falschen Entscheidung muss später die Alternative versucht 
werden. 

Beide Arten von deterministische 
besitzen die gleiche Ausdruckstärke: jede formale die d urch eine 

Automaten des einen Typs charakterisiert wird, des 
anderen Typs beschrieben werden. Wie sich weiters herausstellt , ist die Klasse der von 
endlichen Automaten akzeptierten Sprachen identisch mit der Klasse der regulären Spra-
chen. Nach einer formalen Definition der Automaten im nächsten Abschnitt werden wir 
zelgen, 

wie man zu einer regulären Menge einen äquivalenten NEA mit é-
erhält, 

- wie man aus einem NEA DEA 

wie sich die von einem DEA akzeptierte Sprache als reguläre l\Ilenge darstellen 
lässt, und 

wie sich zu einem DEA ein äquivalenter DEA mit einer minimalen Anzahl von 
Zuständen konstruieren lässt (Abb. 1.7). 

Daraus ergibt sich die Gleichmächtigkeit der verschiedenen Formalismen; je nach An-
wendung man den geeigneten aus. Reguläre Ausdrücke eignen sich zur textuel'len 
Spezifikation regulärer Sprachen. Um diese dann in einem Scanner oder Editor verwen-
den zu können, werden sie in einen Automaten transformiert, der entweder explizit -als 
Datenstruktur oder implizit als Programmstück dargestellt werden kann. Nichtdetermi-
nistische Automaten haben dass sie direkt aus dem Ausdruck gewonnen wer-
den meist weniger und damit weniger Speicher als deterministische 
benötigen. Allerdings sind sie weniger effizient in der Abarbeitung, da im 
Backtracking erforderlich ist. Deterministische Automaten sind hingegen aufwendiger 
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minimaler 
DEA 

Reguläre 
Menge 

DEA 

NEA 

Abbildung 1.7: Verschiedene Formalismen zur Beschreibung regulärer Sprachen und die 
in diesem Kapitel behandelten Transformationen 

bei der Konstruktion, aber effizienter in der Abarbeitung. Dementsprechend verwen-
den Editoren NEAs 

während in Ubersetzern vorwiegend DEAs zur 
men Programme müssen mit einer begre ten Zahl von Mustern, die durch die 
Programmiersprache vorgegeben sind, in Token zerlegt werden). 

1.4.1 Deterministische endliche Automaten 

1.17 DEFINITION. Ein (DEA) wird durch ein Quintupel 
A = ó, qo , F ) beschrieben, wobei Q eine endliche von Zuständen, 
Anfangszustand , F ç Q eine und das Eingabealphabet ist. 
Die totale Funktion Ó: Q x heißt 

Formal gesehen ist ein Automat nichts anderes als ein markierter Graph, wobei Ó 
die der Kanten beschreibt. Ó(q, s) = q' bedeutet: sich der Automat im 
Zustand q und .wird das Symbol s gelesen, so geht der Automat in den Zustand q' 
über. Anschaulich lässt sich ein Automat als eine Steuereinheit mit einem Lesekopf 
darstellen (Abb. 1.8). Die Steuereinheit entspricht dabei der Zu 
Beginn befindet sie sich im Anfangszustand und der Lesekopf steht über dem ersten 
Zeichen des Eingabewortes. 1m Laufe der Analyse rückt der Lesekopf Zeichen für Zeichen 
nach rechts. 1st der Lesekopf am Ende der Eingabe angelangt und sich die 
Steuereinheit in einem Endzustand, dann wird die Eingabe akzeptiert, gehört damit zu 
der durch den Automaten beschriebenen Sprache. 

1. 18 BEISPIEL. Der Automat aus Abb. 1.5 wird formal durch das Quintupel 

q6} , Ó, qo , {q2 , q5}) 
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Steuereinheit 

81 

Abbildung 1.8: Darstellung eines mit dem Eingabewort 8182 … 8n 

beschrieben, wobei die Ubergangsfunktion Õ durch folgende Tabelle definiert ist: 

+ 
1234

56 

GAGAqqqGAGA 6664666 QAQAOAQAQAGAGA 6664666 qqqqqGAGA 
E 
qqqqqqq 

. -
AvnJanononuauno qqqqqqq 

9 
11255

56 

qqqqqqq 
O 
1125556 qqGAn-GAn-q 

6 

Der neu hinzugekommene Nicht-Endzustand q6 wird als "Falle" bezeichnet und dient 
als Fehlerzustand: jeder der nicht Beginn einer gültigen Realzahl sein kann, 
führt den Automaten in die Falle, aus der kein Weg mehr in einen führt. 
Durch Hinzufügen einer Falle lässt sich jede nur partiell Ubergangsfunktion zu 
einer totalen Bei der graphischen Darstellung wird wie in Abb. 1.5 

die Falle da die Fehlerübergänge die Darstellung komplexer, 
aber nicht informat iver machen 

Zur formalen Beschreibung des Automatenverhaltens auf einer Eingabe erweitern wir 
die Ubergangsfunktion Õ auf beliebige Wörter aus Ubergangsfunktion 
õ*:Q ist als 

q 

ist jener den der Automat erreicht, wenn er von q das 
Die von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierte -

oder je nach Sichtweise generierte - Sprache sind alle Wörter, Startzustand in 
einen Endzustand führen. 

1.19 DEFINITION. Sei õ* die zu einem deterministischen Automaten A gehörende erweiterte 
Ubergangsfunktion. Die von A akzeptierte ist definiert als 

I 
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wobei qo der Anfangszustand und F die I\Ienge der A ist. 

1.20 BEISPIEL. Mit Hi1fe der erweiterten Ubergangsfunktion 1ässt sich beschreiben, wie der 
aus Beispie1 1.18 die 

8* ( qo , 
= 
= = q5 

8*(8(ql , J, 

Da q5 ein Endzustand ist , a1so gehört der vom Automaten 
akzeptierten 

1.4.2 Nichtdeterministische endliche Automaten 

Nichtdeterministische Automaten unterscheiden sich von deterministischen nun dadurch, 
dass einem Zustand aus mit ein und demse1ben Eingabesymbo1 mehrere Fo1ge-

geben kann. Außerdem muss die Ubergangsfunktion nicht tota1 sein. 

1.21 DEFINITlON. Ein (NEA) wird ein 
tupe1 A 8, qo , F ) beschrieben, wobei Q eine end1iche l\Ilenge von Zuständen, 

der Anfangszustand, F ç Q eine l\Ilenge von das Eingabe-
a1phabet ist. Die 

Bei ei em NEA gängen zus 1 

auch dem 

1.22 DEFINITION. Ein utomat mit é- Ubergängen 
wird durch ein Quintupe1 A = 8, qo , F ) beschrieben, wobei wiederum Q eine end-
liche Menge von Zuständen, der Anfangszustand, F ç Q eine Menge von End-
zuständen und das Eingabea1phabet ist. Die Ubergangsfunktion ist nun gegeben durch 
8:Q x 

Zur Beschreibung der von NEA akzeptierten Sprache 
die erweiterte Ubergangsfunktion. 1m Unterschied zu DEAs ist das Ergebnis von 8* nicht 
ein einze1ner Zustand, sondern eine Menge von Zuständen. 1nformell kann 8* beschrieben 
werden a1s: 

I 
wobei bedeutet, dass es im Graphen, der die Übergangsfunktion darstellt , einen 

Pfad von q nach q' gibt. 1n diesem Sinne kann man sogar NEAs mit 
direkten für 

eine von 8* 
on die zu einem Zustand alle Fo1gezustände bestimmt, die über é-Ubergänge er-
reichbar sind. 

epso(q) = {q} 
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eps(q) 

epsn(q) U I 

U epsn(q) 
n>O 

Die Funktion eps trotz der scheinbar unendlichen Vereinigung in der letzten Glei-
chung effektiv berechnet werden: ab einem gewissen no gilt für no , dass 
epsn+l(q) = epsn(q). Die erweiterte kann nun werden als: 

eps(q) 

U U 5* (P' ,w) L:* 

Ein nichtdeterministischer Automat akzeptiert ein Wort wenn es irgendeinen mit 
w beschrifteten Pfad gibt, der vom Startzustand qo in einen Endzustand führt. 

1.23 DEFINITION. Sei 5* die zu einem é-NEA A gehörende erweiterte Ubergangsfunktion. 
Die von A akzeptierte ist als 

= I 5* 

wobei qo der Anfangszustand und F die Menge der Endzustände von A ist. 

1.24 BEISPIEL. Der Automat aus Abb. 1.6 wird formal durch das Quintupel 

beschrieben, wobei die Ubergangsfunktion 5 durch folgende Tabelle definiert ist: 

6 O 9 . E + 
qo {qo ,qd {} {} {} {} {} 
ql {} {} {q2} {} {} {} {} 
q2 {qd {q2} {} {q3} {} {} {} 
q3 {} {} {} {} {q4} {q4} {q4} 
q4 {q5} {q5} {} {} {} {} {} 
q5 {q5} {q5} {} {} {} {} {} 

Der Nichtdeterminismus kommt durch die Doppeleinträge in der ersten Zeile zum Aus-

1.4.3 Von regulären Mengen zu NEAs 

1.25 SÀTZ. Zu jeder regulären Menge L gibi es A, L 

Wir beschreiben ein Verfahren, um zu einer gegebenen regulären Menge einen im Allge-
meinen nichtdeterministischen endlichen Automaten mit é-Ubergängen zu konstruieren. 
Wir gehen dabei induktiv vor. Wir geben Automaten für die 
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und {5} an Dann zeigen wir, wie man aus einfacheren Automaten kompli-
ziertere zusammensetzt, die der Vereinigung, Verkettung und dem Stern der jeweiligen 
Sprachen entsprechen. Jeder so konstruiert , dass er einen eindeutigen 
Endknoten besitzt. 1m folgenden L ç die reguläre Sprache, für die ein 
NEA gesucht wird. 

L = {} wird von einem Automaten akzeptiert, bei dem Start- und Endknoten 
keine existieren (Abb. 1.9(a)). 

wird von Automaten dem Anfangs- und Endknoten durch 
eine Kante verbunden sind (Abb. 1.9(c)) . 

L = {5} mit 5 E wird von einem Automaten akzeptiert, bei dem Anfangs- und End-
eine mit 5 sind (Abb. 1.9(e)). 

Betrachten wir nun reguläre l\IIengen, die durch Verkettung oder Stern-
Operator L = Ll U L2, L = Ll . L2 oder L = (L 1 )* für gewisse reguläre 

und L2. Nehmen wir an, dass bereits Automaten Al und A2 existieren, die 
die Sprachen Ll und L 2 akzeptieren. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 

dass die Al und A 2 disjunkt sind, d.h. , kein Zustand 
komme in beiden Automaten gleichzeitig vor. 5 Weiters seien qO,i und qJ,i der Start- bzw. 
Endzustand von A i . \iVir zeigen nun, wie aus Al und A 2 ein Automat für L konstruiert 

L = Ll U L2: Den Automaten für L erhält man durch Al und A2 
(Abb. 1.9(b)). 

L = Ll . L2: Den Automaten für L erhält man durch Al und A2 
(Abb. 1.9(d )) . 

L = für L erhält man durch eines 
End- zum Anfangszustand von Al ' sodass eine Schleife zum mehrmaligen Durch-
laufen das Automaten entsteht, sowie durch Einrichten einer zum 
Akzeptieren des Leerwortes (Abb. 1.9(f)). 

Da per Definition alle regulären Sprachen durch Vereinigung, Verkettung und Stern-
Operator aus den Grundsprachen {} , und können, kann auch 
für jede reguläre Sprache ein é-NEA konstruiert werden. 

1.26 BEISPIEL. Betrachten wir die aller binären N umerale die mit ei-
nem Einser d.h. , L = w E L ist eine reguläre sie 
aus den Grundsprachen mittels Vereinigung, Verkettung und Stern auf gebaut werden 
kann: L = . U {1}) *. Wir beginnen damit, dass wir gemäß Abb. 1.9(e) NEAs 
für die drei Sprachen Dabei ist zu beachten, dass wir 

5 Andernfalls lässt sich diese Bedingung durch Umbenennung der Zustände jederzeit herstellen. Die 
Namen der Zustände haben ja keinen Einfiuss auf die akzeptierte Sprache. 

19 



• O O 

(a) L = {} (b) L = L 1 U L 2 

• Al 
-qO,l qf,l 

(c) L = (d) L = L 1 . L 2 

• s ,0 

(e) L = {s} mit s (f) L = (L 1 )* 

Abbildung 1.9: Konstruktion eines Automaten zu einer regulären Menge 
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für jede der drei Sprachen einen eigenen Automaten obwohl zwei Sprachen 
darunter identisch sind. 

A ,: • L.n 1. -q4 A 3 : 

Als nächstes schalten wir A2 und A3 gemäß der Konstruktion in Abb. 1.9(b) parallel, 
um den für zu erhalten. Dann wir die Konstruktion 
aus Abb. 1.9(f) (=Schleife+ Umleitung) an, um 1} * zu beschreiben. 

A4: 

q7 

Zu guter A1 und A5 in Serie die = 
= 1} * zu verketten. 

1.4.4 Determinisieren von Automaten 

1.27 SATZ. Zujedem nichtdeterministischen Automaten mit E-

gibt es Automaten (DEA) , der dieselbe 
zeptiert. 

Wir geben ein Verfahren an, das zu einem E-NEA A = 8, qo , F ) einen äquiva-
lenten DEA A = liefert. A so11 A in folgendem Sinn simulieren: kann 
sich A nach Lesen eines Wortes der . , (und 

dann so11 sich A nach Lesen des einem Zustand befinden, der 
mit ., qn} bezeichnet ist. Eine Zustandsbezeichnung in A listet also alle Zustände 
auf, in denen sich A bei einer bestimmten Eingabe befì.nden könnte. Als Knotenbe-
zeichnung kommen somit alle Teilmengen von Q in Frage: Q = P(Q). Anfangszustand 
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2 1 O 

Abbildung 1.10: Nichtdeterministischer Automat zu Beispiel 1.28 

des neuen ist qo = {qo}. sind 
von A auch ein fa11s der ur-

sprüngliche Automat A das Leerwort akzeptiert. Der neu konstruierte Automat sol1 ja 
keine E-Ubergänge mehr enthalten, daher ist die einzige Möglichkeit, vom Startzustand 

einen Endzustand zu gelangen und damit das Leerwort zu den 
Startzustand zu einem der Endzustände zu machen. 

fa11s 
sonst I 

<F

Die ist gleichwertig zu ð* also zu eps(qo) n 
Um den Nachfolger eines Zustandes q = {ql , … , qn} bezüglich eines 

zu finden, bestimmen wir alle die A der Zustände ql , . . . ,qn aus 
kann. Die Menge a11er dieser Zustände bildet die Bezeichnung des 

Nachfolgers von q. Wir erhalten somit: 

für a11e q 

Diese formale Beschreibung betrachtet a11e Zustände, auch solche, die nie vom An-
fangszustand aus erreicht werden können. In der Praxis untersucht man nicht von vorne 
herein alle Teilmengen von Q , sondern beginnt die Konstruktion mit dem 
ten {qo} , setzt dann mit jenen fort , die von {qo} aus in einem Schritt erreicht 
werden dann mit jenen, diesen in einem Schritt erreicht werden 
usw. Dadurch werden nur jene Zustände und Ubergänge die wirklich nötig 

d.h. , die vom Startzustand überhaupt erreichbar sind. 

{ql} 
{q2} 
{} 

{} 
{} 

{q2} 

{} 
{qI} 
{} 

1.28 BEISPIEL. Sei A der E-NEA (Q, L" ð, qo , F ), wobei 

6 
012 {qO , 

{qÛ 

QZF 

Abb. 1.10 ste11t den Automaten graphisch dar. 
Ehe wir die Ubergangsfunktion des deterministischen Automaten berechnen, bestim-

men wir als Zwischenschritt zuerst die erweiterte Ubergangsfunktion für jeden Zustand 
und jedes Symbol d.h. , wir sammeln a11e Zustände, die von q aus mit dem 

Wort sind; dabei müssen wir auch die E-Ubergänge miteinbeziehen. So sind 
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qo aus mit Q alle Zustände erreichbar: nach qo gibt es einen direkten Ubergang, 
O der mit Q beschriftet nach ql gelangt man über den Pfad und nach q2 

V über Obwohl die drei Pfade verschieden lang haben sie ge-
meinsam, dass insgesamt genau das wird, 
Nlit .1 gelangt man von qo aus über den Pfad nach ql und über den Pfad 

nach q2. Insgesamt erhalten wir die folgenden \iVerte: 

qo 
ql 
q2 

{qO , 
{} 
{} 

{ql , q2} 
{} 

{q2} 
{q2} 
{q2} 

Nun können wir mittels = die 

6 O 1 2 
{qo} 

{qO , ql , q2} 
{ql ,q2} {} { ql , q2} { q2 } 

{} {} { q2} 
{} {} {} {} 

U m etwa die Folgezustände von {ql , q2} zu wir in der Tabelle 
für 0* die Zeilen der Zustände ql q2. 

Endzustände sind all jene Zustände, die einen der ursprünglichen Endzustände enthal-
ten. Da F nur aus sind {qO ,ql ,q2} , {ql ,q2} und {q2} Endzustände. Weiters 
sehen wir , dass das Leerwort zu der von A akzeptierten Sprache da es 
ausschließlich Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand gibt: 

Daher ist auch {qO} ein Endzustand. 
Wir erhalten somit den Automaten A = (Q , L: , 0, qo , F ), wobei 

Q { { qo} , { qo , ql , q2} , { ql , q2}, { q2} , {} } 
F = { { qO} , { {q2}} 
qo = {qO} 

Abb. 1.11 stellt den deterministischen Automaten graphisch dar, wobei die Falle nicht 
eingezeichnet 

Ublicherweise eliminiert man zuerst die ê-Kanten und determinisiert dann den ent-
sprechenden NEA (ohne ê-Kanten) , wodurch sich ein einfacheres Verfahren für die 
terminisierung ergibt: 

Man beginnt mit dem Startzustand {qO}' Die aufgrund der Tabelle 
sich ergebenden neuen Zustandsmengen werden als neue Zeilen in der Tabelle hinzu-
gefügt. Die Einträge in den einzelnen Spalten für die Terminalsymbole ergeben sich 
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Abbildung 1.11: Automat aus Abb. 1.10 nach der Determinisierung 

dabei aus Vereinigung der den einzelnen Zustandsmenge in 
der ursprünglichen Tabelle. 

Die sich daraus in der Tabelle neu ergebenden Zustandsmengen werden als neue Zeilen 
hinzugefügt , die entsprechenden Einträge in den Spalten der Terminalsymbole wie zuvor 
berechnet, etc. 

Die neu entstandene Tabelle kann maximal 21Q1 (d.h. , also die Anzahl 
der Elemente in P (Q)) Zeilen oben beschriebene Verfahren bricht aber 
üb1icherweise viel früher ab. Das heißt , Zustandsmengen, die aufgrund des beschriebe-
nen Verfahrens von der Startzustandsmenge erreicht werden 

die Tabelle 
Wie schon zuvor sind auch hier die Endzustände all jene die einen der ur-

sprüng1ichen Endzustände enthalten. Uberdies kann der so konstruierte DEA höchstens 
eine Falle wenn, so ist dies {}. 

1.29 BEISPIEL. Wir determinisieren den NEA A, der graphisch und mit seiner Ubergangsta-
belle folgendermaßen gegeben ist: 
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a 

b 

pl{r,s} {} 
q I {p , r} {q} 

I {} {s} 
sl{s} {q} 

Wir erhalten folgenden deterministischen end1ichen Automaten: 

{p} 
{r,s} 
{} 
{s} 
{q ,s} 
{q} 
{p ,r,s} 
{p ,r} 

a 

{s} 
{} 
{s} 
{p , r, s} 
{p ,r} 
{r,s} 
{r,s} 

b 
{} 
{q ,s} 
{} 
{q} 
{q} 
{q} 
{q ,s} 
{s} 



{p} der und F = {{T, die der 
Endzustände des DEA ist. (Endzustände sind alle Zustände, die 
Endzustand 

1.4.5 Minimieren von deterministischen endlichen Automaten 

Für ein und dieselbe reguläre Sprache lassen sich verschiedene akzeptierende Automaten 
die sich in der Zahl der Zustände stark unterscheiden können. Es gilt aber der 

folgende Satz. 

1.30 SATZ. Für .iede Sprache gibt es einen der Zustände ein-
deutig bestimmten deterministischen endlichen der minimal in der der 
Zustände ist. 

1n den vorhergehenden Abschnitten wurde beschrieben, wie man zu jedem regulären 
Ausdruck einen - im Allgemeinen nicht minimalen - DEA erhält. Es reicht daher zu 
zeigen, wie die DEAs minimiert werden kann. Sei A = ð, qo , F ) 
ein beliebiger DEA. Die Kernidee ist, ununterscheidbaren Zustände zu 
einem einzigen zusammenzufassen. Zwei Zustände p und q heißen 
ein wenn man von p aus einen Endzustand gelangen kann, aber 

q aus, bzw. umgekehrt: 

rf:. F oder rf:. F , 

p und q sind wenn sie durch kein Wort unterschieden werden, wenn also 
für alle Wörter gilt, dass von beiden in einen Endzustand 
gelangt oder von keinem der beiden. Die Sprache, die von p aus akzeptiert wird, ist 
damit identisch mit jener, q aus akzeptiert wird. Jeder Ubergang nach q könnte 
genausogut nach p erfolgen, ohne die vom Automaten akzeptierte Sprache zu ändern. 

Um die Ununterscheidbarkeit von Zuständen festzustellen , scheint es zunächst erfor-
derlich, sie mit jedem der in auf Unterscheidbarkeit testen 
zu müssen. Man kann aber zeigen: sind Zustände unterscheidbar, dann sind sie durch ein 
V\Tort Länge kleiner n die Anzahl der Zustände 
ist. Tatsächlich geht es noch schneller: ausgehend von bestimmten Zustandspaaren, die 
unmittelbar als unterscheidbar kann man diesen Paaren sym-
bolweise "rückwärts tasten" und auch alle unmittelbar vorhergehenden Paare als unter-
scheidbar markieren. Die :NIinimierung kann also in folgenden Schritten erfolgen: 

1. Entferne alle Zustände, die nicht aus erreichbar sind. 

2. Markiere alle Zustandspaare (p , q) als unterscheidbar, für die und q rf:. F 
gilt oder umgekehrt , da jeder jedem Nicht-Endzustand durch das 
Leerwort unterscheidbar ist. 

3. Wiederhole den folgenden Schritt, bis keine weiteren Zustandspaare mehr als un-
terscheidbar markiert werden 
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1 

1 
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/V\ d 1 O 
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1 O 1 

f g h f 
1 1 

O 

(a) Vor der Minimierun (b) N ach der Minimierung 

Abbildung 1.12: Automat zu Beispiel 1.31 

Berechne für alle Zustandspaare (p , q) und das N achfolger-
Ò(q , a)); ist letzteres bereits als unterscheidbar markiert , 

markiere auch als unterscheidbar. 

L 

O 

4. Fasse alle voneinander ununterscheidbaren Zustände zu einem einzigen zusammen. 
D.h. , sind p und q ununterscheidbar, dann ersetze jeden q im ur-
sprünglichen Automaten durch einen nach p im und 
ferne q. 

Die Reihenfolge der in einem Paar ist irrelevant: (p , q) und (q , p) gelten als das 
gleiche Paar. 

1.31 BEISPIEL. Sei A der Automat aus Abb. 1.12(a). d ist der einzige Zustand, der 
nicht vom erreichbar ist , wir können im weiteren ignorieren. 

Zur Bestimmung aller Paare von ununterscheidbaren Zuständen verwenden wir eine 
Tabelle mit einer Zelle pro Zustandspaar. Paare, die sich nur durch die Reihenfolge der 
Zustände (p , q) und (q ,p) , erhalten eine gemeinsame Zelle. Für Paare 
der Form (P, p) müssen wir keine Zellen vorsehen, da offensichtlich jeder Zustand immer 
ununterscheid sich selber ist. 

Eine befüllte Zelle bedeutet, dass die beiden betreffenden Zustände unterscheidbar 
sind. Leere Zellen signalisieren am Ende die ununterscheidbaren Zu-
standspaare. 1m Prinzip genügt als Zelleneintrag für unterscheidbare Zustandspaare ir-
gendeine Markierung wie ein Kreuz oder ein Haken. Zu Kommentarzwecken geben wir 
statt dessen aber ein konkretes dem Alphabet das die beiden 
Zustände unterscheidet. 

beginnen, indem wir alle Paare, die aus einem End- und einem Nicht-Endzustand 
bestehen, durch Eintrag des Leerwortes als unterscheidbar markieren (Abb. 1.13(a)). 
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(a) 

)1 1 1 bl 1 b 

C 

e 

f 
g 
hl 1 1 

C e f 9 
(b) Zwischenbelegun 

e 

91Q1. 
hl 1 

1 
1 O 

1 10 

1 
b C e J 
(c) Endbelegun 

g 

Abbildung 1.13: der ununterscheidbaren Zustände in Abb. 1.12 

1m nächsten Schritt alle Zust andspaare, von denen aus wir mit einem 
einzigen Symbol eines der soeben markierten P aare erreichen , d .h. alle Paare (p , q), 
sodass für der Eint rag für bereits ist. Et , ,,,a 

b) = (f, c) gilt und der Eint rag für (f, c) 
bereits markiert ist. Als l\IIarkierung wählen wir das Wort 1., das sich aus dem 

dem Eintrag in der Zelle (f, c) , dem Leerwort , zusammensetzt: 1. = 
Die Belegung der Tabelle nach diesem Schritt ist in Abb. 1.13(b) 

den Durchlauf nur Paare 
( , e) , ( ,9) , (b,h) und (e ,9) . Wir bestimmen für jedes dieser Paare und jedes 

Symbol das Nachfolgerpaar und sehen nach , ob letzters mittlerweile markiert ist. Bei 
9) stellen wir etwa dass = (b, 9) markiert ist , wir können also 

als unterscheidbar Als Markierung wählen wir das \ iVort Q1., das 
sich aus dem Ubergangssymbol und dem vVort in der 
Q . 1.. Mit lässt sich jederzeit nachweisen , 9 unterscheidbar sind: 

ist ein ist keiner. 1nsgesamt erhalten wir in 
diesem Schritt die Tabelle gem äß Abb. 1.13(c) . 

1m letzten Durchlauf ändert sich an der Tabelle nichts mehr, da die Nachfolger von 
und (b, h) weit erhin unmarkiert sind. Somit handelt es sich bei diesen Paaren um 

jeweils Zustände, die wir können. W ir erhalten den 
Automaten in Abb . 

1.4.6 Von deterministischen Automaten zu regulären Mengen 

l.32 SATZ . Wird eine Spmche von einem deierminisiischen endlichen 
ist sie regulär. 

Der Beweis ist wieder geben ein Verfahren an , um die von einem DEA 
akzept ierte Sprache zu bestimmen. Dabei benöt igen wir lediglich Verket t ung, Vereini-
gung und den Stern-Operator, woraus folgt, dass die konstruierte Sprache eine reguläre 
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Menge ist. 
Sei also ein deterministischer endlicher Automat. vVir ordnen die 

Zustände und geben ihnen zwischen 1 und n , d.h. , Q = {ql ,… ,qn} , wobei 
der Anfangszustand den lndex 1 bekommt. 

Das der 
man von ohne einen Zwischenzustand zu berühren, dessen 

lndex größer als k ist. Genauer: Rt ist die aller VÝörter SI . . . Sm 

sodass 

SI … Sm) =8*(% ,S2...Sm) S3 … Sm) Sm) = 8*(qj , é) 

gilt , wobei il ,… ,im-l Anfang und Ende des Pfades unterliegen keiner Beschrän-
kung, es ist also i , j > k erlaubt. vVir nun die 

aus lndex von 
gewählten Nummerierung gibt es keinen mit lndex 0, daher ist R?j die 

Menge aller Symbole, mit denen man direkt - ohne - von qi nach qj 
gelangt. Das sind aber genau die durch 8 erlaubten Ubergänge. Für i = j liegt zusätzlich 

R?i. vVir erhalten also: 

ij - 1. 18(qi , s) füri=j 

Betrachten wir nun die Wörter in Rt für k > o. Für den Pfad es 
mehrere Möglichkeiten: 

qj: Alle Knoten auf dem Pfad haben einen lndex kleiner als k: das entsprechende 
Wort liegt somit in 

Der Pfad enthält den Zustand qk genau einmal. Damit lässt er sich 
Teilstück von qi nach qk und q" nach qj zerlegen. Jedes Teilstück für 
sich enthält qk nicht als Zwischenlmoten, sondern nur als Daher ist 
das vVort des ersten Teilstückes in zu finden , jenes des zweiten Teilstückes 
in RZjl. Das Gesamtwort besteht aus der beiden Stücke, die 
Menge aller ist also Rtl R;:Jl 

Der Pfad entält den Zustand q" genau zweimal. Das dem ersten 
liegt in R7;-; 1. das dem zweiten Stück (also der 

Schleife von qk nach qk) liegt in 1, und der Teil ist t 
R Z d e 

. 
<k <k <k <k qi Pfad entält den Zustand (]" dreimal, wir haben es also 

mit vier Teilstücken zu tun. Die Menge cler wird durch 
R K-l-RK-1.RK-1.RK- 1besetuiebe kj 
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Abbildung 1.14: Aut ol11at zu Beispiel 1.33 

<k <k <k <k <k 

Die Menge aller auf einel11 Pfad von qi nach qj erhalten wir durch Vereinigung 
der Teill11engen: 

(Rt lRT) U (Rt1.RZ 1.RC l )U(RF R F R F R U l )U 

U (RF)2 U ) R C I 

RC l U RF(RFY -RC l (12) 

Für wir die Menge die beim qi nach % 
auf einel11 da ja alle Zust ände einen lndex kleiner 
oder gleich n besitzen. Die VOl11 gesal11ten Auto l11aten akzeptierte Sprache als die 
Vereinigung aller Wörter, die auf eine l11 Pfad VOl11 zu einel11 der 
akzept iert werden , dargestellt werden: 

= U R0 (1.3) 

Die rekursive von R t (Gleichung 1.1 und 1.2) ausschließlich Verket-
tung, ung und den (A ) ist e. 

BEISPI 
für k = 0, 1 und 2 und erhalten die in Abb. 1.15 t abellierten Werte. Einige der Einträge 
wurden l11ittels der Rechenregeln aus Tabelle 1.1 vereinfacht. Den Wert von Rr3 erhält 
l11an etwa folgender l11aßen: 

Rr3 Ri3 U Ri2 . . 
. 

. 

. 
U {Q}. . 
. 

wir gel11äß Gleichung 1.3 die Rr2 und Rr3 ' 

Rr2 Rr2 U Rr3 . . 
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23 
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k =O 

{} {} 

k=2 

. 

. . 
. {QQ}* 
. . 

Abbildung 1.15: Rt für den aus Abb. 1.14 

. u . . . . . 

. u . . . . 
Rr3 Rî3 u Rî3 . . 

. . . . . . 

. . ({Q,.1} . {Q} * . 

A akzeptierte Sprache lässt sich somit durch den handlichen Ausdruck 

Rr2 u Rr3 
{Q} . {QQ} * U . . . . 

1.4.7 Eigenschaften regulärer Sprachen 

Die breite Verwendung regulärer Sprachen im Informatik-Alltag hängt einerseits mit 
ihrer Ausdrucksstärke die die Beschreibung relevanter Sprachen erlaubt, an-
dererseits besitzen reguläre Sprachen viele nützliche Eigenschaften, von denen wir im 
Folgenden einige diskutieren werden. 

Abschlusseigenschaften 

Per Definition sind reguläre Sprachen abgeschlossen Verket-
tung und dem Stern-Operator (siehe 1.10). Das heißt, die Vereinigung oder 
die Verkettung zweier regulärer Sprachen ist wieder regulär, ebenso wie die Sprache, 
die man erhält, wenn man Wörter einer Sprache in allen Varianten aneinanderhängt. 
Darüberhinaus sind reguläre Sprachen aber auch bezüglich der anderen üblichen 
genoperationen abgeschlossen. 
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1.34 SATZ. Reguläre gegenüber K omplementbildung, Durch-
schnitt und Differenz. 

Das K omplement einer Sprache L über einem Alphabet ist die Sprache L , die alle 
Wörter in enthält, die nicht in L sind: L = - L = L}. Der Beweis der 
Abgeschlossenheit bzgl. Komplementbildung lässt sich leicht mit Hilfe endlicher Auto-
maten führen. Da L regulär ist, gibt es A zu L , d.h., der Automat A erreicht 
mit einem aus einen 

der Sprache liegt, und er erreicht einen rþ. FA) , 
in der Sprache liegt. Betrachten wir nun den Automaten A' , der genauso 

definiert ist wie A , nur dass seine Endzustände genau den A 
entsprechen (FA' Q - FA). Offensichtlich akzeptiert A' genau jene Wörter in 
die A nicht akzeptiert, d.h. , die von A' akzeptierte Sprache ist - L. Da wir aber in 
Abschnitt 1.4.6 festgestellt haben, dass jede von einem endlichen Automaten akzeptierte 
Sprache regulär ist , haben wir dass das Komplement einer regulären Sprache 
wieder regulär ist. 

Die Abgeschlossenheit bezüglich und lässt sich über die 
normalen Mengengesetze auf Komplement und Vereinigung zurückführen: 

L1 - L2 
L 1 UL2 

L 1 nL2 

1.35 SATZ. Reguläre sind Spiegelung. 

Die gespiegelte Sprache LT zu einer Sprache L erhält man, indem man jedes Wort 
spiegelt (umdreht):6 

V' = sn … 81 für 

Um einzusehen, dass L T regulär wenn L es ist, gehen einem beliebigen endli-
chen Automaten A aus, der L akzeptiert. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können 
wir annehmen, dass A nur Endzustand besitzt. Falls nicht, fügen wir einen neuen 
Zustand hinzu, der Ubergängen von den ursprünglichen Endzuständen aus erreich-
bar ist, und zum neuen und einzigen Endzustand. die 
gespiegelte Sprache erhalten wir nun, indem wir Start- und Endzustand vertauschen und 
alle Zustandsübergänge umkehren. 

1.36 BEISPIEL. Der nichtdeterministische Automat für die Realzahlen in Abb. 1.6 besitzt 
zwei Endzustände. Wir führen einen neuen Endzustand q6 samt é-Ubergängen von q2 
und q5 ein. Anschließend vertauschen wir die Rollen von Start- und Endzustand und 
kehren alle um. Der so erhaltene Automat (Abb. 1.16) akzeptiert die 
Sprache der gespiegelten 

1.37 SATZ. Reguläre Sprachen unter Homomorphismen. 

6Das hochgestellte r steht für "reverse". 
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q6 

digit digit 

Endlicher für die gespiegelten Realzahlen (Beispiel 1.36) 

1.38 DEFINITION. Seien L: und f zwei Alphabete. Ein Homomorphismus ist eine Funktion 
h: L:• f* , d.h. , ein Homomorphismus bildet einzelne Symbole aus L: auf Wörter über r 
ab. Ein Homomorphismus lässt sich in naheliegender Weise induktiv über L: 
erweitern: 

1. 

2. = für 

Klarerweise gilt auf Grund dieser = für E 
d.h. = h(sd … h(sn) wobei Sl , ... , sn Symbole aus L: sind. Der Homomor-
phismus h heißt E-frei, wenn gilt. Das Bild einer 
Sprache L erhält man durch Anwenden des Homomorphismus auf jedes Wort der Spra-
che: 

h(L) 

Satz 1.37 aus , dass für jede reguläre Sprache L und h 
auch h(L) regulär ist. Am direktesten lässt sich das an der graphischen Darstellung 
eines deterministischen Automaten für L einsehen. Sl … sn in L entspricht 
einem Pfad vom Startknoten zum Endknoten, dessen Kanten der Reihe nach mit Sl , 

... , sn beschriftet Um den Automaten für h(L ) zu erhalten, ersetzen wir jede 
Kantenbeschriftung s durch h(s). Das Ergebnis ist im Allgemeinen noch kein Automat 
nach unserer da nun einige Kanten beschriftet sind, die als 
ein Symbol sind. Fällen ersetzen wir die Einzelkanten durch eine Kantenfolge 
mit Hilfszuständen, sodass jede Kante wieder nur mit einem Symbol beschriftet ist. Gilt 
etwa h(s) wird ein 

im ursprünglichen Automaten ersetzt durch cliE' I\:êllltE'llfolge 

im wobei die Zustände P1 , . . . ,Pk - I lleue Hilfszustände sind. Offenbar 
akzeptiert der so entstandene Automat die SprachE' h(L ). letztere ist also 
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X X Z X X 

X 
Oq5 qi qï 

Abbildung 1.17: Endlicher Automat für die Sprache h(real) (Beispiel 1.39) 

1.39 BEISPIEL. Sei real die in Beispiel 1.11 Sprache der Realzahlen, und sei h ein 
Homomorphismus definiert durch h(d) = X für d h(g) = E , h (J = yyy und 

= = Aus dem Abb. 1.5 für die Sprache real wir mit 
dem oben beschriebenen Verfahren den Automaten in Abbildung 1.17 für die Sprache 

Elementare Entscheidungsprobleme 

Unter einem Entscheidungsproblem versteht man eine Entschei-
im Zusammenhang mit formalen Sprachen sind Fragen wie etwa, ob ein 

\iVort in einer Sprache liegt (Wortproblem oder ob zwei Ausdrücke 
dieselbe Sprache beschreiben oder ob die einen Ausdruck 
beschriebene Sprache leer , endlich oder unendlich ist. Für reguläre Sprachen sind all 
diese Fragen man kann Algorithmen angeben, die diese Fragen immer 
eindeutig 

1.40 SATZ. Sei L eine reguläre die durch der beschriebenen spe-
zifiziert ist, und sei W ort. Es gibt der feststellt, L liegt 
oder nicht. 

Ein Entscheidungsverfahren besteht darin, einen Automaten für die Sprache L zu 
konstruieren und zu überprüfen, ob er das Wort oder nicht. 

1.41 SATZ. Es gibt der von einer regulären Sprache, die durch einen der 
beschriebenen ist, feststellt, ob sie leer, endlich oder unendlich 
ist. 

Diese einfach beantwortet werden, wenn die Sprache durch einen mi-
nimalen deterministischen Automaten spezifiziert wird; wie wir gesehen haben, existiert 
eine derartige Darstellung immer. Die reguläre Sprache ist leer genau dann, wenn der 
minimale Automat keinen Endknoten Enthält der Graph der Ubergangsfunktion 
einen Zyklus , ist die Sprache unendlich, andernfalls endlich. 

1 .42 SATZ. Es gibt einen Algorithmus, der für je zwei die durch einen der 
beschriebenen Formalismen sind, feststellt, ob sie identisch sind oder nicht. 

Eine Methode zum Testen der Aquivalenz besteht darin, jeden der beiden 
Ausdrücke oder Automaten , die die Sprachen spezifiziert sind, zu determinisieren 
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und anschließend zu überprüfen, ob diese Minimalautomaten identisch 
bis der sind (Satz 1.30). Eine andere J-.. lethode besteht 
je einen Automaten für die wechselseitigen Differenzen der beiden Sprachen 
und L2 L 1 ) zu konstr zu ob diese die leere Sprache akzeptieren. 
(Sätze 1.34 und 1.41). 

Grenzen regulärer Sprachen 

Praktisch alle Programmiersprachen enthalten geschachtelte Strukturen wie Schleifen 
oder Klammerausdrücke, bei denen es darauf ankommt , dass die Anfangsmarkierungen 
der Strukturen (for, while, Klammer) immer gepaart mit 
rungen (end, endif, schließende Klammer) auftreten. Außerdem dürfen sich derartige 
Strukturen nicht durchdringen, d.h. , innere Strukturen müssen vor beendet 
werden. Einfachstes Beispiel für derartige Schachtelungen ist die Sprache 

den Anfangs- und 12 den Endmarkierungen entspricht. Es zeigt sich, dass der-
artige Sprachen nicht regulär sind, d.h. , reguläre Ausdrücke und Automaten sind zu 
ausdrucksschwach um sie spezifizieren zu können. 

Wir zeigen mit indirekten dass L 
sein kann: wir nehmen an, L wäre regulär, und führen diese Annahme auf einen 

1st L regulär, gibt es einen DEA A = ð, qo , F ) = L. Wir 
betrachten die Zustände, die vom Startzustand aus mit den \ iVörtern erreichbar sind, 
also die Zustände ð* für Da ein endlicher Automat nur über endlich viele 
verschiedene Zustände verfügt , muss es nach dem Schubfachprinzip 7 zwei voneinander 
verschiedene Zahlen m und n geben, sodass die Zustände und iden-
tisch sind; sei q dieser Zustand. Da zu L gehört, muss man von q aus mit dem 
Wort 12n in einen Endzustand gelangen können: das 
erhalten wir: 

ð*(ð* (qO , 12n) 
ð*(q,12n) 
qf 

d.h. , wird ebenfalls von A akzeptiert, obwohl das also 
nicht zu L gehört. Daraus unsere Annahme, dass es für L einen endlichen 
Automaten gibt, falsch war. Die Sprache L ist daher nicht regulär. 

Diese Argumentation lässt sich verallgemeinern und als allgemeine Eigenschaft re-
gulärer Sprachen formulieren: alle hinreichend großen Wörter einer regulären Sprache 
lassen sich zerlegen als xyz , sodass xyt z für beliebiges i ebenfalls in der Sprache liegt. 

1 .-J3 SATZ (PUMPING-LEMMA FÜR SPRACHEN). Sei L eine unendliche reguläre 
Sprache. Es gibt eine Schranke jedes mit geschrieben 

xyz mit = xyt z ebenfalls in L liegt 

ïDas (engl. pigeonhole besagt, dass bei 1 Gegenständen 
auf mindestens in einem zwei oder mehr Gegenstände landen müssen. 
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Kompakter ausgedrückt gilt also für jede unendliche reguläre Sprache: 

'l::/w E L mit :Jx , y , z mit x y z : 
Dieser Satz folgt aus der Endlichkeit der Zustandsmenge endlicher Auto-
maten unter Zuhilfenahme des Schubfachprinzips. Da L eine reguläre 
Sprache ist , gibt es einen endlichen Automaten A, der L akzeptiert; der 
Automat habe m Zustände. Da L laut Voraussetzung) eine unendliche Sprache 
ist , gibt es Vlörter in L , die aus m Zeichen oder mehr bestehen, mit 

. . . Betrachten wir die Zustandsfolge, Startzustand qo 
bis zu Endzustand qn beim Akzeptieren von 

Da die Zahl der durchlaufenen 1, größer als die Zahl der vorhandenen 
ist, sind mindestens zwei der durchlaufenen Zustände, sagen wir qi und qj , 

identisch. Die Zustandsfolge ist also keine lineare Kette, sondern mindestens einmal zu 
einem Zyklus gefaltet, der innerhalb der ersten m Zeichen auftreten muss: 

qi+1 

qi , qj 

Sei x das bis zum Zyklus, y das Zyklus z 
das restliche Es gilt xyz , wobei (der Zyklus tritt 
innerhalb der ersten m Zeichen auf) und Zyklus besteht aus mindestens 
einem liegt nicht L , sondern auch das Wort, das man 
ohne Durchlaufen des Zyklus sowie jenes , das durch zweimaliges Durchlaufen 
entsteht, usw. l\lIit anderen = z gehört zur Sprache für beliebiges i. 

Die Hauptanwendung des Pumping-Lemmas besteht darin zu dass eine gege-
bene unendliche Sprache L nicht regulär ist. Zu diesem Zweck muss man beweisen, dass 
sich zu jeder beliebigen Schranke m ein Wort in lässt , sodass zu jeder beliebigen 

- unter den Bedingungen i 
sodass nicht in L liegt: 

mit 'l::/x ,y , z mit xyz : tJ. L 

Diese Argumentation lässt sich als Spiel zwischen zwei Personen auffassen: Der Propo-
nent versucht , zum Pumping-Lemma herbeizuführen, der Opponent 
versucht dies zu verhindern. Das Spiel besteht aus vier Schritten: 

1. Der Opponent gibt eine Schranke m vor. 

2. Der Proponent wählt ein Wort der unendlichen Sprache L , das nicht kürzer 
als m sein darf 
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3. Der Opponent zerlegt w in drei Teile, xyz , wobei muss. 

4. Der P roponent versucht ein sodass xy2 z nicht in L liegt. Gelingt 
ihm das, hat der Proponent gewonnen , andernfalls der Opponent. 

Falls der Proponent eine besitzt, d.h. , falls er im zweiten immer 
ein kann, sodass er unabhängig von der Zerlegung durch den Opponenten 
im vierten Schritt ein geeignetes i angeben kann, dann ist L nicht 

1.44 B EISPIEL. zeigen mit Hilfe der Spiel-Variante des Pumping-Lemmas , dass L 
nicht ist. 

1. Der Opponent gibt eine Schranke m vor. Da wir für alle möglichen Spielverläufe 
eine Gewinnstrategie wählen wir keine konkrete Zahl, sondern 
verwenden m als Parameter in den weiteren Spielschritten. 

2. Das so gewählt werden , dass die Zerlegungsmöglichkeiten 
Schritt eingeschränkt werden. lassen daher den Proponenten das = 

Es liegt in L und hat die erforderliche Länge, da Iw l = gilt . 

3. Egal wie der Opponent können die Teilwörter x und y wegen der 
Einschränkung nur bestehen : 

> + + NV

z 

ka-
>
E

qrQ
Z 

4. Der Proponent wählt i = O. erhalten 

= 

x 

Da j + l= m - k < m gilt , weniger a ls :Q 's, liegt also nicht in der Sprache L. 
Somit kann der Proponent immer L ist daher nicht regulär. 

1. -!5 zeigen mit Hilfe der regulärer Sprachen , dass die 
Sprache L = nicht regulär ist. Sei h der folgende Homomorphis-

h(f. ) 
Angewendet auf L erhalten wir: 

h(L) = 

= 
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Da reguläre Sprachen abgeschlossen unter Homomorphismen sind (Satz 1.37) , ist h(L) 
eine reguläre Sprache, falls L eine ist. Allerdings ist h(L) identisch mit der Sprache 
aus Beispiel 1.44, von der wir gezeigt haben, dass sie nicht regulär ist. Also kann per 
Umkehrschluss auch L nicht regulär 

1.46 BEISPIEL. Wir zeigen mit Hilfe des dass die Sprache L = {w 
regulär ist. Der Ausdr 

des Die Sprache L besteht also aus allen die weniger 
a's als b 's 

1. Der Opponent gibt eine Schranke m vor. 

2. Der Proponent Dieses Wort liegt in L und erfüllt die Längen-
= 2m+ 

3. Jede zulässige Zerlegung den Opponenten hat die Form 

j + k + l = m , k > 0 
x y z 

4. Der Proponent wählt i = 2. erhalten 

_ 
W2 

z iJ2 z 

Wegen k 1 erhalten wir für die Anzahl der und :Q 's: 

j + 2k + l=m + 

Daher gehört W2 nicht zur Sprache L , sie kann also keine reguläre Sprache 

1.47 BEISPIEL. Wir zeigen mit Hilfe der Abschlusseigenschaften regulärer Sprachen, dass 
nicht regulär ist. 

Vläre L regulär , müsste auch die Sprache 

L' = 

regulär sein: Gemäß Satz 1.34 liefert sowohl das Komplement einer regulären Sprache 
als auch der Schnitt zweier regulärer Sprachen wieder eine reguläre Sprache. L' ist aber 

anderes als die Sprache die laut Beispiel 1.44 nicht regulär ist. 
Also kann auch L nicht regulär 
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1.5 Grammatiken 

Die in früheren Abschnitten behandelten Methoden zur (reguläre 
zu schwach, um typische Programmstrukturen beschreiben zu 

können. Andererseits möchte man die eingesetzten Methoden nicht zu mächtig machen, 
da sie dann nicht mehr für die automatische Verarbeitung geeignet sind. Es sol1 etwa 
möglich sein, aus einer automatisch einen Parser zu generieren, wie 
er in jedem Compiler zur syntaktischen Analyse des Programmaufbaues benötigt wird. 
Eine Klasse von Sprachen, die diese beiden Bedingungen - ausreichende Ausdrucksstärke 
und Automatisierbarkeit - ist die Klasse der kontextfreien Sprachen. Eine Sprache 
heißt kontextfrei, wenn es eine kontextfreie gibt , die diese Sprache erzeugt.8 

Grammatiken in dem hier verwendeten Sinn wurden von Chomsky9 zur Be-
natürlicher Sprachen eingeführt. Eine ein Zeichenersetzungs-

system, dessen Kernstück eine Menge von Ersetzungsregeln ist , sogenannte Produktionen. 

1 .48 BEISPIEL. Seien folgende Regeln gegeben: 

S HP VP "Satz" 
HP ArtH "Hauptwortphrase" 
VP -• Aux HP V "Zeitwortphrase (verb phrase)" 
Art • die|das "Artikel" 
H -• KatzeI Dosenfutter "Hauptwort" - wird "Hilfszeitwort (auxiliary verb) " 
V - fressen "Zeitwort (verb)" 

Die ersten drei Regeln beschreiben einen gewissen Typ von deutschen Laut 
erster Regel bestehen Sätze dieses Typs aus einer Hauptwort- und einer Zeitwort-Phrase. 
Eine wird aus Artikel und einem gebildet (2. Regel) , 
eine Zeitwortphrase aus einem Hilfszeitwort, einer Hauptwortphrase und einem Zeitwort 
(3. Regel). Die übrigen Regeln ordnen den vier Grundkategorien Art , H , Aux und V 

zu. 

Um Sätze zu bilden, geht man vom Startsymbol S aus und ersetzt solange gemäß 
den bis man bei einem Satz besteht. Zum 

8Die bekanntesten Unix heißen yacc und bison. Sie akzeptieren gewisse Formen 
kontextfreier Grammatiken als und Programmteile (sogenannte Parser) , die genau 
die durch die Grammatik beschriebene Sprache analysieren 

9 Amerikanischer Linguist, geboren 1928. 
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Beispiel erhält durch zehn Ersetzungen folgenden deutschen Satz: 

VVV 
VP 
VP 

HP 
H 
H 

S 

Aux 

Aux Art 

HP 
Art H 
Art H 
Art H 
die H 

die Katze wird das fressen 

Beispiel ist die Anzahl der erzeugbaren Sätze endlich, da keine der Regeln 
rekursiv ist . Wie leicht überlegt , können insgesamt 16 Sätze generiert werden. 

1.49 DEFINITION. Eine Grammatik oder Typ-O-Grammatik) wird ein 
(N , T , P, S) beschrieben, wobei N das Alphabet der Variablen (Nontermina-

le) , T das Alphabet der Terminalsymbole, P die l\Ilenge der Produktionen und 
das Startsymbol ist. N und T müssen disjunkt sein: = {}. Die Menge der Produk-

ist eine von (NUT)+ x d.h. , eine Produktion ist ein Paar 
ß beliebige Folgen von Terminal- und Nonterminalsymbolen sein 

d ürfen mit der Statt wird geschrieben. 
Die 

1.50 BEISPIEL. Sei P die Menge der Produktionen aus Beispiel 1.48. Um 
Grammatik zu noch die IVlengen der Terminal- und 
bole festgelegt werden. 

{S , HP , VP , Art , H , Aux , V} N 

Als Beschreibung erhalten wir (N , T , P , S ). 

Ein Wort U direkt (in einem aus einem vVort 
u (N U T)+ , geschrieben als v falls es x ,y (N U T)* gibt, sodass 

Das heißt, U' muss aus v durch ung einer 
Regel in P 

w ist es eine Wörtern 
gibt, sodass v gilt für Diese Folge wird als 
Ableitung bezeichnet und geschrieben als 

T 

n 
/ ' =;> W 

Lässt mehreren Schritten aus v ableiten, schreiben 
Formal kann der refiexive und tronsitive Abschluss von 

Jedes aus dem Startsymbol nellnt man auch 
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Die durch G (N , T , P, S) Sprache J2( G) ist die aller terminalen 
Satzformen, d.h. die nur aus Terminalsymbolen 

die aus dem Star tsymbol S in beliebig vielen Schritten abgeleitet werden 
können. Formal: 

= I S . 

1. 51 DEFINITION. Eine formale Sprache L heißt einer Typ-
erzeugt wird. 

Zwei Grammatiken G 1 und G2 heißen wenn sie dieselbe Sprache 
wenn also gilt. 

1.52 BEISPIEL. Die in Beispiel 1.48 informell beschriebene Ableitung wird durch die 
nen formalisiert: 

H VP H Aux NP V H Aux Art H V 
=} die H Aux V =}* die Katze wird das Dosenfutter fressen 

Vom vorletzten zum letzten Wort fanden Ersetzungen statt, daher die Verwendung 
von von Die von der Grammatik G erzeugte Sprache kann mit Hilfe des 
Verkettungsoperators beschrieben werden durch 

= 

Einschub: Der reflexive und transitive Abschluss einer Relation 

Eine binäre Relation R auf einer Menge A (also R ç A x A) heißt10 

- wenn für gilt, ist; 

- symmeirisch, folgt , dass auch 

- wenn und bRc folgt , dass gilt. 

Sei [eine Menge von Relationseigenschaften. Der [ -Abschlussll einer R auf A 
ist die kleinste Relation alle Paare von R enthält und zusätzlich die Eigenschaften 
in [ besitzt, also abgeschlossen bzgl. dieser Eigenschaften ist. 

Beispielsweise ist der imnsitive Abschluss von R , bezeichnet mit R+ , die kleinste 
für die gilt: 

(a) gilt , dann auch R ç R+. 

(b) und bR+c gilt , dann 

Für den refiexiven und als man zusätzlich 
mch gilt , d.h. , R * = R+ U 

10 x Ry steht 
llManchmal auch [-Hülle genannt. 
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Reguläre Grammatiken 

1.53 DEFINITION. Eine matik heißt regulär (oder , alle ihre 
Produktionen die Form oder A , B Nonterminale 
ein Terminalsymbol ist. 

1.5.1 

Zwischen regulären Grammatiken und nichtdeterministischen Automaten 
gibt es eine direkte Beziehung. Jedes Nonterminal lässt sich als 

als A B 
also B a). Als Startzustand wählt man das Startnonterminal und als 

Endzustände alle Nonterminale A , für die eine Produktion Der so ent-
standene Automat akzeptiert entsprechenden Grammatik erzeugte Sprache. 
Die Konstruktion lässt sich offensichtlich umkehren, es gilt also der folgende Satz. 

1.54 SATZ. Wird eine Sprache von einer regulären generiert, sie regulär. 
Umgekehrt lässt sich zu jeder Sprache eine reguläre Grammatik die sie 
generiert. 

1.55 BEISPIEL. Wir geben eine reguläre Grammatik G (N , T , P, S) für die Sprache der 
Realzahlen in IVIodula-2 (siehe letzter 

{Real , A , B , C , D , E} 
, 

B Igc 
C 
D 
E 

Real 

NTP 

S 

Die folgende Ableitung zeigt, dass die liegt. 

A B D Real 

1.5.2 Kontextfreie Grammatiken 

1.56 DEFINITION. Eine Grammatik heißt (oder Typ-2-Grammatik) , wenn die lin-
ke Seite jeder Produktion ein einzelnes Nonterminalsymbol ist, d.h. , wenn alle Produk-
tionen die Gestalt wobei A E N U T)*. Eine 8prache L 
heißt kontextfrei, wenn es eine kontextfreie Grammatik G gibt, = L . 

1.57 DEFINITION. Eine formale Sprache L heißt wenn Sie von einer Typ-2-Gram-
matik erzeugt wird. 
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Per ist jede reguläre Grammatik auch eine kontextfreie Grammatik. Somit 
sind die regulären Sprachen eille Teilmenge der kontextfreien. 

Für kontextfreie Grammatiken führen wir drei zusätzliche Ableitungsrelationen ein, 
die Teilmengen 

x Ay L gilt , falls A • ß eine Produktion ist und x nur aus Ter-
minalsymbolen besteht Y ist ein beliebiges Wort aus (N U T) * 

gilt, falls Produktion ist und y nur aus 
Terminalsymbolen besteht x ist ein beliebiges Wort aus (N U T) * . 

xOA1Xl … Anx n gilt, falls A 1 • ßl , … , An • ßn 
sind und alle xi nur aus Terminalsymbolen bestehen (xo ,… ,x n 

T*). 

Bei einer Linksableitung wird also immer das erste Nonterminal ersetzt, bei einer Rechts-
ableitung immer das letzte, und bei einer Parallelableitung werden alle Nonterminale 
gleichzeitig ersetzt. bezeichnen refiexiven und transiti-
ven Abschluss der drei Relationen. Der folgende Satz sagt aus, dass alle vier Relationen 
(einschließlich dieselben Terminalwörter 

1.58 SATZ. Sei G = (N , eine und seien 
gilt: 

I S = I S = I = I S 

1.59 BEISPIEL. Die reguläre Grammatik aus Beispiel 1.55 ist auch ein Beispiel für eine kon-
textfreie Grammatik. Wir geben hier eine übersichtlichere Grammatik für dieselbe re-
guläre Sprache der Realzahlen in Modula, die allerdings keine reguläre Grammatik mehr 
ist. Sei G = (N , mit 

N {Real , Sign , Digits , ? 

T = 
P { Digits .:. Digits 

Digits , 

S Real 

Digits Digit Digits , 
, 

Eine Parallelableitung des Wortes folgendermaßen aus: 
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Dasselbe Wort erhält folgende Linksableitung: 

Real =='?L Digit Digits.!. Digits ScaleFactor =='?L .!. Digits 
Digits.!. Digits ScaleFactor 

=='?L Digits =='?L Digit Digits 
S 3 1. 4 

Sign Digit Digits Digits 
Digits 3 1.4E-l 

Anmerkung: Ob eine Grammatik regulär oder kontextfrei ist, hat ausschließlich mit 
der Form ihre1' Produktionen zu nicht mit dem T yp de1' Sp1'ache , die sie e1'-

zeugt. So kann eine nicht-regulä1'e Grammatik du1'chaus eine regulä1'e Sp1'ache erzeugen 
(siehe vo1'iges Beispiel). Eine Sprache heißt dann 1'egulä1' , wenn 1'eguläre 
G1'ammatik fü1' sie gibt , bzw. wenn sie sich als 1'egulä1'e J\!Ienge sch1'eiben lässt. Sie ist 
kontextfrei , wenn es eine kontextf1'eie Grammatik gibt , die sie gene1'iert. Somit ist jede 
1'egulä1'e Sp1'ache auch kontextf1'ei , da jede 1'egulä1'e G1'ammatik auch kontextfrei ist. 

1.60 BEISPIEL. Wohlgefo1'mte Klamme1'ausdrücke (WKA) Modell fü1' geklamme1'-

te Ausdrücke dienen , wie sie in allen P 1'og1'ammiersp1'achen vo1'kommen. Die Menge WKA 
ist die kleinste Menge, die folgende Bedingungen e1'fü11t: 

(b) WKA , dann ist auch in WKA. 

(c) WKA , dann ist WKA. 

WKA wie ( () () ) () ode1' ( ( () ) ), wäh1'end ( )) ( kein wohlgefo1'mte1' Klam-
ist. Man kann dass WKA keine reguläre Sp1'ache ist. Sie ist aber 

kontextfrei, da sich eine kontextfreie G1'ammatik die WKA erzeugt. Eine 
de1'artige G1'ammatik ist etwa 

G = {(,)} , I 

Genau genommen muss man natürlich erst dass tatsächlich .c (G) WKA 
gilt , dass also G die gewünschte Sprache erzeugt. Be sind n 1 

zeigen hier lediglich, 
dass (() () ) () in indem wi1' eine Ableitung geben: 

H1ka H1ka H 7.:0 

Wka Wko ) () = ( 
() ( Wka ) )( ) = (()())() --------
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1.61 BEISPIEL. Sei G = ({S} , S). Die von G erzeugte 
ist die nicht-reguläre Menge I = . . .}. Beispiel einer Ablei-
tung: S 

1.62 BEISPIEL. Sei G = ({S} , :Q S :Q} , S). Die von G erzeugte 
Sprache ist die aller Palindrome über dem Alphabet d.h. , 

= .} 

Auch diese Sprache ist nicht regulär. 

Ableitungsbäume 

Um Ableitungen in kontextfreien Grammatiken graphisch repräsentieren zu 
werden sogenannte Ableitungsbäume verwendet , wodurch die Struktur 
der Ableitung in einer kontextfreien Grammatik ersichtlich 
benötigen wir dazu aber noch die allgemeinen Begriffe eines Graphen und eines (geord-
neten) Baumes. 

Einschub: Graphen und Bäume 

Seien U und W endliche Mengen. Ein markierter gerichteter 9 über U und W ist 
ein Tripel (K , E , L) wobei K die Menge der Knoten , E ç K x H! x K die Menge der 
Kanten und L : K • U die Knotenmarkierungsfunktion ist. 

Ein stellt eine vom Knoten x zum Knoten y 
mit 

Zwei markierte gerichtete Graphen 9 = (K , E , L) und g' = , L') über U und W 
heißen isomorph, wenn wenn es eine bijektive Abbildung f : K • K' gibt , sodass für 
alle k , l W E E genau dann wenn (f f 

Gilt außerdem für alle k so heißen 9 und g' 

Ein (geordneter, markierter gerichteter) über U und W ist ein Graph 9 
(K, E , U und W , der folgende erfüllt: 
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1. W = {1 , für ein 

2. Es gibt genau einen ausgezeichneten Knoten, die sogenannte Wurzel Po , der keinen 
hat (d.h. , keine Kanten gibt es von der 

aus zu jedem anderen Knoten q von 9 einen Pfad (po, el ,pl , … ,Pk-l , q) 
der k (pi , < k , q = Pk. 

3. der Wurzel verschiedene Knoten hat genau einen 

4. Jeder Knoten ohne Nachfolger Blatt. 

5. 1st kein Blatt, so sind die Nachfolger von P geordnet (die die 
Bezeichnungen 1 bis k für ein 



l 2 

6CQ (a) 

\\ /
/( 

Baum (a) und vereinfachte (Beispiel 1. 63 , 1. 65) 

1.63 BEISPIEL. Der 1.18(a) dargestellte Graph ist ein Baum. Der Knoten 1 ist 
die Wurzel dieses Baumes und der Vorgänger der Knoten 2, 3 und 4. Die Knoten 5 und 6 
sind die Nachfolger des Knotens 3. Die Blätter des Baums sind die Knoten 2, 4, 5 und 6. 

1n der Literatur wird der in Abbildung 1.18(a) dargestellet Baum meist durch das Bild 
in Abbildung 1.18(b) wobei die Knoten nur mehr durch ihre Markierungen 
dargestellt werden und die Kanten durch einfache Striche ohne Richtungspfeile. Durch 
entsprechende Konventionen , nämlich die Anordnung von oben nach bzw. von 
links nach rechts, ergibt sich aber auch damit eine eindeutige Darstellung eines Baumes. 

1.64 DEFINITION. Sei G = (N , T , P , S) eine Grammatik. Ein Baum 9 = (K , E , L) 
über U = N U T U und W = {1 , ... , n} heißt für G , wenn Folgendes 
gilt: 

1. 1st po von g, so gilt L(po) = S 

2. 1st p kein Blatt, so muss gelten. 

3. 1st p ein Blatt mit L (P) ist p der einzige Nachfolger seines 

4. 1st I die geordnete Menge der von p mit L(p) = A wegfüh-
renden Kanten, so ist A • L(ql) . . . L(qn) eine Produktion in P. 

Allgemeiner heißt für ein Baum 9 über N U T U W = A-
für G , wenn für po von 9 L(po) = A gilt, und 9 die oben angeführten 

Bedingungen 2, 3 und 4 erfüllt. Ein Ableitungsbaum ist also ein für G. Ein 
eines ist ein vollständiger Teilgraph g' von 9 mit einer Pó 

mit L (Pó) = B für ein B und somit ein für B . 
1st ein A-Baum für G , so bezeichnet die Front jenes Wort aus (N U 

das man erhält, die Knotenmarkierungen der Blätter von 9 von links nach 
rechts zusammensetzt . 
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1 \ 2 

Teilbaum des Baumes aus (Beispiel 1.65) 

1.65 BEISPIEL. Sei G = ({8} , 8 ). \iVie man sich leicht überlegen 
= I Der Baum aus Abbildung 1.18(a) ist 

Ableitungsbaum (8-Baum) für G , der 8-Baum aus Abbildung 1.19 ein Teilbaum jenes 
Baumes. Die Front des aus Abbildung 1.18(a) ergibt sich als Folge 
der Labels der Knoten 2, 5, 6 , 4 zu 

Formal wird die Front eines Ableitungsbaumes folgendermaßen definiert: 

1.66 DEFINITION. Sei G = (N ,T ,P ,8 ) eine kontextfreie Grammatik und 9 = (K,E ,L) ein 
A-Baum für G. Wir definieren nun eine Ordnungsrelation auf den Pfaden von g: Seien 
P(j) = für j 2} zwei voneinander verschiedene Pfade 
in g , die in der Würzel (i.e. , Pl ,O = P2 ,O = PO) und zu einem Blatt von 9 führen, 
dann definieren wir P1 < P2 genau dann, wenn es ein gibt, sodass el ,i für 
alle < m und el ,m < e2 ,m' 

Betrachten wir derartigen pfade in g , so sind diese wohlgeordnet; sind Pl , . . . , Pk 

die Blätter dieser Pfade, so ist die g durch L(Pl) .. . L (Pk) definiert. 

Die Bedeutung der obigen Bezeichnung ist in der Tatsache begründet, dass man auf 
Grund der Eigenschaft 4 eines A-Baumes sofort die folgende Beziehung zwischen Ablei-
tungen und für eine kontextfreie Grammatik herstellen kann: 

1.67 SATZ. Sei G = (N , T , P , 8) eine = (K,E ,L) 
für G U T)*. gilt A ::::} es 
G mit Somit gilt für 8 e'lnen 

für G mit 

Es gilt aber mehr: Jeder Linksableitung in G kann man eindeutig einen Ab-
leitungsbaum Gibt es zwei verschiedene Linksableitungen in G für ein 
so sind die entsprechenden Ableitungsb 

Graphen). Diese führen zu den folgendell 

1.68 DEFINITION. Eine kontextfreie Grammatik G = P. 5 ) heißt eindeutig, wenn es zu 
jedem in G ableitbaren Terminalwort genau eille Lillksableitung in G gibt. Ansonsten 
heißt G mehrdeutig. 

Mehrdeutigkeit ist meistens da sie Iw(kutet ‘ dass es Wörter in der ge-
nerierten Sprache gibt, deren Struktur auf verschiedclle .-\rten interpretiert werden 
(siehe auch Beispiel 1.70 unten). 

46 



1 2 1 2 

8( 12 7( 

Abbildung 1.20: Zwei für das (Beispiel 1.69) 

Eine konte:x;tfreie Sprache L heißt (inhärent) mehrdeutig, wenn jede Grammatik, die 
L erzeugt , mehrdeutig ist. Man kann dass es tatsächlich derart ige Sprachen gibt 
(siehe Beispiel 1. 71 ). 

1.69 BEISPIEL. Die Grammatik G ({5} , 5 ) ist mehrdeut ig. 
Denn für das gibt es zwei verschiedene Linksableitungen: 

sowie 

Demnach erhalten wir auch zwei verschiedene (Abbildung 1.20). 

Die von G erzeugte = ist a llerdings nicht 
denn es gilt für die eindeutige Grammatik 

G' = ({5, T }, 

Das besitzt in G' nur mehr die einzige Lillksableit ung 

1.70 BEISPIEL. Imperative Programmiersprachen besit z(,ll 
weisungen. Meist ist auch eine zweite Form erlaubt . Dieses 
nalanweisungen die Grammatik 

G1 = Anw) 
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beschrieben werden, wobei Pl aus den folgenden Produktionen besteht: 

others 

Dabei dient expr als Platzhalter für die üblichen logischen Ausdrücke 
sonstige 

G 1 ist mehrdeutig, da 

w 

zwei Linksableit ungen besitzt: 
L 

L 

w 
L 

L 

w 

Tatsächlich interpretiert werden: kann dem 
geordnet werden (1. Ableitung) oder dem Ableitung) . Ein Compiler muss 
sich in einer für den Programmierer vorhersehbaren Weise für eine der beiden Alternati-
ven entscheiden. Normalerweise gilt die Regel , dass dem nächstliegenden 

(entspricht der zweiten Ableitung). 
Obwohl G1 mehrdeutig ist , es nicht , da sie auch von einer eindeutigen 

Grammatik generiert wird: 

L 

L 

({Anw , AnwT , AnwTE} , G2 

wobei P2 aus folgenden Produktionen besteht: 

AA 
AAAAAA a-n-a-h-h-h-PLPLP-1-

•|

•
|•| 

In dieser Grammatik gibt es für w nur noch eine Linksableitung: 12 

12Genau genommen muss die Ableitungsrelation noch mit der Grammatik indiziert werden, auf de-
ren Produktionen sie sich bezieht, also hier etwa L Da aber klar sein dürfte, welche 

von sich auf welche Grammatik beziehen, vvurde auf diese Formalität verzichtet. 
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1. 71 BEISPIEL. Die Sprache L I m ,n 1} U 1} ist die 
Vereinigung zweier kontextfreier Sprachen L1 und L2 , 

L1 ;;::: und 
L 2 I 

werden kontextfreien Grammatiken 

Gi = Pi , Si) , mit 
P1 {Sl • A1B1' und 
P2 {S2 • A2B2 ' 

erzeugt, woraus 

G S ) mit 
P = {S • A1B1 I A2B2 , 

konstruieren und es gilt: 

U = L1 U L2 = L. 

geben nun alle Linksableitungen in obiger Grammatik 
G an: 

-

Intuitiv dass es für jede Grammatik G, welche die obige Sprache 
L erzeugt, eine von G abhängige Konstante k geben muss , 
2 Linksableitungen haben muss. Mit entsprechend großem beweistechnischen Aufwand 
kann man in der Tat zeigen, dass alle Grammatiken für L mehrdeutig sind, d.h. , L ist 
inhärent 

begnügen hier jedoch, folgenden Satz ohne Beweis anzugeben: 

1. 72 SATZ. Es gibt inhärent mehrdeutige kontextfreie Sprachen. 
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Backus-Naur-Form (BNF) 

Die Backus-Naur-Form wird meist als Synonym für die Produktionen einer kontextfreien 
Grammatik verwendet. Historisch bedingt wird der Begriff der BNF oft mit einer be-
stimmten Konvention für die Schreibung von Nonterminalen verknüpft: um diese eindeu-
tig von Terminalsymbolen zu unterscheiden, war es üblich, den Namen der Nonterminale 
in spitze Klammern zu setzen, etwa;: 

(SF) 

(EBNF) 

Kontextfreie Grammatiken in EBNF - auch "Regular Right Part Grammar" (RRPG) 
genannt - unterscheiden sich von kontextfreien dass auf der 
rechten Seite einer Produktion reguläre Ausdrücke in EBNF stehen dürfen (siehe Ab-

1.3.2). Diese erhöht zwar nicht die Ausdruckskraft, erspart aber das 
explizite Anschreiben von "uninteressanten" Eine Prod uktion der Form 

etwa ermäglicht die Ableitung des aus A für beliebiges 
n 2': 0 in einem einzigen Schritt. Jede kontextfreie Grammatik in EBNF kann systema-
tisch in eine kontextfreie Grammatik übersetzt werden: 

entspricht A • Wl BW3 

B 
entspricht A • Wl BW3 

B 
entspricht A • Wl BW3 

B 

1. 73 BEISPIEL. Eine häufiges in der Syntax von Programmiersprachen sind Listen 
jedweder Art, etwa Listen von Bezeichnern (ldentifiern) , wie sie in 

können. 1n EBNF lassen sich solche Listen durch eine einzige Produktion 
erzeugen: 

{ , ident } 

1n einer konventionellen Grammatik wären hierzu Regeln notwendig: 

identlist • ident B 
B , 

1.74 BEISPIEL. Der Skalierungsfaktor einer Realzahl in lässt sich in EBNF kompakt 
beschreiben durch die Regel 

50 



Eine Ubersetzung in eine Standardgrammatik erfordert drei Produktionen: 

Bl Digit B2 

Digit B2 

Wählt man für die Hilfsvariablen Bl und B2 die sprechenderen Namen Sign und Digits , 
sind die Produktionen identisch mit jenen aus Beispiel 

Syntaxdiagramme 

bei Abschni 
graphisch Der 

Name eines Diagrammes entspricht der linken Seite Produktion, das Diagramm 
selber ihrer rechten Seite. 

1. 75 BEISPIEL. Ein Syntaxdiagramm für die Sprache der wohlgeklammerten Ausdrücke aus 
Beispiel 1.60 hat folgendes Aussehen: 

WKA 

Das Diagramm drei rekursive WKA, ist somit kein reguläres Syn-
taxdiagramm 

Normalformen für kontextfreie Grammatiken 

Allgemein ist eine Grammatik eines Typs in einer Normalform, wenn sie gewisse Bedin-
gungen erfüllt und man für jede Grammatik G dieses Typs effektiv eine Grammatik G' 
dieses Typs konstruieren die diesen Bedingungen entspricht. So gibt es auch zu 
jeder kontextfreien Grammatik Grammatik, die gewissen Restriktionen 
hinsichtlich der Form der Produktionen genügt. 1m Folgenden werden wir zwei bekannte 
N kontextfreie Grammatiken kennen lernen. 

Auf dem Weg zur ersten hier vorgestellten Normalform, der sogenannten Chomsky-
werden wir nun zu einer vorgegebenen Grammatik G = (N , T , P, S ) schritt-

weise Grammatiken Gi (N i , konstruieren, welche die folgenden 
Bedingungen erfüllen: 

(1) Aus jeder Variablen A E N ist ein ableitbar. 

(2) Für jedes Symbol N U T) gi bt es eine Satzform v , die 

(3) P enthält keine 
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( 4) P enthält keine Prod der Gestalt A • B (sogenannte 
für Variablen A , B 

wir gleichzeitig weitere Eigenschaften Entscheidungsalgorithmen 
kontextfreie Grammatiken 

1.76 LEMMA. Zu jeder G = (N , T , P, S ) gibt es eine 
äquivalente Grammatik G 1 (N 1 , T , P1 , S ) jeder G1 ein 

ist. 

BEWEIS. N 1 kann iterativ folgendermaßen bestimmt 

N?) = {A E N I 

Dies ist die Menge aller Variablen, aus denen direkt ein Terminalwort ableitbar ist. Für 
i > 1 definieren wir iterativ 

N?) = U T)*} U 

Bezeichnet n die Anzahl der Variablen in N, so ist klar, dass diese Iteration nach 
beendet werden kann, oder aber früher , sobald zwei 

derfolgende ein m > 
dass darin alle Produktionen aus P 

nur Symbole aus N 1 U T 

Wendet man die effektive Konstruktion im obigen Beweis auf eine beliebige kontext-
freie Grammatik G an, so erhält man sofort einen für das 
Problem ob die von G erzeugt Sprache leer ist Denn L( G) ist genau dann 

ht leer, wenn aus der 
= ø wenn S rJ. Nim

)) 

1. 77 LEMMA. Zu jeder es eine 
= P2 , S ) derart, jede in G2 von der 

von ist. 

BEWEIS. der zu G äquivalenten Grammatik G1 bestimmen wir nun die 
Menge aller Symbole V , die vom Startsymbol S aus erreichbar sind. 

Wir definiere 

V2(i ) = UT I U T)*} 

Dieser Algorithmus bricht nach höchstens n1 Schritten ab , die Anzahl der 
Symbole in T bezeichnet. D.h., 6lt 

(m) ,.-., 71 T n N 1 , sowie n T1 und P2 so, dass darin alle 
nur Symbole aus N 2 U T2 
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1.78 DEFINITION. Eine Grammatik, bei der jedes der Startvariablen aus erreich-
bar ist und ein Terminalwort ableitet (die Lemma 1. 76 und Lemma 1. 77 erfüllt) , heißt 
Grammatik ohne nutzlose Symbole. 

Um zu zeigen, dass es zu jeder kontextfreien Grammatik eine äquivalente kontextfreie 
Grammatik gibt, die auch monoton ist, müssen wir die é-Produktionen elimieren. 

1.79 LEIvIMA. Zu jeder G = (N , T , P, S ) mit L( gibt es 
eine G3 (N 3 , T3 , P3 , S ) ohne nutzlose Symbole und 

L(G3 ) = 

BEWEIS . der zu G äquivalenten Grammatik G2 ohne nutzlose Symbole, 
bestiml11.en wir nun die Menge aller Variablen, aus denen Schritten 
bezeichnet die Anzahl der Symbole in N 2 ) das Leerwort ableitbar ist: Wir definieren 

= 

Dies ist die l\llenge aller Variablen, aus denen das Leerwort direkt ableitbar ist. Für i 
mit 1 < wir iterativ 

= {A U 

Klarerweise gilt, dass aus einer Variablen A genau das Leerwort ableitbar ist, wenn 
A E man sofort S, 
genau dann, wenn S 

alle é-Produktionen aus P? und nehmen anstelle einer Produktion 
A • X1...Xk mit UT, k 2': 1, aus Produktionen 
in folgende erfüllen: 

1. 

2. für alle i mit 1 < i < k : 

X i für 

auf (Nt 2
) , die Algorithmen aus Lemma 1. 76 und Lemma 

1.77 um eventuell neu entstandene nutzlose Symbole zu entfernen, so erhalten wir 

Als letzte Vorbereitungsstufe für die Chomsky-Normalform eliminieren wir nun noch 
die sogenannten Einheitsproduktionen, also Produktionen der Gestalt A • B , wobei A 
und B Variablen sind. 

1.80 LEMMA . Zu jeder G es 
äquivalente Grammatik G4 = ohne nutzlose Produktionen 
und ohne 

53 



BEWEIS. Wir der zuvor zu G konstruierten Grammatik G3 aus und eliminie-
ren die dort enthaltenen Einheitsproduktionen folgendermaßen: Sei n3 gleich die Anzahl 
der Variablen in N3 und Bo • Bl eine Produktion in P3 . Dann betrachten wir alle 
Ableitungen Bo N 3 , d.h. , die im letzten Schritt ange-
wendete Produktion ist keine Einheitsproduktion. Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit wir annehmen , dass wir nur Ableitungen der Variablen 
zu betrachten brauchen, d.h. , k Wir ersetzen nun jede Gestalt 
Bo • Bl durch die Produktionen den oben beschriebenen Ableitungen. 

Nachdem es jedoch passieren kann, dass durch dieses Verfahren wiederum nutzlose 
Symbole erzeugt werden, muss man noch einmal Lemma 1.76 bzw. Lemma 1.77 anwen-
den, ehe man die gewünschte Grammatik G4 

Als Ergebnis Schritte erhalten wir eine sogenannte reduzierte 
Grammatik, also eine kontextfreie Grammatik, die weder nutzlose Symbole, 
oder 

1.81 SATZ (CHOMSKy-NORMALFORM FÜR KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN). Zu jeder 
textfreien Grammatik G = (N , T , P, 5 ) eine 
Grammatik G' = (N' , T' , P' , 5') (ohne nutzlose Symbole) so jede Pro-
duktion von der oder A ,B ,C und ist; 

erzeugen zu wird dessen dem 5 durch 
die Produktion 5 unter der Bedingung, 5 der 

einer Produktion 

BEWEIS. Nach dem zuvor Gezeigten ist es entscheidbar, ob das 
ist oder nicht. leer oder gleich dann sind wir bereits fertig. Ansonsten 
können wir nach den obigen Konstruktionen effektiv eine reduzierte Grammatik G4 = 
(N4 , Zu der reduzierten Grammatik G4 
konstruieren wir nun eine reduzierte Grammatik G' = (N' , T' , P' , 5') in Chomsky Nor-
malform. Als erstes ersetzen wir jedes Term.inalsymbol auf den rechten Seiten der 
Produktionen in P4 durch eine entsprechende neue Variable X a , soferne die rechte Seite 
nicht ohnehin nur aus einem einzigen Terminalsymbol besteht. Außerdem fügen wir die 
neuen Produktionen 

Jede Produktion der Gestalt A • Bl...Bk für k > 2, (nach der soeben durchgeführten 
Umformung sind alle Sybole auf der rechten Seite Variablen) ersetzen wir nun durch die 
Produktionen A • B1Y1, Gemäß diesen Umformungen 
ist die erhaltene Grammatik G" wieder reduziert , enthält also im speziellen weder E;- noch 
Einheitsproduktionen, sondern nur Produktionen der Gestalt der Gestalt 
A • BC für und A ,B ,C Das heißt. G" ist ill Chomsky Normalform. 

in L(G) , so sind wir breits fertig. d.h.. G' G" . Ansonsten wir 
zu P' noch die Produktion 5 lllll die zu G äquivalente reduzierte 
Grammatik in Chomsky Normalform zu erhalten. sof(,rlI(, S nicht auf der rechten Seite 
einer enthalten ist (5' 5) , oder ,yir miissen ein neues Startsymbol 5' 
hinzufügen (d.h. , N' = N" U {5'}) sowie uktionen 5' 
die rechte Seite einer d.h. , P' = P U {S' 
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1.82 BEISPIEL. Wir Grammatik N ormalform: 

G = P, S ) mit 
P = • A ,B . 

1. Zuerst untersuchen wir , ob aus jeder Variablen in G ein Terminalwort ableitbar ist 
(Lemma 1. 76): 

= {B ,C} 
- Ni2

) = {5, A} U {B , C} = N?) 
Aus D kann offensichtlich kein Terminalwort abgeleitet werden, wir erhalten also 

G1 = (N1 , 
N 1 = {S,A , B , C} 
P1 = 

Nun ist in G1 aus 
. . 

2. Als Nächstes überprüfen wir ausgehend von G1, ob alle Symbole vom Startsymbol 
S aus erreichbar sind (Lemma 1.77). 

= {5} 
= {A , U {S} = NP) 

Wie sich dabei herausste11t, ist C nicht vom Startsymbol erreichbar. Daher erhalten 

G2 = mit 
N 2 = {S,A ,B} 
P2 = • A ,B 

Mit G2 haben wir nun also eine zu G äquivalente Grammatik nutzlose Sym-
bole und es gilt 

3. Nun sehen wir uns die in G2 1. 79): 

= {B} 
= {S} U {B} = NP) 

Wir erhalten somit 

G3 = (N 3 , P3 , S) mit 
N3 = N2 = {S,A ,B} 

G3 enthält nun weder nutzlose Symbole noch E-Produktionen, und es = 
- E 
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4. 1n G3 gibt es noch die Einheitsproduktionen 8 • B sowie B • A , die wir 
eliminieren (Lemma 1.80). Nachdem aus B wie auch ableitbar ist 
(durch bzw. B ersetzen wir • A durch B 

8 • B durch 8 erhalten damit die Grammatik 

G4 = (N4, P4, 8) mit 
N4 = N3 = N2 = {8,A ,B} 

Durch erneute Anwendung der Lemmas 1.76 1.77 stellt man fest , dass in 
diesem Fall keine neuen nutzlosen Symbole erzeugt 

5. Zu guter Letzt konstruieren wir nun zur reduzierte Grammatik G4 (die 
eine reduzierte Grammatik G' in Chomsky-Normalform, für die gilt 

(Satz 1.81) 

Dabei ersetzen wir zunächst durch X a in allen Produktionen, in denen nicht al-
leine auf der rechten und erhalten so die neue Produktionenmenge 

{8 • XaA I . 

Nachdem wir unter Punkt 3. festgestellt haben, dass E wir noch 
die Produktion 8 um nun die zu G äquivalente Grammatik 

G' = P' , 8) mit 
p' = 

in Chomsky-Normalform zu erhalten. 

Man kann sich leicht davon überzeugen, = * gilt. 

Eine weitere bekannte Normalform für kontextfreie Grammatiken, die wir im Fol-
genden ohne Beweis benutzt Produktionen, deren rechte Seiten mit einem 
Terminalsymbol dem eventuell noch Variablen folgen. 

1.83 SATZ (GREIBACH-NoRMALFORM). 13Zujeder koniexifreien Grammaiik G = (N , T , P ,8 ) 
eine G' = (N' , T' , P' , 8') so kon-

struieren, jede Produkiion von der und 
man G' so konsiruie-

ren, gilt N 
zu wird dessen dem 

bol 8 durch die Produkiion 8 unier der Bedingung, 
der rechten Seiie einer Produkiion vorkommi. 

der 1939 in New York geborenen amerikanischen Mathematikerin Sheila Greibach. 
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1.84 Sprache L = wird von der folgenden Grammatik 
in erweiterter Greibach Normalform erzeugt: 

G = mit 
P = 

Die Linksableit ungen für sind: 
X Q2n 

1.85 B EISPIEL. Sei L = m , k > O}. Dann kann man L so umformen , dass 
> 0, k > O} . ' iVir konstruieren nun eine eindeut ige 

kontextfreie Grammatik G in erweiterter Greibach Normalform = L: 
G
P 

P, S) mit 

Die Linksableit ungen für alle n' > 0, k > 0 
an' b k-1 

Grenzen kontextfreier Sprachen 

wir in Abschnitt 1.4.7 gesehen haben , besagt das Pumping-Lemma für reguläre 
Sprachen , dass jede genügend lange Zeichenkette aus einer regulären Sprache eine kurze 
Teilzeichenkette ent hält , die b liebig aufgepumpt werden kann. Das Pumping-Lemma für 
kontextfreie Sprachen dass es immer zwei kurze Teilzeichenketten gibt , die 
eng zusammenliegen und beliebig oft wobei die Anzahl der 

für die beiden Teilzeichenketten gleich sein muss. 

1.86 SATZ (P UMPING-LEMMA FÜR KONTEXTFREIE SPRACHEN) . Für j ede 
che L ü ber existiert ein e nur von L n so, es für alle W örter 
z L mit Izl mit gibt: 

(a) z 

(b) 

(c) Ixyl > 0; 

(d) gilt z (i) 

BEWEIS (IDEE) . vVährend man das reguläre Sprachen mit der 
Anzahl der Zustände ent lang eines Pfades in ei11elll DEA begründet, kann man hier in 
ähnlicher Weise mit der Anzahl der Nonterminale ellt Pfaden in den binären Ab-
leitungsbäumen einer kontextfreien Grammatik argulIle11t ieren. Für Details dieser Kon-
strukt ion verweisen wir auf die einschlägige 
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1.87 BEISPIEL. Sei L = für beliebige Konstanten k , l, 
Wir zeigen nun mit Hilfe des Pumping-Lemmas für Sprachen, dass L keine 

kontextfreie Sprache sein führen einen Beweis, und nehmen an, L 
ist kontextfrei. Sei Konstante aus dem Pumping-Lemma und z Wegen 
Iz l = (k + l + m)n nach dem Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen 

x , y so existieren, dass z = 1, lxvyl und Zi = L für 
alle i 

Aus 0 folgt wegen jedoch o. Für Z2 man daher 
mn, aber entweder ist wegen nun kn oder ln. Da aber z 

das einzige Wort s in L mit Islc = jedoch gilt , kann Z2 nicht aus L sein. 
Aus 0 folgt für Z2 wegen muss entweder 

ln+ oder Somit gilt Z2 1- L , da und z das einzige Wort 
S mit 

haben damit alle von z untersucht, aber in jedem Fall 
erhalten! L kann daher nicht kontextfrei sein. 

Der folgende Satz, der sich direkt aus dem Pumping-Lemma für kontextfreie Sprachen 
ergibt , erlaubt für formale Sprachen von bestimmter Gestalt einfache Beweise dafür zu 
zeigen, dass die entsprechende Sprache nicht kontextfrei ist : 

1.88 FOLGERUNG (KOROLLAR ZUM PUMPING-LEMMA FÜR KONTEXTFREIE SPRACHEN). 
Sei L ç so gegeben, L = für eine streng 
de Funktion f in Gibt es nun für jede k 
natürliche so, + 1) - L nicht 

1.89 BEISPIEL. Satz 1.88 können die Sprachen 
1 P ist eine Primzahl } und nicht kontextfrei sein. 

1.5.3 Jenseits der Kontextfreiheit 

Um alle Aspekte der Syntax einer Programmiersprache beschreiben zu benötigt 
man mehr Ausdruckskraft , als kontextfreie Sprachen sie besitzen. Die Bedingung, dass 

ihrer Verwendung werden müssen oder dass die Operanden ei-
nes Operators im Typ übereinstimmen müssen, lässt sich nur schwer oder gar nicht 
durch eine kontextfreie Grammatik beschreiben. Ahnlich können in der Linguistik die 
Ubereinstimmung verschiedener Satzteile in Fall und Person nur unzureichend durch 
kontextfreie Grammatiken modelliert werden. Daher erweiterte Gram-
matiken um A ttribute bzw. Aktionen. Derartige Formalismen sprengen allerdings den 
Rahmen der in Abschnitt 1.5 definierten Grammatiken und des damit verbundenen Ab-
leitungsbegriffes. Eine genauere Behandlung dieser erfolgt im 
Rahmen 

Eine andere Möglichkeit zur Steigerung der Ausdruckskraft , die vor allem von theore-
tischem Interesse ist, besteht darin, die Produktionen einer Grammatik weniger einzu-
schränken. Bei regulären Grammatiken müssen die Produktionen ja die Gestalt 
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bzw. kontextfreie Produkt ionen haben die Form A • ß, wobei ß keinen 
1n den folgenden Abschnitten werden kontextsensitive und 

Grammatiken behandelt, bei denen Nonterminale im Kontext mit 
Symbolen ersetzt werden können. 

Monotone Grammatiken 

1.90 DEFINITION. Eine Grammatik heißt für alle gilt, 
dass die oder gleich der Länge von Kommt die Startvariable S 
nicht auf der rechten Seite irgendeiner Produktion vor, dann ist auch die Produktion 
S 

1.91 DEFINITION. Eine formale Sprache L heißt monoton, von einer monotonen 
Grammatik erzeugt wird. 

1.92 BEISPIEL. Die Sprache L = ist nicht kontextfrei, d.h. , es gibt keine 
kontextfreie Grammatik, die L generiert. L wird aber durch die monotone Grammatik 
( {S , T , C} , P , S ) erzeugt, wobei P die Produktionen ist: 

bC Cb 
C c 

-M-c a-
a---b-b-a-T S 

T 

Beispiel einer Ableitung: 

T bc Cbb C c 
C bcc C cc 

Kontextsensitive Grammatiken 

1. 93 DEFINITION. Eine ko alle Pr 
die Form uA v • ußv besitzen, wobei u , U und ß 

(NUT)+. Kommt die Startvariable S nicht auf der rechten Seite irgendeiner Produktion 
vor, dann ist auch die Produktion S 

1.94 DEFINITION. Eine formale Sprache L heißt kontextsensitiv, wenn Sie von einer Typ-1-
Grammatik erzeugt wird. 

1m Vergleich zu kontextfreien bei kontextsensitiven Grammatiken 
ein Nonterminal A nur dann ersetzt, wenn der Kontext links und rechts von A in der 
zugrundeliegenden 

14Unter der Länge eines \ ^lortes (aus Terminal- und 
in Wort. hat die 4; hat die O. 
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1.95 BEISPIEL. Sei L wie in Beispiel 1.92 die Sprache L = l\IIit Ausnah l11e 
einer einzigen sind a11e Produktionen der l110notonen Gral11l11atik auch kontextsensitiv. 
Das schwarze Schaf ist die l110notone Produktion C 12 • 12 C , die durch vier kontextsen-
sitive Regeln ersetzt werden l11uss. Sei G die Gral11l11atik 

( {S , T ,B , C,X , Y} , P, S ) 

P aus folgender Produktionen besteht: 

S -• CB -• CY 
T -• CY XY 
B ---+ b XY ---+ XC 

C c ---+ cc XC BC 

G ist kontextsensitiv und es gilt = L. Als Beispiel einer Ableitung leiten wir 
das Wort aaabbbccc ab. 

T B c T B C B c C B C B c 
C B C Y c C B X Y c C B X C c C B B C c 
C Y B C Y B C c C B C c B C B C c 
B C Y C c B X Y C c B X C C c B B C C c 

B bccc 

Die obige funktioniert genere11 für Regeln der Gestalt AD • BC , und 
wie l11an aus der Chol11sky-Norl11alforl11 (siehe weiss , sind dies die 
einzigen nicht kontextfreien Regeln in Typ-1-Grammatiken. Daher kann man zeigen, 
dass es zu jeder monotonen eine äquivalente kontextsensitive Gral11matik gibt. Da um-
gekehrt per definitionem jede kontextsensitive auch eine l110notone Gral11l11atik ist, gilt 
der folgende Satz: 

1.96 SATZ. Eine ist monoton, wenn sie kontextsensitiv ist. 

1.5.4 Die Chomsky-Hierarchie 

Jeder der in den vorigen Abschnitten definierten Grammatiktypen auch eine 
Fal11ilie for l11aler Sprachen. Der Zusal11l11enhang zwischen diesen Sprachfamilien sol1 nun 
behandelt werden. 

1. 97 D EFINITION. Sei i 1, 2, 3} und ein Alphabet. Dann wird die Menge a11er formalen 
Sprachen L ç die von einer Gral11l11atik vom T yp i erzeugt werden 
bezeichnet. Die Familie der formalen Sprachen, einer Typ-i-Gral11l11atik erzeugt 
werden bezeichnen wir 
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Für die Typ-i-Grammatiken gibt es die folgende Normalformen: 

Typ-3: A • b, 
Typ-2: A • b, 
Typ-1: A • b, 
Typ-O: A • b, 

A • bC, 
A • BC, 
A • BC, AD • BC, 
A • BC, AD • BC, 

b 
b 
b 
b 

Bei den Typen 3, 2, und 1 wird noch die Produktion S sofern die 
Startvariable S nicht auf der rechten Seite einer Produktion man aus 
diesen Normalformen für die Typ-i Grammatiken sofort gilt 

Aus den Beispielen mit den Pumping-Lemmas für reguläre und kontextfreie Srachen wis-
dass diese Inklusionen echt benötigen nun noch die folgende 

der Familie der rekursiven Sprachen: 

1.98 DEFINITION. Eine Sprache L heißt rekursiv, wenn das Komplement der 
Sprache L = B* - L , eine rekursiv Sprache ist, d.h. , L Die 
der Sprachen aus LO (B) wird mit Lrec(B) die Familie der rekur-
siven Sprachen mit Lrec. 

Eine formale Sprache L ist also genau dann rekursiv, die Sprache L selbst 
als auch ihr Komplement B* - L rekursiv aufzählbar sind. Damit bildet aber 
die größte Sprachfamilie, für die das (Wortproblem) für 
entscheidbar ist: 

1.99 SATZ. Problem ist für rekursive Sprachen L 

BEWEIS (IDEE). Ein einfacher Entscheidungsalgorithmus bei gegebenen 
G für eine Sprache L und einer Grammatik G' für das L , d.h. L , 

Man G 
.. Schritten ableitbar sind. Da nun das Wort in 

oder liegt , muss es U' in n Schritten entweder in G oder 
in n Schritten in G' ableitbar ist, d.h. , in den ableitbaren Satzformen 

Diese Familie der rekursiven schiebt sich nun noch zwischen Ll und 
bilden die in diesem Absclmitt Sprachfamilien eine strikte 

Hierarchie, die nach dem Linguisten Noam Chol1lsky I)(,ll<l llnt ist: 

1. 100 SATZ 

Für einen Beweis der \\"ir auf die einschlägige Literatur. 
Auf die Echtheit der wird noch in Abschnitt 1.6.3 eingegangen. 
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1.5.5 Abschlusseigenschaften 

Abschnitt betrachten wir nun zusamenfassend den Abschluss von Sprachfami-
lien der Chomsky-Hierarchie unter einstelligen Operationen wie Komplement und Stern 
sowie unter Operationen wie Vereinigung und Konkatenation. 

Vereinigung , Konkatenation und Stern 

Alle i 1,2, 3} , der Chomsky-Hierarchie sind den 
Operationen Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern abgeschlossen. 

1. 101 BEISPIEL. Seien Gi (Ni , T , Pi , Si) , i zwei kontextfreie Grammatiken mit 
Dann definieren wir die beiden kontextfreien Grammatiken Gunion für 

L(G1 ) U L(G2) und L(G1 ) . L(G2) folgendermaßen: 
Gunion = (N 1 U T , P1 U P2 U {S • Sl ,S • S2} , S ) 

(N1 U N 2 U {S} , T , P1 U P2 U {S • SlS2} , S ) 

Homomorphismus und inverser Homomorphismus 

Homomorphismen haben wir bereits in Abschnitt 1.4.7 kennengelernt. Es gilt der fol-
gende Satz: 

1.102 SATZ. Für i 2, 3} sind die gegenüber 
nur 

1.103 BEISPIEL. Sei L = }. Wir zeigen nun indirekt , dass L nicht 
kontextfrei sein Angenommen L ist kontextfrei. Sei dann h der Homomorphismus 
mit h sowie = 
und h(L) = N ach Satz 1.102 ist die Familie der 
kontextfreien Sprachen gegenüber beliebigen Homomorphismen d.h. auch 
h(L) müsste daher kontextfrei sein. Nach Beispiel 1.87 ist h(L) kontextfrei, 
d.h. auch L kann keine kontextfreie Sprache 

1.104 DEFINITION. 1st ein Homomorphismus h : L:* • f * gegeben, so ist der inverse Homo-
morphismus h-1 für eine Sprache L definiert als h-1 (L) := I 

1.105 SATZ. Für 1, 2, 3} sind die gegenüber inversen Homomorphismen 

gsm-Abbildung 

Eine allgemeinere Art von Homomorphismen sind sogenannte gsm-Abbildungen. Dabei 
kann man sich eine gsm (generalized sequential machine) als endlichen Automaten mit 
Ausgabe vorstellen: 
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1.106 DEFINITION. Eine gsm ist ein Sechstupel M = (Q, 2:; , r , 8, qo , F ), wobei Q die lIIenge 
der Zustände, 2:; das Eingabe- und r das Ausgabealphabet, 8 x 2:; x Q x r * die 
Ubergangsfunktion, qo der Anfangszustand und F die Menge der Endzustände ist. Die 
durch M gegebene gsm-Abbildung !tVJ : 2:;* • p (r *) ist folgendermaßen definiert: Für 

berechnet sich ein Element aus !I\lJ dadurch, dass wie beim 
endlichen Automaten (Q, 2:; ,8' ,qo ,F ) mit 8' = {(q ,a; p) I das 
wort wird , gleichzeitig mit dem zu (q ,a;p,v) 
aber auch das v ausgegeben wird; alle derartigen Ausgabewörter 
v , die sich auf bei der Analyse des einem Pfad vom 
Startknoten qo zu einem Endknoten aus F ergeben, 

Gilt für alle dass so nennt man sowohl M als auch 
Gibt es für jedes Paar höchstens einen Ubergang so nennt man 

sowohl M als auch fM deterministisch. 

Die Abbildung fM kann in natürlicher Weise auf beliebige Sprachen L ç 2:;* erweitert 
werden: 

f JVJ ( L ) : = I v für 

1. 107 BEISPIEL. Die folgende (deterministische) gsm bildet die Sprache auf 
die Sprache ab: 

8(q1 , Q) 

, 
, 

N1 = ({qO , qd , 8, qo , {qd )mit 

1.108 BEISPIEL. Um die Sprache auf die Sprache I 
abzubilden, konstruieren wir die folgende (deterministische) gsm: 

mit 

A1 = ({qi I {q7} ) 

= 
, 
, 
, 

für 
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Jeder Homomorphismus ist eine sehr einfache gsm-Abbildung, die nur einen einzigen 
benötigt: Für einen gegebenen Homomorphismus h: 2: • r* ist die zugehörige 

gsm M h folgendermaßen defi.niert: 

Nh = 

1. 109 SATZ. Für i 2, 3} sind die gegenüber und 
gegenüber der mo-

Spmchen ist nur gsm-Abbildungen und 

1. 110 BEISPIEL. Wir zeigen dass kontextfrei ist . 
Beweis indirekt. L = I ist kontextfrei. Sei dann 

M = {Q,1.} , {q4}) 

die (deterministische) gsm mit 
= = 8 ( ql ,1.) = = , 

8(q3 ,1.) = = = 

Da die Familie der kontextfreien Sprachen gegenüber beliebigen gsm-Abbildungen 
abgeschlossen ist (Satz 1.109) , müsste auch M(L) = 
was aber nicht der Fall ist (siehe Beispiel Somit kann L nicht 
kontextfrei 

Man beachte, dass im vorigen Beispiel die Verwendung eines Homomorphismus nicht 
ausreichen eines Homomorphismus könnten die 
zugleich auf werden. 

Die folgende Tabelle gibt Uberblick über die Abschlussei-
genschaften der Sprachfamilien in der Chomsky-Hierarchie. Ein Zeile i und Spalte 
j bedeutet dabei, dass die entsprechende Familie i unter der Eigenschaft j abgeschlossen 
ist. 
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Vereinigung Ja Ja Ja Ja 
Konkatenation Ja Ja Ja Ja 
Kleenescher Stern Ja Ja Ja Ja 
Komplement Ja ne ll1 Ja ne ll1 

Durchschnitt Ja neln Ja Ja 
Durchschnitt mit reg. IvIengen Ja Ja Ja Ja 
Homomorphismen Ja Ja ne ll1 Ja 

Homomorphismen Ja Ja Ja Ja 
inverse Homomorphismen Ja Ja Ja Ja 
gsm-Abbildungen Ja Ja ne ll1 Ja 

gsm-Abbildungen Ja Ja Ja Ja 

1.5.6 Grenzen der Berechenbarkeit und die Church-Turing-These 

1m Folgenden wollen wir kurz auf die IvIöglichkeiten des Berechungsmodells der Gram-
matiken eingehen und dessen Grenzen aufzeigen. 

Ganz allgemein heißen zwei Mengen A und B wenn es eine bijektive Ab-
bildung von A auf B gibt. Jede IvIenge, die gleichmächtig heißt 
Menge. Jede unendliche, nicht abzählbare IvIenge heißt 

1.111 BEISPIEL. Die IvIenge aller reellen Zahlen ist gleichmächtig mit der IvIenge der reellen 
Zahlen in jedem beliebigen 1ntervall b) = {x I x reell x < b}; beide 
sind nicht abzählbar, was auf älmliche Weise wie der folgende Satz gezeigt werden 

1. 112 SATZ. Sei M = {O, l}w+ die Menge aller Funktionen f ist J..!f nicht 

BEWEIS (CANTORSCHES DIAGONALVERFAHREN). 16 Angenommen, es gibt eine bijek-
tive Funktion Sei dann die Funktion 1} folgendermaßen 
definiert: h(n) = ([g(n) ](n) + 1(mod2 )) (d.h. , = 1 falls = 0 und h(n) = 0 
falls (n) 1). Dann ist h eine Funktion in {O, l} , die somit in M 
müsste, allerdings wurde h so dass für h = g(n) sein kann, denn 
für jedes gilt h(n) • [g(n)] (n) , was aber h rt. M bedeutet. Somit ergibt sich aber 
ein \iViderspruch zur Annahme, dass die Menge 1'1 abgezählt werden 

1. 113 FOLGERUNG. Sei A P(A) 

BEWEIS. Sei A = {xn und für jede Teilellgf' .11 ç A die 
{O, 1} = 0 falls Xn rt. M und 1 fa lls definiert ist die 
charakteristische M bezüglich A ). Da1l11 ist clurch 9 : P(A) • {O, l}W+ mit 

ist die Menge der d.h . .....+ = 1.:2 . 3..... 
16Georg Cantor, 1845-1918, war der Begründer der l\Iengentbeorie. 
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g(M) eine bijektive P (A) und {O, 1 } W+ und P (A ) 
nach Satz 1.112 somit ebenfalls 

1.114 FOLGERUNG. Sei L: P( L:*) ist 

BEWEIS. Nach Folgerung 1.113 bleibt nur zu zeigen, dass L:* abzählbar ist. Aber L:n ist 
für 17: = = 1, für n > 0 gilt = 

Die Menge aller formalen Sprachen L C L:* ist also überabzählbar, doch 
abzählbare Menge davon ist Grammatik erzeugbar: 

Für eine durch eine Grammatik erzeugte Sprache ist es ohne Bedeutung, wie die Va-
riablen der Grammatik bezeichnet werden. Da das Variablenalphabet einer Grammatik 
endlich ist, kann man Grammatiken betrachten, deren Variablenalphabete 
endliche Teilmengen einer abzählbaren Eine derartige Grammatik kann 
dann aber als endliche Folge über der abzählbaren L: U { (, ), { , } ,, } betrach 
tet werden. Die l\IIenge aller endlichen Folgen über einer abzählbaren l\IIenge ist jedoch 
abzählbar. Somit gibt es auch nur formale Sprachen L ç L:*, 
einer Grammatik erzeugt werden 

A ufgrund dieser Uberlegungen folgenden Satz formulieren: 

1. 115 SATZ. Die Menge aller formalen Sprachen L ç von einer Grammatik erzeugt 

Wir haben gesehen, dass nur ein verschwindend kleiner Teil formaler Sprachen von 
Grammatiken erzeugt werden Gibt es andere Modelle von Gene-
rierungs- oder Analysemechanismen, durch die mehr formale Sprachen als durch Typ-O-
Grammatiken beschrieben werden können? 

Wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden, sind Turingmaschinen die zu Typ-O-
Grammatiken äquivalenten Analysemechanismen, d. h., zu jeder Typ-O-Grammatik G 
gibt es eine die akzeptiert , und umgekehrt gibt es zu jeder for-
malen Sprache L , die von einer Turingmaschine akzeptiert eine Typ-O-Grammatik 
G, die L generiert 

1936 erfand Alan Turing18 das soeben zitierte Maschinenmodell und Alonzo Church19 

bereits einige Jahre zuvor um den Begriff des Algorithmus bzw. der be-
rechenbaren Funktion zu formalisieren , und beide Modelle erwiesen sich als gleichwertig. 
Auch alle anderen seither entwickelten Modelle zur Formalisierung des Begriffs Algorith-
mus erwiesen sich als nicht mächtiger als Typ-O-Grammatiken bzw. Turingmaschinen. 
Die folgende These wird daher: allgemein akzeptiert: 

17 bezeichnet die Kardinalität von M , d.h. , d.ie Anzahl der Elemente einer Menge M 
18Britischer Mathematiker, 1912-1954. Einer der wichtigsten Pioniere nicht nur der theoretischen 1nfor-

matik 
19 Amerikanischer Mathematiker und Logiker, 1903-1995. 

66 



Church-Turing-These: Gibt es ein end1ich beschreibbares Verfahren zur exakten Spe-
zifizierung einer forma1en Sprache L , so gibt es eine Typ-O-Grammatik, die L erzeugt 
bzw. eine Turingmaschine, die L akzeptiert. 

1.6 Turingmaschinen 

1m Jahr 1900 präsentierte David Hi1bert20 auf einem internationa1en Mathematikerkon-
gress eine Sammlung offener Fragen, deren Beantwortung er von zentraler Bedeutung für 
die weitere Entwick1ung der IvIathematik im 20. Jahrhundert hie1t. Tatsächlich 
sich Hi1berts Fragen a1s wesentliche Motivation für Forschungen, die auch die Grund1agen 
der 1nformatik betreffen. Ein Fragenkomp1ex befasste sich mit den 10gischen 
der Mathematik und lässt sich folgendermaßen formulieren: 

1. 1st die Mathematik d.h. , kann jede mathematische Aussage bewiesen 
oder 

2. 1st die Mathematik d.h. , ist es ausgesch1ossen, dass sowoh1 eine Aussage 
a1s auch ihr Gegenteil bewiesen werden 

3. 1st die IVIathematik gibt es eine definitive IVIethode, die für jede 
mathematische Aussage feststellt , ob diese wahr oder falsch ist? 

Hi1bert war der festen Uberzeugung, dass alle diese beantwortet werden 
1m Jahr 1931 zeigte allerdings Kurt Göde121 , dass jede Forma1isierung der 

Arithmetik entweder inkonsistent oder sein muss; darüber hinaus bewies 
er, dass es nicht möglich ist , die Konsistenz der Arithmetik innerha1b dieser se1bst zu 
zeigen. Offen der dritte Teil der Frage, wenn auch in etwas veränderter 
Form: 

3. Gibt es eine definitive Methode , die für jede mathematische Aussage feststellt , ob 
diese beweisbar ist oder nicht? 

Methode" bedeutet hier "mechanisches Verfahren" oder "A1gorithmus" . Um 
diese Frage positiv beantworten zu können, genügt es, einen A1gorithmus anzugeben, 
der in der Lage ist, jede Aussage auf Beweisbarkeit zu überprüfen. Eine Verneinung 
der Frage hingegen verlangt den N achweis, dass kein einziger A1gorithmus dazu in der 
Lage ist. Dies setzt aber einen exakten Begriff was "A1gorithmus" bzw. 
"mechanisch machbar" bedeutet. Zu diesem Zweck führte A1an Turing in seiner Ar-
beit On numbers, to the Entscheidungsproblem (1936) 
ein abstraktes Maschinenmodell (die sogenannte ein, mit dem jedes 
mechanische Verfahren simuliert werden Turing zeigte in diesem Artike1, dass es 
keine geben kann, die die (Un)Beweisbarkeit jeder beliebigen Aussa-
ge feststellt , und 

20Deutscher Mathematiker, 1862- 1943. Einer der bedeutensten Mathematiker aller Zeiten 
21Österreichischer Logiker, geboren 1906 in Brünn (heute Brno, Tschechische Republik) , gestorben 1978 

in der USA. Der wohl bedeutenste Logiker des zwanzigsten Jahrhunderts. 
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endliche Kontrolle 

Abbildung 1.21: Darstellung einer Turingmaschine 

Eine M besteht aus folgenden Komponenten (Abb. 1.21): 

Das kann von links nach rechts gelesen werden. Es beinhaltet eine endliche 
Folge von Zeichen (das wobei das vom 
Zl und vom Endsymbol Z2 begrenzt ist. 

Das kann beliebig gelesen und beschrieben werden. 

Die endliche K onirolle Zustand aus einer endlichen Menge von 
den annehmen und steuert den Lesekopf auf dem Eingabeband und den Lese- j 
Schreibkopf auf dem Arbeitsband; die Kopfbewegungen sind L, R, S (links j left, 
rechts j right , stehenbleibenj stay). 

Formal läßt sich eine Turingmaschine folgendermaßen beschreiben: 

1.116 DEFINITION (TURINGMASCHINE) . Eine ist als ein Achttupel 
NI = (Q,T ,r , <5,qO , {ZO ,Zl ,Z2} ,B ,F ), wobei Q eine endliche Menge von Zuständen, T 
das Alphabet des Eingabebandes, r das Alphabet des Arbeitsbandes, <5 die Ubergangs-

qo E Q der Startzustand, das linke Begrenzungssymbol auf dem Ar-
beitsband, Zl , Z2 die Begrenzungssymbole des Eingabewortes, B das Blanksymbol 
und F ç Q eine lVlenge von Endzuständen ist. 

Die aus <5 bestehen aus 7 bedeu-
tet, dass 1Vf im Zustand q auf dem Eingabeband das auf dem Arbeitsband 
das Symbol X liest und davon abhängig nun in den Zustand p wechselt , auf dem Ar-
beitsband das Symbol X durch das Symbol Y überschreibt , auf dem Eingabeband den 
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Lesekopf in die durch D E beschriebene Richtung bewegt und auf dem Arbeitsband den 
Lese- jSchreibkopf in die D A beschriebene Richtung bewegt (D E, D A R, S}). 

Die Turingmaschine M akzeptierte Sprache L (M) besteht aus genau all jenen 
bei deren Analyse M einen Endzustand erreicht. 

1.117 DEFINITION. Eine M heißt deterministisch, wenn für alle 
Q x r höchstens ein Element DE , D A) E 5 existiert; wir schreiben 
dann auch 

1. 118 SATZ. Eine wird von einer Typ-O- Grammatik 
wenn sie von einer wird 

1. 119 BEISPIEL. Wir geben eine NI an, welche die Sprache 
akzeptiert: 111/ = wobei die 
Ubergangsfunktion 5 die folgenden Ubergänge enthält: 
1: 
2: = (q ,B ,S ,L ) 
3: = (q ,C ,R ,L ) 
4: = (r, Zo , S , R) 
5: = (r ,B ,R,R) 
6: 5(r, Z2 , B) = (s , B , S , L) 

Dabei passiert Folgendes: 
1 : für jedes eingelesenes Symbol wird ein A aufs Arbeitsband geschrieben; 
2 wenn das erste Symbol Q eingelesen wird, geht NI einen Schritt nach 
erste Symbol Q wird bei der ersten Anwendung von Ubergang 3 nochmals gelesen; 
3 : für ein eingelesenes Symbol Q wird ein A auf dem Arbeitsband mit C überschrieben; 
4 : wird das erste so muss M genau Zo erreicht haben; 
5 : für jedes eingelesene nun ein C auf dem Arbeitsband gelöscht (durch 
das B ersetzt); 
6 : wird mit dem Ende der (d.h. , dem Erreichen von Z2) gleichzeitig das Ende der 
Symbole C auf dem Arbeitsband erreicht, so hält die Turingmaschin 1'v1 im Endzustand 
s , und hat damit die Eingabe 

1.120 DEFINITION. Eine (deterministische) Turingmaschine ist in wenn sie nur 
einen Endzustand besitzt, das Arbeitsband am Ende eines akzeptierenden Laufes der Tu-

leer ist und der letzte der Gestalt 5(s , Z2 , Zo) = (1, Zo , S , R ) 
ist , wobei f dieser einzige Endzustand und s ein beliebiger anderer ist 

1. 121 BEISPIEL. geben eine Turing-Maschine j"\I/' an, welche wiederum die Sprache 
I akzeptiert, jedoch (anders als M aus Beispiel 1.119) in N ormal-

form ist. M' = {Zo , A , B , C} , 5,p, {Zo , Zl , Z2} , B , die 
Ubergangsfunktion 5 die folgenden Ubergänge enthält: Die Ubergänge 1 bis 6 sind wie 
bei NI aus Beispiel l.119. Damit M' jedoch mit leerem Band akzeptieren benötigen 
wir zusätzlich noch folgende Ubergänge: 
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7: <5 (s ,Z2 ,B) = (s ,B ,S ,L ) sowie 
8: <5 (s , Z2 , Zo) = (J, Zo , S, R). 

1.6.1 Eingeschränkte Varianten von Turingmaschinen 

Endliche Automaten 

Ein endlicher Automat ist eine Turingmaschine, die das Arbeitsband gar nicht benötigt. 
Die Ubergänge besitzen daher die einfache Form (q , a;p, DE) ' Erlaubt man nur einseitige 
endliche Automaten, also nur D E S} , dann kann man die Ubergangsfunktion <5 
durch Tripel der Gestalt (q , a;p) beschreiben, dabei ist 
für als R) zu interpretieren und (q , é;p) als (q , a;p , S) für ein beliebiges 

Außerdem geht man davon aus, dass ein endlicher Automat seine Analyse auf dem 
ersten Symbol des Eingabewortes beginnt und in einem Endzustand akzeptiert , wenn der 
Lesekopf auf dem rechten Begrenzungssymbol d.h. , wenn das ganze Eingabewort 
gelesen wurde. 

Ein endlicher Automat deterministisch, jeden Zustand und jedes 
genau ein a;p) in <5 existiert. 

wir aber genau die schon in Abschnitt 1.4 definierten 
endlichen Automaten beschrieben. 

Kellerautomaten 

1. 122 DEFINITION. die t m tenbedi ung (in diesem Falle 
sie auch Kellerautomat)22 , wenn sie auf dem 

gehen kann und für den Lese- j Schreibkopf auf dem Arbeitsband in jeder 
gilt , dass links Nicht-Blanksymbole und rechts davon nur Blanksymbole stehen 
können. 

Damit haben auch einen zu kontextfreien Grammatiken äquivalenten 
denn es gilt: 

1. 123 SATZ. Eine Sprache wird einer ge-
sie von einer die die K erfüllt, 

ist also ein Kellerautomat eine Turingmaschine, die das Arbeitsband 
als sogenannten Keller d.h. , der Kellerautomat darf bei jedem Schritt nur 
das oberste Symbol lesen und dieses dann löschen bzw. durch ein Symbol über dem 
sogenannten Kelleralphabet ersetzen. Das linke Begrenzungssymbol des Arbeitsbandes 
Zo heißt dann Kellergrundsymbol. Der Kellerautomat funktioniert wie ein Stack - nach 
dem L1FO - Es gibt zwei Möglichkeiten, die vom .Kellerau-
tomaten akzeptierte Sprache zu Die erste Möglichkeit besteht darin, dass 

22engl. pushdown automatonj in der Literatur wird meist erlaubt , dass mehrere Symbole in einem 
Schritt auf das Arbeitsband geschrieben werden beschränken uns aber hier auf die ein-
geschränkte Variante, nämlich auf welche die Kellerautomatenbedingung erfüllen. 
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sich der Kellerautomat im Sinne einer Turingmaschine nach dem Einlesen des gesamten 
Eingabewortes in einem akzeptierenden Zustand befindet. Die zweite l\IIöglichkeit eines 
Kellerautomaten, ein Wort zu akzeptieren, ergibt sich durch Löschen des Kellergrund-
symbols, d.h. , der Kellerautomat akzeptiert durch leeren Keller. 

Ublicherweise wird verlangt , dass die konstruierten Kellerautomaten in Normalform 
sind, d.h. , dass sie bei dem den das rechte 
zungssymbol Z2 des Eingabebandes im Keller gleichzeitig das Kellergrundsymbol 
lesen, was bedeutet, dass das Eingabewort durch Endzustand und leeren Keller akzep-
tiert wird. (Dies entspricht der Normalform für ) 

1.124 BEISPIEL. Wir geben nun einen Kellerautomaten ],,1 in Normalform an, der die Sprache 
akzeptiert: 

M = {Zo , A} , 8, qo , {ZOZl ' Zd , {qf }), 

wobei die Ubergangsfunktion 8 die folgenden Ubergänge enthält: 
1: = {(ql , A , S , R)} 
2: = {(qo ,A ,R ,R)} 
3: 8(qo ,1.,B) = { (q2 ,B ,R ,L)} 
4: A) = 
5: 5(q2 ,Z2 ' ZO ) = {(qf ,ZO ,S ,R)} 

Dabei passiert Folgendes: 
1, 2 : für jedes eingelesenes 2 Symbole A Keller geschrieben; 
3 : das erste Symbol 1. wird überlesen; 
4: nun wird für jedes eingelesene Symbol 1. ein Symbol A im Keller gelöscht; 
5 : wird gleichzeitig mit dem Ende der (dem Erreichen das Kellergrund-
symbol Zo erreicht, geht der Kellerautomat in den Enzustand qf über und akzeptiert 
somit die 

Linear beschränkte Automaten 

Ein Automat23 (LBA) ist eine die auf dem Arbeits-
band nur höchstens soviel Platz verwendet wie das (der Platz darf 
sogar eine lineare Funktion der des sein). 

1.125 DEFINITION. Eine Turingmaschine M heißt linear beschränkter Automat , wenn es eine 
lineare Funktion d so gibt , dass die T\lringmaschine ],,1 für jedes Eingabewort w der 

der Analyse höchstens d Felder auf dem Arbeitsband benötigt. 

Wie der folgende Satz zeigt, sind die linem" beschränkten Automaten das zu 
Grammatiken äquivalente Automatenmodell: 

1.126 SATZ. Eine Sprache wird von einer monotonen gene-
sie von einem beschränkten 

23engl. linear bounded automaton 
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1.127 BEISPIEL. Die Turingmaschine aus Beispiel 1.119 ist ein linear beschränkter Automat. 

1.6.2 Zeit- und Speicherplatzhierarchien 

Asymptotisches Verhalten von Funktionen 

Bei der Analyse von Algorithmen beschränkt oft auf die Bestimmung des 
Aufwands an bestimmten Operationen und berechnet nicht direkt die Laufzeit (bei Sor-
tieralgorithmen bestimmt man beispielsweise die Anzahl der notwendigen Vergleiche). 
Bei Turingmaschinen ist die Anzahl der Schritte (Zeit) als auch die Anzahl 
der während der Analyse verwendeten Felder auf dem Arbeitsband von 
Interesse. Da sich die Ergebnisse der theoretischen Untersuchungen von realen Imple-
mentierungen meist verwenden wir für die Be-
schreibung der Laufzeit bzw. des benötigten Speicherplatzes die folgenden Notationen 
(alle im Folgenden Funktionen f , g , h und Konstanten c nehmen wir als 
nichtnegativ an): 

1.128 DEFINITION. h , falls es Konstanten c und no gibt, sodaß h f 
für alle no gilt. 

1. 129 DEFINITION. , falls es Konstanten c gibt, sodaß h f 
für alle n no gilt. 

1. 130 DEFINITION. h wenn h und h = n (f (n)) gilt. 

1. 131 DEFINITION. h (n) = 0 (f wenn h = 0 (n) und h (f gilt. 

Mit diesen Notationen gelten die folgenden Sätze: 

1. 132 SATZ. Gilt h1 (n) = 0 (f (n)) und h2 = 0 (g (n)) , so 

1. h1 + h2 + 9 ; 

2. T1 (n) * h2 * 9 . 

1. 133 SATZ. Existiert der l / g Funktionen f und 
9 (n) , gilt: 

1. l = 0 (n) = 0 (g (n)) ; 

2. l positive reelle (n) = e (g ; 

3. l . 
1. 134 SATZ. Für alle c > 0 1 sowie alle 

gilt (f (n))C = 0 . 

Aus dem letzten Satz erhält man beispielsweise: 

1. für f = 0 . 

2. für f = = 0 (n). 
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Zeithierarchien 

Betrachtet man das Zeitverhalten T (n) von Turingmaschinen (d.h. 
die der Rechenschritte bis zum Halten) bei der Analyse der 
Länge n , so ist es naheliegend, die Anzahl der Rechenschritte 
betrachten und Funktionen f (n) so zu finden, dass T (n) = 0 (j (n)) . 

Am bekanntesten sind jene Klassen von Algorithmen, die polynomiell viele Schrit-
te einer deterministischen bzw. nichtdeterministischen Turingmaschine erfordern; die 
entsprechenden werden mit P bzw. N P bezeichnet. Das 
Problem, ob diese beiden Klassen zusammenfallen ist wohl das bekannteste noch immer 
ungelöste Problem der Komplexitätstheorie. 

Vleitere bekannte Komplexitätsklassen werden durch und d urch 
nentielle Funktionen beschrieben. 

Speicherplatzhierarchien 

Betrachtet man die Anzahl S von Feldern auf dem Arbeitsband, die eine determi-
nistische oder eine nichtdeterministische Turingmaschine bei der Analyse von Einga-
bewörtern der so erhält man Speicherplatzhierarchien. 

1n man am untersten Ende die Familie der regulären Sprachen, wel-
che i.e. , der Ordnung 0 (1) , entsprechen (endliche 
brauchen ja überhaupt keinen Speicher; außerdem kann eine konstante NIenge von 1n-
formation in der endlichen gespeichert werden). Lineare Funktionen, i.e. , der 
Ordnung 0 (n) , ergeben die linear Dazwischen liegen loga-
rithmische über den linear man 
polynomielle und exponentielle Komplexitätsklassen. 

1.6.3 (Un)entscheidbarkeit und das Halteproblem für Turingmaschinen 

1.135 DEFINITION. Eine Sprache L ç dann wenn L rekursiv 
ist , und sonst. 

U nter Bedachtnahme auf die These (siehe Abschnitt 1.5.6) gibt es für 
eine durch eine Grammatik G bzw. durch eine Turingmaschine 1\1I gegebene Sprache 
L ç T* nämlich dann einen Algorithmus , der die Frage für 
entscheidet, wenn L rekursiv ist. 

Durch geeignete Codierungen lassen sich viele Probleme als Zeichenketten (über ei-
nem Alphabet T) darstellen, womit die des die 

stets die Lösung des Problems) äquivalent zur Re-
kursivität der zugrundeliegenden formalen Sprache von Kodierungen wird. 1m Speziellen 
werden wir uns jetzt dem ,Problem zuwenden, ob eine deterministische Turingmaschine 
auf einem hält oder nicht ("Halteproblem" ). 

Wie jede Grammatik lässt sich auch jede Thringmaschine als endliche Zeichenkette 
beschreiben. Klarerweise kann n verschiedene Zeichen auch über dem Alpha-
bet {O, 1} kodieren (z.B. kann das i-te Zeichen durch Ot1 kodiert werden). Somit 
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es Turingmaschinen zu betrachen, die sowohl auf dem Eingabe- als auch auf dem Ausga-
beband nur die Symbole 0 und 1 verwenden, wobei 0 dem Blanksymbol entspricht. Nun 
kann man sich die Frage stellen, ob es derartige {O, welche das 
Verhalten beliebiger beliebigen {O, 1 }-Eingabewörtern simulieren 
können (diese nennt man universelle Aus der wir, 
dass diese Frage positiv beantwortet werden kann. (Es gibt sogar sehr kleine universelle 

nur wenigen Zuständen). Damit kann man sich aber auch die Frage 
stellen, ob es eine derartige {O, l}- gibt, die auf jeder beliebigen 
hält , und somit einen Algorithmus darstellt , der für beliebige 
und dem Alphabet {O, l} die Frage entscheidet, ob die Turingma-
schine M auf dem hält oder nicht. ist als 

Die Antwort darauf ist nein. 

Halteproblem: Gibt es einen Algorithmus (eine Turingmaschine) , der (die) , gegeben 
den Code einer beliebigen Turingmaschine T und den Code eines 
immer entscheiden kann, ob T auf 

Der Beweis dafür, dass es einen 
verwendet ein e wle wlr es der 

an, es gibt eine TE , die einen Entscheidungsal-
gorithmus im obigen Sinne darstellt . Dabei können wir auch dass TE im 
Zustand ql hält, wenn die Turingmaschine T mit der hält , und sonst 
im Zustand qo hält , wenn T auf hält (qO ql). Daraus en wir 

die hält, wenn T nicht und hält, wenn T auf 
hält . 

man so: man eine verselle 
T auf einem Wenn die 

universelle Turingmaschine Tu bei der TE das Ergebnis dass TE in 
ql hält, dann geht Endzustand über, das Hält TE hingegen in 
qo , so geht eine Endlosschleife (z.B.: in einen Zustand qe mit 
Nun betrachten wir das Verhalten von dem eigenen Code 

Die Codes aller {O, ebenso wie die V/örter über dem Al-
phabet {O, l} werden. Betrachtet man nun die-
se der Codes der {O, l}- und der Wörter 
über dem Alphabet {O, l} in einer 2-dimensionalen Matrix dargestellt, so die 

den eigenen Code anzusetzen, einem Element in der Diagonale (deswe-
gen auch genannt). Diese Fragestell wie schon im 

Satz 1.112 zu 
auf den eigenen Code so widerspricht dies der Defini-

tion von da dieser Fall darf, wenn hält. Nehmen wir 
an, dem eige 

also Fall zu einem Somit muss unsere Annahme , 

dass es Entscheidungsalgorithmus geben könnte, falsch sein. 
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1.136 FOLGERUNG. Es existiert eine Sprache, die nicht ist. 

1. 7 Weiterführende Themen 

1.7.1 Lindenmayer-Systeme 

Die vom Biologen Aristid (1925 - 1989) Systeme dienten ur-
sprünglich zur Beschreibung gewisser Entwicklungsstadien bestimmter Pflanzen. Das 
Wesentliche dieser parallelen Grammatiken (L-Systeme) besteht in der gleichzeitigen 
paraUelen Anwendung der Produktionen aus einer Produktionenmenge auf alle Zeichen 
einer Satzform. 1n der einfachsten Form dieser Systeme wird überdies die Unterschei-
dung zwischen Terminal- und Nonterminalsymbolen fallen gelassen, d.h. , alle abgeleite-
ten Satzformen sind Elemente der von diesem L-System erzeugten Sprache. 

1. 137 DEFINITION. Ein ETOL-System G ist ein Tupel wobei V ein Al-
phabet, T ç V das Terminalalphabet, Pi , Mengen von kontextfreien Produk-
tionen das Axiom (Startwort) ist. 

1.138 DEFINITION. 1st G = (V , T , ein wird die Ableitungs-
relation folgt definiert: u für Wörter u v E V* genau 
wenn 

- u . . für 
- V = Vl … V k für V" örter 

für ein j mit 

Die von G erzeugte Sprache ist die lVIenge aller Wörter (Satzformen) , die in beliebig 
Schritten aus dem werden können und nur aus Terminalsym-

bolen bestehen: 

= 

Varianten von L-Systemen 

Sei G = (V, T , ein ETOL-System (dabei steht E steht für "extended" , also 
"erweitert" , und T für "tables" , also "Tabellen". 

G = (V, T , P1 , ... , Pn , w) heißt 

keine Produktionen-Menge Pi enthält (P 
steht für also ); 

- n = 1 (nur ein "table"); 

V = T 

- EPOL-System, wenn n = 1 und "propagating"; 

- V = T (d.h. , G = (V, 
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V = T 1 (d.h. , G = (V, 

- POL-System, wenn V = 1 und "propagating" . 

1st n = 1 und gibt es für jedes eine so nennt man 
ein derartiges Lindenmayer-System deterministisch und schreibt entsprechend EDOL, 
EPDOL , DOL, und PDOL. 

Die Menge der Prod uktionen in diesem Falle auch als Homomorphismus h auf 
V* mit dabei der wiederholten 
Anwendung des Homomorphismus h. Von besonderem 1nteresse ist dann die Folge der 

der Vl örter . 
geben wir einige Beispiele für PDOL-Systeme. 

1.139 BEISPIEL. G = (V, = 

1.140 BEISPIEL. G = = 

Das vorige Beispiel dass bereits die einfachsten Lindenmayer-Systeme nicht-
kontextfreie Sprachen erzeugen können; das exponentielle vVachstum 
liegt in der parallelen Ableitung begründet. Umgekehrt kann aber die sehr einfache 
Sprache von keinem OL-System erzeugt werden. 

Auch die beiden folgenden PDOL-Systeme erzeugen nicht-kontextfreie Sprachen; wir 
betrachten nun aber die Folgen der Längen in den entsprechenden Sprachen: 

1. 141 BEISPIEL. Für G = c} , gilt 

= 1 

1.142 BEISPIEL. Für G = gilt 

= {F(n) 

Dabei sind die die die rekursiv durch F(l) = F(2) = 1 
und F (n + 2) = F 1) + F(n) 

24benannt nach Fibonacci (kurz für "filius Sohn von Bonacci). um 1170 in 
Pisa geboren , und erhielt seine mathematische Bugia (heute eine Küstenstadt 
im nordöstlichen Algerien). Er reiste viel mit seinem Vater und erkannte bald die des 
mathematischen der Länder, die sie besuchten. l'lit seinem Buch "Liber Abaci" (" Das Buch 
des bzw. 1228) brachte er das neue Hindu-Arabische Zahlensystem nach Europa, 
indem er durch viele Beispiele aus verschiedensten Bereichen dessen große Uberlegenheit über das 
(dort bis dahin Zahlensystem darlegte. 
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Eigenschaften von Lindenmayer-Systemen 

1.143 SATZ. Die der von Sprachen ist 
schlossen gegenüber U, omomorphismen und 
Durchschnitt mit regulären M engen. 

zeigen nur die Nicht-Abgeschlossenheit unter Vereinigung: Gemäß Bei-
spiel 1.139 sind {a} und {aa} die kann von keinem 
OL-System erzeugt 

Ohne Beweis zitieren wir noch das folgende wichtige Ergebnis: 

1.144 SATZ. Für jedes ETOL-System gibt es ein ETOL-System mit nur zwei 
bellen. 

1.7.2 Kontrollmechanismen 

Betrachtet man den gewöhnlichen Ableitungsmechanismuys in 
{O, 1,2, 3} , dann kann eine beliebige Produktion an jeder Stelle einer Satzform ange-
wendet werden, soferne das dort befindliche Teilwort der Satzform mit der linken Sei-
te dieser Produktion übereinstimmt. diesem Ableitungmodell haben 
wir in Form der Links- bzw. Rechtsableitungen in kontextfreien Grammati-
ken kennengelernt , wodurch aber die Erzeugungskraft der entsprechenden Grammatiken 
nicht verändert wird. 

Es gibt interessante Möglichkeiten, durch verschiedenste lVlechanis-
men, welche die Anwendungsmöglichkeiten der Produktionen die genera-
tive Mächtigkeit bestimmter Grammatiktypen entscheidend zu 

Als typisches Beispiel betrachten wir im Folgenden die sogenannten lVlatrixgramma-
tiken. Dabei ist eine Matrix ist eine endliche Folge von uktionen 

. . . ,Pk ], die in der vorgegebenen Reihenfolge abgearbeitet werden müssen. 

1. 145 DEFINITION. Eine Matrixgrammatik ist ein Tupel (N , T , M , A , F ), wobei N das Alpha-
bet der der Nonterminalsymbole, T das Alphabet der Terminalsymbole, M eine (endli-
che) lVlenge von lVlatrizen25 N1 = {ml' … ,m n} und m i = 

das Axiom (Startwort) ist; F ist eine (endliche) von 
die in F ç {mi ,j 

Sei G M = (N , T , M, A, F) eine lVlatrixgrammatik. Die Anwendung einer Matrix mi = 
[mi,l"" auf ein Wort das "\iVort v genau dann, wenn es bis 

derart gibt, dass 

Wo 

= v , 
alle j mit gilt entweder 

25Plural von Matrix 
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ist mittels mi,j ableitbar oder 
mi,j ist nicht anwendbar und mi,j ist aus F. 

Die von der Matrixgrammatik GM erzeugte Sprache besteht aus allen 
die in endlich vielen Schritten mittels der l\IIatrizen in M aus dem ableitbar 

1st so schreiben wir auch Gj\!f (N, T , M , A) F in der 
Beschreibung von GM einfach weg). GNI heißt dann Matrixgrammatik ohne 

1n diesem Fall müssen alle Produkt ionen der 
jeweiligen Matrix in der gegebenen Reihenfolge abgearbeitet werden. 

1.146 BEISPIEL. L = wird von der folgenden Matrixgrammatik (ohne Vor-
kommenstest) 

GM = ({A, B , c} , M , {ABC} ), 
• c], • cC]}; 

Ableitungen für alle : 

1.147 BEISPIEL. Die Ivlatrixgrammatik (ohne Vorkommenstest) GM = ({L , R} , T, M, LR) mit 

J..;[ = 

erzeugt die Sprache L = 
für alle 

für ein Wort daraus sind dann 
- das 
- die für T ableitbar: 

ist nun von der Form w' Lw' R für 

Uber einem einelementigen Terminalalphabet können lVlatrixgrammatiken ohne Vor-
kommenstest jedoch nur reguläre Sprachen erzeugen. 

1st andererseits die Menge F leer, so ist GM = (N , T , M , A , F ) eine Matrixgram-
matik mit (mit checking") . Diese Erweiterung erhöht die 
Mächtigkeit von Matrixgrammatiken beträchtlich. Wiederum werden die Prokuktionen 
in einer Matrix der Reihe nach jedoch können die Regeln, die in F 
soferne sie nicht anwendbar einfach ignoriert werden. Trifft man also bei der Abar-

einer Matrix auf eine Regel aus F , so gibt es zwei ist die Regel 
so muss sie verwendet werden. 1st sie jedoch nicht anwendbar (d.h. , das 

onterminal der Seite der Produktion ist in der Satzform nicht vorhanden) , so 
kann sie übersprungen werden. (Das ist der Grund , man einem 

F 
e-ha.h:ene Falle des Ubergehens er hält man eine 

:OITIlation" , man weiß das ein bestimmtes Symbol nicht im String 



Wie bereits oben bemerkt, kann die Sprache L {a2" von einer 
Matrixgrammatik ohne Vorkommenstest erzeugt werden , jedoch sehr wohl von einer 
mit appearance checking, wie das folgende Beispiel zeigt. 

1.148 BEISPIEL. Die Matrixgrammatik 

GM = NJ, XA , F ) , mit 

M={[X • X ,A • BB], [X • Y ,A • F ], [X • Z ,A • F] , [Y • Y ,B • A ], 
[Y • X ,B • F] , [Z • Z ,B und 

F= {A • F ,B • F} 
erzeugt die Sprache L = 1}; 
die Ableitungen (man beachte, dass A20 = A 1 = A) sind 

XA2" -1 YA2" oder 
XA2" - 1 ZA2n Za2n 

1.149 SATZ. mit Vorkommenstest Spra-
che erzeugen. 

Für weitere interessante Kontrollmechanismen, wie zum Beispiel programmierte oder 
graphkontrollierte Grammatiken, verweisen wir auf die einschlägige Literatur. 
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2 Von Termen zu Programmiersprachen: 
Syntax versus Semantik 
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Bisher haben wir 1edig1ich die Syntax von Sprachen sowie verschiedene Methoden zu 
ihrer S betrachtet. 1n diesem Kapite1 beschreiben wir einen Ansatz, wie man 
Zeichenketten bestimmte definieren zu jeder Sprache, 
die interpretiert werden sol1, eine Auswertungsfunktion. Diese berechnet zu je-
dem Wort der Sprache einen Wert , der die Bedeutung (Semantik) darste11t. 
Die so behande1ten Sprachen reichen dabei Ausdrucks-
mengen (Absclmitt 2.1 ), (Abschni 

bis zu einer einfachen Programmiersprache (Abschnitt 2.5). 

2.1 Arithmetische Ausdrücke als einfaches Beispiel 

Additive Terme 

A1s Ausgangspunkt betrachten wir die additiven Terme über den Sei 
wobei G = 

P = } 

T wie etwa Um diesen Zeichenketten ihre "natürliche" Be-
deutung zuzuordnen, definieren wir die die jedem additiven Term 
eine natürliche Zah1 

= 
M(( = M(t r) + M(t2) für tl , 

Damit 1ässt sich nun der Wert von berechnen 

) 
= 
= 1+2+3=6 

Eine solche Berechnung bezeichnet man auch a1s 

1 Die Bezeichnung M für die Semantikfunktion leitet sich vom englischen ìNort meaning 
die Menge aller natürlichen Zahlen {O, 1, 2.. .}. 
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Terme mit Variablen 

Die Erweiterung der additiven Terme um Variablen, wie es sie in praktisch jeder Pro-
grammiersprache gibt, ist V0111 syntaktischen Standpunkt einfach: IVlan muss lediglich 
entsprechende Produktionen zur Grammatik hinzufügen, etwa 

y 

Wenn wir an die üblichen Programmiersprachen dann repräsentiert jeder Va-
riablenname eine Speicherzelle, ist also eine symbolische Adresse dieser der 

der Variablen in einem Ausdruck so 111USS zu diesem Zeitpunkt die Be-
legung der Speicherzelle abgefragt und dieser Wert statt der Variablen im Ausdruck 
verwendet 

For111al gesehen ist die Speicherbelegung eine Abbildung von Variablenna111en auf ge-
speicherte Werte, Beispiel auf natürliche Derartige 
Abbildungen werden im Folgenden auch oder Environments ge-
nannt. 

Sei ENV die Ivlenge aller möglichen Variablenbelegungen. Wir erweitern die Se111an-
tikfunktion um einen Parameter er halten die ENV x 
durch: 

= 0, 
M (I , v) = I(v) für v E } 
M (I, )) = M (I, tl) + M (I, t2) für tl , 

2.1 BEISPIEL. Wir werten in der Variablenbelegung = 1 
und = 3 für alle 

M (I, + M (I ,y) 

+ 2 + I(y) 
1+2+3=6 

eine andere Variablenbelegung, etwa = 5, J(y) = 2, = 0 sonst , 
erhalten wir auch einen anderen Wert: 

M(J, 
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Grammatik versus Induktive Definition 

Die Produktionen kontextfreier Grammatiken haben Ahn1ichkeiten mit den Absch1ussbe-
dingungen induktiver Zu diesen Bedingungen 1assen sich wiederum paralle1 
die G1eichungen rekursiver Funktionen spezifizieren, die auf der Sprache operieren sollen, 
etwa ihre Semantik berechnen sollen. 

y 

Ind uktive 
T ist k1einste Nlenge mit: 

ç T 
ÇT 

Rekursive der Semantik 
x 

M (I ,Q) = 0, . 
= . 

M (I , = M(I , tl) + M (I , t2) 

Ein wesentlicher Unterschied besteht allerdings zwischen Grammatik einerseits und in-
duktiver Definition andererseits: eines Nontermina1s , et-
wa T , entsprechen verschiedenen mathematischen Variab1en in der induktiven 
tion, hier tl und t2. Werden gleiche Nontermina1e in gleiche mathematische Variab1en 
übersetzt, erha1ten wir im Allgemeinen eine andere etwa im Beispie1 oben 
die 1etzte Absch1usseigenschaft der induktiven Definition ersetzt durch 

t 

ist T nicht mehr 
Ein weiteres Prob1em kann bei der Definition rekursiver auftreten, die 

sich an induktiven orientieren. Die fo1gende Sprache [ und ihre Semantik 
ist ana10g zu den additiven Ausdrücken weiter oben definiert. 

Grammatik Induktive Definition 
MAJ
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=••• Rekursive Definition der Semantik 

= 0, … 
= M(el) + M(e2) 

= M(el ) . M(e2) 
Man man die aus der der e1i-
mi 
zu Erweitert man dann allerdings die Sprache um ein Mu1tiplikationssymbo1 
so zeigt sich, dass die im Allgemeinen nicht eindeutig ist , wenn sie in 
strikter Ana10gie zur induktiven der Sprache erfo1gt. 

Die Berechnung des Wertes von mehrdeutig: 

= + 4 
= (2.3) + 4 
=10 

= 
= 2. 
= 2. (3 + 4) 

1iefert a1so für eine Eingabe zwei verschiedene Ergebnisse, und ist somit keine woh1-
Funktion. Intuitiv würde man die linke Berechnungsfo1ge bevorzugen, da sie 
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die höhere Priorität der lVlult iplikation gegenüber der Addition berücksichtigt . Diese 1n-
formation steckt aber nicht induktiven Definition von [ Es gibt zwei 
Auswege: 

1. die Definition von [ , wie sie ist , und fügt lediglich eine informelle Bemer-
kung dass lVIultiplikationen vor Additionen ausgewertet \;verden müssen. Der 

dieser lVIethode liegt in der einfachen die alle für einen mensch-
lichen Leser notwendigen wir gesehen haben, liegt der 
N achteil darin, nicht systematisch aus der induktiven 
werden kann. 

2. Nlan formuliert die Definition um, dass zwar immer noch dieselbe lVIenge 
wird, aber die "natürliche" Auswertungsreihenfolge refiektiert wird. Da-

mit kann M automatisch aus der von [ abgeleitet werden, allerdings 
wird letztere schwerer konstruier- und lesbar. 

Eine Definition von die lVIultiplikation und Addition unterscheidet , könnte unter Ver-
wendung einer aussehen. 

die kleinste für die gilt: die kleinste für die gilt: 

(a) 

(b) Wenn el , dann (b) Wenn el , 
Für jede der beiden lVIengen ist eine eigene Auswertungsfunktion erforderlich, die aber 

parallel zur induktiven Definition von werden kann: 

Mde) falls e 
= Mded + Mde2) 

= 
. MH(e2) 

wohldefinierte Funktionen. Als einzigen Wert von man: 
MMM2 

2.2 Modellstrukturen 
haben in den vorangehenden Beispielen zur Definition der Semantik an ein informel-

les Verständnis einfacher arithmetischer Funktionen über Zahlen appelliert. Der Bereich 
bzw. Datentyp der ganzen Zahlen wird auch weiterhin unser wichtigstes Beispiel für eine 
Struktur bleiben, auf die wir uns in der exakten Definition der Bedeutung von formal-
sprachlichen Ausdrücken beziehen wollen. Es sollte aber klar sein, dass dies eben nur ein 
Beispiel für eine semantische Struktur daher zunächst den allgemeinen 
Begriff einer lVIodellstruktur. 
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2.2 DEFINITION (MODELLSTRUKTUR). Eine 1VIodellstruktur ist ein (D , F , P, K) de-
ren Bestandteile wie fo1gt sind: 

- D ist eine Menge , (oder Domäne) von Ð , 

- F ist eine endliche Funktionen des Typs D k • D l mit k , l > 0, 

ist eine endliche von totalen des Typs D k • {t , f} mit k > 0, 

- K ç D ist eine 

ln einer Modellstruktur wird also eine Menge mit bestimmten auf ihr definierten Funk-
tionen und Prädikaten zusammengefasst. Prädikate werden dabei a1s Funktionen in die 

und f 
auch 

IVIodellstrukturen finden als abstrakte Datentypen ihre Entsprechung in der modu-
1aren bzw. objekt-orientierten Programmierung. Dabei werden Datenstrukturen - etwa 
Stacks, binäre Bäume oder Listen - mit den zugehörigen Zugriffsprozeduren 
1e gekapselt bzw. formen eigene Objekte. Allerdings ist der Begriff der l\lIodellstruktur 
allgemeiner und grundlegender a1s diese programmierungsbezogene Sichtweise vermuten 
1ässt: Prädikaten1ogik, die wir in Abschnitt 4 behande1n repräsentieren 
Modellstrukturen beliebige Gegenstandsbereiche der "We1t" (bzw. der lnformatik oder 
der IVIathematik) über die wir exakte Aussagen treffen 

2.3 BEISPIEL. Die IVIodellstruktur der 

Z = (Z , * } , {<, = } , Z) , 

Z = die IVIenge aller ganzen Zah1en bezeichnet. Weiters 
bezeichnen + , - und * die üblichen arithmetischen Operationen Addition, Subtraktion 
und sowie < und = die üb1ichen "k1einer als"- und "gleich"-Relationen. 
Zur Erinnerung: Die beiden als Funktionen vom Typ 
F • {t , f} aufgefasst. Wir schreiben daher, z.B. , (3 < -4) = f und (3 = 3) = 

2 .4 BEISPIEL. Die Modellstruktur der 

N= {<, =}, {0,1}), 

{O, 1,2,3,…} die der natürlichen Zah1en bezeichnet und weiters (wie 
für Z) + , *, < und = die übliche Addition, bzw. die "k1einer a1s"- und 
"gleich"-Relation repräsentieren. Da die Subtraktion auf den natürlichen Zah1en keine 
totale Funktion ist, wird sie in N durch die Funktion ...:... ersetzt, die wie folgt 
ist: 

X ...:... 'u = 1 - y für 
!7 l 0 für x < y 

Man beachte außerdem, dass wir in Gegensatz zu Z - nicht jedes Element des 
Gegenstandsbereichs, sondern nur 0 und 1 als Konstanten 
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2.5 BEISPIEL. Die Modellstruktur der binären 

sì = (5, {pushO, pushl , pop} , {istO?, } , ), 

wobei 5 = jeder binäre Stack wird als eine Zeichenkette bestehend aus Q 
und 1 aufgefasst. Das 'obere Ende' des Stacks ist jeweils der Anfang der Zeichenkette, 
wie folgende Definition der Prädikate von sì deutlich macht (s , s' 
b : 

pushO(s) 
pushl (s) 1s 

pop(s) für s 
für s = bs' 

istO?(s) es gibt ein s' E 5 mit s 
istl ? gibt ein s' mit s 

istleer? (s) 

2.6 BEISPIEL. Eine Modellstruktur zu Fami1ie X: 

FamX = (Personenx , {Geschwister, weiblich, männlich, = } , 
Chris, .}). 

haben uns bei dieser Modellierung der Familie X also dazu entschieden Vater und 
Mutter als Funktionen So bezeichnet beispielsweise Mutter( ) 
die Berta. Da alle total sein müssen, sollte 
die Menge Personenx unendlich sein oder ein Fehlerelement 'Unbekannt ' ent-
halten, für das = Vater(Unbekannt) = Unbekannt gilt. 
und Onkel sind jeweils (d.h. , zweistellige) Relationen; weiblich und männlich sind 
unäre (d.h. , einstellige) Prädikate. Das binäre drückt die Gleichheit von Per-
sonen aus. Wenn Abdul ein Onkel von Chris ist , dann ist Onkel(Abdul,Chris) wahr. 

könnte gleichzeitig Chris)) falsch 

2.3 Terme über Modellstrukturen 

Um nun formal und auf allgemeine Weise über eine beliebige Modellstruktur Ð sprechen 
zu können werden wir zwei kontextfreie de 

Ð, sowie, darauf aufbauend , im Abschnitt 2.4 die Sprache BA(Ð) der booleschen 
Ausdrücke über Ð. Dazu wir zunächst ein Alphabet , das Symbole zur Reprä-
sentation der Prädikate und Konstanten von Ð enthält. 

2.7 DEFINITION (SIGNATUR). Eine Signatur zu einer Modellstruktur Ð = (D , F , P , K ) be-
steht aus folgenden drei Bestandteilen: 
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- eine FS(Ð) , die Funktion in F ein entsprechendes Funktionssymbo1 
enthält , 

- eine Nlenge PS(Ð) , die Prädikat in P ein entsprechendes Prädikatensym-
bol enthä1t, sowie 

- eine KS(Ð) , die zu jeder Konstante in K ein entsprechendes Konstanten-
symbol enthä1t. 

Jedem Funktions- und Prädikatensymbo1 wird eine Zah1 n > 1 zugeordnet, die der 
Stelligkeit, a1so der Anzah1 der Argumente der jeweiligen Funktion bzw. des Prädikats 
entspricht. FSn(Ð) und PSn(Ð) bezeichnen jene von FS(Ð) bzw. PS(Ð) , 
die genau die Symbole enthalten. 

A1s Symbo1e verwenden wir auch weiterhin meist die unterstrichenen Namen der Funk-
t ionen, Prädikate und Konstanten. Für die oben beschriebenen Z , N, 
sì und FamX erhalten wir: 

Signatur zu den ganzen Zahlen: 

FS2(Z) = PS2(Z ) = KS(Z) = .} , 
FSn(Z) = {} und PSn(Z) = {} für 

Signatur zu den natürlichen Zah1en: 

FS2(N) = PS2(N) = KS(N) = {Q,l} , 
FSn(N) = {} und PSn(N) = {} 

Signatur zu den binären Stacks: 

FS 1 (Sì) = {pushO, PS1(Sì) = KS(Sì) = 
FSn(Sì) = {} und = {} 

Signatur zur Familie X: 

FS1(FamX) = = {} 1, 
PS1(FamX) = PS2(FamX) = {Geschwister, 
PSn(FamX) = {} 2. 
KS(FamX) = .} 

Das A1phabet der Sprache der Terme über Ð enthä1t neben den Elementen von FS(Ð) 
und KS(Ð) auch die Menge I VS = . . .} der 
bole2 (kurz: sowie die Hilfssymbole ( und ) und , . 

2Um das Alphabet endlich zu halten, müssten wil' eigentlich IVS , abel' auch die Menge der Konstanten-
und Funktionssymbole auf eine endliche Menge beschränken. Del' Einfachheit halber wir hier 
aber von dieser Einschränkung absehen. 
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2.8 DEFINITION (SYNTAX VON TERIvIEN). Die T(Ð) der Terme über einer Modell-
struktur Ð ist die kleinste für die gilt: 

(T1) IVS ç T(Ð ) j 

(T2) KS(Ð) ç T(Ð); 

(T3) wenn und il , . .. 

Genau den Termen über einer Signaiur zu einer Modellstruk-
tur sprechen. Da wir hier aber jeder Modellstruktur eine eindeutige Signatur zuordnen, 
ist die knappere Sprechweise von Definition 2.8 gerechtfertigt. 

2.9 BEISPIEL. \ iVir zeigen, dass (pop gilt , d.h., dass der 
ein Term über der lVlodellstruktur der binären Stacks ist. Um die Zugehörigkeit eines 
Ausdruckes zu einer Sprache nachzuweisen, muss gezeigt werden, wie er mittels der 
Regeln gebildet werden kann, die diese Sprache definieren. \i\Tir verwenden als 
Abkürzung für "C folgt aus A mittels Regel B ". 

-

- push1 E FS 1(S) , E T(S) push1 (pop (2:; ) ) E T(S) 

-

2 .10 BEISPIEL. pushO(push1(lQ) ) ist kein Term über den binären Stacks. Die der 
Symbole, die in einem Term auftreten umfasst die Variablen- , die Konstanten-
und die Funktionssymbole sowie die drei Hilfssymbole. 1m Fall der Modellstruktur S ist 
das die Menge 

IVS U {leer, pushO, push1 , pop , (,,,) }. 
Es fehlen also die Symbole Q und 1, die aber im Ausdruck der Aufgabe auftreten. 

2.8 ist + ein Term über íZ, aber nicht. Wir wollen aber 
die vertrautere 1nfix-Notation für Terme über dell ebenfalls zulassen. 
Dazu brauchen wir die (íZ) gar nicht zu sondern ver-

ein Term der Form 0 wobei 0 ab nun auch als (i1 0 i2) 
geschrieben werden darf. (Dieselbe auch für T (N).) 

Zur Festlegung der Bedeutung von Termen uns auf 
das sind Zuordnungen von Elementen des Gegellstalldshereichs einer Modellstruktur Ð 
zu 1ndividuenvariablensymbolen, also Funktiollell IVS • D. Vor allem im 
Kontext von Programmiersprachen wie bereits erwähnt, 
auch Environmenis oder Speicherbelegungen genallllt. E.N'" bezeichnet die Menge aller 
Variablenbelegungen. 
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2.11 DEF1N1TION (SEMANT1K VON TERMEN). Die Semantik von T(D) wird durch die Funk-
tion MT : ENV x T(D) • D festgelegt , die wie folgt definiert ist: 

(MT1) MT (I ,V) = für 

(l\IIT2) MT (I, c') = c für wobei c die Konstante zum Symbol c' ist; 

(MT3) ,tn)) = f(MT (I ,tl ),..., /vIT (I,in)) , 
wobei f die Funktion zum Symbol ist. 

Wert von t der Modellstruktur .z 
in der Variablenbelegung = 0, I(y) = 2. (Zur hier die 

für Terme 

+ MT(I , y) 
+ I(y) 

- MT (I, l)) + 2 
- MT (I, l)) + 2 

(0-1)+2 
-1 + 2 = 1 

1m Gegensatz dazu ist der vVert von t ,y) über der Modellstruktur N in 
der Variablenbelegung = 0, I(y) = 2 wie folgt bestimmt: 

MT (I' t) 

MT (I , t) 

M T 3 

M Tl 

M T3 

1\1T1 

1\,IT2 

MT3 TTK

j x-·-Jd 

MT l 

MT3 

M Tl 

MT2 

2.13 BE18P1EL. Wir berechnen den Wert von t = in der 
= 11. 

t) M T3 P-71/

]
/

((((( hhhhh QUCOCdcdco uuuuuL PPPPApo-
lVIT3 

M Tl 

Bei der semantischen Auswertung formalsprachlicher Ausdrücke sind offensichtlich im-
mer zwei Sprachebenen zu unterscheiden: Die syntaktische Ebene nennt man dabei auch 

während die übliche mathematische Sprache , in der man auf die Semantik 
direkt Bezug nimmt, in diesem Zusammenhang als bezeichnet wird. 
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2.4 Boolesche Ausdrücke über Modellstrukturen 

Terme beziehen sich nur auf die Funktionen und Konstanten einer Modellstruktur und 
stehen immer für einzelne Elemente des Gegenstandsbereichs. Um darüberhinaus ein-
fache Aussagen über Modellstrukturen bilden zu müssen wir auch 
symbole sowie einfache logische in eine entsprechende Sprache einbauen. 

2.14 DEFINITION (SYNTAX VON BOOLESCHEN AUSDRÜCKEN). Die NIenge ßA(Ð) der boole-
schen Ausdr'Ücke über der Modellstruktur Ð ist die kleinste NIenge, für die gilt: 

(BA1) p' (tl , ... wenn und 
p' ( tl , . . . ,t n ) heißt Atomformel; 

wenn 

(BA3) wenn F, G 

(BA4) wenn F, G E ßA(Ð). 

Die neuen ^ , und y... sollen die vertrauten logischen 
'und' , bzw. 'oder' repräsentieren. Daher wir die Bedeutung boolescher Aus-
drücke wie folgt als den beiden Wahrheitswerten 

2.15 DEFINITION (SEMANTIK VON BOOLESCHEN AUSDRÜCKEN). Die Semantik von ßA(Ð) 
Fun 

durch: 

(MBA1) MBA (I ,p' = p(My(I , tl) ,… ,My (I , tn )) , wobei p das Prädikat 
zum Symbol ist 

f t falls MBA (I , F) = f (MBA2) = l f falls MBA(I , F) = t 

(MBA3) MBA (I, und MBA(I ,G) = t 
.ò. !..' l f sonst 

(MBA4) falls ,MBA (I ,F)=toderMBA (I, G)=t 
l f sonst 

erinnern an dieser Stelle an die vereinbarte Zulässigkeit der Infixnotation für Terme 
über Z und N. Aus Gründen der besseren Lesbarkeit verwenden wir außerdem auch 
folgende Schreibvereinfachungen: 
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auch für Atomformeln: bzw. steht tl , t2 ) 
bzw. für ( tl , t2 ) . 

kann auch als tl ) geschrieben werden. 

- etc. schreiben wir tl usw. 



Klammern sofern dadurch der Prädikaten-
und bleibt. 

2.16 BEISPIEL. bestimmen den Wahrheitswert des booleschen Ausdrucks B 
über N in einer Variablenbelegung 1 mit I(yJ = 3 und I(y) = 4. 

U m die schrittweise der Definitionen 2.15 und 2.11 besser zu verstehen, 
sollte man sich daran dass B in offizieller Syntax, also ohne die vereinbarten 
Schreibvereinfachungen, die Form hat. 

MBA (I ,B) t falls MBA (I, oder MBA (I , = t 

Daher bestimmen wir zunächst M BA (I, ( : 

MBA (I, JH BA2 
t falls MBA (I, = f 

...:... = ) 
JLZ1 

daher: MBA (I, = f 

Es muss also noch MBA (I, )) bestimmt werden: 

MBA (I, 

J\lT1 

MBA (I , 
(MT(I ,y) < 
(4 < 3) = f 

Zusammenfassend ergibt sich daher MBA (I, B) = f. 

2.5 Syntax und Semantik von ALI 

Boolesche Ausdrücke werden - unter anderem - als Bedingungen in if-Anweisungen und 
Schleifenkonstruktionen eingesetzt. Außerdem als jene Ausdrücke aufge-
fasst werden, die auf der rechten Seite einer Zuweisungsinstruktion vorkommen dürfen. 
Entspreche wir 7('1'.) A('1'.) als Bestandteile einer einfachen imperativen 
Programmiersprache ALI deren einziger Datentyp die Modellstruktur der 
ganzen Zahlen '1'. ist. (ALI steht für Assignment 1anguage für !ntegers.) 

2.17 DEFINITION (SYNTAX VON ALI). Die ALI der über Z 
ist die kleinste Menge, für die gilt: 

(AL1) 1st v E IVS und dann ist 

(AL2) Sind dann ist E ALI. 

91 



1st und dann ß (AL3) 

1st B und dann ist (AL4) 

2.18 BEISPIEL. Folgendes ist ein syntaktisch wohlgeformtes ALI-Programm: 

Beachten Sie, dass wir von der für arithmetische Ausdrücke 
Gebrauch machen. Dass dieses Programm in ALI sich 
der induktiven Definition überprüfen: 

Q 

- y 

ß 

ALI 

1n der Sprache ALI bestehen aus nur jeweils zwei Anweisungen. 
Für längere Anweisungsketten sind geschachtelte Blöcke vorgesehen. Das erleichtert die 
semantische Analyse, ist aber unpraktisch in der Formulierung konkreter Programme. 
Ohne die offizielle Syntax von ALI zu wir folgende abkürzende 
Schreibweise 2): 

begin (ì:2 : begin 

Die intendierte Bedeutung des obigen Beispiel-Programms besteht in der Multipli-
kation zweier positiver die anfangs in y gespeichert sind. 
Nach Ende des Programms enthält die Variable Diese 1ntention kann 
jedoch erst durch eine entsprechende der adäquat bestätigt 
werden. Die Semantik von Programmen legt fest. wird. Um zu ei-
ner kompakten Definition zu gelangen, fassen ,,,ir cliC' Bedeutung eines ALI-Programms 
als eine Funktion von )Variablenbelegunge l1 in (End- auf. 
Dabei hilft folgende N otation: 

92 

steht für 



2. 19 DEFINITION. Für ein Variablensymbol v heißen zwei Assignments 1 , 
modulo v - in Zeichen: 1 ;!!., l' - gilt , dass 

= ist. (I und l' a lso im Wert der Variablen v.) 

2.20 DEFINITION (SEMANTIK VON A L I). Die Semantik der Statements aus A L1 wird durch 
die Funkt ion M AL : ENV x A L1 • ENV die ist durch: 

(MAL1) M AL(I , = 1', wobei = MT (I ' t) und = für 

(MAL2) M AL(I , = 

f falls M BA (1, B ) = t (MAL3) JVl AL(I ,!f ß) = l MAL(1 ,ß ) falls M BA (I, B ) = f 

f M BA (I ,B ) = t (l\iIAL4) = 
l1 für M BA (I ,B ) = f 

2.21 BEISPIEL. berechnen das Ergebnis des Programms aus Beispiel 2. 18 für eine Varia-
blenbelegung 1 mit = 3, 1 (y) = 1 und 1 = 1, wobei wir folgende Abkürzungen 
verwenden: 

ß = begin ; und do ß . 

M AL2 MA L(I ' begin M A.L (I' , "1) 
wobei = MT (I ,Q) = 0 und 1' (v) = für 

= = t 
) 

A L l M AL(MAL(I" , 
wobei = M T (I' , = + M T (I' ,?i) 

= + = 0 + 
= für 

M AL l do ß) 

= = = 
y 

= = f 
1111 
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For large values of one, 
one equals two, 
for small values of two. 



3 Aussagenlogik 

3.1 Einleitung zur mathematischen logik 

is common. Logic is rare. 
(Sherlock Holmes) 

Logik ist eine die sich mit den allgemeinen Prinzipien korrekten 
Schließens wird uns nur die (auch: bzw. symbo-
lische) Logik interessieren, die für diese formale Kalküle 1bereitstellt und analy-

sei gleich vorweg bemerkt, dass in dieser Lehrveranstaltung nur ein kleiner 
Ausschnitt der Themen, lVlethoden und Ergebnisse der mathematischen Logik, die für 
die Informatik relevant sind, präsentiert werden wird. 

Mathematische Logik taucht in Gebieten der Informatik in 
licher Weise auf. Zu den zählen: logik-orientierte 
Programmierung (z.B. : PROLOG) , Programmverifikation, Semantik von Programmier-
sprachen, wissensbasierte Systeme automatisches Beweisen. 
Ganz allgemein sind die Analyse der Beziehung von Syntax und Semantik und das Au-
genmerk auf algorithmische Aspekte des Schließens derart grundlegend, dass oft folgende 
Analogie zum Verständnis der Rolle der Logik zitiert wird: Die Logik steht zur Informatik 
wie die Mathematik zur Physik; ähnlich wie die Mathematik oft als ‘Sprache der Physik' 
bezeichnet wird, ist die Logik als das Fundament zentraler Aufgaben der Informatik zu 
betrachten. 

Aussagenlogik 

Es gibt so viele unterschiedliche Logiken (im Sinn mit entsprechender 
Semantik) und verschiedene Themen in diesem Bereich, dass es unmöglich ist, die Diszi-
plin umfassend in zu definieren. In allen Fällen wird jedoch analysiert , 
welche Aussagen bzw. Schlussweisen sich allein auf Grund ihrer Form als wahr, gült ig 
bzw. korrekt erkennen lassen. 

lDas Wort Kalkül hat zwei unterschiedliche Bedeutungen. Kalkül ist gleichbedeutend mit 
nung oder Uberlegung ; in diesem Sinn tritt etwa in der Redewendung "ins Kalkül 
auf. hingegen bezeichnet laut Duden ein System von Regeln zur schematischen Konstruk-
tion von in verwenden das Wort hier in der zweiten Bedeutung, also 
mit männlichem Artikel 
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3.1 dass es entweder Pudding oder Torte als Nachspeise gibt 
ihm außerdem gesagt wird , dass es keinen Pudding mehr gibt , so kann es daraus 

schließen, dass es Torte zur Nachspeise gibt. wir A als für "Es 
gibt Pudding als Nachspeise" und B als Abkürzung für "Es gibt Torte als Nachspeise" , 
so lässt sich dieser Schluss Notation wie folgt darstellen: 

Av B -,A 
B 

Entscheidend ist, dass die Korrektheit (Zulässigkeit) dieser Argumentationsform offen-
sichtlich nicht vom konkreten 1nhalt der Aussagen A und B abhängt. So könnte A z.B. 
auch Programm terminiert innerhalb von 10 Sekunden" und B für "Das 
gramm terminiert nie" stehen. Weiters ist die Korrektheit des Schlusses unabhängig 

ob die Aussagen A und B wahr oder falsch 

Genau genommen haben wir uns in diesem sehr einfachen Beispiel bereits einer spe-
zifischen Logik - der sogenannten Aussagenlogik - bedient. 1n der 
klassischen Aussagenlogik2 geht man davon aus , dass jede Aussage entweder wahr oder 
falsch ist . l\IIan sagt auch: Jeder Aussage wird einer der zwei "wahr" bzw. 
"falsch" zugeordnet. Außerdem betrachtet man nur Aussagen, die entweder nicht mehr 
weiter zerlegt werden (sogenannte "atomare Aussagen'\ für die einen nur 
sie wahr oder falsch sind) oder die mittels der logischen 
(^), "oder" (V) , bzw. "wenn ... dann" (::::>) aus anderen Aussagen sind. 
Weiters setzt man das Prinzip der (Kompositionalitätsprinzip) 
voraus: Die Vlahrheit bzw. Falschheit einer zusammengesetzten Aussage hängt 
der Wahrheit bzw. Falschheit ihrer unmittelbaren Teilaussagen ab. 

Prädikatenlogik 

Für die meisten ist die skizzierte logische Aussagen noch zu 
grob. Man abstrahiert zwar konkreten 1nhalt der Aussagen, aber versteht 
atomare Aussagen als Form "Die Eigenschaft P trifft auf das Objekt 
x zu" bzw. allgemeiner: "Die Objekte X l , … , X n stehen in der Relation 
P zueinander". 1m ersten Fall nennt man P ein einstelliges (monadisches) im 
zweiten Fall ist P ein n-stelliges Prädikat. Neben den oben genannten Junktoren ist es 
nun auch die beiden Quantoren "für alle" (Allquantor '<:1) und "für (minde-
stens) ein" or :3) z zusamme A zu verwe 
Man von (bz,,'. 

3.2 BEISPIEL. Monadische Prädikate reichen aus, um die sogenannten Syllogismen darzu-
stellen, die bereits in der Antike Das Beispiel eines Syl-
logismus ist wohl folgender Schluss: 

2Für "Aussage" verwendet man in diesem Zusammenhang allch den Fachausdruck "Proposition" j daher 
ist Logik synonym zu Aussagenlogik. 

3Höherstufige Logiken entstehen, wenn man auch von Relationen zwi-
von Relationen zwischen Relationen zwischen Relationen usw. in Betracht zieht. 
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Sokrates ist ein Alle l\ Ienschen sind sterblich. 
Also ist auch Sokrates sterblich. 

Die beiden Aussagen über dem Strich heißen Prämissen, die Aussage darunter K onklusi-
0 17, des Schlusses. Gemäß unserer Terminologie ist dabei "Sokrates" ein Objekt und "ist 
sterblich" bzw. "ist ein Mensch" sind Beispiele für (monadische) Prädikate. 
Notation und in Verwendung naheliegender Abkürzungen lässt sich daher der Schluss 
als 

M (s) (Vx)M(x) 5(x) 
5(s) 

darstellen. Entscheidend ist wiederum, dass es nur um die Form der Aussagen geht und 
dass die Zulässigkeit (Korrektheit, allgemeine Gültigkeit) des Schlusses keineswegs von 
der Wahrheit der Prämissen abhängt. Dies lässt sich einsehen, indem man beispielsweise 
für s die Zahl 2 setzt, für 5 das Prädikat "ist ungerade" und für M das Prädikat "ist 
größer als 5". U nter dieser Interpretation sind offensichtlich die beiden Prämissen 
die Konklusion falsch. Der Schluss jedoch bleibt zulässig. Ein Schluss (per 
Definition) zulässig, falls folgendes gilt: Immer wenn alle Prämissen wahr sind, ist 
auch die Konklusion 

Der oben diskutierte Schluss lässt sich bei Betrachtung in noch elementarere 
in den Modus ponens (mp) - aus A und der Aussage "wenn A dann B" 

folgt B - und in die Spezialisierungsregel (sp) - wenn A für alle Objekte x gilt , dann 
gilt A auch für ein spezielles Objekt c: 

ny I I 
B-D-A-B 

A[c] 

A und B sind dabei Platzhalter für beliebige Formeln, wobei die Schreibweise A[x] 
dass A eine Variable x enthalten kann , die in A[c] durch c ersetzt wurde. Die 

ursprüngliche Uberlegung lässt sich mit Hilfe dieser beiden Regeln beweisen: 

M(s) 
(Vx)M(x) 5(x2 so 

5(s) 

Beim Anwenden der Spezialisierungsregel entspricht M(x) 5(x) dem Platzhalter A[x]; 
beim Modus ponens übernimmt M(s) die Rolle von A und 5(s) jene von B. Man 
spricht von der Regel: Z.B. fungiert M(s) hier als der 
Prämisse des Modus 

Die klassische Prädikatenlogik erster Stufe ist zweifellos der bedeutendste Formalismus 
der Logik. Die Aussagenlogik lässt sich als Spezialfall der Prädikatenlogik verstehen: Die 
atomaren Aussagen kann man als O-stellige Prädikate betrachten; mit den Objekten 
verschwinden auch die Quantoren und es bleiben nur die Junktoren. 4 

4Man spricht deshalb auch von Junktorenlogik. 
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logische Kalküle 

Hat man eine Formelsprache (Syntax) gewählt und die 1nterpretation der Formeln (ih-
re Semantik) möchte man die Gültigkeit bestimmter Formeln überprüfen 

1m einfachsten Fa11 reicht es , eine Formel bzgl. der Semantik auszuwerten. Etwa 
ist s (0) + s (s (0)) = s ( s (s (0) )) unschwer als wahr zu erkennen, fa11s s 
als die 1" , 0 als Nu11, + als Addition und = als Gleichheit interpretiert 
wird. Die Gültigkeit der Formel k V n= 2 . k + 1) ist schwie-
riger nachzuweisen, da die Semantik des A11quantors erfordert, für a11e der unendlich 

n ein k zu sodass entweder n =2 . k oder n=2 . k + 1 
erfüllt ist. Daher versucht man Regelsysteme - sogenannte Kalküle - zu finden , mit 
deren Hilfe eine Formel durch eine endliche Anzahl von Regelanwendungen bewiesen 
werden kann. Dabei muss das Regelsystem zumindest korrekt sein: Jede mit den Regeln 
bewiesene Formel sol1 tatsächlich gültig sein. Manche Regelsysteme sind darüber hinaus 
auch vollständig: Alle gültigen Formeln lassen sich mit den Regeln beweisen. 1n den 
Abschnitten 3.6 , 3.7 , 3.8 und 3.9 werden wir vier unterschiedliche Kalküle 
die a11e korrekt für die klassische Aussagenlogik A11e diese Kalküle 
lassen sich auch auf die erster Stufe erweitern. Dies ist ein Thema des 
nächsten Kapitels. 

Ein zentraler Begriff im Bereich der Kalküle ist der der Ableitung. Darunter versteht 
man a11gemein eine Kette oder einen Baum von syntaktischen Objekten (z.B. von aus-
sagenlogischen Formeln) , die bzw. der durch aus gege-
benen 1nitialobjekten ("Axiomen" bzw. "Annahmen") hervorgeht. Ableitungen entspre-
chen formalen Beweisen. 1m Prinzip muss jeder exakte N achweis der Richtigkeit einer 

jeder Beweis) als Ableitung in einem geeigneten Kalkül formalisier-
bar sein. Selbstverständlich ist es für die menschliche Kommunikation nicht zweckmäßig, 
jeden zu formalisieren. Anderseits sollte klar sein , dass immer 
wenn Computersysteme Beweise finden oder überprüfen sollen, logische Kalküle unver-
zichtbar sind. 

logik in der Programmierung 

Die zahlreichen Anwendungen der Logik in der 1nformatik sind oft sehr unterschiedlicher 
Natur. Wie bereits erwähnt , gibt es Programmiersprachen, die direkt auf bestimmten 
Kalkülen basieren. PROLOG , L1SP und ML sind Beispiele dafür. Doch auch in allen 
üblichen prozeduralen Programmiersprachen der mathematischen 
gik mehrfach auf. 

3.3 BEISPIEL. Der Wahrheitswert einer logischen Formel entscheidet darüber , ob in einer 
if-Anweisung der then- oder der else-Zweig gewählt bzw. wie oft eine while- oder 
repeat-Schleife durchlaufen wird. W ill man in einer if-Anweisung die beiden Zweige 
ohne Anderung des Programmverhaltens vertauschen, helfen die algebraischen Regeln 
der Aussagenlogik bei der korrekten Umformung der Bedingung; etwa wird 

if (x = 0) ^ (y > 1) then P 1 
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durch Anwendung der aussagenlogischen de- lVlorgan-Regel = -,A v -,B zum 
äquivalenten Programmstück 

if v then P2 else Pl . 

Ahnliches gilt für while-Schleifen, die mindestens einmal durchlaufen werden sol1en und 
umgewandelt werden. Etwa transformiert sich die Schleife 

while (x = 0) ^ (y > 1) do P zu repeat P until v 

3 .4 BEISPIEL. seien zwei [a , bJ und etwa Aufnahmezeiten 
eines Videorecorders (erste Aufnahme von Zeit b, zweite von c bis d). Wir 
nehmen an, b und c < d gilt. 

Die Aufgabe besteht nun darin, auszugeben, wenn die 1nterva11e über-
lappen, also eine Terminkollision vorliegt: 

if then wri te 

Um eine geeignete (Bedingung ) zu finden , könnte man ersten Ansatz a11e 
lVIöglichkeiten aufiisten, wie sich zwei 1nterva11e überlappen können: 

1. Das erste enthält das c und d < b. 

2. Das zweite 1ntervall enthält das erste: c b < d. 

3. Der Anfangspunkt des zweiten liegt im ersten und 

4. Der Anfangspunkt des ersten 1nterva11s liegt im zweiten 1nterva11: 

5. Der Endpunkt des zweiten 1nterva11s liegt im ersten und 

6. Der Endpunkt des ersten 1ntervalls liegt im zweiten 1ntervall: und b 

Offensichtlich enthält die Disjunktion dieser sechs je zwei Vergleichen 
viel Redundanz. 1nsbesonders werden die ersten beiden Bedingungen bereits von den 
übrigen vier (unter < b und c < d) impliziert. Aber 
auch die direkte Umsetzung der 3 bis 6 ist keineswegs optimal. 

Ein einfacherer besteht darin, zuerst eine Bedingung für 
freiheit diese dann zu negieren. Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung für Uberlappungfreiheit ist: 

Das erste 1nterva11 endet vor dem (b < c) 
oder das zweite vor dem ersten (d 

Die gesuchte Bedingung für das hollision lässt sich also schreiben als 
-, (b < c v d bzw. durch Hineinziehen der Negation als 

Beim Aufstellen, Uberprüfen und vor allem beilll korrekten Vereinfachen und Umfor-
men derartiger Bedingungen helfen die Grundgesetze de!" Logik. 1m letzten Schritt wurde 
z.B. die Regel ..., (A V B) = der auch 
leicht automatisieren. So könnte man mit geeip;neten kontrollieren, ob 
sich die Formel aus dem ersten Lösungsansatz tatsüchlich Ztl jener des zweiten Ansatzes 
vereinfach 
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3.5 BEISPIEL. Zur Verifikation werden sowie 
Vor- und (pre- und post-conditions) eingesetzt. 

die sie im Zuge des Programmablaufs 
erreicht werden. Treffen sie zu, setzt das Programm mit der nächsten Anweisung fort; 
andernfalls wird eine ausgegeben, die signalisiert, dass das Programm 
hergesehenen Verhalten abweicht. 1m Gegensatz zu den anderen Programmkonstrukten 

Zusicherungen nicht die Berechnungen. folgenden Programm kontrolliert 
die Zusicherung dass der Wert von y wie vom Programmautor vorgesehen 
nie kleiner als N ull wird. 

(x 
while y > 0 

Z • x -1 ; 
U • Y -1; 

endwhile; 
b ̂  y = 0) 

Zusicherung 

N achbedingung 

Vor- und Nachbedingungen sind Formeln, die die erlaubten Eingabedaten bzw. die 
gewünschten Ergebnisse charakterisieren. Sie bilden zusammen mit dem Programm ei-
ne Korrektheitsaussage, die wahr ist , falls das Programm für alle Eingaben, die die 

erfüllen, Ausgabewerte berechnet, auf die die Nachbedingung zutrifft. 1m 
Beispielprogramm behaupten die beiden Bedingungen, dass x am Programmende den 

b hat , falls zu Beginn x den y den Wert b hat. Der Beweis von 
Korrektheitsaussagen ist prinzipiell schwieriger als die Zusicherungen: 
1m ersten Fall m möglichen Variablenwerte untersucht werden, im zweiten Fall 
wird die Formel nur für die rnomentanen Werte berechnet. Zum Nachweis der Gültigkeit 
von Korrektheitsaussagen werden Kalküle wie der sogenannte H eingesetzt. 

Algorithmische lösbarkeit 

Die folgenden drei Beispiele beschreiben Resultate, die auf den ersten Blick abstrakt 
und theoretisch wirken. Bedenkt man aber, dass praktisch jede Programmiersprache die 
Datentypen der Reals und 1ntegers kennt , dass die Spezifikation des Programmverhaltens 
Quantoren erfordert und dass die Uberprüfung von Programmeigenschaften auf den 
Nachweis der Gültigkeit von Formeln hinausläuft, haben diese Resultate unmittelbare 
Auswirkungen auf Gebiete wie die 

3.6 BEISPIEL. Die Frage nach der Lösbarkeit eines Systems von Gleichungen kann als 
existentiell quantifizierte Formel aufgefasst werden, nämlich als die Behauptung: "Es 
gibt Werte für die Variablen, sodass die Gleichungen erfüllt sind." Für lineare Glei-
chungen über den reellen Zahlen ist aus der Schule bekannt, dass es mit dem Gauß-
sche Eliminationsverfahren ein Regelsystem gibt , das korrekt für das 

5benannt nach dem britischen Informatiker Sir Charles Antony Richard Hoare, der unter anderem das 
Sortierverfahren Quicksort erfunden hat. 
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Lösba1'keitsproblem ist: Wenn das Verfahren die Lösbarkeit behauptet, ist das Glei-
chungssystem tatsächlich lösbar (Korrektheit) , und wenn 
ist , a h ( 

soga1' Auch das 3 

nämlich "nicht lösba1''' . 6 

1m Fall der 1'eellen Zahlen Resultate verallgemeine1't we1'den: Selbst wenn 
man beliebige (existentielle und universelle) Quanto1'en zulässt sowie nicht-linea1'e Glei-

3.7 BEISPIEL. Diophantische Gleichungen sind Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten , 
die übe1' den ganzen bzw. den natürlichen Zahlen zu Für lineare diophantische 
Gleichungen gilt ähnliches wie fü1' Gleichungen über den 1'eellen Zahlen: Es gibt ko1'1'ekte 

Entscheidungsve1'fahren. Auch mit beliebigen Quanto1'en sind derar-
tige auch bekannt als "P1'esburger A1'ithmetik" , immer noch lösba1' (Mojzesz 
Presburger, 1929, D. C. Cooper 1972). 

Ande1's sieht die Sache im Falle von diophantischen Polynomgleichungen aus (Hilberts 
10. Problem). Falls diophantische lösba1' sind, lässt sich 

alle1' es gibt 
aber prinzipiell kein Entscheidungsverfah1'en mehr: Die Unlösbarkeit eines Gleichungs-
systems lässt sich im nicht feststellen, da es prinzipiell keinen 
im.mer Algo1'ithmus für dieses Problem 
1970). 

Noch die zu den 

Die ist nur u sondern gibt nicht 
einmal mehr ein Regelsystem (K Gödel , 1n au 

jedes zur der 
Formeln sowohl bei gültigen als auch bei widerlegbaren Formeln 

gelegentlich d.h. , es liefert bei beiden Antwortmöglichkeiten nicht imme1' eine 

3.8 BEISPIEL. Die Gültigkeit aussagenlogischer Formeln in der ist t 1'ivia-
lerweise durch Ausprobie1'en immer es nur Belegungen der 
Va1'iablen mit wahrj falsch gibt und alle (etwa Ode1'-Ve1'knüpfungen) 
imme1' berechenbar sind. Das Problem hie1' ist vielmehr , die Gültigkeit zu 
überp1'üfen. 

Ande1's sieht es aus , wenn wi1' Quanto1'en zulassen , also die P 1'ädikatenlogik bet1'achten. 
Zur Ube1'p1'üfung der Gültigkeit gibt es korrekte und vollständige Kalküle , das P 1'oblem 
ist aber letztlich unentscheidba1', da wiederum aus prinzipiellen G1'ünden jedes >wrrekte
Verfahren fü1' manche (genaue1': unendlich viele) Formeln keine Antwo1't 
liefern 

6Das Gaußsche Eliminationsverfahren leistet sogar noch mehr: 1m Falle der Lösbarkeit liefert es eine 
endliche Darstellung aller Lösungen. 
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Nicht-klassische Logiken 

Die bisher genannten Beispiele könnten dazu verführen, die Logik als einzig 
relevanten logischen Formalismus zu betrachten. Doch gerade in der 1nformatik wer-
den auch Anwendungen verschiedenster nicht-klassischer Logiken immer wichtiger. An-
zahl, Formen und Anwendungen nicht-klassischer Logiken sind kaum mehr überschaubar. 
Grundsätzlich lassen sich zwei Typen von "Nicht-Klassizität" unterscheiden: Einerseits 
werden Erweiterungen der Syntax und Semantik der klassischen Logik 
derseits sind Alternativen zur klassischen Semantik (die manchmal auch synta>dischen

Basis vieler wichtiger Logiken. 
Zur ersten Gruppe zählt vor allem die große Familie der Modallogiken, die entstehen, 

wenn man in der Sprache der Logik ausdrücken will, in (z.B. wann, wie, 
wo, in welchem Kontext) eine Formel (klassisch) gültig ist. 

3.9 BEISPIEL. Bei der Spezifikation dynamischer Systeme ist es meist sinnvoll, Aussagen 
der Form " Zu allen zukünftigen Zeitpunkten gilt nachfolgenden Zeitpunkt 
gilt A " , ,,1rgendwann in der Vergangenheit galt A " zu betrachten. Dabei nennt man die 
jeweiligen zeitlichen Qualifikationen zur Aussage A tempomle Syntak-
tisch sind Modaloperatoren nichts anderes als einstellige 1n üblicher Notation 
schreibt man die genannten Beispiele modaler Aussagen als [F]A , OA , bzw. (P )A. Das 
F steht dabei für Future, das P für Past; 0 wird 
fensichtlich kann man aber die Semantik mehr durch klassische 
Wahrheitstafeln wird für die der klassische Begriff 
des Modells einer Formel auf eine Weise erweitert, die die Struktur des Zeitverlaufs re-
präsentiert. Dies geschieht so, dass (um in unserem Beispiel zu der 
Form [F]A OA als logisch gültig erkennbar 

3.10 BEISPIEL. Wie bereits wird der sogenannte Hoare-Kalkül als Formalismus zum 
Nachweis der Korrektheit von Programmen eigesetzt. Ohne hier auf Details einzugehen 
sei darauf sich dieser Kalkül als Spezialfall einer bestimmten Modal-
logik - der sogenannten Logik - verstehen lässt. 

Die Grundaussagen des Hoare-Kalküls sind von der Form P Q, wobei P 
und Q zum Die Rolle von 

dabei die eines Modaloperators "Nach Termination des ... ". 1n 
üblicher modallogischer Notation würde man also P Q als Formel der 
dynamischen Logik 

Zur zweiten Gruppe der nicht-klassischen Logiken - den Alternativen zur klassischen 
Logik - geben wir ebenfalls zwei informatik-relevante Beispiele. 

3.11 BEISPIEL. Anwendungen wissensbasierter Systeme hat man es mit oder 
unbestimmter 1nformation zu tun. 1nsbesonders die Semantik natürlichsprachlicher Aus-
sagen lässt sich oft durch die Zuordnung von einem der beiden Wahrheitswerte "wahr" 
bzw. "falsch" nicht adäquat formalisieren. Für Aussagen wie 
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ist wichtig." 
"Die Ubungsaufgabe ist leicht." 
"de1' Student ist engagie1't." 

ist es ein Spekt1'um zwischen "absolut falsch" und "ab-
solut wah1''' vo1'zusehen. Als eine Fo1'malisie1'ung de1' Semantik von einstel-
ligen P 1'ädikaten wie " ist wichtig" ode1' " ist leicht" ve1'wendet de1' sogenannten 
Fuzzy-Logik entsp1'echend Funktionen, die jedem Objekt eine Zahl aus dem 1'ee11-we1'tigen 
Einheitsinte1'va11 [0 , 1] zuo1'dnen. Ahnlich fü1' ein zweistelliges P 1'ädikat wie 
"ä1'ge1't " jedem geo1'dneten Paa1' von Objekten (Individuen) eine 1'e11e Zahl zwischen 0 
und 1 zu; 0 spielt dabei die "absolut falsch" und 1 "absolut wah1'''. Die 
Semantik de1' Ju du1'ch en l 

Beispielsweise ist die 
die Semantik de1' (^) in de1' Fuzzy-Logik. Diese Festlegung 

bedeutet: de1' Wah1'heitswe1't eine1' Aussage de1' Fo1'm ist gleich dem Minimum de1' 

Wah1'heitswe1'te de1' Aussagen A bzw. B. Ahnlich bietet sich als Semantik de1' Negation 
(.) beispielsweise die X f---t 1- x an. Man beachte, dass hie1' die klassische Logik 
als Spezialfa11 de1' Fuzzy-Logik in statt dem Einheitsinte1'va11 
[0, 1] nur die Teilmenge {O, 1} genommen die 
genannten Funktionen den 

3.12 BEISPIEL. Eine schwie1'ige Aufgabe de1' Info1'matik ist das Design von Entwicklungs-
es beweisba1' ko1'1'ekte Softwa1'e automatisch (ode1' zumindest 

semi-automatisch) aus de1' fo1'malen zu gewinnen. Fü1' 

dieses Pa1'adigma de1' Prog1'ammen aus Beweisen" ist die sogenannte 
iniuiiionisiische Logik (auch: konsirukiive Logik ) besse1' geeignet als die klassische Logik. 

Die intuitionistische Logik e1'gibt sich, die Gültigkeit eine1' Fo1'mel nicht ein-
fach mit de1' konstanten Zuordnung des Wah1'heitswertes "wah1''' identifiziert, sondern 
mit der garantierten der Formel. Solange endliche Gegenstands-
bereiche betrachtet, entsteht so noch kein Unterschied zur klassischen Logik. Aber be-
reits in der elementaren Arithmetik nicht garantie1'en, dass zu jeder Aussage A 
entweder A selbst oder deren Negation .A ist. I Unter der intuitionistischen 
Interpretation kann daher die aussagenlogische Fonnel A v Gegensatz zur klas-
sischen Logik - nichi logisch gültig sein. 

Die intendierte Semantik der intuitionistischen Logik definiert die Gültigkeit zusam-
mengesetzter Aussagen in (mögliche) für die jeweiligen Teilaussagen. 
Z.B. gilt A ^ B genau dann, wenn sowohl ein A als auch B vorliegt. 
Die Beweisbarkeit von A v B muss ebenfa11s V011 bezeugt werden: Einem 
Indikator, der sagt, ob die linke ode1' die 1'echte T<'i laussage beweisbar ist und einem 
Beweis der entsprechende11 Teilaussage. Am ist die Interpretation der 
Gültigkeit V011 A :::) B: Sie besagt, dass (Programm) vorliegt, der jeden 

ï Aus den Sätzen von Gödel (1931) und dass es für jeden hinreichend aus-
drucksstarken, korrekten Kalkül Aussagen über die Terll1 illation oder Korrektheit von konkreten 
Programmen gibt , die weder beweisbar noch widerlegbar SiIld. 
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gegeben Beweis von A in einen B man nun noch 
-,A als Abkürzung für A f , wobei f irgendeine fixe unbeweisbare Aussage ist, so ist 
damit die Sematik der intuitionistischen Aussagenlogik im Prinzip vollständig festgelegt. 
Sie lässt sich auch auf auf die Prädikatenlogik 

3.2 Syntax und Semantik der klassischen Aussagenlogik 

Die klassische Aussagenlogik (Propositionallogik) formalisiert die ei r 

J durch bzw. zweistellige der Wahrheitswertmenge 
{t , f} repräsentiert. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht über alle entsprechenden 

die diese aussagenlogischen Funktionen definieren. 

QZ
<
Z

< > C 2 
f f f f t t t t f f t f 
f t f t t f t f f t f t 
t f f t f t t f t f f t 
t t t t t t f f f f t f 

o 
d 
bj) 

Z 

f 11 t 
t 11 f 

Im Prinzip sind aussagenlogische Formeln wie Boolsche Ausdrücke in Abschnitt 2.4 
definiert; nur ersetzen wir komplexe Atomformeln schlicht durch entsprechende Varia-
blen. 

3.13 DEFINITION (SYNTAX AUSSAGENLOGISCHER FORMELN). Die Menge AF der 
logischen die kleinste Menge, für die gilt: 

(AF1) AV = {A , ÇAF; 

(AF2) ç AF; 

E AF, wenn (AF3) 

(AF4) (Fo'G) wenn F, G E AF und 0' • , •, ct., 

Die Elemente von A V Die f heißen 
K Aussagenlogische Variablen und Konstanten heißen auch 

Formeln oder kurz: Atome. Die etc. 
man Junktoren, K onnektive oder auch logische 

werden auch (aussgenlogische) "Operatoren" oder "Konnektive" genannt. 
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Wie bereits angedeutet , erhält man (spezielle) aussagenlogische Formeln, wenn man 
Ausdrücken Bezug auf konkrete sprich: 

Atomformeln über einer Modellstruktur durch aussagenlogische Variablen ersetzt. 
Zur Formalisierung der Semantik beziehen wir uns auf die Menge INT 

logischen das sind alle Funktionen vom Typ AV • {t , f}. NIan 
nennt diese Funktionen auch 

3.14 DEFINITION (SEMANTIK AUSSAGENLOGISCHER FORMELN). Die 
gischer Formeln ist durch die Fun 
folgt ist: 

(J\!IAF1) MAF (I, A) = I(A) , wenn A E AV; 

(lVIAF2) = t und MAF (I , f) = f ; 

(lVIAF3) = -,MAF(I , F) , wobei die Funktion -, : {t , f}• {t , f} wie in 
der oben angegebenen Wahrheitstafel definiert ist; 

(MAF4) MAF (I , (F 0' G)) = MAF (I, F) 0 MAF (I , G) , wobei die zum Junktor 0' 

gehörende Funktion 0 : {t, f} 2 • {t, f} wie in der oben Wahr-
heitstafel ist. 

3.15 BEISPIEL. Sei F die aussagenlogische Formel Den Wahrheitswert 
von F in einer Interpretation 1 mit I(A) = t , I(B) = f , = f erhält man wie folgt: 

MAF (I ,F ) MAF (J, => MAF (I , 
(MAF (I, A) => (MAP(I ,:::2t.) V MAF (I, C)) 
(I(A) ^ -,MAF (I , B)) => V 
(t ^ -,1 (B)) => (-,t V f) = (t ^ -,f) => (-,t V f) 
(t ^ t) => (f V f) = t => f = f 

Wenn der Kontext eindeutig ist , lassen wir im Folgenden das 
gisch' meist weg. Außerdem werden wir zur Erhöhung der Lesbarkeit weitgehend auf 
U nterstreichungen verzichten auch überfiüssige Klammern weglassen. Insbesondere 
steht 

^ (.. . ̂  Fn)) 
und 

Fl V . .. V Fn für (F1 V (. .. V Fn)). 
Diese Klammereinsparungsregeln sind durch die Konjunktion und Dis-
junktion gerechtfertigt: Die Funktionen ^ und V sind nämlich assoziativ. 
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Da jede Formel nur endlich viele Variablen 
durch eine Wahrheitstafel beschrieben werden, die für jede Belegung der Variablen das 
Ergebnis von MAF (I, F) 

3.16 BEISPIEL. Als Wahrheitstafel für die Formel (A ^ -,B) ::::> (-,t v C) erhalten wir: 

A B C -,B A ^ -,B -,t -,t V C (A ^ -,B ) ::::> (-,t v C) 
f f f t f f f t 
f f t t f f t t 
f t f f f f f t 
f t t f f f t t 
t f f t t f f f 
t f t t t f t t 
t t f f f f f t 
t t t f f f t t 

Genauer müsste die Uberschrift der Spalten statt A , B und C eigentlich I (A) , I (B) und 
I(C) ebenso müsste statt jeder Formel F der Ausdruck MAF (I , F) in 
der letzten Spalte etwa MAF (I, (A ^ -,B) ::::> (-,t v 

Bei der der aussagenlogischen Kalküle weiter unten die 
Betrachtungen auf einige wenige Funktionen, typischerweise v und ::::> , ein. Einer-
seits lassen sich die Resultate leicht auf die übrigen andererseits 
können alle aussagenlogischen Funktionen aus einer kleinen Zahl von 
zusammengesetzt werden. 

3.17 DEFINITION. Eine Funktionen wenn alle anderen 
Funktionen durch sie ausgedrückt werden 

3.1 8 BEISPIEL. Jede aussagenlogische ist eindeutig durch ihre be-
schrieben. wir bei der Konstruktion von konjunktiven disjunktiven Normalfor-
men weiter unten (Abschnitt 3.5) sehen jede Wahrheitstafel durch eine 
Formel beschrieben werden, die -' , ^ und v benützt. Daher ist die 

v} funktional vollständig. Tatsächlich ist nm ^ oder V notwendig, 
da sich die eine Funktion durch die andere ausdrücken lässt: 

A ^ B = -, (-,A V -,B ) A V B = -, (-,.-1 ^ -,B ) 

Die Gültigkeit dieser Gleichungen also durch 
"Ausprobieren" aller möglichen "Wertebelegungen für überprüft werden. 

keine Verwechslungsgefahr besteht , unterscheidet Illall ill der Notation nicht zwischen der ei-
gentlichen Formel (Synta,"x) und der Funktion, die die Forlllel darstellt (Semantik). 
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Für die erst e Gleichung erhalten wir: 

A B -,A -,B -,A v -,B -, ( -,A v -,B ) A ^ B 
f f t t t f f 
f t t f t f f 
t f f t t f f 
t t f f f t t 

zu zeigen , dass eine l\IIenge von vollständig ist, reicht es zu 
zeigen , dass alle Funktionen einer b eliebigen l\IIenge 
ausgedrückt werden können , a lso etwa jene der Menge {-' , 

3.19 BEISPIEL. Der NAND-Operator • (negiert es U nd) ist funktional vollständig lO , da -,A = 
A • A und (A • B ) • (A • B ). 

3.20 DEFINITION . Eine Formel heißt 

- gültig oder M AF (1 , F ) = t für alle 

- F ) = t für ein (1 heißt M odell 

- wenn M AF (1 , F ) = f für ein (1 heißt für F. ) 

- (1, F ) = f für a lle 

3.21 BEISPIEL. A:::) (B :::) A) ist gültig und daher auch erfüllbar: 

A:::) (B:::) A) 
t 
t 
t 
t 

(B:::) A) 
t 
f 
t 
t 

B-ftft A
-fftt 

(A ^ -,B ) v B ist erfüllbar und widerlegbar , gült ig noch 

v B 
f 
t 
t 
t 

(A ^ -,B ) 
f 
f 
t 
f 

-,B 
&LPTA4LPI 

B-ftft A-fftt 

lOCenau genommen müsste Die l\Ienge. dE' I"P I1 Element der Operator • ist , ist 

11 Man beachte, dass der Begriff "widerlegbar" in der Li t era t ur III ‘ lIlcl ullal in ganz anderer Bedeutung 
- nämlich dual zum syntaktischen Begriff "beweisbar" Unsere Verwendungsweise 
bezeichnet hingegen offensichtlich einen semantischen Snchl'E' l"hnlt 
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3.22 DEFINITION. Zwei Formeln F , G E T(lffi) heißen äquivalent (Notation: F rv G oder 
F = G) , wenn MAF(I , F) = MAF (I , G) für alle 

Der folgende Satz zeigt , dass sich der semantische Aquivalenzbegriff im syntaktischen 

3.23 SATZ. F und G sind gültig ist. 

BEWEIS. F rv G wenn MAF(I , F) = MAF(I , G) für alle Das bedeutet, 
dass MAF (I , F) = t genau dann, wenn MAF (I , G) = t , und dass MAF (I, genau 
dann, wenn MA F(I , G) = f. Laut Definition das aber gleichbedeutend mit 

= t für alle 1, also mit der Gültigkeit 

3.3 Formeln und Formelschemata 

Eine (Ersetzung) ist eine Abbildung von Variablen A i auf Formeln Fi . 
Eine Substitution auf eine Formel in der Formel gleichzeitig alle 
Vorkommnisse der Variablen A i die entsprechenden Formeln Fi zu ersetzen. Da 
wir nur Substitutionen die eine endliche Zahl von Variablen ersetzen und 
die wir durch Ausdrücke der Form .. . 

Das der 

Formel F schreiben wir als 
Jede Formel kann als Formelschema aufgefasst werden, indem man die Variablen als 

Platzhalter für beliebige Formeln interpretiert. Handelt es sich beim Schema um eine 
Tautologie, sind auch die daraus abgeleiteten 

3.24 SATZ. Substitution und F eine gültige unerfüllbare) ist 
gültige Formel. 

BEWEIS. Sei : ; l Die 1 , d.h 
ist gleichbedeutend mit der Auswertung von F in einer Interpretation 1', 

wobei l' folgendermaßen definiert ist: 

A = Ai für ein i = 1, . . . , n 1'(A) = t I(A) sonst 

Da F gültig ist , F in allen Interpretationen zu t , insbesondere in 1'. 
erhalten also für alle 1: 

= MAF (I' , F) = t 

d.h. , gültig. Der Beweis für unerfüllbare Formeln erfolgt analog. 

3.25 FOLGERUNG. Gilt F rv G , 
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3.26 BEISPIEL. F = (A ^ (A => B )) => B ist gült ig, daher auch 

= ( (XV-,y) ^ ((XV-,Y) => 

Der folgende Satz drückt aus, dass man aus einer Formel äquivalente Formeln erhä1t, 
beliebige äquivalente Dies ist in 

mit dem letzten Satz nützlich beim Umformen von Formeln mit Hilfe gült iger Geset ze 
wie der de-Morgan-Regel. 

3.27 P ROPOSITION. A ngenommen es gilt F1 '"" G 1 und F2 '"" G2 für Formeln F1' G 1 , F2, G2 . 
sowie (F1 0 F2) '"" (G1 0 G 2) E 

BEWEIS. \iVir zeigen die .6.; der N achweis analog. 
Nach Definition gilt für beliebiges 1: 

= -,MAF(I , Fd, = -,MAF (I, G1 ) . 

Wegen MAF (I , F1) = MAF (I , G 1) (dies folgt aus F1 rv G 1 ) gilt auch = 
-, (MAF (I, G1)) (da -, eine Boolsche Funkt ion ist) . Wegen erhalten wir dann 

= 

Da dies für beliebiges 1 gilt 
zeigen nun den Fall für .6.: Sei 1 eine beliebige Dann gilt per 

Definit ion 

(i) MAF (I , (F1.6.F2) ) = MAF (I , F1) ^ , 
(ii) M AF(I , (G 1.6.G2)) = MAF (I , G 1) ^ MAF (I , G 2) ' 

gilt MAF (I, F1 ) = MAF (I, G 1 ) und = MAF (I , G2 ) . 

Da ^ eine Boolsche Funkt ion ist folgt auch 

(iii) MAF (I , F1) ^ = MAF (I , G 1) ^ MAF (I , G2)' 

Aus (i) , (ii) und (iii) folgt dann 

MAF(I , = MAF (I , ). 

Da dies für beliebige 1 gilt folgt (F1.6.F2) rv (G 1.6.G2). 

3.28 S ATZ . Substitutionen, rv für alle A gilt. 
gilt rv für alle Formeln F. 
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BEWEIS. l\IIit Induktion nach o(F) , der 
in 

= 0: Dann ist F eine Variable und gilt nach Voraussetzung. 
Induktionshypothese (IH): für alle Formeln F mit 

Wir betrachten den Fall n+ 1, d.h. sei F eine Formel mit o(F) 1. Wir unterscheiden 
die folgenden Fälle: 

(a) F = -.F' , 
(b) F = 

(c) F = (F1 , 
(d) F = 

Wir betrachten den Fall (a): 

= = 
= 

Da wenden wir (IH) an und erhalten rv Unter Verwendung von 
Proposition 3.27 erhalten wir 

-.(F' (/1) rv -.(F' (/2) 

Mittels und ergibt sich dann 

= (b1) 
= (b2) 

Da wir (IH) erhalten 

verwenden Proposition 3.27 und erhalten 

rv 

Aus (b1) und (b2) ergibt sich dann rv 

Die Fälle (c) , (d) sind analog zu (b) 

3.29 BEISPIEL. Sei F (A ^ B) C , 

= (A und = 

gilt , erhalten wir 

= (A ^ ^ (-..-1VB )) B = 

Diese Formellässt sich als ung der Rege 1 (.-1 B) = (-.A V B) auf eine Teilformel 
links oder rechts des Aquivalenzzeichens interpretiercu. Das Resulat ist die 
Formel auf der anderen Seite 
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3.4 logische Konsequenz und Implikation 

3.30 DEFINITION. "\i\lïr definieren gilt: 

1st A1. AF (I , Fi ) = t für dann gilt auch MAF (I , G) = t. 

Eine Formel G ist eine logische Konsequenz der Formeln F1,... , Fn , geschrieben 
wenn für alle 1nterpretationen 1 F 1, ..., G gilt. 

Man sagt auch: G folgt logisch aus F1' … ,Fn. 

0 gleichbedeutend mit "G ist gültig. " 

Der folgende Satz zeigt, dass der semantische Begriff der logischen im 
1mplikationsoperator sein syntaktisches Pendant besitzt. 

3.31 SATZ (DEDUKTIONSTHEOREM). 
F1 ' … ,Fn • G gilt F1,.. ., G) 

BEWEIS. Es genügt zu dass für alle 1 gilt: 

G genau dann wenn (Fn G). 

(a) Angenommen G. \iVir unterscheiden zwei Fälle 

(a1) = f für ein 1st 1 dann gilt sicher 
- per Definition 1st i ist MAF (I, Fn) = f und daher 

G) = t. Auch in diesem Falle gilt F1 ,.. 
(a2) = t für alle N ach Definition muss MAF (I , G) = t 

gelten. Damit gilt aber = t und 

(b) F1, ... Fn G. 

(b1) 1st M AF(I , Fi ) = f für 1 dann gilt trivialerweise G 
(b2) Angenommen, - 1. N ach Annahme und nach 

Definition gilt dann MAF(I , Fn G) = t 
1st MAF (I, = f so gilt sicher F1,... G. 
1st nun MAF (I , Fn) = t , so folgt wegen MAF(I , Fn G) t auch 
MAF(I , G) = t ; daraus folgt aber F1, ... , Fn • 1 

3.32 gilt F1 (F2 G) … ) 
Fn) G eine gültige Formel ist. 

3.33 BEISPIEL. B folgt logisch aus A und A B , d.h., es gilt A , A B Daher sind die 
Formeln A B) und Tautologien. 

sich aus der Tatsache, dass (A ^ B) (A V B) eine Tautologie ist , 
dass A v B eine logische Konsequenz von A ^ B 
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3.5 Normalformen 

Unter der Normalform einer Formel versteht man eine standardisiert e vereinfachte Va-
riante, die äquivalent zur Formel ist. 

3.34 DEFINITION. Ein Literal ist eine aussagenlogische Variable A E IVS oder ihr Negat , 
--,A . Seien im Folgenden Li,j Literale für i = 1,… ,m , j = 

Eine Formel ist in N (DNF) , wenn sie die Form 

(L1 ,1 ̂ …̂ L1 ,nl) V ... V (Lm ,l 

besitzt, d.h. , wenn sie eine Konjunktionen von Literalen ist. 
Eine Formel ist in (KNF, CNF) , wenn sie die Form 

(L l,l V … V L1 ,nl) ^ ... ̂  (Lm ,l 

besitzt, d.h. , wenn sie eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist. Die ein-
zelnen Disjunktionen einer Klauseln genannt, die KNF entsprechend 
auch 

Als Spezialfall rechnet man auch die Formeln t und f zu den konjunktiven und dis-
junktiven Normalformen. Dabei entspricht t einer leeren f einer leeren 
Disjunktion. 

und Disjunktion assoziativ, kommutativ und idempotent sind, wird 
für KNFs und DNFs oft die Mengenschreibweise verwendet. Demnach kann die l\IIenge 

Literalmengen 

{{Ll ,l ,… , L1 ,nl}' … ,{Lm ,l"'" 

sowohl als DNF als auch a ls KNF interpretiert werden. ln diesem Skriptum wird die 
l\IIengennotation ausschließlich für KNFs verwendet. Dem entsprechend repräsentiert 
eine Klauselmenge, d.h. eine endliche l\IIenge von endlichen Literalen, hier 
immer eine KNF. 

oben steht die leere {} auf der Ebene der 
Klauseln für f , auf der Ebene einer vollständigen Kauselnonnalform jedoch für t. 

3.35 SATZ. Zu gibt es eine in disjunktiver 
bzw. konjunktiver Normalform. 

Als Beweis dieses Satzes beschreiben wir zwei l\IIethoden, um zu einer gegebenen For-
mel eine äquivalente in Normalform zu 

12Man beachte, dass Formeln wie Ll ^ . . . ̂  Ln und Ll V … V Ln , d.h. reine Konjunktionen und Dis-
junktionen von Literalen, sowohl in konjunktiver als auch in disjunktiver Normalform sind 
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Syntaktische (algebraische) Methode 

Schritt 1: Ersetze alle Operatoren V und -'. 

B = -,A V B 
A c B = A v -,B 
A • B = -,A v -,B 

A "jJ B = A ^ -,B 

A • B = -,A ^ -,B 
v (-, A ^ -,B) = (-,A ^ B) v (A ^ -,B) 

Schritt 2: Schiebe alle Negationen direkt vor die Variablen und Konstanten. 

= -,A v -,B -, (A v B) = -,A ^ -,B -,-,A = A 

Schritt 3: Reduziere die Formel mittels der Konstanten t und f. 

= A A ^ f=f A v t=t A v f=A -,t = f -,f = t 

Schritt 4: Wende die Distributivgesetze an. Die linke Aquivalenz führt zu einer DNF, 
die rechte zu einer KNF. 

A ^ (B v C) = v (A ^ C) A v (B ^ C) = (A v B) ^ (A v C) 

1n den letzten beiden Schritten berücksichtigen wir implizit die Kommutativität von 
Mit ^ t steht auch für t ^ A und 

A ^ (B v C) auch (B v C) ^ A, etc. 
Die Korrektheit der Methode beruht auf drei Tatsachen. Erstens sind alle angegeben 

Gleichungen gültige Aquivalenzen, wodurch alle durch Umformung entstehenden For-
meln äquivalent zur ursprünglichen insbesondere die im letzten Schritt konstruierte 
DNF bzw. KNF. Zweitens man sich überzeugen, dass auf jede Formel, die 
noch nicht in disjunktiver bzw. Normalform vorliegt, eine der Aquivalenzen 
anwendbar ist. Und drittens gibt es keine unendlich langen Umformungsketten, wenn die 
Aquivalenzen von rechts angewendet werden. Somit terminiert das Verfahren, 
und das Ergebnis ist eine DNF / KNF, zur Formel ist. 

3.36 BEISPIEL. Wir konstruieren Normalformen zur Formel (A • (B V C)):=> (-,D^ -,-,t). 

Schritt 1: -,(-,A V -, (B v C)) V 
Schritt 2: V C)) V (-,D ^ t) 
Schritt 3: 
Schritt 4: Ausdistribuieren liefert: 

DNF: (A ^ B) V (A ^ C) V -,D 
KNF: (A V V C V -,D) 

1n der entspricht die KNF der {{A , -,D} , {B , C , -,D}}. 
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Semantische Methode 

Sei eine aussagenlogische Formel. Die semantische Methode die 
DNF / KNF an Hand der Wahrheitstafel, wobei jede 1nterpretation 1 (jede Zeile der 
vVahrheitstafel) entweder eine zur DNF oder eine Disjunktion zur KNF 
beisteuert. 

DNF: Zu jedem definieren wir eine charakteristische Konjunktion 1(1: 

A in F 

f A falls 1(A) = t obei LA = '" - l --,A falls 1(A) = f 

1(1 ist wahr ausschließlich in 1, und falsch in allen anderen 1nterpretationen: 
MAF (I ,1(I) = t und MAF (I',1(I) = f für Die gesuchte D NF ist die 
Disjunktion der Konjunktionen 1(1 für jene 1, in denen F den Wert t besitzt: 

DNF(F) = V 1(1 

Die Formel DNF(F) in einer 1nterpretation 1 genau dann zu t , wenn sie 
1(1 enthält , was wiederum per Konstruktion nur dann der Fall wenn F in 1 
zu t 1n Summe erhalten DNF(F)) = t genau dann, wenn 
MAF (I, F ) = t. 

KNF: Zu jedem wir eine charakteristische Disjunktion Dl: 

Dl = V LA 
A in F 

f A falls 1(A) = f wobei L A = '" - l --,A falls 1(A) = t 

D1 ist falsch ausschließlich in 1, und wahr in allen anderen 1nterpretationen: 
MAF(1 , Dl ) = f und MAF (I', D1 ) = t für Die gesuchte KNF ist die 
Konjunktion der Disjunktionen D1 für jene 1, in den Wert f besitzt: 

KNF(F) = Dl 

Die Formel KNF(F) evaluiert in einer 1nterpretation 1 genau dann zu f , wenn sie 
D1 enthält, was wiederum per Konstruktion nm dann der Fall ist , in 1 
zu f evaluiert. 1n Summe M .4 F (I , I\:NF (F )) = f genau wenn 
MAF (I ' F) = f. 

DNF(F) bzw. KNF(F) ist die ei eutig e 
Jede 1(1 bzw. jede D 1 F Varia-

3.37 BEISPIEL. Wir konstruieren die Normalformen der Formel F = (A • (B V C)) =:l --,D. 
Als Ausgangspunkt dient die vVahrheitstafel in Abbilclung 3. 1. Exemplarisch greifen 

114 



(K1 ) 

(D1 ) 

K1 bzw. D1 

^ -,C ^ -,D 

A V -,B V -,C V -,D 

F-ttttttttffftftft c-v-B-tttftftftttftftf c-v
-ffttttttfftttttt 

B D-fffffffftttttttt c-ffffttt B-ffttfft A
-ftftftf 

'+UPI4tupz4LPI4LPI4L 

Abbildung 3.1: Wahrheitstafel für die Formel (A • (B V C)) => -,D (Beispiel 3.37) 

wir je eine Interpretation mit MAF (I , F) = t bzw. MAF (I , F) = f heraus. Die letzte 
Spalte der dritten Zeile gibt eine charakteristische Konjunktion für die Interpretation 
mit I(B) = t und I (A) = I(C) = I(D) = f an. evaluiert die 
ausschließlich in dieser Interpretation zu t. Da die Tafel elf Zeilen besitzt, in F 
zu t erhalten wir eine DNF mit insgesamt elf Konjunktionen: 

(-,A^ -,B^ -,C^ -,D)V (A^ -,B^ -,C^ -,D) V( -,A^B^ -,C^ -,D) 
V 

V (A^ -,B^C^ D) V 

DNF(F) 

Zeile eine F zu f 
Die letzte Spalte gibt die charakteristische Disjunktion zu dieser 

an. Offenbar evaluiert die Disjunktion ausschließlich in dieser Interpretation zu f. Da die 
Tafel fünf Zeilen besitzt , in denen F zu f erhalten wir eine KNF mit insgesamt 
fünf Disjunktionen: 

^(AVBV-,CV-,D)^(Av -,BV-,CV-,D) 
KNF(F) 

bzw. in Mengennotation geschrieben: 

{{A , B, C, -,D} , {-,A, B , C, -,D} , {A , -,B , C,-,D} , 

{A , B , -,C , -,D} , {A , -,B , -,C , -,D} }. 
KNF(F) 
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Die Länge einer disjunktiven bzw. konjunktiven Norma1form exponentiell größer 
sein a1s die ursprüng1iche Formel. Verursacht wird bei der a1gebraischen 
Methode durch die E1imination durch das Anwenden der Distribu-
tivität, bei der semantischen Methode durch die Anzah1 der möglichen 1nterpretationen 
(Zeilen der Wahrheitstafe1). "\iVährend die semantische Methode aber immer 1ange Nor-
malformen erhält man durch die a1gebraische l\IIethode meist deutlich kürzere. 
Der schlechteste Fall tritt ein , wenn man eine DNF in eine KNF (oder umgekehrt) trans-
formieren muss. 

3.6 Der Sequentialkalkül 

Der ist der Ahnherr der meisten modernen Ka1kü1e, sei es in der k1assi-
schen Logik, in mehrwertigen oder Modallogiken oder in Logiken zur Programmverifikati-
on. Er wurde 1935 Gentzen in der Arbeit über logische 
Schließen eingeführt . Der klassische Sequentia1kalkül13 ist korrekt für 
Aussagen- und Prädikaten1ogik. 1m Fall der Aussagen10gik liefert er außerdem ein Ent-
scheidungsverfahren: Jede gü1tige Formel wird a1s gü1tig jede widerlegbare a1s 
widerlegbar. 

1m Fo1genden bezeichnen :F und ç endliche Mengen von aussagen10gischen Forme1n, 
sie sind also end1iche Teilmengen von T (lB). Wir verallgemeinern die Konse-
quenzrelation. Sei 1 eine 1nterpretation. 

3.38 DEFINITION. Wir schreiben 1 ç , wenn gi1t: 

1st MAF (I , für alle dann gilt MAF (I, G) = t für mindestens 
ein G 

oder gleichbedeutend: 

MAF (I , F) = f für mindestens ein F E F oder MAF (I , G) = t für minde-
stens ein G 

Wir schreiben G wenn für alle 1nterpretationen 1 1 G gilt. A1s Randfälle 
erha1ten wir: gilt genau dann, wenn F unerfüllbar ist, und gilt 
genau dann, wenn G gü1tig (eine Tauto1ogie) ist . 

Der nächste Satz liefert wieder den Zusammenhang dem semantischen Begriff 
der verallgemeinerten Konsequenzre1ation und der syntaktischen Forme1ebene. 

3.39 SATZ. ç gilt Ç) gültig ist. 

13Dieser Kalkül heißt nach Gentzen auch LK (für: Klassisch). In der erwähnten Arbeit hat 
Gentzen auch einen für die intuitionistische Logik definiert , die auf Seite 103 erwähnt 
wurde. 
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Die Notationen ^ F und V ç sind Kurzschreibweisen für iterierte bzw. 
Disj unktionen: 

^({F}UF) = (F ^ ^F) v {} = f V( {F} U F ) = (F V V F) 

BEWEIS. Es genügt zu für beliebiges 1, F •] ç genau dann wenn 
MAF (I, Ç)) = t 

(a) F ç. \ iVir unterscheiden zwei Fälle. 

(al) MAF (I , F) = f für ein F E F t 
MAF (I , 

(a2) MAF (I, F) = t für alle Dann gibt es ein G E ç sodass MAF (I , G) = t. 
Daraus folgt MAF(I , V g) = t und MAF (I , 

(b) Angenommen, MAF (I , (V Ç)) = t. Per Definition von MAF gilt entweder 
F) = f für ein oder MAF (I , G) = t für ein G 1n beiden Fällen 

gilt 

Der Operator U bezeichnet die disjunkte Zerlegung einer l\Ilenge in Teilmengen; d.h. , 
{F} U F ist mit: {F} U F und {F} n F = {}. 

3 .40 =:> B ,C} U {A =:> B , C}) 

(A ^ ̂ ({A =:> B} U {C})) 
)) 

(A ^ ((A =:> B) ^ ̂ ({C } U {}))) 
))) 

^ t ))) 
A ^ (A =:> 

Das Problem, das es zu lösen gilt , ist die Berechnung der Konsequenzrelation, d.h.: 
Gegeben Formelmengen F und ç , gilt Ç? Der Rückgriff auf die Definition der 
Konsequenzrelation ist im Prinzip bei der Aussagenlogik noch möglich: Man könnte 
sämtliche Wahrheitsbelegungen der in F und Variablen, von denen es 
nur endlich viele gibt, ausprobieren und in jeder entweder eine Formel 
in F falsch oder eine in ç wahr ist. Das ist aber da die Zahl der Wahrheits-
belegungen exponentiell in der Zahl der Variablen ist. 1n der Prädikatenlogik sind im 
Allgemeinen überhaupt 1nterpretatiollell zu prüfen. 

Die Regeln des Sequentialkalküls kann man als eill<:' induktive Definition einer binären 
Formelmengen verstehen, von cler sicl! zeigen lässt, dass sie identisch 

mit der semantisch definierten Relation • ist. siimtliche Wahrheitsbelegungen 
durchzuprobieren, um die naC'l!zl1\\"eisen , genügt es zu zeigen, dass 
F • ç in der induktiv definierten Menge liegt. Der Selll<lllt ische Beweis wird somit durch 
eine syntaktische Ableitung ersetzt. 
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Axiome: 

F ,A • 9 F ,B • 9 
F ,AvB • 9-- V-I 

F ,A ,B • 9 
F ,A^B • ç ̂ -I 

F • 9 ,A F ,B • 9 
F ,A => B • 9--:::)-1 

F , ---, A • 9 

F ,A • 9 ,A 

I V 
B-B ,-\ J-A 

-pud 

l <-A -
, 

-PUM 
7
· 

G-F 

F ,A • 9 ,B 
F • 9 ,A:) B ::::>-1 

F ,A • G 
F • 9 , ---, A 

Abbildung 3.2: Die Regeln des für die Aussagenlogik 

A usdrücke der Fonn F • 9 werden 
• oder (F ,9 ) tJ-• zutrifft. Die der indu>diven Definition von • heißen Axiome. 
Zu jedem logischen Operator gibt es zwei als Kalkülregeln 
mit folgender Bedeutung schreiben: 

F' • 9' 
F • g … 

Ff • 9' 
F • G … 

(X) Wenn dann 

(X) Wenn dann 

Die Axiome und Regeln sind in Abbildung 3.2 aufgeführt. (Schreibweisen wie F , A oder 
9 , A => B sind dabei als F U { A} bzw. 9 U {A :) B} zu lesen, wobei A nicht bereits in 
F vorkommt.) Ein Sequent F • 9 ist also genau dann 
Die die der Regel; s 

des die der Regel. Die fettgedruckte Formel 
einer Prämisse wird Hilfsformel, die fettgedruckte Formel einer Konklusion 
einer Inferenz genannt. Die Teilsequente F • 9 werden als Kontexte bezeichnet. Gilt 
F • 9 , sagen wir auch, dass F • 9 im ist. Entsprechend 
bedeutet die Aussage, dass F • 9 nicht ableitbar ist, dass F Ii 9 gilt, d.h. , (F, Ç) tJ-•. 

Der ursprüngliche Sequentialkalkül den Regeln in Abbildung 3.2 auch 
die sogenannte Schnittregel: 

4au --n ku C FD 

f-'-F F-d 
4

-• -f 

A-F 
a

? 

G--F 

Ein klassisches Ergebnis der Logik zeigt , dass diese Regel redundant ist: Jede Ableitung, 
die die Schnittregel benützt, kann in eine "schnittfreie" Ableitung des selben Sequentes 
transformiert werden. eines Sequentes mit Schnitt können allerdings signifikant 

141n Gentzens Originalarbeiten werden solche Ausdrücke als Sequenzen bezeichnet 
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kürzer sein a1s diese ohne Schnitt. Darüber hinaus er l11öglicht die Schnittrege1 die Zu-
sal11l11ensetzung vorhandener Beweise zu einel11 neuen (das der Verwendung 
von ist die Schnittrege1 für die aut ol11atische Beweissuche sehr 
b1el11atisch , aus welchel11 Grund wir sie hier nicht weit er betrachten. Ahnliches gi1t für 
die . 

3.41 BEISPIEL. Wir zeigen, dass der 
For l11e1l11engen zur Der 

besseren Lesbarkeit wegen schreiben wir die Mengenk1al11l11ern nicht an. 
Axiom Axiom 

A • A ,B A ,B • B 
:>-1 

(A B) ^ A • B 
• ((A B) ^ A) B 

^-I 
:>-1' 

Die Ab1eitung von oben nach unten ge1esen gibt eine Rechtfertigung für die Ab1eitbarkeit 
von • ((A B) ^ A) B: 

1. A • A , B und A , B • B sind Axiol11e , da il11 ersten Fall A und il11 zweiten B auf 
beiden Seiten vorkol11l11t , d.h. , A • A , B und A , B • B sind ab1eitbar. 

2. Da und A , B • B ab1eitbar 
links) auch der A B ,A • B Die Mengen F und G der Rege1 
entsprechen hier {A} bzw. {B}. 

3. Da A => B , A • B ab1eitbar ist , ist auch der Sequent 
(A ab1eitbar. 

4. Da (A => ab1eitbar ist , ist (Il11plikation-rechts) auch 
der Sequent • ((A B ab1eitbar. 

Die Ab1eitungskonstruktion von oben nach unten , a1so von den Axiol11en zu den End-
ist norl11a1erweise l11ühsal11 , da l11an die richtigen Axiol11e sowie die richtige 

Reihenfo1ge der Rege1anwendungen erraten l11uss. Tatsächlich werden derartige Ab1eitun-
unten nach oben gebildet. Ausgehend VOl11 Sequent , dessen Ab1eitbarkeit l11an 

zeigen l11öchte , zerlegt l11an diesen l11it Hilfe der Rege1n solange in einfachere Sequente, 

bis l11an auf jedel11 Ast ein Axiol11 erreicht. 
Dabei kann l11an - und sollte l11an auch - die Vereinigung in der Konk1usion a1s dis-

betrachten, d.h. , durch Anwenden einer Rege1 von unten nach oben 
sollte die zerlegte For l11e1 verschwinden und durch ihre Teilforl11e1n ersetzt werden. Etwa 
lässt die bei der Zerlegung des zwei Interpretationen zu, 
da {C, A ^ B} sowoh1 als {C} U {A ^ B} als auch als {C, A ^ B} U {A ^ B} 
werden 

• C,A • C,B 
• C,A ^ B 

,. 
<
-

G-B 
-A 

A-c ,-
<
-

3
· -̂r 

119 



Die zweite 1nterpretation ist zwar nicht fa1sch , zu be1iebig großen 
führen , da ein und diese1be Forme1 be1iebig oft zer1egt werden kann. Die erste 1nterpreta-
tion hingegen garantiert , dass alle Ab1eitungen Ab1eitungsversuche von unten nach 
obennur end1iche Tiefe besitzen, da in jedem Schritt eine der ursprüng1ichen Tei1forme1n 
zer1egt wird. 

Es ist eine der guten Eigenschaften des schnittfreien Sequentia1ka1kü1s, dass seine 
Rege1n sind: Die der Rege1n bestehen nur aus Teilen, die 
auch in der Konk1usion vorkommen. Damit besteht die einzige Wah1mög1ichkeit bei der 
Konstruktion einer Ableitung in der Entscheidung, auf welche Formellinks bzw. rechts 
von • eine Rege1 angewendet werden sol1. 1n der Aussagen10gik ist diese Entscheidung 
1etztlich be1ang1os. Vlie wir weiter unten sehen werden, führt jede 
zu Axiomen, sofern der Endsequent überhaupt ab1eitbar ist; 1ediglich die Länge der 
Ab1eitung hängt von der Reihenfo1ge ab. 

3 .42 BEISPIEL. Zwei unterschied1iche (A v B) ^ -,A • B: 

Axiom Axiom Axiom 
A • A ‘ B 

Axiom 
A, -,A • B B ,-,A • B 

A V B ,-,A • B 

(A V B) ^ -,A • B 

A • A ,B B • A ,B 
v -1 

A V B • A ,B 
v -1 

^ -1 
A V B , -,A • B 

(A V 

3 .43 BEISPIEL. Diese Ab1eitung ist ein Beispie1 dafür, dass Axiome nicht nur aus Variab1en 
bestehen müssen. 

Axiom )-c c-2 3-B IE( 2-A A-4 c-C D-3 B-B >
-2 , -r 

V-r 
• (A => (B => C)) V -, (A => (B => C)) 

3.44 SATZ. Der ist Aus :F • 9 folgt :F • g . 

BEWEIS. Die a1s Mengen jener Paare (:F, g) aufgefasst 
werden, für die :F • 9 bzw. 9 gi1t. Wir müssen a1so zeigen , gilt, 
wobei • induktiv defìniert ist. Laut Fundamenta1satz der (Seite 5) reicht es 
nachzuweisen, 

1. dass für jedes Paar das 1aut Basisfall (:F, dass a1so 
9 für jedes Axiom :F • 9 gilt; 

2. dass die ist den Absch1usseigenschaften 
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Wir müssen zeigen, dass :F gi1t, wenn :F • 9 ein Axiom ist, wenn a1so 
Sei n 9. vVenn M AF(I , F ) = t alle dann gi1t im 

speziellen MAF (I, H) = t , da ja Die Forme1 H kommt abe1' auch in 9 
vor, es gi1t AF (I , G) = t fü1' mindestens ein G E 9. Insgesamt erha1ten 
wir somit 

Abschluss gegenüber Regeln mit Prämisse: 

zeigen aus G' auch 9 (für beliebiges 1) fo1gt (aus de1' 
zweiten Eigenschaft fo1gt offensichtlich die erste) . 

Gilt :F Fl 9 dann gilt auch 9 , A v B 
ist offensichtlich erfüllt . Gi1t dagegen 9 , abe1' :F • 1 9 ,A ,B dann ist 
entweder M AF (I , oder MAF(I , B) = t. Daraus fo1gt aber MAF (I , Av 
B) = t und damit 9 ,A v B. 

Der Nachweis der Korrektheit der Rege1n -,-1 und -'-r erfo1gt ana1og. 

Abschluss Regeln mit Prämissen: 
Für jede Rege1 aus :F' • 19' und 
auch :F 

9 so ist diese Eigenschaft W ir 
nehmen daher 9 an. \ iVegen der Annahme :F, G und 
muss ge1ten: MAF(I , A) = f und MAF (I , B) = f. Nach der Semantik von V 
fo1gt dann MAF (I , A V B) = f; dann aber gi1t auch :F, A v 

Der Nachweis der Korrektheit der Rege1n ^ -r und erfo1gt 

Aus dem Korrektheitssatz fo1gt a1s Spezialfall, dass geeignete Ab1eitungen 
im Sequentia1ka1kü1 sowoh1 die Gültigkeit a1s auch die Unerfüllbarkeit von Forme1n nach-
weisen kann: \iVenn der Sequent • A ab1eitbar ist, so gi1t (A ist gü1tig, sprich: 
eine Tauto1ogie). \iVenn A • ab1eitbar ist so gi1t (A ist unerfüllbar). 

3 .45 BEISPIEL. Fo1gende Ab1eitung beweist die von A ^ (A 

AxiO l1l 

A ,B • B 

Axiom 

A • A 

1 >-. 

J 

A ,A -, (B B ) • 
A ^ (A -, (B B)) • 

:)-1 
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3 .46 BEISPIEL. vVir versuchen, den Sequent A => B , B , C ^ ...., B wie in den anderen 
Beispielen durch Regelanwendungen von unten nach oben in einfachere zu zerlegen und 
aufAxiome 

kein Axiom! kein Axiom! 

B ,C • A B ,C • 
Axiom 

A => B ,B ,C • 
A =>B ,B ,C • C A => B ,B ,C • ....,B 

A => B ,B ,C • C ^ ....,B 

-'-1' 

-̂r 

Die Sequente B , C • A und B ,C • sind offenbar nicht ableitbar: Sie können durch 
keine der Abschlussregeln gebildet werden, da sie keine Junktoren enthalten, und sie 
sind auch keine Axiome. 1m Gegensatz anderen Kalkülen kann man beim 
aussagenlogischen Sequentialkalkül aus dem Scheitern des Ableitungsversuches schließen, 
dass der Sequent A => B , B , C • C ^ ....,B nicht ableitbar ist, also auch nicht 
durch eine andere Reihenfolge der 

3.47 DEFINITION. Ein von F • ç ist ein gerichteter Baum von Sequen-
ten, an dessen \iVurzel F • ç steht. Alle anderen Sequente des Baums sind jeweils 
Prämissen zu einer Regelanwendung, deren Konklusion der jewei1ige Vorgängersequent 
ist. Die Blätter diese Baumes sind entweder Axiome oder Sequente welche nur aus aus-
sagenlogischen Variablen bestehen. 

Besteht ein Sequent F • ç ausschließlich aus Variablen, er also keine logischen 
Operatoren, = {}, so ist er weder ein Axiom, noch kann er 
Regelanwendung sein. Mit ein solcher Sequent ist im Sequentialkalkül 
nicht ableitbar. Wir nennen derartige Sequente Anti-Axiome. Einen Ableitungsversuch, 
der in irgendeinem Zweig mit einem Anti-Axiom endet, bezeichnen wir als gescheiterten 
Ableitungsversuch. 

3.48 SATZ. Scheiterl von F • ç , gilt 

BEWEIS. bedeutet laut Definition Es gibt eine 1nterpretation 1, sodass 
ç. Wir weisen die Existenz eines derartigen Gegenbeispiels 1 durch 1nduktion nach 

der Länge des Ableitungsversuches nach. 

Sei F • ç ein können das Gegenbeispiel 1 definieren als: 
I(F) = t für alle und I(G) = f für alle G Das ist widerspruchsfrei 
möglich, da F und ç keine gemeinsamen Variablen besitzen. 

Regeln mit einer Prämisse: Scheitert ein Ableitungsversuch von F • ç , der mit der 
Anwendung einer Regel der 
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von F' I•- ç' vor. Laut 1nduktionsvoraussetzung gilt in diesem 
Fall "\Nir müssen somit für jede Regel mit einer Prämisse zeigen, dass aus 

ç' auch ç folgt. 



:F 9 ,A ,B bedeutet, dass MAF (I, F) t für alle F E :F 
und MAF (I, G) = f alle G U {A ,B}. Aus MAF(I ,A) = f und 
MAF (I , B) = f fo1gt aufgrund der Definition von V , dass MAF (I, A V B) = f 
gi1t. Somit fo1gt MAF (I, F) = t für alle und MAF (I, G) = f für alle 
G U {A V B}. Das ist aber mit 9 ,A v B. 

Der Beweis für die --,-1 und --'-r erfo1gt ana1og. 

Regeln mit zwei Scheitert • 9, der mit der 
Anwendung einer Rege1 !..'• 5fJ • g'r dann 1iegt 

ein gescheiterter Ableitungsversuch von :F' • 9' oder von :F" • 9" vor. Laut 
Induktionsvoraussetzung gilt dann entweder 9' oder 9" für ein 1. 
Vlir müssen somit für jede Regel mit zwei Prämissen zeigen, dass aus 9' 
Oder auch 9 folgt. 

v-l: Wir den Fall :F, A 9; der Fall :F, B 9 ist 
symmetrisch. :F, 9 bedeutet, dass MAF (I, F) = t für alle {A} 
und MAF(I , G) = f für alle Aus MAF(I , A) = t folgt aufgrund der 
Definition von V, dass MAF (I, A V B) = t gi1t. MAF(I , F) = t 
für alle F E :F U {AVB} und MAF (I , G) = f für alle G E 9 , und damit 

9. 
Der für die Regeln ^ -r und erfolgt analog. 

3.49 FOLGERUNG . Der ist vollständig: Aus 9 folgt :F • 9. 

BEWEIS. Aus Satz 3.48 folgt - durch 'Kontraposition' - dass kein Ab1eitungsversuch 
von :F scheitert, falls 9. Da es zu jedem Sequent mindestens einen Ab1eitungs-
versuch gibt folgt :F 

3.50 FOLGERUNG. Scheitert ein Ableitungsversuch von :F • 9 , scheitern alle Ablei-
tungsversuche, d. h. , gilt :F fI 9. 

BEWEIS . Scheitert ein Ableitungsversuch von :F • 9, gilt 1aut Satz 3.48 Wegen 
der Korrektheit des Sequentialkalkü1s folgt daraus :F fI 9 , da aus :F • 9 wegen Satz 3.44 

9 folgen 

3.51 FOLGERUNG. {}• F gilt F eine ist. 

3.52 BEISPIEL. Um zu zeigen, dass ((A B) ^ A) B gültig ist, es, eine Ableitung des 
Sequenten im Sequentialkalkül anzugeben. Da diese existiert 
(siehe Beispiel 3.41), ist die Formel tatsäch1ich eine Tautologie. 

Ebenso ist (A (B C)) V --, (A (B C)) gültig, da es für den entsprechenden 
Sequenten eine (Beispiel 
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3.53 BEISPIEL. B ist eine logische Konsequenz von (A V B ) ^ --,A , in Zeichen 

{ (A V B ) ^ , 

da der Sequent (A V ableitbar ist (Beispie13 .42) . 

3.54 BEISPIEL. C ^ --,B ist keine logische Konsequenz der Formeln A B , B und C. In 
^ --, B} , wie durch das Scheitern des Ableitungsversuchs 

für den Sequenten A B , B , C • C ^ --,B in Beispiel 3 .46 nachgewiesen wurde. Gemäß 
dem Beweis von Satz 3.48 lassen sich dabei auftretenden Anti-Axiomen B , C • A 
und B ,C • Gegenbeispiele ablesen: Die Variablen links von • werden auf t gesetzt, jene 
rechts davon auff. Zum Beispiel erhält man zum Anti-Axiom B , C • Interpretationen, in 

= I (C) = t und I (A) beliebig t oder f ist. Tatsächlich evaluieren sämtliche 
Formeln links allen solchen Interpretationen 1 zu t , da MAF (I, A B ) 
MAF(I , B) = M AF (I , C) = t , jene rechts zu f , da MAF (I , C ^ --,B) = f. 
Ahnlich ergibt sich aus dem anderen Anti-Axiom B , C • A das Gegenbeispiel l' mit 
I' (B ) = I '(C) = t und I'(A ) = 

Eigenschaften des Sequentialkalküls 

- Axiome und viele Regeln, die sich eng an der Semantik der logischen 
Operatoren orientieren. 

- Aus :F • ç folgt 

Aus folgt :F • ç. 

- Wenn :F • ç gilt , führt jede Folge von Regelanwen-
Axiomen. 

- Analytizität: Die Prämissen der Regeln sind Teile der Konklusion. Bei Zerlegung 
eines Sequenten durch Anwendung einer Regel bestehen die neuen 
aus Bestandteilen des ursprünglichen. 

analytisch: nicht analytisch wegen X: 
F ,A ,B • g F • ç ,X 

^-l Schnitt 
• g :F, :F' • ç ,ç' 

Analytizität ist wichtig für die Kalkülen , da sie sicherstellt, 
dass bei der Konstruktion von Ableitungen keine werden, 
die durch Ausprobieren oder gefunden werden 

- Formeln besitzen einfache 
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3.7 Ein Hilbert-Typ-Kalkül für die Aussagenlogik 

Hilbert-Typ-Kalküle haben in der formalen Logik - vor allem für nicht-klassische Logiken 
- eine große Bedeutung, sind aber Nicht-Analytizität für die automatisierte 
Beweissuche weitgehend geben eine kurze Beschreibung als Kontrast 
zum der Sequentialkalkül bestehen auch Hilbert-Typ-Kalküle aus 
Axiomen und Regeln. Allerdings sind die Axiome erheblich komplexer, da sie die gesamte 

über die Logik enthalten. Die Regeln hingegen sind einfach und 
nur wemge. 

geben von zahlreichen Hilbert-Typ Kalkülen für die klassische Aussagenlogik 
an. Er besitzt die folgenden Axiome: 

1. (A (B A)) 
2. ((A (B C)) ((A C))) 
3. (A (A V B)) 
4. V B) ) 
5. ((A V 
6. (A 
7. ((A ^ B) A) 
8. 
9. ((--.A --.B) ((-,A B) A)) 
10. (f A) 

Genauer gesagt handelt es sich um Axiomenschemata: Jede Instanz eines der neun 
menschemata, also jede Formel, die man mittels Ersetzung der Variablen durch Formeln 
erhält, ist ein Axiom. 

Die einzige Regel ist der Modus ponens 15 : 

A mo 
B 

Die Korrektheit dieses Kalküls Gegensatz zu - leicht 
zu zeigen. Jedes der neun Axiomenschemata ist eine Tautologie, wie man etwa mit einer 
Wahrheitstafel überprüfen Gemäß den Uber Abschnitt über Formel-
schemata ist auch jede Instanz eine Tautologie. Da der l'vIodus ponens einen gültigen 
Schluss in der Aussagenlogik darstellt, entstehen aus Tautologien mit dieser Regel wie-
der nur Tautologien. alle im Hilbert-Typ-Kalkül ableitbaren Formeln 
sind gültig. 

3.55 BEISPIEL. Wir geben eine Ableitung der Tautologie A A. 

Ax. 1: B>-+A 

Ax. 1: 
mo 

D 

1ÓDer Modus ponens ist eng mit der oben erwähnten Schnit des ursprünglichen Sequentialkalküls 
verwandt. Dies sich lässt unschwer erkennen, wenn man in de l' Schnittregel (Seite 118) die Formel B 
für ;:: setzt und ;::', 9 und 9' leer lässt. 
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Die Ableitung beginnt mit einer Instanz von Axiom 1, wobei B durch A ::::> A ersetzt wird , 
und mit einer Instanz von Axiom 2, wobei B durch und C durch A ersetzt wird. 
Der Modus ponens angewendet auf diese beiden Formeln liefert (A ::::>A). 
Aus dieser Formel und aus einer weiteren Axiom B durch A ersetzt 
wird, liefert nochmalige Anwendung des l\IIodus die gewünschte Formel A ::::> A. 

Die Hilbert-Typ-Kalkülen liegt vor allem darin, dass sie auf einfa-
che erlauben unterschiedliche Logiken zu vergleichen. 80 lässt sich aus unserem 
Beispiel-Kalkül für die klassische Logik einer für die in Abschnitt 3.1 genannte intuitioni-
stische Logik gewinnen, indem man Axiom 9 streicht und '-,A' als Abkürzung für 'A ::::> f ' 
versteht. 

Eigenschaften des Hilbert-Typ- Kalküls 

Korrekiheii: Jede ableitbare Formel ist gültig. 

- Vollsiändigkeii: Jede gültige Formel ist ableitbar. 

- K omplexe Axiome, eine einzige Rege l. 

wegen der Formel A im Modus ponens, daher schwer automati-
sierbar. 

- Komplizierle Beweise auch von einfachen wie das Beispiel zeigt. 16 

161n Kontrast dazu gilt aber auch , dass für unendliche viele Formeln Beweise in Hilbert-Typ-Kalkülen 
existieren , die jeweils bedeutend kürzer sind als die kürzesten entsprechenden Beweise in analytischen 
Kalkülen, wie dem Sequentialkalkül (ohne Schnittregel) oder dem Tableau-Kalkül. 
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3.8 Semantische Tableaux 

Der Tab1eau-Ka1ki.i.l17 konstruiert indirekte Um die Gü1tigkeit F zu bewei-
sen, wird die 

Ein Tab1eau ist ein Baum, dessen Knoten mit Paaren bestehend 
aus und einer Forme1 versehen sind. Der Startknoten besteht aus 
der Forme1 F und f. wird entsprechend der 
Semantik der Operatoren auf die Tei1forme1n zurückgerechnet. Und-Bedingungen werden 
durch Untereinanderschreibung, a1so durch des Baumes, ausgedrückt, 
während Oder-Bedingungen durch Nebeneinanderschreibung, a1so durch eine Verzwei-
gung im Baum, ausgedrückt werden. 

3.56 BEISPIEL. Vlir skizzieren die Grundidee an einem Tab1eau, das die Gü1tigkeit von F = 
((A :J :J B nachweisen sol1. \l\iir starten mit der Annahme, dass F widerlegbar 
ist , a1so f annehmen kann: 

(1) f : ((A :J B) ^ A) :J B 

Die Imp1ikation auf der obersten Ebene 1iefert aber nur f , wenn der erste Tei1 t und der 
zweite f ist (Und-Bedingung): 

(2) t : (A :J B) ^ A 
(3) f: B 

Forme1 (2) 1iefert t , wenn beide Operanden von ^ den Wert t besitzen 

(4) t : A :J B 
(5) t : A 

Forme1 (4) liefert t , wenn entweder der erste Teil den Wert f besitzt oder der zweite den 
Wert t. Durch diese Oder-Bedingung spa1tet der bisher 1ineare Baum in zwei Aste auf: 

(6) f: A (7) t : B 

Die Forme1n auf jedem der beiden Aste sind untereinander durch Und verknüpft. Daher 
liegt auf beiden Asten ein Widerspruch vor: Auf dem 1inken Ast sich sowoh1 
t:A (Knoten (5)) a1s auch f:A auf dem rechten f:B und t:B 
(Knoten (7)). Da ausgehend von der Annahme, dass F fa1sch ist, alle Aste zu einem 
Widerspruch führen , wird fa1sch und ist damit 

Tab1eau-Expansionsrege1n 1egen fest , auf welche Weise ein begonnenes Tableau erwei-
tert werden kann. beim Sequentialkalkül gibt es zwei Regeln für jeden Operator 
(siehe Für jede man eine nicht-atomare Fonnel 

17 das französische vVort für Tabellen und ist bereits in der Mehrzahl. Tableauxs ist daher 
falsch , als Einzahl für eine einzelne Tabelle bzw. hier eine einzelne Ableitung richtig. 
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f: A v B t: A v B f: A ^ B t: A ^ B 
f: A t: A |t: B f: A |f :B t: A 
f: B t: B 

f:A=>B t:A=>B f:.A t : . A 
t: A f: A |t: B t : A f: A 
f: B 

Abbildung 3.3: Die Regeln des Tableau-Kalküls für die Aussagenlogik 

des Tableaus und Ast auf dem sich diese Formel befindet. Grundsätzlich gibt es 
zwei verschiedene Typen von Regeln: 

Und-Regeln bewirken die lineare des (dicken) Astes: 

: Fl 
F2 

<t 

Oder-Regel (ß): bewirkt die des ausgewählten Astes in zwei 

Fl I 

bezeichnen Wahrheitswerte, F, Fl , F2 Formeln, die die Gestalt der entsprechen-
den Regeln haben. 

Man dass die Expansionsregel für f:A ̂  B einer Aufspaltung der betrachten-
ist falsch, dass A und B gilt" ) in die zwei Teilfälle f:A und f:B 

("Entweder A ist falsch oder B ist falsch") entspricht und daher eine be-
treffenden Astes in zwei neue Teilzweige bewirkt. Diese Regel ist daher eine Oder-Regel. 

ist die Regeln für f:A v B ("Es ist falsch , dass A oder B gilt") eine Und-Regel, 
da hier die beiden entsprechenden Teilaussagen ("Entweder A ist falsch" und "B ist 
falsch") auf dem selbem Ast sind, der daher nicht verzweigt wird. 

Wie oben angedeutet werden nicht-verzweigende, also Und-Regeln in der Literatur 
genannt; verzweigende, Oder-Regeln heißen 

Um die Gültigkeit einer Formel F nachzuweisen, beginnt man mit einem Baum, der 
nur aus dem Knoten f:F besteht. Jeder Ast dieses Baumes wird solange mit Hilfe der 
Expansionsregeln erweitert, bis er geschlossen werden Ein Tableau-Ast heißt ge-

auf ihm sowohl t:G als auch f:G für irgendeine Formel G vorkommt. Das 
gesamte Tableau heißt wenn alle Aste geschlossen Ein Tableau-Beweis 
einer Formel F ist somit ein geschlossenes Tableau mit f:F an 
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3.57 SATZ. Eine Formel F ist gültig für sie gibt. 

3.58 BEISPIEL. Folgendes geschlossene Tableau zeigt die Gültigkeit von ((A V B) ̂  
(1) f: ((A V B ) ^ --,A) B 
(2) t : (A V B ) ^ --,A Zerlegung von 1 
(3) f: B 
(4) t: A v B von 2 
(5) t: --,A 
(6) t: A Zerlegung von 4 
(8) f: A Zerl. v. 5 I x 3/ 7 

× \ iVid.: 6/ 8 

J ede nicht-atomare Formel eines Tableaus muss auf jedem Ast höchstens einmal (entspre-
chend der passenden Expansionsregel) werden; die Reihenfolge der Zerlegungen 
ist dabei irrelevant. Die systematische Suche nach einem geschlossenen Tableau termi-
niert daher unabhängig davon, ob die Formel an der Wurzel gült ig ist oder nicht. Falls 
ein Ast im vollständig expandierten Tableau offen bleibt, so geben die bewerteten Atom-
formeln dieses Astes ein Gegenbeispiel zur Ausgangsformel 

Natürlich gibt es zu ein und der selben Ausgangsformel im Allgemeinen unterschied-
liche Tableaux, da die Reihenfolge der Regelanwendungen ja ben 
ist. Allerdings sind entweder alle Tableaux mit der geschlossen oder alle 
bleiben offen. Da es jeweils eines dieser Tableaux anzugeben empfiehlt es sich 

so weit wie möglich vor ß -Regeln auzuwenden um die Anzahl der Aste im 
gesamten Tableau möglichst gering zu halten. 

3 .59 BEISPIEL. Die Formel (C B) (((D B) V C) ^ ( --,D ^ B)) ist nicht gült ig, da 
folgendes Tableau nicht geschlossen werden kann: 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

(10) 

f: (C :::> B) :::> V 
t: C:::>B 

f : ((D :::> B ) V C) ^ (-,D ^ B) 
f: (D :::> B) V C 3 (5) f: 

f:D:::>B von 4 (12) f : -,D von 5 
f: C von 4 (14) f: C (15) t : B 
t: D von 6 (von 2) (von 2) 
f : B von 6 (18) t : D (19) t : D 

B von (von 12) (von 12) 
Wid.: 9/ 11 

von 1 
von 1 
von 3 
(13) f: B 
(16) f : C 

(von 2) 

von 5 
(17) t : B 

(von 2) 
× 13/ 17 

Zwei der Aste sind geschlossen; aber alle mit ít gekennzeichneten Aste tragen keinen 
W iderspruch und können auch nicht mehr weiter expandiert werden. J eder dieser nicht 
geschlossenen Aste enthält eine Beschreibung von Gegenbeispielen. Beispielsweise kann 
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man dem am weitesten links stehenden Ast dass die 1nt erpretation 1 mit 
I(B) = f ,I(C) = f ,I(D) = t ein zur Ausgangsformel 

Eigenschaften des Tableau-Kalküls 

Tableau-Kalküle sind eng verwandt mit Sequentialkalkülen und haben daher ähnliche 
Eigenschaften. 

- viele Regeln, die sich eng an der Semantik der logischen 
Operatoren orientieren. 

- K orrekiheii: \iVenn mit Wurzel f : F geschlossen ist , dann ist F eine 
gültige Formel. 

- Vollsiändigkeii: 1st eine Formel F gültig, so besitzt sie ein geschlossenes Tableau 
f : F) 

- 1st eine Formel gültig, so liefert jede Folge von Ex-
pansionsschritten geschlossenes Tableau. 

- Analyiiziiäi: Die Expansionsregeln nur Bestandteile (unmittelbare Teilfor-
meln) der ursprünglichen Formel 

- Einfache Forrneln besiizen einfache 

3.9 Resolution 

Resolution ist ein Verfahren, dass ebenso wie der Tableau-Kalkül die Gültigkeit einer 
Formel F indirekt zeigt , indem -,F widerlegt wird. Es läuft in zwei Stufen ab: 

1. Transformiere -,F in eine Klauselmenge, konjunktive Norma1form. 
Typischerweise hat F die Gesta1t (A 1 wobei die Ai 
die die Situation beschreiben und B eine Behauptung in dieser Situation 
gelten s011. Bei der Umwandlung von -,F in eine KNF erhalten wir: 

-,F = An) B) 

-,(-, (A 1 V B) 
Al ^ ... ^ -,B 

Das heißt, die Grobstruktur von -,F ist bereits eine KNF. Zur Berechnung der 
jedes A i sowie -,B separat in eine KNF umformen und die resu1-

tierenden Klauselmengen einfach vereinigen. 

18Diese Eigenschaft wird in der Literatur auch als ‘Beweiskonfiuenz' bezeichnet. 
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2. Berechne aus der Klauselmenge mit Hilfe der Resolutionsregel neue Klauseln, so-
genannte Resolventen. Gelingt es, die leere Klausel herzuleiten, haben wir einen 
Widerspruch d.h. , die ursprüngliche Formel war gültig. 

Die Umformung in eine KNF haben wir bereits in Abschnitt 3.5 besprochen. 1m Fol-
genden besteht die Aufgabe also darin, aus einer gegebenen Klauselmenge einen vVider-
spruch abzuleiten. 

3.60 DEFINITION. Seien C und D zwei Klauseln, die das Literal A bzw. -,A enthalten, d.h. 
C = C' U {A} und D = {-,A} Ù D'. Die Regel 

C, U {A} {--.A} U D' 
C'U D' 

wird als Resolutionsregel19 bezeichnet, die Klausel C' U D' als Resolvente der Klauseln 
C und D; A nennt man auch "resolviertes Atom". 

Klauseln als atomare Sequente (i.e. Sequente die nur aus Variablen be-
werden; so kann die Klausel {--.A1,… ,-,A n , B1 ,… ,BnJ auch als 

A1' … ,An • B1 ,..., Bm 

geschrieben werden. Den Resolutionskalkül als Sequentialkalkül mit dem 
Schnitt als einziger Regel betrachten (statt der Axiome sind beliebige atomare Sequente 
zulässig). 

3.61 DEFINITION. Sei Eine Cm 
eine Folge von Klauseln C1 ,… ,Cm , sodass jede Klausel Ck entweder 
oder eine Resolvente von vorhergehenden Klauseln Ci und C j mit i , j < k ist. Cm heißt 

wenn es eine Ableitung von Cm Eine (Resolutions-) Wider-
legung eine Ableitung der leeren Klausel {} 

3.62 BEISPIEL. Die Folge 
1. {A , B , --.C} 
2. { -,B , --.C} 
3. {A , -,C} 
4. {--.A} 
5. {--.C} 
6. {C, A} 
7. {A} 

ist eine Ableitung von {A} aus der B , -,C} , {-,B , -,C} , {-,A} , 
{A , C} , {A , D}} . Begründung: 

19Man beachte die enge Verwandtschaft der Resolutionsregel mit der Schnittregel des ursprünglichen 
Sequentialkalküls (Sei te 118). 
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3 ist Resolvente von 1 2, 
5 ist Resolvente von 3 und 4, 
7 ist 5 und 6. 

Dieselbe Ableitung in Baumform dargeste11t werden: 

{A , B , --,C} { --,B , --,C} 
{A , --,C} {--,A} 

{ --,C} {C,A} 
{A} 

An den Blättern des Baums stehen nur 

3.63 SATZ. Sei und D eine Klausel. 

(a) 1st D ist D eine logische K onsequenz 

(b) Resolution ist vollständig: 1st D eine Konsequenz D) , 
ist D entweder oder es ist eine Klausel 
D'CD. 

(c) Es ist in vielen Schritten ob D ist oder nicht. 

BEWEIS. 

(a) Es genügt zu zeigen, dass die Resolutionsregel selber korrekt ist , d.h. , dass in jeder 
Interpretation, in der die Klauseln C und D wahr sind, auch ihre Resolventen wahr 
sind. Da eine Ableitung durch mehrfaches Anwenden der Resolutionsregel entsteht, 
ist jede neu generierte Klausel eine logische Konsequenz der vorhergehenden. 
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Seien also C = C' U {A} und D = D' Ù {--,A} zwei Klauseln, die wahr in der 
Interpretation 1 sind, und sei C' U D' eine ihrer Resolventen. Wir unterscheiden 
zwei Fälle: 
1(A) = t: Da 

MAF (I , D) = MAF(1 , D' Ù {--,A}) = MAF (I , D') V MAF (I , --,A) = t 
gilt, --,A) = f , D') = t gelten. Daraus folgt aber 

MAF (I, c' U D') = MAF(1 , C') V MAF (I , D') = MAF (I , C') V t = t , 
d.h. , die Resolvente ist wahr in 1. 

1(A) = f: Da 

MAF (I , C) = MAF(I , C' Ù {A}) = MAF (I , C') V MAF(1 , A) = t 
gilt , aber MAF(1 , A) = f , muss MAF(I , C') = t ge1ten. Daraus folgt aber 

MAF (I, c' U D') = MAF (I, C') V MAF (I, D') = t V MAF (I , D') = t , 
d.h. , die Resolvente ist wahr in 1. 



(b) Beweis zu für diese Vorlesung. 

(c) Da die Resolutionsregel Variablensymbole einführt, kann jede 
abgeleite Klausel nur aus Literalen bestehen, die bereits in einer Klause 

Die Anzahl verschiedener Literale aber endlich. Daher lassen 
sich alle verschiedenen Ableitungen sich keine Klausel wiederholt , 
auch systematisch vielen Schritten aufzählen. Es bleibt nur festzustel-
len, ob D als letzte Klausel einer dieser 

3.64 FOLGERUNG. Eine Klauselmenge ist es eine Resolutions-
gibt. Ob es diese gibt, lässt sich feststellen. 

Eine unerfüllbar genau dann, wenn die leere Klausel {} eine 
logische Konsequenz Gibt es eine ist {} ableitbar, 

Da die leere Klausel Tautologie ist , folgt umgekehrt aus der 
Vollständigkeit der Resolution, dass Klausel D' ableitbar sein muss, sodass 
D' ç {} gilt. Die einzige Möglichkeit für D' ist {} selbst. D.h. , die leere Klausel 
ableitbar; es existiert somit eine 

3.65 BEISPIEL. Das folgende The the Windows Puzzle stammt aus dem Buch 
Lewis Symbolic Logic (1986). 

1. There is always sunshine when the wind is in the East. 
is cold and foggy, my neighbor practices the flute. 

3. vVhen my fire smokes, 1 set the door open. 
4. When it is cold and 1 feel rheumatic, 1 light 
5. When the wind is in the East and comes in gusts , my fire smokes. 
6. When 1 keep the door open, 1 am free from headache. 
7. When the sun is shining and it cold, 1 keep my window shut if it 

is foggy. 
the wind does not come in gusts, and when 1 have and keep 

the door shut, 1 do not feel rheumatic. 
9. Sunshine always brings on fog. 

10. 'iVhen my neighbor practices the flute, 1 shut the door. 
11. 'iVhen there is a fog and the wind is in the East, 1 feel rheumatic. 

Show that when the wind is in the East, 1 keep my windows shut. 

formalisieren die Aussagen unter Verwendung folgender Abkürzungen: 

F ... Feuer 
Fl ... Flötenspiel 
K ... Kälte 

Kopfweh 
N ... Nebel 
o ... Ostwind 

R ... Rauch 
Rh... Rheuma 
s ... Sonnenschein 
T ... Tür offen 
w... 
z ... Fenster zu 
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Aussage Klausel aus Formel 
1. {-,O , S} 
2. {-,K , Fl 
3. {-,R , T} 
4. { -,K , -, Rh , F} (K ^ Rh) F 
5. {-,O , -,W, R} (O ^ 
6. {-,T , T 
7. { -,S, K , -,N , Z} (S ^ -,K ^ N) Z 
8. {W, -,F, T , -,Rh} ^ -,T) -,Rh 
9. {-,S, N } 

10. {-, Fl , -,T} Fl -,T 
11. {-,N , -,0 , Rh} (N ^ 0) Rh 

Behauptung 
negiert -,(0 Z) 

12. {O} 
13. { -,Z} 

Abbildung 3.4: Formeln Klauseln zu Beispiel 3.65 

Damit erhalten wir die Formeln bzw. Klauseln in Abb. 3.4. Da wir einen indirekten 
Beweis führen , also nach einem vViderspruch suchen, fügen wir zu den Aussagen 1- 11 , 
die die Situation beschreiben, die der Behauptung hinzu. Abbildung 3.5 gibt 

der Klauselmenge an, die Klauselmenge ist somit unerfüllbar und die 
ursprüngliche Behauptung tatsächlich eine Konsequenz der 

U m eine Widerlegung zu festzustellen , dass es keine gibt, bleibt einem 
im Allgemeinen nichts anderes übrig, als alle Resolventen - eventuell geleitet von einer 
Heuristik - systematisch zu bilden. Resolutionsverfahren eignen sich daher schlecht für 

sondern werden normalerweise implementiert. 

Redundanzelimination 

Die Resolutionsregel liefert zwar ein korrektes und vollständiges al-
lerdings werden im einer Ableitung auch viele überflüssige (redundante) Klauseln 
erzeugt, die für einen Beweis oder eine nicht benötigt werden. Da jede 

Klausel weitere redundante Klauseln erzeugt, ist es in der Praxis wichtig, 
diese so früh als zu erkennen und aus dem Ableitungsprozess zu entfernen. Die 
wichtigsten Redundanzelimination sind: 

Subsumtion. 20 Eine Klausel C subsumiert eine andere Klausel D , falls C eine Teilmen-
ge von D ist , also C C D gilt. Subsumiert in einer Ableitung eine Klausel eine 
vorhergehende oder nachfolgende, muss letztere (die subsumierte) in der weiteren 
Ableitung nicht berücksichtigt werden. 

20 auf Englisch: subsumption 
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Resolvente aus Klauseln Resolvente aus Klauseln 
14. {S} 1, 12 25 . {-.N,K , Z} 7,14 
15. {N} 9, 14 26. {K,Z} 15,25 
16. {-.Fl , -.R} 3, 10 27. {K} 13,26 
17. {-.K, Fl} 2, 15 28. {F} 24,27 
18. {-.K, -.R} 16,17 29. {-.W} 21,27 
19. {-.K, -.T} 10,17 30. { -.T} 19,27 
20. {-.W, R} 5, 12 31. {-.F,T , W} 8,23 
21. {-.K , -.W} 18,20 32. {T,W} 28,31 
22. {-.N ,Rh} 11 ,12 33. {W} 30,32 
23. {Rh} 15,22 34. {} 29,33 
24. {-.!{, F} 4,23 

Abbildung 3.5: Widerlegung der Klauselmenge in Abb. 3.4 

Eine Klausel C ist eine Tautologie genau dann, wenn es eine 
Variable A gibt , sodass {A , -.A} ç C gilt. Resolviert man eine Klausel C mit einer 
Tautologie, erhält man entweder eine Resolvente, die von C oder 
selber eine Tautologie ist: 

C, ù {A} { -.A, A} Ù D' 
C' U {A} U D' 

c'u {A} {-.A ,B ,-.B} U D' 
C' U {B , -.B} U D' 

1m ersten Fall gilt (C'U{A}) ç (C'U{A}UD' ), im zweiten Fall die Resol-
vente sowohl B als auch -.B. Da die leere Klausel keine Tautologie ist, ist zu ihrer 
Herleitung keine Tautologie notwendig. 

Heuristiken , Strategien und Verfeinerungen 

Selbst nach Elimination redundanter Klauseln gibt es im Allgemeinen immer noch viele 
Möglichkeiten, neue Resolventen zu bilden. Daher versucht und Heuristi-
ken um gezielter auf hinzuarbeiten. Eine dieser Strategi-
en ist die von Einerklauseln bei der Resolventenbildung (Unit-Resolut ion). 

C, U {A} {-.A} 
C' 

{A} {-.A} U D' 
D' 

Die Resolvente ist offenbar kürzer als die Prämisse C' U {A} ; überdies gilt C' ç C' U 
{A} , d.h. , C' macht die Elternklausel redundant. 

Prinzipiell ist es eine gute Heuristik, bei der Resolventenbildung kurze Klauseln ge-
genüber bevorzugen. Die gesuchte leere Klausel durch Resoluti-
on zweier Einerklauseln entstehen, und diese entstehen wiederum meist aus anderen 
kurzen Klauseln, etwa einer Einer- einer Zweierklausel. Außerdem ist bei 
Klauseln höher, dass sie andere subsumieren. 1m Allgemeinen 
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muss man bei Strategien beachten, dass sie fair sind, d.h. , dass jede nicht-
redundante Ableitung irgendwann einmal an die Reihe kommt. Andernfalls verliert man 
die Vollständigkeit des Verfahrens. 

Die Möglichkeit neue Resolventen zu bilden kann auch sogenannte Resolutions-
reduziert werden. 1n einer Verfeinerung wird die Resolutionsregel selbst 

mittels - meist syntaktischer - Kriterien beschränkt, ohne dabei die Vollständigkeit auf-
zugeben. Ein einfaches Beispiel ist die positive Resolution. 1n dieser ist eine 
der Resolutionsregel nur dann erlaubt der Klauseln positiv ist. Positive Re-
solution ist widerlegungs-vollständig, d.h. zu jeder unerfüllbaren Menge von Klauseln 
existiert eine positive Resolutionswiderlegung. 

3.66 BEISPIEL. Sei {{ A} , {--, A , B} , {--,B}}. Die folgende Ableitung ist eine positive Re-
solutionswiderlegung: 

{ A} {--,A , B} 
{B} {--,B} 

{} 
Die Resolutionswiderlegung 

{ --, B} {--, A , B} 
{ --,A} {A} 

{} 

ist keine positive die {--,B} und 
{--,A , B} resolviert 

Eigenschaften des Resolutionsverfahrens 

- 1m Gegenstatz zu allen bisher behandelten Kalkülen bezieht sich 
Resolution nicht auf beliebige Formeln, sondern auf Klauseln, die der 
KNF beliebiger 

- Korrektheit: Jede ableitbare Klausel folgt logisch aus der Ausgangsklauselmenge. 

- Jede Klausel, die aus einer ist entweder 
eine Tautologie oder enthält eine Klausel als Teilmenge. Wich-
tigster Spezialfall dieser Eigenschaft ist die Aus jeder 
unerfüllbaren Klauselmenge ist die leere Klausel ableitbar. 

- K eine Axiome, eine einzige Regel. Anstatt mit Axiomen beginnt eine Resolutions-
ableitung mit gegebenen Klauseln. 

Die Einfachheit der . Form von Klauseln und der Resoluti-
onsregel begünstigt die Automatisierung der Beweissuche. E ffi.ziente Beweissuch-
programme machen intensiven Strategien, Heuristiken und Redun-
danzeliminationsregeln. 
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4 Prädikatenlogik 

Es genügt nicht, keine zu 
Man muss unfähig sein, 

Kraus) 

Die klassische Prädikatenlogik baut auf den Prinzipien und Methoden der Aussa-
genlogik (Kapitel 3) auf, aber erhöht die betroffenen Sprache, wie 
bereits in Abschnitt 3.1 angedeut , auf entscheidende Art. 1 

(in 4.1) die sprich Grundbe-
griffe der Prädikatenlogik getrennt von den bedeutungsgebenden, sprich 
Grundbegriffen Das erlaubt uns in Abschnitt 4.2 die zentralen Begrif-
fe "logische Konsequenz" , "logische Aquivalenz" , sowie "Erfüllungsäquivalenz" auf die 
Prädikatenlogik zu Hinweise auf einige klassische Theoreme der ma-
thematischen bzw. informatischen Grundlagenforschung werden wir sodann feststellen , 
welch hoher Preis für die große Ausdruckskraft der zu bezahlen ist. 
1n Abschnitt 4.3 wird der aussagenlogische Tableau-Kalkül aus Abschnitt 3.8 auf die 
Prädikatenlogik erweitert. Ahnlich wird in Abschnitt 4.5 das Resolutionsverfahren auf 
die Letzteres setzt das weit über die Resolution hinaus 
wichtige Konzept der Unifikation von Termen voraus, das daher gesondert in Abschitt 4.4 
behandelt wird. 

4.1 Syntax und Semantik der klassischen Prädikatenlogik 

Zun wollen den 
vom Konzept der trennen.1 sei im 

Folgenden eine Signatur E einfach ein 3-Tupel bestehend aus Funktionssymbolen FS , 
Prädikatensymbolen PS und Konstantensymbolen KS. FSn und jene 
Teilmengen von FS bzw. PS , die genau die n -stelligen Symbole enthalten. Die lVlenge 
der über E ist genau so wie in 2.8 auf Seite 88 Wir lassen 
also einfach den expliziten Bezug auf eine Modellstruktur Ð entfallen. 

verzichten im ì iVeiteren wieder fast überall auf Unterstreichungen und gehen davon aus, dass der 
Leser den Syntax-Semantik-Unterschied mittlerweile auch ohne diese notationelle Hilfestellung be-
herrscht; also beispielsweise klar zwischen Funktionen und Funktionensymbolen unterscheiden kann, 
auch wenn - wie üblich - die gleichen Symbole zur Beschreibung verwendet werden 
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Syntax 

1m Prinzip alle in Abschnitt 3.2 J unktoren von der A ussagenlo-
gik in die übernehmen. Es ist aber zweckmäßiger , uns wieder 
auf Negation (-,), Disjunktion 

eln man als boolesche Ausdrücke in 
denen 1mplikationen, aber auch Existenz-Q O 
men 

4.1 DEFINITION (8YNTAX FORMELN). Bezogen auf eine 8ignatu 
= (FS , PS , die Menge der PF"E, die 

kleinste Menge , für die gilt: 

(PF1) wenn p' 
p' (tl ,… ,tn ) oder auch einfach Atom; 

(PF2) wenn 

(PF3) (F ^ wenn F , G 

(PF4) (F V 

(PF5) wenn F ,G 

(PF6) wenn v und 

(PF7) wenn v und 

Die Quantorenzeichen kommen in Formeln immer gepaart mit Variablen (genauer: -

( Q v) in wobei Q für V oder :3 und v für eine Variable steht, heißt 

4.2 DEFINITION (FREIE UND GEBUNDE VARIABLEN). V(t) bzw. V(F) bezeichnet die 
ge aller Variablen die in einem Term t bzw. einer Formel Die Menge 
FV(F) der Variablen, die frei in F wie folgt 

= 

= FV(F) 

0 G) = FV(F) U FV(G) für 0 

- FV((Qx) F) = für Q 

1n der Formel bzw. Teilformel (Qx) F des (Qx) die freien 
von x in F. F ist dabei der von (Qx) in (Qx) F. 

Ein Term t heißt V(t) = {}, also wenn er nur aus und 
Konstantensymbolen besteht. 

138 



f ,g,h 
P,Q,R 

Konstantensymbole 
Funktionssymbole 
Prädikatensymbole 
Variable 

Tabelle 4.1: N amenskonventionen für allgemeine 

Eine Formel F heißt FV (F) {}, also wenn 
von Variablen in den Atomformeln von F durch entsprechende 
gebunden sind. 

Man beachte, dass eine Variable in einer Formel gleichzeitig frei und gebunden vor-
kommen kann: Das gilt zum Beispiel für x in (P(x) ^ 

Wenn wir nicht auf Signaturen zu speziellen Modellstrukturen, wie die in Kapitel 2 
eingeführten Z, N oder S Bezug nehmen, dann werden wir ab nun die in Tabelle 4.1 

N berücksichtigen: 
Weiters werden wir zur Lesbarkeit neben den Klammern '(' und ‘)' 

auch die Symbole ' [' und ']' 
von denen wir bereits in der Aussagenlogik gebraucht gemacht 

haben. lnbesondere wird die von und Disjunktion entspre-
chend berücksichtigtj Klammern dürfen weggelassen werden. 

4.3 BEISPIEL. Sämtliche der folgenden Ausdrücke F1 - F7 sind wohlgeformte Formeln über 
jeder Signatur = (FS , PS , KS ) mit P, f 9 b, c 

F1 = [-,P(b, f(x)) (P(g(a , y) , b) V Q(z , x)) ], wobei V(F1 ) = FV(F1 ) = {x , y, z }. 
F1 ist keine geschlossene Formel, da in ihr freie 

^ (\ix) V b) ], wobei der (einzi-
gen) Variablen x im Bindungsbereich des (\ix) 
ist also eine geschlossene Formel. Es gilt V(F2) = aber FV(F2) = {}. Man 
beachte außerdem, dass Klammereinsparungsregeln die äußersten, zur 
Konjunktion gehörigen Klammern weggelassen 

- F3 = V b)]. Der Unterschied zu F2 ist gering. 
Allerdings hat sich der Bindungsbereich von (\ix) wegen der 
mer ‘[' auf die Atomformel P(f (x) ,a) reduziert. Entsprechend ist das zweite Vor-
kommen von x frei und nur das von x gebunden. F3 ist also nicht 

gilt V(F3) = FV(F3) = {x}. 

- F4 = ^ b)]. Da keine freien Variablen vorkommen, 
ist F4 geschlossen. Die beiden Variablen werden durch Quantoren unterschiedlichen 
Typs Man sagt: x ist hier oder auch: x ist eine 
selle in F4 • Andererseits ist y bzw. eine existentielle 
Variable in F4 . Es gilt V(F4 ) = {x ,y} und FV(F4 ) = {}. 
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- F5 = (Vx)(3y)P(x ,y) :J (3x)(Vy)P(x ,y). Beide Variablen, x und y , kommen sc• 
wohl als auch in F5 vor. Es gilt V (F5) = 

und FV(F5) = {}. 

- F6 = (Vx)P(y ,z ). Esgilt V(F6) = {x ,y ,z } und FV(F6) 
von x ist weder frei noch gebunden; das (Vx) bindet hier 
kein Selbstverständlich ist F6 nicht geschlossen. 

- F7 = Es gilt V (F) {x } und FV (F7 ) {}. Man beachte, 
dass (3x ) hier die beiden Vorkommen von x bindet, aber der Bindungsbereich 
(3x )P(x , x) von (Vx ) keine freie Variable enthält. Der All-Quantor bindet also x 
in (Obwohl auch F7 eine wohlgeformte, geschlossene Formel ist, werden 
wir Formeln dieser Gestalt in Beispielen vermeiden. ) 

4 .4 DEFINITION. F(xjt) bezeichnet die Formel die aus F indem alle freien Vor-
komr 
die durch t für x F . 

4.5 BEISPIEL. Es sei Fl (Vx )[P(x ,y) => Q(x ,y)] ^ R(x ) und t der geschlossene Term 
Man beachte, dass von y ungebunden sind, während x nur in der 

Teilformel R(x) frei vorkommt. Durch Substitution von t für x bzw. für y in Fl erhalten 
wir folgende Instanzen von F1 : 

- Fl(Xjt) = (Vx ) [P(x , y) => Q(x , y)] ^ 
= (Vx ) [P(x , => ^ R(x). 

Für F2 = => Q(x , y)] ^ R(x)) gilt: 

- F2(x j t) = F2 , da x in F2 nicht frei vorkommt, 
- F2(y j t) = (Vx) ([P(x , => Q(x , 

Semantik 

Bisher haben wir - zumindest offiziell - noch nichts darüber was prädikaten-
logische Formeln bedeuten sollen. Um, z.B. , die Behauptung zu dass man 
prädikatenlogisch sehr viele nützliche Eigenschaften konkreter Datentypen exakt spe-
zifizieren kann, müssen wir zunächst Begriffe zur Festlegung der Semantik (d.h. , der 

von Formeln bereitstellen. 

4.6 DEFINITION (PL-INTERPRETATION). 
auch: über der Signatur = ' (FS , PS , KS ) 
wobei gilt: 

- Ð = (D , FD , PD, K D) ist eine Abschnitt 2.2?; 

2Es sei hier daran erinnert , dass der Gegenstandsbereich D nicht leer sein darf. 
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- <Þ ist eine die jedem jedem und jedem 
c' E KS eindeutig ein der Stelligkeit entsprechendes f P E PD , bzw. c 
zuordnet; 

- 1 ist eine das heißt eine Funkt ion vom Typ 1 : 1VS • D. 

Mit P1NT r, bezeichnen wir die Menge aller PL-1nterpretationen über der Signatur 

ANMERI<UNG. 1mplizit haben wir bereits in Kapitel 2 von einer Signaturinterpretation 
Gebrauch gemacht. Wir vereinbart , dass jedem Symbol diejenige Funkti-

bzw. dasjenige Prädikat zugeordnet wird, das jeweils mit diesem Symbol 
ohne Unterstreichung bezeichnet wird. in diesem Zusammenhang oft von 
einer intendierten oder Für die meisten Anwendungen 
der Prädikatenlogik ist es jedoch wichtig zu berücksichtigen, dass jedes Symbol jeweils 
auf verschiedene Weisen interpretiert werden kann. 

4.7 DEFINITION (AUSWERTUNGSFUNI<TION). Der Wahrheitswert einer Formel (aus P:Fr,) 
1nterpretation J = (aus P1NTr,) ist durch die Auswertungsfunktion 

MpF : P1NTr, x P :Fr, • {t, f} wie folgt definiert: 

(MPF1) MPF(J ,P(tl ,"', ), 
wobei p ein n-stelliges Prädikatensymbol ist. Dabei ist MT wie in 2.11 , 
nur dass nun die 1nterpretation der Konstanten- und Funktionssymbole 
festgelegt ist: 

- MT(J , v) = 
- MT(J ,C) für c 
- MT(J , = <Þ(f )(MT(J , il) , ... , für f 

(MPF2) = -,MpF(J , F); 

(MPF3) MPF(J , = MPF(J , F) ^ MPF(J , G); 

(MPF4) MPF(J , (F':{G)) = F) V MPF(J , G); 

(MPF5) MPF(J , = MPF(J , F) =:> MPF(J , G); 

(MPF6) MPF(J , (Vv)F) = t genau dann, wenn MPF(J' , F) = t für alle J' J , wobei 
J' J bedeutet, dass J' = mit l' 1;3 

(MPF7) MPF(J , (:Jv)F) = t genau dann, wenn MPF(J' , F) = t für ein J' J. 

Sei J eine 1nterpretation und v eine Variable. \ìVir definieren .1 [vJ = {.1' I 
(dies beschreibt alle 1ntepretationen welche äquivalent zu J modulo v sind). 1st J = 

dann schreiben wir = 1 und beschreiben damit die zur 1nterpretation 

3Der Begriff modulo v Variablenbelegungen , bezeichnet durch ,.::" wurde 
bereits auf Seite 93, Definition 2.19 definiert 
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J gehörige Variablenzuweisung. führen auch folgende Notationen ein welche die 
semantische Evaluation von quantifizierten Formeln erleichtert: 

Sei Jl.1 eine beliebige Menge von Indizes und alle i 
Dann ist 

= t genau dann für alle i 
i EM 

V t genau dann = t für ein 

In gilt dann 

MPF(J , (Vv)F) 

= V MPF(J' ,F) 

4.8 BEISPIEL. Gegeben sei die Modellstruktur Ð = ({-l ,O, l} ,{id},{= },{} ), wobei id die 
bezeichnet, also = x ist. Außerdem sei die 

{P} , {}), wobei f unär und P binär ist. Als Beispiel einer Interpretation 
über J = wobei I(x) = 1, I(y) = = id und ==. 
(Letzteres besagt, dass das einzige Prädikatensymbol in von J als die Identitätsrelation 
interpretiert wird. Das Zeichen ,,= " tritt dabei zuerst auf der üblichen Meta-Ebene und 
ein weiteres Mal als Name für die Identitätsrelation auf.) 

Wir betrachten die folgende Auswertung der Formel F = (Vx) (:3y in J : 

MPF(J ,F) ) 

MPF(J" , --'P(x , f(y))) 

--,MPF(J" , P(x , f(y))) 

(y) 

t. 

In der Tat MPF(J , F) zu t da für jedes J' E J[x] ein existiert 
mit (y) . 

Man beachte, dass die Variablenbelegung 1 von J in der F gar keine 
Rolle spielt. Das liegt daran , dass F eine geschlossene Formel ist und daher die Variablen 
x und y hier gewissermaßen als Platzhalter für alle bzw. für ein beliebiges Element des 
Gegenstandsbereiches 
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Die semantischen Grundbegriffe wie Gültigkeit und Erfüllbarkeit sind im Prinzip wie 
für die A ussagenlogik allerdings tauchen diese Begriffe nun auf zwei unter-
schiedlichen Ebenen auf, wie folgende Definit ionen klarstellen. 

4.9 DEFINITION. Eine Formel heißt 

- F) = t für ein J E PINT L; (J heißt dabei Modell von F ); 

- wenn MPF(J , F ) = f für ein heißt dabei Gegenbei-
spiel oder Gegenmodell zu F) ; 

- MPF(J! F ) = f für alle J (also wenn alle Interpreta-
tionen Gegenbeispie1e sind); 

- allgemein gültig oder einfach gültig, wenn MPF(J , F) = t für alle J 
(also wenn alle Interpretatìonen Modelle sind). 

4.10 DEFINITION. Bezogen auf eine gegebene Modellstruktur V und eine entsprechende Si-

- in V wenn MPF(J , F ) = t für ein der Form 
J= 

- in V wenn MPF(J , F ) = f für ein J der 
Form J = 

- in V wenn MPF(J , F) = f für alle J 
Form J = 

- gültig in V wenn MPF(J , F ) = t für alle J Form 

4.11 BEISPIEL. Sei F = 

Fl = 
], 

Die geschlossene Forme1 F ist erfüllbar in N bezüglich folgender 
= = 2. Mit anderen \Vorten: Die Interpretation J = 

ist ein Modell von F; und zwar für beliebige Variab1enbelegungen 1. Die 
dass die 

drei Teilformeln von F unter der Interpretation J folgende Eigenschaften natürlicher 
Zahlen ausdrücken: 

F1: Keine Zahl ist kleiner als sie selbst; 

F2 : Für alle Zahlen m und n gilt , dass wenn m kleiner dann ist m auch kleiner 

143 



F3 : Jedes m ist kleiner als m + 2. 

Wir geben noch ein weiteres, ganz anderes l\IIodell derselben Formel F an. Es sei 
J' mit der l\IIodellstruktur Ð' ( { Q, l} * , { -<}, {Q }). Dabei 
ist concat vom Typ S x S • S für S = {Q , l}*, und -< vom Typ S x S • {t , f}. 
Der Gegenstandsbereich ist also nun die Sprache aller Binärstrings. Dabei bezeichnet 
die Funktion concat die Wörter r) = sr) und 's 
bedeutet ‘s ist ein echter Teilstring von r \Interpretiert man nun die Symbole P , f und 

= -<, iþ' Q, so kann man leicht nachprüfen, dass 
MPF(J' , F ) = t gilt. Wegen der Geschlossenheit von F spielt die Variablenbelegung l' 
von J' , wie wir bereits in Beispiel 4.8 festgestellt haben, keine Rolle. 

F hat natürlich weitere l\IIodelle. Aber Interessanterweise ist jede Interpre-
tation mit endlichem Gegenstandsbereich ein Gegenbeispiel zu F. l\IIit anderen Worten: 
F hat unendliche, aber keine endlichen 

4.12 BEISPIEL. Wir können Prädikate und Sätze (Aussagen) über mittels prädi-
katenlogischer Formeln ausdrücken. Bei mehrstelligen Prädikaten spricht man auch von 
Relationen. Dabei entspricht jede freie Variable einer Formel einer Argumentstelle der 
ausgedrückten Relation. Sätze hingegen entsprechen geschlossenen Formeln. Es folgenden 
einige Beispiele zur Verdeutlichung: 

binäre Relation "x ist ein echter Teiler von y" wird durch die Formel F = 
= Damit ist dass jede Interpre-

tation J = genau dann ein ist, wenn die Zahl l (x) die Zahl 
1 (y) echt teilt. Dabei Standard-Signaturinterpetation gewählt. 

unäre Prädikat " y ist die (ganzzahlige) quadratischen Gleichung 
(mit lässt sich - beispielsweise - durch die Formel 
(:3u) u * (y * y) + v * Y 

Satz "nicht alle Kubikzahlen sind positiv" lässt sich durch die PL-Formel 
--, (Vx) ((:3y) x = (y * y) * Y ::l 0 < x) gültig in Z ist. Die Formel 
(:3x) (:3y) (x = (y * y) * y ^ (x < 0 V x = 0)) drückt denselben Sachverhalt aus. 

Man beachte, dass verschiedene Formeln dasselbe Prädikat, bzw. denselben Satz aus-
drücken 

4.13 BEISPIEL. Folge e sind 

bzw. V --'P(x); 

V --, (Vy) P(y)] und [(Vx)P(x) ::l (:3y)P(y)]; 

und --,(:3x)P(x) ::l (Vx) --,P(x) 

(Vy )Q(x, y) ::l (Vy) (Vx )Q(x, y). 

Beispiele Formeln: 
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[P (x) ^ --'P(x) ] bzw. P(x) ^ --,P (x); 

v ^ (Vx) --'P(x) . 

Fo1gende Forme1n sind sowoh1 a1s auch 

:J (Vx) P(x) und P(x) :J P(y); 

- (Vx)P(x) V (Vx) --,P(x) und (:3x)P(x) :J (Vx) --,P (x); 

(Vy) [Q(x , x) ] und (Vx) [(Vy)Q(x, y) :J (Vy)Q(y , x) ]. 

Zum Nachweis der Erfüllbarkeit und der Vliderlegbarkeit von Forme1n reicht es 
natür1ich jewei1s ein konretes l\IIodell bzw. Gegenmodell anzugeben. Beispie1sweise ist 
jede 1nterpretation in der = t für alle d des Gegenstandsbe-
reichs D von Ð gilt ein Modell der Forme1 (:3x)P(x) :J (Vx)P(x). Anderseits 
es (P)(d1 ) = t und (P)(d2) f für irgendwelche d1 und d2 des 
reichs zu J' zur se1ben Forme1 zu erha1ten, denn offen-
sichtlich gi1t dann = t , aber /vtPF(J' , (VX) P(X)) = f und somit 
.fv1 PF(J' , = f. 

Der Nachweis der Gü1tigkeit oder Unerfüllbarkeit von Forme1n ist hingegen im Allge-
meinen wenn dabei direkt auf die entsprechenden semantischen Definitionen 
Bezug sol1. Genau darin liegt die und 
korrekten Kalkülen der Prädikaten10gik für die 1nformatik: Sie machen den 
der Gü1tigkeit bzw. der Unerfüllbarkeit mit rein syntaktischen 1\tIitte1n - durch program-
mierbare Operationen über forma1en Sprachen - mäglich. 

4.2 Konsequenz, Aquivalenz und grundsätzliche Eigenschaften 

Logische Konsequenz 

Der Begriff der 10gischen Konsequenz ist für PL-Forme1n ganz genau so wie für 
aussagen10gische Forme1n. 

4.14 DEFINITION. Eine Forme1 G ist eine logische Konsequenz der Forme1n wenn 
für alle 1nterpretationen J gilt: 

Fi ) = t für dann gilt G) = t. 

Wir schreiben G für diese sagen fo1gt au 
Für n = 0 gleichbedeutend mit "G ist gü1tig." 

Auch das Deduktionstheorem gilt unverändert: 

4.15 SATZ (DEDUKTIONSTHEOREM). G gilt F1 ,…, Fn-l • 
(Fn :J G) ^ ... :J G 
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4.16 BEISPIEL. Es gilt Informell man kann man die 
Formel so ausdrücken: Gegenstände eine bestimmte Eigenschaft dann 
folgt daraus, dass wenigstens ein Gegenstand diese Eigenschaft hat. " Dass diese Konse-
quenzbehauptung tatsächlich zutrifft wird sofort man daran denkt , dass der 
Gegenstandsbereich einer Interpretation niemals leer sein darf. 

Anderseits haben wir Nach dem ist dies 
gleichbedeutend mit der dass die Formel (:3x) P (x) :J (Vy) P(y) widerlegbar 
ist. Entsprechende Gegebeispiele haben wir bereits oben im Zusammenhang mit Bei-
spiel 4.13 

4.17 BEISPIEL. Es gilt aber Dieses Beispiel illustriert die Funkti-
on freier Variablen. Natürlich folgt P(x) logisch aus P(x). Allgemeiner: die Konsequenz-
relation ist reflexiv. Anderseits kann die Variablenbelegung 1 einer bestimmten Interpre-
tation .:J die Variable x auf einen anderen Gegenstand als die Variable y abbilden. Dazu 
müssen natürlich wenigstens zwei Elemente, sagen wir dl und d2 , im Gegenstandsbereich 
vorhanden sein. Wenn nun in .:J = t = f festgelegt ist , dann ist 
.:J ein zur Behauptung 

4.18 BEISPIEL. Es gilt (:3y )(Vx )Q(x, Diese 
lässt sich entsprechend der Definitionen 4.7 4.14 wie folgt in natürliche Sprache 

es einen Gegenstand y gibt , der zu allen Gegenständen x in einer 
bestimmten Relation daraus auch , dass zu jedem x wenigstens ein 
Gegenstand der zu x in der betroffenen Relation steht." 

Anderseits haben wir (Vx) (:3y)Q(x , y): Wenn es zu jedem Gegen-
stand x einen (weiteren oder denselben) Gegenstand y gibt , der mit x in einer bestimmten 
Relation steht, so folgt daraus nicht, dass es auch Gegenstand y geben 
muss, der zu allen anderen Gegenständen in der betroffenen Relation steht." Das wird 
beispielweise durch das Gegenmodell .:J = =< deutlich: Obwohl zu 
jeder natürlichen Zahlen eine jeweils noch größere Zahl exisitiert, gibt es keine natürliche 
Zahl, die größer als alle Zahlen 

4.19 BEISPIEL. Für beliebige geschlossene Terme t gilt aber auch 
(Vx)F(x) • (Vx)F(x/t). Das folgt unmittelbar aus (MPF6) der Definition 4.7 
und aus Definition 4.14. ist die Konsequenzbehauptung (:3x 
im Allgemeinen nicht richtig. Es kann sogar sein, dass für eine konkrete Interpretation .:J 

= t gilt, aber trotzdem kein einziger Term t (über der betreffenden 
Signatur) vorhanden ist, für den MPF( .:J , F(t)) = t gelten würde. Mit 
es muss keinesfalls immer ein syntaktisches Gegenstück zu jedem Element des Gegen-
stands bereichs 

Logische Aquivalenz und Erfüllungsäquivalenz 

unterscheiden zwei ganz unterschiedlich starke Aquivalenzbegriffe: 
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4.20 DEFINITION (LOGISCHE AQUIVALENZ). Zwei Formeln F , G F heißen 
äquivale17,t, wenn M P F F) = MPF(J , G) für alle Wir schreiben dafür 
auch: F =PL G. 

Aus den Definitionen 4.14 und 4.20, bzw. aus dem Deduktionstheorem ergibt sich sofort: 

4.21 SATZ. Formel17, F u17,d G gilt: F =PL G genau F • G 

4.22 DEFINITION Zwei Formeln F , G 
F und G beide erfüllbar oder beide unerfüllbar schreiben 

dafür auch: F "'e G. 

1m Gegensatz zur logischen Aquivalenz ist die Erfüllungsäquivalenz eine sehr schwache 
Aquivalenzrelation. Es gibt nur zwei Aquivalenzklassen bezüglich "'e : die Menge der 
erfüllbaren und die Menge der unerfüllbaren Formeln. Hingegen gibt es unendlich viele 
paarweise nicht logisch äquivalente Formeln. Aus F =PL G folgt natürlich F "'e G; aber 
die umgekehrte Behauptung ist , wie wir soeben erläutert haben, im Allgemeinen falsch. 

4.23 BEISPIEL. Es gilt P(x) =PL P(x) aber P(y): sind sowohl 
P(x) als auch P(y) erfüllbare Formeln und daher (P(x) "'e P(y)) ; 
anderseits ist es leicht eine 1nterpretation J die MPF(J , 

P(y) ) gilt. Z.B. ist J = = "ist negativ" und I(x) = -1 , 
eine solche 

4.24 BEISPIEL. Es gilt (Vx)P(x) =PL (Vy)P(y) und (:3x)P(x) =PL (:3y)P(y). Dies ist leicht als 
richtig zu wenn man bedenkt, dass gebundene Variablen nur die 
Zeigern ("Pointern") systematische Ersetzung eines Variablennamens durch 
einen anderen, in der Formel neuen Bindungsbereich eines zu dieser Variablen 
gehörigen Quantorenvor die Bedeutung einer Formel nicht. Man sagt 
auch: die beiden Formeln sind bis auf Variablenumbenennung einander gleich. 

Etwas allgemeiner gilt , z.B. , auch =PL (Vy)( :3x)Q(y ,x). Hier wurden 
lediglich x und y in den jeweils Variablennamen 

4.25 BEISPIEL. Es gilt (Vx)(Vy)Q(x , y) =PL (Vy) (Vx)Q(x , y) und (:3x) (:3y)( :3z)R(x, y, z) =PL 

(:3x) (:3z) (:3y )R(x, y, z) =PL (:3y) (:3z) etc. Allgemeiner gilt , dass die Rei-
henfolge unmittelbar hintereinanderstehender des gleichen Typs 
den semantischen Wert einer verändert und daher keinen Einfluss auf die 
logische Aquivalenz hat. Anderseits gilt (Vx) y) (siehe Bei-
spie14.18) und daher auch (:3y) (Vx)Q(x , y). 

Die Reihenfolge freier Variablen hat natürlich ebenfalls Einfluss auf die Bedeutung 
einer Formel. Es gilt Q(x, Q (y , x) , da man 1nterpretationen J ange ben kann, 
für die MPF(J , y)) = t und MPF(J , Q(y , x)) = f gilt. Z.B. kann man Q als die 
"Kleiner-Relation" über den ganzen Zahlen interpretieren, die ja nicht symmetrisch ist. 

Anderseits sind sowohl Q(x, y) als Q(y,x) erfüllbare daher 
demselben Grund gilt aber auch P(x) "'e -,P(x) "'e Q(y, z) "'e 
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[(Vx)P(x) :) (:3y)P(y)] y) usw.; während leicht dass die 
erwähnten Formeln jeweils nicht logisch äquivalent zueinander 

Eigenschaften der Prädikatenlogik 

wir in der Aussagenlogik, beispielsweise durch entsprechende Wahrheitstafeln, 
algorithmisch überprüfen ob eine Formel gültig ist, ob eine Formel aus 
anderen Formeln logisch folgt , ist das in Prädikatenlogik allgemein nicht so. 

4.26 SATZ (UNENTSCHEIDBARKEIT). Es gibt keinen Algorithmus4 mit dem 
beliebigen Formel entscheiden ob sie 
nicht. 

BEWEIS. (Idee): 
"Wir haben im Abschnitt 1.6.3 gesehen, dass das Halteproblem für 1\lringmaschinen un-
entscheidbar ist eine Turingmaschine entschieden werden kann). N un 
kann man sowohl das Programm einer Turingmaschine als auch ihr Verhalten auf vor-
gegebenen Eingaben durch Formeln beschreiben. 1st insbesondere T 
eine universelle (siehe 
bei p der Code eine für T) so existieren 
prädikatenlogische Formeln FT(P , x ) mit der Eigenschaft: FT(p, x) ist gültig genau dann 
wenn T auf der (p , x) hält (dies ist genau dann der Fall wenn das Programm 
mit dem Code p auf der Eingabe x hält). Da das Halteproblem unentscheidbar ist (sie-
he Abschnitt 1.6.3) gibt es keinen Algorithmus der entscheidet ob T auf (p ,p) hält. 
Da dieses Halten der Eigenschaft "FT(p , p) ist kann es auch 
keinen geben welcher die Gültigkeit der Prädikatenlogik entscheidet. 
angenommen es existiert ein die Gültigkeit prädikatenlogischer 
Formeln entscheidet. wir folgendermaßen vor: Für einen Programmcode p 
erzeugen wir die Formel FT(p,p) und an. Da Entscheidungsal-
gorithmus ist hält er immer und gibt t aus genau dann wenn FT(p ,p) gültig ist; d.h. 

immer und liefert t genau dann wenn T auf (p , p) Damit Ent-
scheidungsverfahren für das Halteproblem. Wir haben aber dass ein solches nicht 
existiert! Daraus muss also folgen, dass kein Entscheidungsalgorithmus für die Gültigkeit 
prädikatenlogischer Formel 

Etwas anders formuliert besagt die Unentscheidbarkeit der Prädikatenlogik, dass jedes 
Programm (einer beliebigen Programmiersprache) , das prädikatenlogische 
Formeln F als Eingabe akzeptiert und immer als Ausgabe entweder "F ist gültig" oder 
"F ist nicht gültig" meldet , notwendigerweise inkorrekt. is t. , also für mindestens eine 
Formel - in vVirklichkeit sogar für Eillgabeformeln - eine falsche Antwort 
liefert. 

4V1Tie wir bereits in Abschnitt l.6 erläutert haben, kann der informelle Begriff "Algorithmus" 
(gleichbedeutend mit Verfahren") mit Hilfe der deterministischen Tu-

mathematisch präzisiert werden. ziehen aber in diesem Abschitt nicht vollständig 
formale , dafür griffigere Ausdrucksweisen vor. 
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Natürlich fo1gt aus 4.26 sofort, dass auch die Erfüllbarkeit bzw. Unerfüllbarkeit von 
a1gorithmisch entscheidbar ist. eine Forme1 F ist ja genau 

gü1tig, wenn -.F unerfüllbar ist. Ein Entscheidungsverfahren für die Unerfüllba1'keit be-
1iebiger Forme1n, wäre a1so zug1eich ein für die Gü1tigkeit be-
liebiger Forme1n. Da weiters eine Forme1 genau dann unerfü11bar ist, nicht 
erfüllbar ist , ist auch die E1'füllbarkeit 

1m Gegensatz zu1' Unentscheidbarkeit steht die Tatsache, dass es sehr woh1 A1go1'ith-
die für beliebige gültige prädikaten10gische Fo1'me1n a1s Eingabe korrekt " F ist 

gü1tig" ausgeben ohne für widerlegbare Forme1n fa1sche Antworten zu liefern. Allerdings 
fo1gt aus de1' Unentscheidbarkeit, dass solche A1gorithmen für widerlegba1'e Fo1'me1n im 
Allgemeinen keine Antwo1't liefern. Man kann auch sagen: obwoh1 für 
jede Forme1 a1gorithmisch bestimmen ob sie gültig sind, jede a1go-
1'ithmisch feststellen, sie gü1tig ist, wenn dies zutrifft (sofern dem entsprechenden 
Verfahren beliebig vie1 Zeit und P1atz zur Das mag zwa1' auf den e1'sten 
Blick verwirrend klingen, ist abe1' nur eine Konsequenz de1' Tatsache, dass 
und korrekte K alküle fü1' die P 1'ädikaten1ogik gibt. Da Ka1kü1e 1'ein syntaktisch 
man sie auch a1s Basis der a1go1'ithmischen Herste11ung a11e1' entsprechender Ab1eitungen 
(d.h. , forma1en Beweisen de1' Gü1tigigkeit betrachten. Der in Abschnitt 4.3 
behande1te Tab1eau-Ka1kü1 und das Reso1utionsverfahren in Abschnitt 4.5 sind zwei sol-
che Ka1kü1e. Auch der Hi1bert-Typ-Ka1kül aus Abschnitt 3.7 lässt sich einfach 
Aussagen10gik auf die Prädikaten10gik erweitern. Die zehn auf Seite 125 angegeben Axic• 
me we1'den nun a1s Schemata fü1' PL-Fo1'me1n der entsprechenden Gesta1t aufgesfasst. 
Dazu kommen fo1gende , p1'ädikaten10gische Axiomenschemata: 

11. (Vx)A(x) => A(xj t) wobei in t keine in A gebundene Va1'iab1e 
12. (Vx)A => -.(:3x)-.A 
13. -.(:3x)-.A => (Vx)A 

Neben dem Modus ponens gibt es fo1gende weitere Ab1eitungsrege1, genannt 
Regel 

n FD -B 
A-2 

-A 

wobei x FV(A) ge1ten muss. 
Wi1' we1'den uns nicht weiter mit diesem Ka1kü1typ beschäftigen, da e1' äußerst 

ungünstig für die automatische Beweissuche ist. A11erdings aus de1' Ko1'-

rektheit eines Ka1kü1s , wie dem gerade angegebenen, fo1gern: 

4.27 SATZ (ABSTRAKTE VOLLSTÄNDIGKEIT). Es gibt (nicht terminierende) 
die alle gültigen P L-

Wenn wir die Aufmerksamkeit von allgemeiner 10gischer Gü1tigkeit auf Gü1tigkeit 
in bestimmten Modellstrukturen 1enken, so zeigt sich ein anderes Bild. Für jede Modell-
struktur Ð für die der Gegenstandsbereich aus einer endlichen Menge besteht ist nämlich 

ob eine gegebene Forme1 in Ð gü1tig ist oder nicht. Auch für manche 
liche ist (re1ative) Gü1tigkeit entscheidbar. A11erdings gilt dies 
für 1nterpretationen über N (und andere wichtige Mode11strukturen): 
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4 .28 SATZ (ABSTRAKTE Es gibt der die 
in N gültigen 

Natürlich folgt aus der Tatsache, dass die in N gültigen Formeln nicht algorithmisch 
aufzählbar insbesonders auch, dass Gültigkeit in N nicht entscheidbar ist. 

Eine weitere, in vielen Anwendungszusammenhängen nützliche Eigenschaft der 
Prädikatenlogik, wird durch folgendes klassische Theorem ausgedrückt: 

4.29 SATZ (VON LÖWENHEIJVI-SKOLEIvr). Jede erfüllbare Formel hat ein Modell 

Dieser Satz ist in vielen nützlich, denn er besagt, dass es 
genügt die Suche nach lVlodellen oder auch Gegenbeispielen für beliebige Formeln auf 
Interpretationen über dem Gegenstandsbereich der natürlichen Zahlen zu 
Anderseits kann man den Satz von Löwenheim-Skolem auch als einen Hinweis auf die 
(zwar große, aber doch) der Prädikatenlogik verstehen. 
Denn er dass es keine PL-Formeln gibt, die nur in überabzählbaren Gegen-
stands also z.B. nur in der Menge der reellen Zahlen , gültig sind. 

4.3 Semantische Tableaux 

Dieser Abschnitt sollte als Fortsetzung von Abschnitt 3.8 gelesen werden. erinnern 
daran, dass ein semantisches Tableau ein ist , dessen Knoten mit Wahrheitswerten 
versehene Formeln sind. Ein Ast eines Tableaus heißt geschlossen, wenn darauf eine For-
mel A sowohl in der Form f : A als auch in der Form t : A vorkommt. Ein Tableau heißt 
geschlossen, wenn alle seine Aste geschlossen sind. Ein geschlossenes Tableau, dessen 

aus der Behauptung f F (" F ist falsch") besteht, 
ten der von F , der durch fortgeführte Fallunterscheidung gemäß der 
Struktur der Teilformeln von F erzielt wurde. 

Um den Tableau-Kalkül auch auf PL-Formeln anwenden zu können, brauchen wir nun 
auch Regeln zur Analysé der beiden Quantoren. t : (Vx)F steht für die 
dass es eine Interpretation .:J gibt , der (Vx)F wahr ist. MPF( .:J, (Vx)F) = t , 
bedeutet aber 4.7, dass F in allen Interpretation .:J' mit .:J' ::., .:J 
wahr ist. Mit anderen Worten: es wird behauptet, dass F in jeder Interpretation wahr 

der Variablen x ein beliebiges Element des Gegenstandsbereichs aber 
ansonst wie .:J ist . Insbesondere wird also dass MPF( .:J, F(x / t)) = t für alle 
geschlossenen Terme t gilt , da ja jedem geschlossenen Term in jeder Interpretation durch 
die Funtktion My ein bestimmter Gegenstand zugeordnet ist. 

Ganz ähnlich lässt sich f analysieren: :Mit dieser gemäß 
Definition 4.7 ausgesagt , dass MPF( .:J, = f und daher MPF( .:J, F) = f in al-
len .:J' mit .:J' ::., .:J gilt. Mit es wird impliziert, dass F(x / t) für alle 
geschlossenen Terme t in der betreffenden Interpretation .:J falsch ist. 

5Dies folgt aus den Sätzen von Gödel (1931) und Turing (1936). 
6Es sei deran erinnert, dass "Analyse" für "Zerlegung" steht. 
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Aus diesen Uberlegungen ergeben sich folgende Regeln: 

t : (Vx)F 
t : F(xjt) 

f : (:3x )F 
f: F (xjt) 

wobei t jeweils ein beliebiger geschlossener Term ist. 
Es folgt unmittelbar aus der der Semantik von Quantoren, dass diese Re-

geln korrekt sind. Allerdings ist es unklar, ob auf diese Art auch ein vollständiger Kalkül 
begründet werden Ein wesentliches Problem zeigt sich sofort, wenn 
dass keineswegs jedem Element des Gegenstandsbereichs einer Interpretation ein ge-
schlossener Term entsprechen muss. Ob dies so ist natürlich von der betreffenden 
Signatur :E und der entsprechenden 
se gar keine Konstantensymbole in :E enthalten sind, es geschlossenen 1 

alle Elemente des Gestandsbereichs D der zu 
Grunde liegenden Ð) bleiben ohne syntaktisches Gegenstück. 

Ein verwandtes Problem wird deutlich, die beiden verbleibenden zu analy-
sierenden : (:3x)F und f : (Vx)F - betrachten. t : (:3x)F steht für die Aussage 
MPF(J , (:3x)F) = t und bedeutet daher, dass F in mindestens einer Interpretation J' 
mit J' ::., J wahr ist. Das legt eine Regel nahe, die einen Tableau-Ast mit t : (:3x)F um 
einen Knoten der Form t : F(xjt) für einen bestimmten geschlossen Term t erweitert 
Aber einerseits ist nicht klar, welchen Term wir hier wählen können, andererseits ist 
nicht einmal garantiert, dass es überhaupt einen geschlossenen Term in T"i:. gibt. 

Die Lösung der angedeuteten Probleme besteht darin die jeweilige Signatur um unbe-
grenzt viele neue Konstantensymbole - - zu erweitern. Da diese 
Parameter in der Signatur :E nicht vorkommen und durch 
die Signaturinterpretation der betreffenden Interpretation J noch kein Gegenstand zu-
geordnet ist , d.h. , bisher im Tableau noch nicht verwendete Parameter 
als " Zeugen" Aussagen der Form t : (:3x)F oder f : (Vx)F verwenden. Gleichzeitig 
stellt die Tatsache, dass der an Parametern immer unbegrenzt ist auch 
sicher, dass mit entsprechenden Varianten der oben Regeln für t : (Vx)F 
und f : (:3x)F die Vollständigkeit des Tableau-Kalküls erreicht werden kann. 7 

4 .30 DEFINITION. Zu jeder Signatur :E = (FS , KS , PS) sei :EPar die um die der Pa-
rameter erweiterte Signatur (FS , KS U 

Wir Quantoren-Regeln formulieren 

t : (Vx)F 
t : F(xjt) 

f: (:3x)F 
f : F(xjt) 

I Dass der hier vorgestellte Tableau-Kalkül tatsächlich vollständig ist , also dass zu jeder gü1tigen PL-
Formel ein entsprechendes geschlossenen Tableau exisitiert, verlangt einen Beweis der den Rahmen 
dieser Lehrveranstaltung sprengen würde. Das Lehrziel besteht in unserem Zusammenhang nur im 
Verständnis der Inferenzregeln und Gundideen , sowie dem Erlernen praktischer Fertigkeiten im Um-
gang mit diesem den anderen hier vorgestellten Kalkülen 
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für beliebige geschlossene Terme t über 

f : (Vx)F 
f: F(x/ c) 

t : (3x)F 
t : F (x/c) 

für c in 

Mit gekennzeichnete Formeln der Form t (Vx)F und f (3x)F 
während man bei f : (Vx)F und t : (3x)F von ð-Formeln spricht. 

Die aussagenlogischen Regeln aus Abschnitt 3.8, inklusive der Abschlussregel, bleiben 
bestehen. Die Allwendung und ð-Regeln ist analog zur Anwendung 

D.h. , es wird zunächst ein Ast des Tableaus ausgewählt auf 
dem sich bzw. ð-Formel befindet. man den gewählten Ast um 
eine der Regel entsprechende Instanz dieser Formel. 

Es gilt nach wie vor, dass man Formeln der Form --,A , A ^ B , A v B und A => B nur 
höchstens pro Ast eines Tableaus zerlegen muss. Auch ð-Formeln müssen pro Ast 
nur einmal analysiert werden. Allerdings muss man im Allgemeinen die Regel pro Ast 
mehrmals , mit verschiedenen Termen t auf Formel anwenden um ein 
geschlossenes Tableau mit f : F für eine gü1tige Formel F zu erhalten. 

Der hier präsentierte Tableau-Kalkül wird nur auf geschlossene Formeln angewendet. 
Darin liegt aber keine Beschränkung der Allgemeinheit, denn es gilt: 

4.31 LEMMA. Eine Formel F mit den freien FV (F) = ist 
Formel (VX1) . . . (Vxn)F - der All-Abschluss F - gültig ist. 

Wenn wir also die Gültigkeit einer nicht geschlossenen Formel F nachweisen wollen, so 
setzen wir f : F' an die \iVurzel des Tableaus, wobei F' der All-Abschluss von F ist. 

4.32 BEISPIEL. Die Formel (Vx)P(x) => ^ 1 ist gültig, da folgendes Tableau 
geschlossen ist: 

(1) f: 1 Annahme 
(2) t : (Vx)P(x) 1 
(3) f: ^ von 1 
(4) f: von 3 (5) f: von 3 
(6) t: von 2 (7) t : P (f (a )) von 2 

× Wid.: 4/ 6 × Vlid.: 5/ 7 

Um von der Annahme (1) zu den Fonneln (2) und (3) zu gelangen ei-
ne bereits aus Abschnitt 3.8 bekannte Die Verzweigung des Tableaus 
von (3) auf die beiden Nachfolgerknoten (4) uncl (5) erfolgt ebenfalls durch Anwendung 
einer aussagenlogischen Regel, hier der ß -Regel für der Form f : For-
mel (6) im linken Ast gewinnt man durch Anwenclullg der auf 
t : (Vx)P(x). Dabei als Term t die Konstante a Um zu (7) zu 
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wählt man den anderen und wendet wiederum die auf (2) 
Diesmal wurde der geschlossene Term f der Terme in den beiden 
Anwend ungen der wird durch die Form der Formeln (4) und (5) nahegelegt: Sie 
erlaubt ja den jeweiligen Ast zu 

4 .33 BEISPIEL. 1m Gegensatz zum vorigen Beispiel wird zur Konstruktion des folgenden 
Tableaus auch eine o-Regel angewendet. Dabei wird als Zeuge für die Behauptung, dass 
es eine 1nterpretation gibt, in der (Vx)Q(x) falsch ist (5) ein neuer Parameter c 
und entsprechend (6) f: Q(c) behauptet: 

(1) f: (Vx) [P(x) V [(:Jx)P(x) V (Vx)Q(x)] 
(2) t : (Vx) [P(x) V Q(x) ] von 1 
(3) f : (:Jx )P(x) V (Vx )Q(x) von 1 
(4) f: (:Jx)P(x) von 3 
(5) f: (Vx)Q(x) von 3 
(6) f: Q(c) von 5 
(7) t : P(c) V Q(c) von 2 
(8) t : P(c) von 7 (9) t : Q(c) von 7 

(10) f: P(c) 4 × Wid.: 
× Wid.: 8/ 10 

Es zwei mal von Gebrauch gemacht: in Zeile (7) bezogen auf (2) , 
sowie in Zeile (10) bezogen auf (4). Fällen wurde der Stellen nicht 
mehr neue Parameter c verwendet. 1m Prinzip könnte man die 
bezogen auf (2) bereits vor der Verwendung der 6-Regel Dass wäre allerdings 
ungünstig, da ja ein Parameter, der in der gewählt wird, für 
eine spätere Anwendung einer o-Regel nicht mehr zur Verfügung da er dann ja 
nicht mehr neu ist. Das verzögert meist den Abschluss eines Astes und führt so zu unnötig 
großen 

Ganz generell sich folgende H euT"Ísiik bei der Konstruktion von Tableaux zu 
berücksichtigen: 

6-Regeln möglichst 

Die Einhaltung dieser Heuristik erleichtert auch die von Termen bei der 
Anwendung von da sehr oft Parameter, die bereits bei 
zum Einsatz gekommen sind, geeignet sind um nach entsprechender Wiederverwendung 
in herbeizuführen. 

4.34 BEISPIEL. Die Gültigkeit von (:Jx) (Vy)R(x , (:Jx)R(x , y) wird durch die Ge-
schlossenheit des folgenden Tableaus gezeigt: 

153 



(1) f: (3x)(Vy)R(x ,y) => Annahme 
(2) t : y) von 1 
(3) f: (Vy)(3x)R(x ,y) von 1 
(4) t : (Vy) R(c, y) von 2 
(5) f: (3x)R(x ,d) von 3 
(6) t: R(c,d) von 4 
(7) f: R(c,d) 5 

× Wid.: 6/ 7 

:tvIan beachte, dass 1n Zeile (5) der Parameter mehr neu ist und daher der neue 
Parameter d als " Zeuge" für die Behauptung f : (Vy) (3x)R(x , y) gewählt werden musste. 

4.35 BEISPIEL. 1m Kontrast zum Beispiel ist die Formel (Vx) (3y)R(x , 
(3y) widerlegbar. Entsprechend kann folgendes Tableau auch nicht geschlos-

(1) f: (Vx)(3y)R(x ,y) => (3y)(Vx)R(x ,y) 
(2) t: (Vx)(3y)R(x ,y) 
(3) y) 
(4) t : y) 
(5) f: (Vx)R(x , a) 
(6) t : b) 
(7) f : R(c, a) 

Annahme 
von 1 

1 
von 2 
von 3 
von 4 
von 5 

Man beachte, dass in den Zeilen (6) und (7) jeweils ein neuer Parameter 
werden musste. Da durch Parametern ein Abschluss erreich-
bar wäre, zeigt dieses Beispiel, dass die Bedingung der Neuheit von Parametern in ð-

für die Korrektheit des Tableau-Kalküls notwendig 

Man kann den Tableau-Kalkül auch anwenden um zu be-
weisen: F1 ,..., G gilt ja genau es keine 1nterpretation J mit 
MPF(J , F1 ) = ... = = t und gibt. Aus der Korrektheit 

Vollständigkeit des Tableau-Kalküls ergibt sich daher, dass G genau dann logisch 
aus Fl ,… ,Fn wenn es ein geschlossenes Tableau gibt , das wie folgt beginnt: 

1i t : Fl 

1) 
t : Fn Annahme 
f: G Annahme 

4 .36 BEISPIEL. Die V Q(f (x)) ], 
wird durch Angabe des folgenden Tableaus bewiesen: 
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(1) t : (Vx )[P(x Ann. 
(2) t : P : ) 
(3) IQ ..r) 
(4) f: (3x P 'x l 2 
(5) t : P(c) \ Q :-.C.'I) 
(6) t : P(c) von 5 , t : Q(J 'c)) 5 
(8) f: P(c) von 4 (9J f :Q' j c)) 3 

× Wid.: 6/ 8 × "\iVid.: 7/ 9 

Man beachte, dass hier zum Einsatz Trotzdem musste ein neuer 
Parameter c zum Einsatz kommen um in (5) die Yariable x durch einen geschlossenen 
Term ersetzen zu 

4.37 BEISPIEL. Wir zeigen mit dem Tableau-Kalh'iil. 
serielle Relation auch ist. Formaler ausgedrüch.-r behaupten wir: 

seT • refi. 
wobei diese Namen für folgende PL-Formeln stehen: 

= z)) R(x, .:-)], 
sym = (Vx ) (Vy) [R(x , 
ser = (Vx ) (:3y)R(x, y) , 

Der Beweis besteht in der Geschlossenheit des folgenden Tableaus: 

(1) t: (Vx) (Vy) (Vz)[(R(x, y) ̂  R(x, z)] 
(2) t : (Vx) (Vy) [R(x, y) R(y, x)] 
(3) t: (Vx) (:3y)R(x , y) 
(4) f: 
(5) f: R(c, c) 
(6) t : (:3y)R(c , y) 
(7) t : R(c,d) 
(8) t : (Vy) [R(c , y) R(y , c)] 
(9) t : R(c, d) R(d, c) 

(10) t : (Vy) (Vz) [(R(c , y) ^ R(y , z)) R(c, z)] 
(11) t : (Vz)[(R(c , d) ^ R(d, z)) R(c, z)] 
(12) t : (R(c , 
(13) f: R(c, d) v.9 (14) t: R(d,c) 

Ann. 

von4 
von 3 
von 6 

2 
von 8 
von 1 
von 10 
von 11 
von 9 

X (7/ 13) (15) f: R(c, c) v.12 (16) t : R(c, c) v. 12 
(17)f: R(c,d) (18) f : R(d, c) X (5 / 16) 

X (7/ 17) X (14/ 18) 
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Eigenschaften des prädikatenlogischen Tableau-Kalküls 

- Gibt es für eine Formel F ein geschlossenes Tableau (mit Wurzel 
f : F) , dann ist F gültig. (Genauso wie für aussagenlogische 

Vollständigkeit: 1st eine Formel gültig, so besitzt sie ein geschlossenes Tableau. 
wie für aussagenlogische 

die Expansionsregeln 1nstanzen von 
Teilformeln hinzu. 

- Indeterminismus: 1st eine Formel (ohne freie 
dann liefert jede Folge von Expansionsschritten ein geschlossenes wenn 
folgende Bedingung erfüllt ist: 

werden so oft wie nötig expandiert. Dabei werden alle Terme über 
der Parameter erweiterten Signatur systematisch berücksichtigt. 

Der Tableau-Kalkül ist in der hier präsentierten Fassung noch nicht besonders 
gut Beweissuche geeignet. 

sch die Regeln ein, dann erhält man sogenannte Free riable ble 
die in der informatischen Praxis von einiger Bedeutung sind. 

4.4 Unifikation 

Wir werden das Prinzip der Unifikation von Ausdrücken hier nur im Rahmen der 
prädikatenlogischen Resolutionsmethode verwenden, die im Abschnitt 4.5 behandelt 
wird. ist allerdings ein Bedeutung 1nformatik weit 
über das Resolutionsverfahrens hinausreicht. Viele automatische und interaktive Beweis-
systeme, aber auch manche Programmiersprachen enthalten Unifikationsalgorithmen als 
zentrale Bausteine. 

haben bereits in verschiedenen Begriff der Substitution8 

Gebrauch gemacht. 1nsbesonders haben wir F(xjt) für die PL-Formel geschrieben, die 
durch Substitution der freien Variablen x - genauer: der 
von x in F - durch den Term t entsteht. Eben solche Variablensubstitutionen wollen 
wir nun genauer analysieren. Wie bereits gewohnt sei im Folgenden eine beliebige 
Signatur. Für wir weiterhin an, dass jeweils 
Funktions- und Konstantensymbole enthält, die den Namenskonventionen aus Tabelle 4.1 
(Seite 139) gehorchen. Wenn wir " Ausclruck" über einer solchen Signatur 
sprechen, einen Term, ein Atom ocler auch eiu Literal, d.h. , ein eventuell 
negiertes Atom. 

4.38 DEFINITION . Eine (über L::) ist wobei nur 
für endlich viele ,xn • tn}, 

8Substitution ist synonym mit Ersetzung. 
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xn}. Für das 
der Anwendung einen Ausdruck entsteht durch 
gleichzeitige Ersetzung den Term t i für alle i 

4.39 BEISPIEL. 'Wenn E das Atom f (x . y . f (-=, -=) bezeichnet Substitution 
{x • f(x , f( z , z )), z • u} ist , pl E ) = un 

(E)) = y). j (u , a}, u)_ 

Substitutionen können von Abbildungen solche des Typs 
werden. Dazu die Eigenschaften: 

= c für c 
= f . 

Als Abbildungen vom 
Seien also T Substitutionen dann bezei 

T ("T gilt : 

ionen zusammengesetzt werden. 
er ;- Zusammensetzung (Kom 

(T 0 = 

4 .40 BEISPIEL. {x • f(y) , und T = so ist 

TO 

In der Tat gilt 

(T 0 y , T(P (J (y). 'w) = . 

Wir suchen insbesonders Substitutionen, die Atome syntaktisch gleich machen: 

4 .41 DEFINITION. Es seien A1, ... ,An Atomformeln aus Substitution über 
=.. . dann nennt man der Menge {A1,… ,An}. 

Man sagt auch: Die Atome A1 ' … ,An sind (d 

4 .42 BEISPIEL. Die Atome und Q(b) sind nicht unifizierbar, da sie gar keine Variablen 
enthalten. Jede Substit ut ion lässt daher diese 
unverändert und damit syntaktisch 

4 .43 BEISPIEL. P(y , f(y)) sind nicht aber aus einem 
als im Beispiel. Durch Anwendung einer Substitution kann 

man zwar x durch y oder auch durch f(y) ersetzen. Man muss aber stets 
einer Variablen durch denselben Term ersetzen. Daher f(y)) 
für alle Z.B. erhält man = 
P(y , f(y)) 
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4.44 BEISPIEL. A = und B = 
Beispielsweise: 

= y 
= 
= {Z• f(y) , u • f(y)}. 

u • f(y)} kein Unifikator, weil folgendes gilt: 
= = P (f (y) , 

Vlie man sich überlegen lassen sich nicht sondern überhaupt 
alle Unifikatoren von A und B durch weitere Instanzierung der (für 

Die zuletzt Beobachtung führt auf das sehr wichtige Konzept der allgemein-
sten Unifikatoren. 

4.45 DEFINITION. Ein Ausdruck E heißt allgemeiner als Ausdruck F , geschrieben F , 
falls F eine Instanz von E ist, also falls = F für eine 

Analog gilt für als T , T , 
falls es eine T. 

Achtung: Da für die leere Substitution {} stehen kann gilt E für alle 
Ausdrücke E. Daraus folgt , dass wir hier mit "allgemeiner" eine Relation A us-
drücken eigentlich (viel umständlicher) "echt allgemeiner oder genauso 
allgemein wie" heißen sollte. 

4.46 BEISPIEL. Es gilt P(y) , aber auch P(x). Denn 

{x • y}P(x) = P (y) und {y • x }P(y) = P(x). 

Weiters gilt Q(x , Q(x , x) und ), aber weder 
noch 

{x • z ,y • f( z )} und T = u • b} gilt T , weil 

u • b} 0 T. 

4 .4 7 DEFINITION. Eine ein (MGU) einer Menge 
von Atomen 111 von M ist T für alle Unifikatoren T von M. 
Man schreibt mgu(M) (mgu steht 

4 .48 SATZ. Allgemeinste (MGUs) sind eindeutig 
gen. mgu(M) und p' = mgu(M) p' eine Substitution 
v 
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4 .49 BEISPIEL. ist ein aber kein allgemeinster U der 
Atome A = P(x , x) und B = P(x , y) 

Hingegen gilt - {x • y} mgu{A,B} als = {y • x} = 
B}. Weiters gilt, dass - wie bereits Satz -!.-J8 d urch Varia-

Insbesonbere gilt für die Per-
{x • y ,y • x }: 

sich leicht nachprüfen ist die Substitution v selbst kein Unifikator 
{A , B} , da v(A) = P(y , = P(y , 

Unifikation als lösen von Termgleichungssystemen 

Das Finden eines allgemeinsten U nifikators ist ähnlich dem allgemeinsten 
eines arithmetischen Gleichungssystems. \iVenn wir beispielsweise den allgemein-

sten Unifikator der beiden Atome 

A = z)) 
B = P(g(g(u) ), v) 

suchen, wir das Termgleichungssystem 

= z )} , 

das dadurch entsteht, dass wir jeweils die beiden ersten bzw. die zweiten Argumentterme 
vonA B einander gleichsetzen. Mit dem wir aus, dass hier ein im 
Sinne der syntaktischen Gleichheit zu lösendes formales Gleichungssystem über Termen 
gemeint ist. \iVir suchen also eine d.h. eine Substitution e mit 

= e(g(g(u))) , e(v) = e(f (x, z)) , 

sodass alle anderen 17. 
Bezüglich der ersten Gleichung beachten wir, dass Terme der Form g(8) und g(t) genau 

unifizierbar sind , wenn 8 und t sind. Daher zu 

- ::)}. 

kann als Substitution e = {x • g(u) , v • f (.1' , ::)} interpretiert werden; aber e ist 
noch kein U wie sich leicht nachprüfen lässt: e(.-i) = P(g(g(u)) , 

= P(g(g(u)) , f(x , z ). Wir diE' Gleichung auf das System 
anwenden und erhalten 

[3 = 

ist jede Gleichung von der für und t wobei die 
Variablen auf den linken Seiten der nur einmal im ganzen System 
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vorkommen. Man in gelöster Form. Jedes Termgleichungssytem entspricht in 
gelöster Form einem allgemeinsten Unifikator. 1n diesem Fall: 

mgu{A,B} • f (g(u ), z) }. 

Zu jeder Menge von Atomen M existiert ein sodass J..!f 
ist genau lösbar ist: 

Sei M = {A1' . . . , 
es i und j gibt sodass die Prädikatensymbole von Ai und A j verschieden sind 

dann ist M nicht unifizierbar. 1n diesem Fall definieren wir [(M) = ..1 wobei ..1 für ein 
unlösbares System steht. 

Sind alle Prädikatensymbole der Ai gleich, so läßt sich M schreiben als 

Zu M das G leichungssystem 

= . . . , 

. . . , 
l\IIan sieht leicht, genau dann lösbar ist wenn J..!f ist. 

4.50 BEISPIEL. Sei M = c)} dann gilt 

= 

Eine Lösung des Systems ist die Subst itution e = welche 
auch Unifikator von M 

werden beschreiben, deren Anwendung die schrittweise Transforma-
tion beliebiger Termgleichungssyteme in eine gelöste Form erlauben, System 
lösbar ist. es keine Lösung gibt , dann wird das spezielle Zeichen ..1 abgeleitet. 

Zunächst müssen wir entsprechende Terminologie bereitstellen: 

4.51 DEFINITION. Ein Termgleichungssystem ist eine endliche Menge 

wobei für i = 
Eine Substitution e heißt von [ , wenn e(Si) für alle i = 1, . . . 

allgemeinste von wenn für alle Lösungen e von [ e. 
in Form wenn (1) ., ç IVS und (2) jede Variable 

in [ vorkommt. 
Zwei Systeme [1 und [ 2 heißen (Notation [1 wenn sie dieselbe Menge 

Lösungen besitzen. 
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Folgende Regel eliminiert offensichtliche Redundanz im Termgleichungssystem: 

(delete) Wenn 

benötigen auch eine Regel zur Orientierung von Gleichung: 

(orient) Wenn wobei und t IVS dann 

Es folgen zwei Regeln der Unlösbarkeit von Gleichungen: 

(clash) Wenn wobei s und t mit verschiedenen Funktions- oder Konstanten-

4 .52 BEISPIEL. Die f (x) sind offensichtlich nicht unifizierbar. (Zur Erinnerung: 
ein und keine Variable.) Entsprechend gilt: 

(occurs check) Wenn wobei v und v dann 

4.53 BEISPIEL. Die Terme x und f( x ) sind nicht unifizierbar: Keine gleichzeitige Ersetzung 
der Variablen x durch denselben Term kann x und 

Eine Regel zur Reduktion von Termen, die mit demselben Funktionssymbol beginnen: 
s t 

(decompose) Wenn f(Sl ,..., 

U . . . 

Folgendes Beispiel macht klar, dass noch mindestes eine weitere fehlt: 

4.54 ist unlösbar: Es existiert kein e mit e(x) = e(y) und 
= e(g(y)) , da ja sonst e(y) = e(g(y)) gelten müsste. Es ist aber keine der bisherigen 

Regeln auf [. anwendbar. Erst auf wäre (occurs check) 

Beispiel 4.54 motiviert folgende Regel: 

(eliminate) Wenn wobei v v V (t ) UIld 
v kommt 
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U 

{j (Sl ,… , U 
1 U[ 

U [ 
(orient) v t IVS u [ 

u [ 
(eliminate) v v V (t ) 

{j (Sl , ' .. , U 
(clash) j , 9 E F S U K S verschieden 

u 
check) v E V (t ) 

Tabelle 4.2: Inferenzregelsystem 

4 .55 BEISPIEL (FORTSETZUNG VON BEISPIEL 4.54.). Die Anwendung von (eliminate) auf 
[= ergibt: 

u 

Eine anschließende Anwendung von (occurs check) liefert ..1 und signalisiert damit kor-
rekterweise die Unlösbarkeit von 

In Tabelle 4.2 sind die besprochenen Regeln in übersicht1icher Notation zum Inferenz-
regelsystem 

Das System eine Relation auf Gleichungssystemen. 

4.56 DEFINITION. Seien [ und [' zwei Gleichungssyteme. Wir schreiben [ [' für eine 
UR wenn [' Anwendung von [ wenn es 

aus mit [ ['. 

4.57 PROPOSITION. Seien [ und [' Wenn [ [ 
und [' 

BEWEIS. Vlir zeigen für Gilt [ [' dann gilt ['. 

delete: Klar da durch alle Substitutionen lösbar ist. 

() ist eine genau dann wenn () 
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eine Lösung von {f (Sl , … , tn)} ist. In der Tat gilt B(Si) = B(ti) für 
i = 1,... ,11, genau dann wenn , sn)) = B(f (tl , … , tn )) gilt. 

orient: Gleichheit ist symmetrisch. 

eliminate: B eine 
Da allgemeinster Unifikator ist (man beachte v tj. V(t)) gilt 

B. Daher existiert eine B Dann ist also B auch eine 
17 0 damit 

= = 

clash: [ und [' sind unlösbar und damit äquivalent. 

occurscheck: [ und [' sind unlösbar und damit äquivalent. 

4.58 FOLGERUNG. Seie11, [ u 11,d [' 
refiexive tra11,sitive Hülle si11,d [ u 11,d [' 

4.59 SATZ (UNIFIKATIONSTHEOREM). Es gilt: 

1. immer; d.h. , die Regel11, vo11, UR jedes Termgleichu11,gssy-
stem 11,ur 

2. We 11,11, kei11,e ei11, Termgleichu11,gssystem si11,d, 

[ i11, gelöster Form oder [ ist ..l. 

3. [ zu 1- ist, ist [ 

4. We 11,11, [ zu ei11,er Form . , ist, 

ist {X1 • t1 , ... , Xn • tn} repräse11,tieri ei11,e11, 

allgemei11,ste11, U11,ifikator (MGU). 

BEWEIS. Die Termination ist am schwierigsten zu zeigen und wird hier nicht nachge-

Punkt 2: Offensichtlich per der gelösten Form. 

Punkt 3: [ 1-. Nach Folgerung -1 .58 gilt [ rv 1-. Da 1- unlösbar ist, 
ist 

Punkt 4: Sei [ [' , wobei [' in gelöster Form ist = 
Nach Folgerung 4.58 sind [ und [1 äquivalent. daher zu dass 

. eine 
da = ti gilt (man beachte dass für alle i .ri tj. V(ti))' Sei nun B eine 

beliebige Lösun 

= B(ti) = = 

Folglich gilt auch B = B 0 B. 
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4.60 BEISPIEL. Wir verwenden un um die beiden Atome A x , g(x)) und B = 
zu unifizieren. Sei JI/J = {A , B}. Für das entsprechende 

gilt: 
= 

v) , 

v ))} 

Wir erhalten 

:::::} 

Das letzte System ist in gelöster erhalten daraus 

mgu{A,B} = x 

4 .61 BEISPIEL. Wir verwenden zu testen ob 
M = {Q(g(y , z ), f(b)) , Q(g(b, ist. Wir erhalten: 

= {g (y, 

g(y , 
g(y , 

g(y , 
g(y , 

..1 

Die Atome sind zwar jeweils aber nicht alle unifizierbar. 
Es gibt noch zahlreiche andere Transformationsketten welche (auf Grund des 

Unifikationstheorem (Satz 4.59) zum selben Ergebnis 

4.5 Resolution 

Prädikatenlogische Resolution verallgemeinert die bereits behandelte aussagenlogische 
Resolutionsmethode. Dieser Abschnitt sollte daher als Fortsetzung von Abschnitt 3 ,9 

Es sei daran erinnert , dass Resolution eine und indirekie 
Beweismethode ist. Um die Gültigkeit einer Formel F nachzuweisen geht man wie folgt 
vor: 

1. -,F wird in cl (-,F) transformiert 

2. die Resoluiionsregel wird wiederholt auf Klauseln aus cl (-,F ) mit dem 
Ziel die leere Klausel, die Unerfüllbarkeit bezeugt, daraus abzuleiten. 
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Transformation in Klauselform 

unterscheiden vier Phasen der Klauselformtransfomation: 

Schritt A: Eliminiere alle =:> und ziehe alle 
innen, d.h. , unmittelbar vor die atomaren Teilformeln. (Dies entspricht genau den 
Schritten 1 und 2 der syntaktischen lVIethode der Normalformenbildung - siehe 
Seite 113.) 

Schritt B: Eliminiere von Existenz-Quantoren durch neuer 
Konstanten- und Funktionssymbole. (" 

Schritt C: Eliminiere 

Schritt D: Transformiere durch wiederholte der Distributivgeset-
ze. (Dies entspricht Schritt 4 der aussagenlogischen Klauseltransformation - siehe 
Seite 113.) 

Schritt A: Eine PL-Formel F sich in N (NNF) , wenn in F 
keine Implikationszeichen vorkommen und Negationszeichen höchstens unmittelbar 
vor atomaren Teilformeln Negationsnormalform lässt sich durch An-
wendung folgender , teilweise bereits aus Abschnitt 3.5 Transformationsregeln 
herstellen: 

(T1) (-,A V B) 
(T2) -, (A ^ B) (-,A V -,B) , 
(T3) -, (A V B) ^ -,B) , 
(T4) 
(T5) -, (Vu)A 
(T6) 

Offensichtlich ist eine Formel genau dann wenn sich keine der Regeln 
mehr auf sie anwenden lässt. 

4.62 BEISPIEL. Wir bringen die Formel F = -, (Vx)(3y)[(P(x ,y) ^ Q(y)) =:> R(y)] in NNF. 

F y) ^ 
V R(y)] 
^ -,R(y)] 

^ -,R(y)] 

9Nach Thoralf Skolem, Norwegischer Logiker, 1887-1963. 
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Schritt B: Um die die eigentliche Skolemisierungsregel sinnvoll zu 
muss zunächst darauf geachtet werden, dass die betreffende Formel folgende Eigenschaft 
erfüllt. (Wir gehen dabei davon aus, dass nur geschlossene Formeln in Klauselform trans-

(QR) von Quantoren binden jeweils verschiedene Variablen. 

Diese Bedingung wir durch geeignete Variablen herstellen, 
wie folgende Beispiele verdeutlichen: 

(Vx)P(x) ^ (3x)Q(x) (Vx)P(x) ^ (3y)Q(y) 
(Vx)(P(x) ^ (3x)[Q(x) V R(x ,x)]) (Vz)(P(z) < (3u)[Q(u) > R(UJ)] )

(Vz)(P(z) < [(32)Q(z)VRhJ)]) (Vz)(Ph) < [(Eu)(Q(u) > R(ZJ)l)

(:3x) (Vx )P (x , x) 
(Vx) (P(x) ^ (:3x)[Q (x) V (Vz)(Ph) < (3u)[Q(u) > (Vz)R(z,z)l)

Wenn (QR) erfüllt wir von einer Formel. 

4.63 DEFINITION. Das dominieri 
(Q2W) in einer Formel F - in Zeichen: (Ql v) C - wenn in F im 
dungsbereich von (QIV) vorkommt. Mit anderen \iVorten: Es gibt Teilformeln G und H 
von F , sodass G = (Qlv)H, wobei H vorkommt. (Ql ' 

4.64 BEISPIEL. 1n der (bereinigten) Formel F = (Vy)[(3x)P(x , y) ^ (Vu)( :3v)(--'R(u, y)VQ(v))] 
gilt: 

c (:3x) , (Vy) c (Vu) , (Vy) c , 

c , 

- (3x) (3x) 

(Vu) , (:3v) (Vy) , (Vu) etc. 

4.65 DEFINITION (SKOLEMISIERUNG). Zu jedem (3'l.i) eines in 
einer bereinigten Formel A in NNF wir einen Skolemterm tu wie folgt: 

- tu = c, falls (Vx) (3u) für alle (Vx) in A , ".obei c neues Konstantensymbol ist ; 

- tu = falls (VXl) ,... , (Vx ll ) von All-
in A sind, für die (VXi) C f ein 

Funktionssymbol ist. 

bedeutet dabei, dass die zu Grunde liegende Signatur um die Symbole f bzw. c 
erweitert wird. 
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Als entsprechende Transformationsregel (" Skolemisierung") formulieren wir: 

A (U / tu) 

A - (3u) A nach des (3u) aus A steht. 
Eine bereinigte Formel in NNF, auf die sich die Skolemisierungregel nicht mehr an-

wenden lässt , befindet sich in 

Skolem-Normalformen sind bis auf die Namen der neuen Symbole und die jeweilige 
der Argumente beide keine Rolle spie-

len, eindeutig. Man spricht der einer bereinigten Formel 
in NNF. 

4.66 bilden die Skolem-Normalform folgender Forl11.el 

A = (3x)Q(x) ^ V 

Zunächst bringen wir A in bereinigte For l11: 

A' = (3z )Q(z ) ^ (\iy) [(3x)R(x ,x) ^ (\iu) v) V ]. 

Durch schrittweise Skolemisierung erhält man 

A' ^ (\iy) [(3x)R(x , x ) ̂  (\iu) V )] 
^ (\iy) [R(f (y) , f(y)) ^ (\iu) (3v) ] 
^ (\iy) [R(f (y) , f(y)) ^ (\iu) ( -..,P (u , y, g(y , u)) V g(y , u))) ] 
^ f(y)) ^ (\iu) ( -..,P (u , y , g(y, u)) V g(y , u))] 

ANMERKUNG. V,Tährend eine durch der Transformationsregeln in Schritt A 
entstandene Formel immer logisch äquivalent zur Ausgangsforme1 ist , erhä1t Schritt B 
die 10gische Aquiva1enz nicht. Das wird klar , dass Sko1emisierung die 
jeweilige Signatur Allerdings erhä1t Skolemisierung die 
Es gi1t a1so F "'e G falls G die F ist. Das ist für unsere Zwecke 
ausreichend, denn die Reso1utionsmethode ist ein indírektes Beweisverfahren. Das heißt: 
um die Gültigkeit von F zu beweisen, versuchen \\"ir die 
zuweisen. "'e G gilt, dann fo1gt die F auch aus der Un-
erfüllbarkeit von G. 

C: Nach B die mehr All-1--
Diese Quantorenvorkommen tragen 111111 kC'inE' spezifische Information mehr 

und können daher einfach wegge1assen werden. 
A1s Rechtfertigung für diesen Schritt kann man allf fo1genden Sachverha1t verweisen: 

4 .67 LEMMA. Für alle F und G gilt folgendes: 
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1. 0 G) =PL 0 G) und (F 0 =PL (Vv)(F 0 G), v}, 
v in G nicht vorkommt. 

2. (VX1)... (Vxn) F =PL für jede 

Da wir annehmen, dass die betreffende Formel in NNF ist - also außer unmittelbar vor 
Negationszeichen nur mehr die Konnektive ^ und V 

bedeutet Punkt 1 von Lemma 4.67, dass alle All-Quantoren nach außen, Beginn 
der Formel gezogen werden können. Punkt 2 besagt, dass unterschiedliche Reihenfolgen 
solcher von All-Quantoren auf die Bedeutung der 
Formel haben. 

Schritt D: Es noch die (KNF) 
der \iVie man das bewerkstelligen kann wurde bereits in 
Abschnitt 3.5 wenden folgende Transformationsregeln 

A V (B ^ V B ) ^ (A V C) 
(A ^ B ) V C (A V C) ^ (B V C) 

Diese Transformationen erhalten, wie breits logische Aquivalenz. Wenn 
weder (D1 ) noch (D2) mehr anwendbar sind, so sich die Formel in KNF. 

Zur Erinnerung (siehe Abschni 

bzw. 

(L1,1 V …V L1,nl) …̂̂ (Lm,l V . . . V 

wobei die Li,j Literale, also negierte oder unnegierte Atome sind. 
bevozugen im Zusammenhang mit Resolution die 

{{L 1,1,"' , {Lm,l "' " Lm,nm }}. 

In einer solchen Klauselmenge ist die Assoziativität, Kommutativität und Idempotenz 
von V und ^ implizit berücksichtigt. 

4.68 DEFINITION. Die durch die Anwendung der Schritte A - D auf eine Ausgangsformel F 
erhaltene eine Klauselform cl(F) von F. 

4.69 BEISPIEL. A ^ Q(x ,y)J V v) ] ist bereits in Skolem-
Normalform. Um KNF(A) zu erhalten, distribuieren wir die hintere Konjunk-
tion: 

A [(, P(x , f( x)) ^ V R(u)J ^ V Q(v ,v)J 
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Die Teilformeln transformiert werden: 

D2 [--'P(x, J(X)) ^ Q(X, y) ] V R(u) J(x)) V y) V R(u)] 
D2 [--, P(x , J(X)) ^ Q(X, y)] V Q(V, v) V V Q(V , v)] 

Die rechten Seiten der letzten beiden Zeilen sind bereits Formeln in KNF. Daher erhalten 

KNF(A) = V R(u)] ^ [Q(x ,y) V R(u)] ^ 
[--,P(x , J(x)) V Q(v , v)] ^ [Q(x, y) V Q(v, v)] 

bzw. 
cl(A) = {{ --'P(x , J(x)) , R(u)} 

{ 

schließen die Besprechung der Klauselformtransformation durch folgendes kurze 
Gesamtbeispiel ab. 

4 .70 BEISPIEL. Die Formel 

G = [(\fx)(3y)P(x , y) ^ (\fu) (\fv) (P(u , v) => R(u))] => (\fz)R(z) 

ist gültig. Daher ist F = --,G bilden cl (F). 
Schritt A: Regeln erhält man 

F AF = ^ (\fu)(\fv)[--,P (u ,v) V R(u)] ^ (3z)--,R(z). 

AF ist die NNF von F , daher gilt AF =PL F = --,G. 
Schritt B: Die Skolemisierung von AF ergibt 

AF BF = ^ (\fu)(\fv)[--,P(u,v) V R(u)] ^ 
Schritt C: Durch Weglassen der All-Quantoren erhält man 

CF = P(x , V R(u)] ^ 
CF ist bereits in KNF. Daher ist Schritt D leer. 
Die Klauselform von F lautet also: 

cl(F) ={ {--,P(u, v) , R(u)} , 

Um die Gültigkeit von G zu zeigen, kann man die im nächsten Abschnitt besprochene 
Resolutionsregel auf --,G) um die leere Klausel {} 
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Die prädikatenlogische Resolutionsregel 

Die prädikatenlogische Resolutionsregel (PL-Resolution) kombiniert die aus Ab-
schnitt 3.9 bekannte aussagenlogische Substitu-
tion, bzw. mit der in Abschnitt 4.4 besprochenen allgemeinsten Unifikation. Um bei-
spielsweise dass die Klauselmenge 

{{P(c)} , {-, P(y) , Q(f (y))} , {-,Q(x)}} 

unerfüllbar ist, stellen wir fest , dass die AL-Resolutionsregel auf die Klauseln 1 und 2 
anwendbar wird , wenn zuvor 2 durch die = {-,P(c) , Q(f (c))} ersetzt wird. 
Zur Bildung von 2' wurde der allgemeinste mgu{P(c) ,P(y)} = {y • c} 
auf 2 angewendet. Ahnlich kann der sich daraus ergebenden Resolvente von 1 
und 2' in weiteren Resolutionsschritt mit einer geeigneten Instanz von 3 die leere 
Klausel ableiten: 

1= {P(c)} 
2= {-,P(y) , Q(f (y))} 

Q(f (c)) } -
{ Q(f (c))} 

3: {-,Q(x) } 
3' = {-,Q(f (c))} , 

{} 

Dabei ist die auf 3 angewendete {x • f(c)} der allgemeinste 
und Q(x). 

Bei der prädikatenlogischen Resolventen sind außerdem noch folgende 
Prinzipien zu beachten: 

1. Vor jeder Anwendung der Resolutionregel muss sicherge-
stellt sein, dass die beiden Elternklauseln sind; d.h. , keine 
gemeinsamen Variablen darin vorkommen. Dass lässt sich einfach durch Bildung 
einer einer der beiden Elternklauseln herbeiführen. Eine Variante einer 
Klausel C ist dabei nichts anderes als eine durch von Variablen aus 
C gewonnene Klausel. 

2. Faktorisierung: Es genügt im Allgemeinen nicht nur jeweis ein Literal einer Klausel 
mit einem dualen Literal einer anderen Klausel zu Man muss außerdem 
berücksichtigen, dass auch Literale einer Klausel gemeinsame Instanzen 
haben können. Die entsprechende Anwendung allgemeinster Unifikatoren auf eine 

man Faktorisierung. 

Um zu verstehen, dass Variablenumbenennung ist , betrachte man 

Cl = {Q(x) , P(x)} 
04 ,. --(-(

-
FS

<
•• 

ist nicht nicht da das elltsprechende Termgleichungssystem 
lösbar ist: (occurs check) liefert 1... 
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Nun sei aber darin erinnert, dass die Klausel C2 für die geschlossene Formel 
(l:Ix) [--,P (f (x)) V steht und daher zu (l:Iy)[--,P (f (y)) V Q(y)] logisch äquivalent. 
Wenn wir mit der Variante = { --,P(f (y)) , Q(y)} vergleichen, so se-
hen wir, dass nun mit dem zu dualen Literal unifizierbar 
ist. Das {x ...:... f (y)} repräsentiert ja bereits die 

P(f (y))} = {x • f (y)}. Entsprechend ergibt sich folgender 
Resolutionsschritt: 

CVariante 
{Q(f (y)) , P (f (y))} - {--, P (f (y)) , Q(y)} 

{Q (f (y )) , Q(y)} 

Tatsächlich lässt sich leicht einsehen , dass die Resolvente {--,P (f (y)) , Q(y)} logisch au 
C1 C2 

dann notwendig sein, durch den Reso-
lutionsschritt entfernten Literale bereits variablendisjunkt sind, wie folgendes Beispiel 
zeigt: 

{--,P (f (y)) ,R(z ,y)} 
{R (f (y ), y) , P (f (y))} - {--, P(f (y )) , R(z , 

{R(f (y) , y) , R(z , y)} 

mgu{P(x) , P (f (y))} = {x • f(y)}. Zwar ist die abgeleite Klausel 
{R(f (y), y), R( z , y)} tatsächlich eine logische beiden 
aber durch vorherige Variablenumbenennung ist eine allgemeinere Klausel ableitbar: 

P(x)} - {--, P (f (y)) , R (z , y)} 
- {--, P (f (y)) , R (z , y)} 

R(z , y)} 

oben angegeben und v die Variablenumbenennung v = {y • u} ist. Um 
des gewährleisten zu können, muss tatsächlich 

R ( z , y)} und nicht nur die speziellere Klausel {R(f (y) , y) , R( z , y)} abgeleitet 
werden 

Zur der Faktorisierung betrachte man 

C1 = P(y)} C2 = 

Es gilt: {C1 . C2 } ist C1 und bereits variablendisjunkt , dennoch ist {} 
nicht dureh von jeweils einem Literal aus einer Elternklausel (d.h. , 
durch siehe Definition 4.72, weiter unten) aus {C1 , Cû ableitbar. Es 
gibt nur íolgende binäre Resolventen: 

C3 
C5 

{P(y) , C4 
{P(x) , C6 

{P(y) , --,P(u)} 
{P(x) , --'P(u)} 
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Diese Klauseln sind jeweils Varianten voneinander. Das dass es bis auf 
nur einen einzigen binären Resolventen von C1 und C2 gibt. 

In der Generation - also unter Berücksichtigung des Resolventen -\ 
mehr Varianten der Ausgangsklauseln C1 und C2 ableitbar. Z.B. 

: C3 : {P(y ), --, P (v)} 
C7 : {P(y) , P(z)} 

Nicht nur C7 , sondern auch alle weiteren Resolventen sind nur Varianten bereits vorhan-
dener bzw. bereits abgeleiteter Klauseln. 

Um die leere Klausel ableiten zu können müssen wir die Klausel {P(x )} 
nur eine Teilklausel, sondern auch eine Instanz von C1 ist und ebenso die Klausel 

{--,P(u)} eine C2 ist. Formell gewinnt man den sogenannten Faktor (siehe 
Definit ion 4.71) {P(x)} von C1 durch Anwendung = {x • y} 
auf C1, und den Faktor {--, P(u)} durch Anwendung = {u • v } 
auf C2 . 

Faktorisierung erlaubt nun zusammen mit binärer Resolution folgende Ableitung der 
leereen Klausel: 

P (y)} 
{P(y)} ^ -

ny 
20 pll 

{} 

wobei e = mgu{P(y) , = {y • v} . 
Es sei angemerkt, dass nicht nur Klauseln deren Literale Varianten voneinander 

sind, sondern, z.B. , auch die beiden Elemente der ebenfalls unerfüllbaren Klauselmenge 
{{P(x) , {--, P(u) , }} nach 

4.71 DEFINITION. Die ist ein der Klausel C , für eine 
Teilklausel D C C. 

Man beachte, dass jede Klausel gemäß dieser Definition ein Faktor von sich selbst ist, 
da Teilklauseln, die nur aus einem einzigen Literal bestehen, bereits - mit der leeren 
Substitution als U nifikator - als "unifiziert" gelten. 

4.72 D EFINITION. Es seien C und D variablendisjunkte Klauseln die modulo je-
weils zueinander duale Literale C = C' Ù {A} und D = D' Ù {--, A'} , 
wobei A und A' unifizierbar sind. Die binäre (PL-)Resolutionsregel lautet: 

c, Ù {A} { --,A'} U D' 

wobei e = mgu{ A , A'} . e( C' U D') heißt binärer Resolvent der Elternklauseln C und D. 
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4.73 BEISPIEL. Die beiden und 

{P(x ,g(y)) ,-,P (f (y ), x)} 
{-,P (f (y) , f(u)) , P (U , u)} 

= {x • f(u) , v • g(y)} und 

{P(x , g(y)) , -,P (f (y) , x)} {-,P (f (u) , v) , P(u , u) } 
{P(f (y) , g(y )) , -,P (f(f (y)) , v)} 

x • f(y)} 

Resolution und Faktorisierung lassen sich zu einer einzigen Regel kombinieren: 

4.74 DEFINITION. Die Robinson-Resolutionsregel10 lautet: 

C , U {A1 ,… ,Arn} 

wobei e = Das Atom e(A 1) = e(AD = e(A2 ) = ... = 
heißt resolviertes Atom. Die Klausel e(c' U D') ist ein 

variablendisjunkten Elternklauseln C und D. 

Da, wie bereits angemerkt , jede Klausel ein Faktor ihrer selbst ist, ist jeder binäre Re-
solvent auch ein Robinson-Resolvent. Die Umkehrung gilt natürlich nicht. au-
ßerdem feststellen , dass Robinson-Resolution "zielgerichteter" als eine uneingeschränkte 

von binären Resolutionsschritten und beliebigen Faktorisierungen ist, denn 
nicht alle Faktoren führen zu binären Resolventen. Die Robinson-Resolutionsregel hin-
gegen inkludiert nur diejenigen Faktorisierungsschritte, die auch zur Resolventenbildung 

4.75 DEFINITION (RESOLUTIONSABLEITUNG , RESOLUTIONSWIDERLEGUNG). 
Eine (Robinson- Klausel Crn aus der 
Folge von Klauseln 1 

C1 , ..., Crn , 
sodass für alle 1 :S m gilt: 

- entweder Ce ist eine einer Ce , 

Ce ist ein Robinson-Resolvent von der Eltern-
klauseln Ci und Cj mit i , j < .e. 

Eine Resolutionsableitung von {} Resolutionswiderlegung von 

lONach John Alan Robinson, dem Erfinder des prädikatenlogischen Resolutionsverfahrens. 
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4.76 {{ P( c)} , { --'P(x) , --'P(y) , P(f (x))} , {--,P(f(f (x))}} ist unerfüllbar. Fol-
gende Folge von Klauseln ist eine entsprechende Resolutionswiderlegung. Dabei sind die 
einzelnen Ableitungsschritte mit den in den jeweils verwendeten allgemeinsten Unifak-
toren und resolvierten Atomen annotiert: 

1 : {P(c)} 
2 : {--'P(x) , --'P(y) , P(f (x))} 
3 : {P(f (c))} Robinson-Resolvent von 1, 2; mit {x • c,y • c} 

und resolviertem Atom P(c) 
4 : {P(f(f (c)))} Robinson-Resolvent von 2,3; mit {x • f(c) , y • f(c)} 

und resolviertem Atom P (f (c)) 
5 : {--,P (f(f (z))} 
6 : {} Robinson-Resolvent von 4,5; mit MGU e = {z • c} 

und resolviertem Atom P (f (f ( c) ) ) 

Eine alternative (annotierte) Resolutionswiderlegung 

1. { P(f (x))} 
2. E' K 
3. Robinson-Resolvent von 1, 2; 

mit {x • f(u) , y • f(u)} 
und resolviertem Atom P (f (u)) 

4. {P(c)} 
5. {P(f(f (c)))} Robinson-Resolvent von 3,4; 

mit {u • c,v • c} und resolviertem Atom P( c) 
6. {--,P (f(f (z))} E' K 
7. {} Robinson-Resolvent von 5,6; mit l\IIGU e = {z • c} 

und resolviertem Atom P(f(f (c))) 

schon gewohnt, notieren wir Resolutionsableitungen auch in der meist über-
sichtlicheren Baumform. 

4.77 BEISPIEL. Die erste der beiden Resolutionswiderlegungen aus Beispiel 4.76 lautet in 
Baumform: 

{P(c)} { --,P(x) , --,P(y) , P(f (x))} 
{P(f (c))} - P(f (x)) } 

{P(f(f (c )))} , 

{} 

dabei {x • c, y {x • f(c) , y - f(c)} und e = {z • c} die jeweils 
verwendeten 

Eigenschaften des prädikatenlogischen Resolutionsverfahrens 

des Kalküls sind (prädikatenlogische) l{lauseln. 
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"" 

Verfahren ist 

1. (inklusive Skolemisierung) 
2. PL-Resolution (= AL-Resolution mit Faktorisierung) 

Das Verfahren ist indirekt: weisen die Gültigkeit einer Formel F durch den 
Beweis der nach. 

- Korrektheit: Alle Klauseln folgen logisch 

- Vollständigkeit: Relevant ist hier nur die Widerlegungsvollständigkeit. Diese bedeu-
tet: Aus allen unerfüllbaren ist die leere Klausel ableitbar. 

- Es gibt keine Axiome und nur eine einzige Regel, die allgemeinste Unifìkation als 
"Sub-Routine" enthält. Die l\IIethode ist gut 

der Praxis sind diverse und 
von Bedeutung. 

Man erhält auch einen widerlegungsvollständigen Kalkül, wenn man 
anstatt der Robinson-Resolution die binäre Resolutionsregel verwendet und dann aber 
auch die explizite Bildung als eigenen Ableitungsschritt versteht. 

Vlir schließen das Kapitel mit einem Beispiel ab, das mit Beispiel 4.37 zum Tableau-
Kalkül verglichen werden sollte. 

4.78 zeigen mit der Resolutionsmethode, dass jede symmetrische 
Relation auch ist. Formaler ausgedrückt behaupten wir: 

sym, 
wobei diese Namen für folgende 

= z)) :J R (x , z) ], 
sym = (ìfx) (ìfy) [R(x , y) => R (y , x) ], 
ser = (ìfx) (:Jy)R(x , y) , 

x) . 
Der Konsequenzbehauptung entspricht die einzelne Formel 

F= ^ sym ^ ser) => refi. 
Allerdings muss man nicht erst -,F bilden und erst diese Formel dann in 
Klauselform transformieren, sondern es genügt - wie schon für die aussagenlogische 

die genannten Teilformeln einzeln in Klauselmengen zu übersetzen. Die 
Konsequenzbehauptung gilt genau wenn die Klauselmenge 

cl( cl(sym) U cl(ser) U cl(-,refi) 

unerfüllbar ist. Dabei ist darauf zu achten, dass jedes durch Skolemisierung eingeführte 
oder Konstantensymbol relativ zum gesamten Kontext neu ist. 

= cl((ìfx) (ìfy) (ìfz) [-, (R(x , y) ^ R(y , z)) V R(x , z )]) 
= {{-,R(x ,y) ,-,R(y ,z) ,R(x, z) }} 
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= 

= = {{R(x , f(x))}} 

- = cl(-.(Vx)R(x ,x)) = cl((3x )-.R(x ,x)) = {{-.R(c ,c)}} 

vVir erhalten also die {C1 , C2 , C3 , C4 } , mit 
C1 = {-.R(x ,y) ,-.R(y , z )) ,R(x, z )} , 
C2 = {-.R(x ,y) ,R(y ,x)} , 

f( x ))} , 
C4 = {-.R(c , c)} 

Ein Resolutionswiderlegung beispielsweise, wie folgt: 

1. {-.R(x ,y) ,R(y ,x)} 
2. {R(z , f( z ))} 
3. {R(f (z ), z )} von 1,2; MGU: {x • z ,y • f( z )} 
4. {-.R(x , y) , -.R(y , u) , 
5. u)} von 2,4; MGU: {x • z ,y • f( z )} 

51. Variante von 5 
6. {R( z ,z )} von 3,5'; MGU: {v • z ,u • z } 
7. {-.R(c , 
8. {} von 6,7; MGU: {z • c} 

1n Baumform sieht diese Ableitung so aus: 

{R(z, f( z))} {--,R(x, y) , R(x, 
R(z, u) } . . ... 

{--,R(f (v) , u) , u)} vanaOlenUl110enennu 

{--, R(c, {R( z, z)} 

{--,R(x,y) , R(y, x)} {R(z, f( z))} -
{R(f (z) , z)} 

{} 

Die verwendeten allgemeinsten U nifikatoren sind dabei 

y • f( z )} 
• f( z )} 

{v • z , u 
{z • c}. 
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