


Komplexe Zahlen, Kartesisch

e Formal: Die komplexen Zahlen C sind Paare (a, b) reeller Zahlen,
zusammen mit den folgenden Rechenregeln:
(a1, b1) + (a2, b2) == (a1 + a2, b1 + b2),
(a1, b1) - (a2, b2) := (a1 - a2 — b1 - bo, a1ba + a2 by1).
Das Paar (0, 1) bezeichnen wir als i;
die reelle Zahl a identifizieren wir mit (a, 0).
@ Schlampiger und besser: Eine komplexe Zahl hat die Form z = a + ib,
wobei i eine “imaginire” Zahl ist mit 2 = —1.
o Notation: Re(a + ib) := a, Im(a+ ib) := b (Real- und Imaginarteil).
e Wenn z=a+ ib, dann ist z* := a — ib = Rez — Im z (Konjugierte).
Oft auch Zz geschrieben.
Es gilt zf + 25 = (z1 + z2)* und zf - z5 = (z1 - z2)*.
o |z| :=Va?+b>>0.
Esgilt: z-z* = |22, |z| =0 gdw z = 0; |z1 - z2| = |z1] - | z2].
@ D.h. Re, Im und z > |z| sind Funktionen C — R; z +— z* ist C — C.
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Ein paar Beweise

Wir beweisen beispielhaft:

° zf - zy = (z1- )™
212 = (21 + ibl)(ag + ibg) =ajay — bib + i(albz + azbl)
Zf -Zg = ajay — (—bl)(—bz) + i(al(—b2) + 32(—b1)) =
aiar — biby — i(albz + azbl).

° z-7* = |z]%:
(a+ ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a°® + b2,

® |z| =0gdw z =0:
a+ib# 0 gdw (a# 0 oder b # 0) gdw a® + b> # 0.

° |21 2| = |z1] - |z2]:
21 2P =(z12) (21 2) =222 -z = |z1]* - ||

Division:
z _ 212 _ 2125
2z 223 |z2]2 "
2430 (2430)(142) . 4, 7
® Bsp: 15 = 5 =5 ts5!
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Python

@ In python sind komplexe Zahlen (type complex) als paar von floats
(Kartesisch) implementiert.

@ j kann im Code durch 1j eingegeben werden: 2+3j ergibt 2 4 3/, etc.
(J alleine ist nicht definiert bzw steht als (Variablen)-Name zur
Verfiigung.)

o Natiirlich haben numpy und sympy ausfiihrliche Unterstiitzung von
Komplexen Berechnungen.

@ Wenn nicht als reell spezifiziert dann geht sympy iiblicherweise davon
aus dass eine Variable/Funktion komplex ist:

In [45]: y = sp.Symbol('y")
In [46]: sp.simplify(sp.log(sp.exp(y)))
Out [46] : log(exp(y))

In [47]: y = sp.Symbol('y', real=True)
In [48]: sp.simplify(sp.log(sp.exp(y)))
Out[48]: y
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Graphische Darstellung

Komplexe Ebene:

Im Im
z=a+bi
b ....................... b
p
@
; 4
0] a Re o a Re

Ein Punkt z kann auch durch “Ldnge” r > 0 und Winkel ¢ beschrieben
werden (Polardarstellung).

Schreibweise (nur hier): z = (r, ). (“Richtig": re'?.)

Dabei ist r = |z, und ¢ = tan~}(2) falls a # 0 (sonst +3).
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Polardarstellung

o D.h. mit (r,¢) ist r(cos(p) + isin(¢)) gemeint.
Insbesondere ist a = (a,0) fiir a >0, und —a = (a, 7).
o Nicht eindeutig: (r, ¢ + 2km) = (r, p) fiir alle k € Z.
(Und (0, ) = 0 fiir alle ¢.)
e Esgilt: (rn, 1) - (r2,92) = (nnr, p1 + ¢2).
Polardarstellung ist also niitzlicher fiir Multiplikation (kartesische
besser fiir Addition).
Beweis: Additionstheorem: Re(z122) = aja — biby =
ry cos(p1)r cos(p2) — risin(p1)rsin(p2) = rrcos(pr + ¢2);
analog fiir Im(z122).

@ Daraus folgt auch: 0 1 — (1 —p), {rnen) (%,801 — ¢2), und

) r (r2,02)
(r2,0)

22
(o) =z =2 =3 = (r,.—9).
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Rechenregeln

C ist ein “Korper”, d.h. es gelten (wie in R) die folgenden Rechenregeln:
Sei Z1,22,23 in C.
o zn+n=n+zrund z1 + (22 + z3) = (21 + ) + z3,
e z1-zn=2z-z1und z1 - (22 - z3) = (21 - ) - z3,
o z1(nn+z3) = z120 + 7123.
e 0+ z = z, fiir alle z gibt es —z, d.h. ein (eindeutiges) z’ mit
z+2 =0.
@ 1.z =7z, fiir alle z £ 0 gibt es % d.h. ein (eindeutiges) z’ mit
z-Z =1.
@ 0-z=0; und wenn z; # 0, z» # 0 dann ist auch z;z, # 0.
(Bew.: |z12| = |z1| - | 22].)
Daraus folgt auch dass man dividieren kann: Wenn z, # 0, dann gibt es
%, d.h. ein eindeutiges z3 mit z; = z - z3.
(Bew. der Eindeutigkeit: Wenn z; - z3 = 2 - z4, dann zp(z3 — z4) = 0,
daher z3 — z4 = 0.)
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@ Wenn z = (r,¢), dannist z" = (r",n- ).

@ Im Komplexen verhilt sich die Funktion z — z" anders als im Reellen:

e Fiir n > 1 gibt es fiir jedes u = (r, ¢) eine n-te Wurzel zy = (\/r, %)
(n-te Wurzel heiBt: z§ = u).

e Es gibt genau n solcher Wurzeln: zj = (y/nr, an”) fur
j=0,...,n—1.
(Lsmr = 2 + 27 liefert wieder xp, etc.)

@ Insbesondere: Fiir n > 1 ist z — z" ist nicht injektiv.

@ Bsp: Quadratwurzeln von i = (1, 5) sind (1, 7) und (1, %’r)
Die 4-ten Wurzeln von 1 = (1,0) sind 1, i, =1, —/.

@ Die n vielen n-ten Wurzeln von 1 heiBen n-te Einheitswurzeln.
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Fundamentalsatz

o f(z) =apz" +an_1z2" 1 + -+ ap mit a, # 0 heiBt Polynom vom
Grad n.

@ Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom von Grad > 1 hat
(mindestens) eine Nullstelle.

@ In R hat jedes Polynom ungeraden Grades ein Nullstelle.
@ Bsp: x? + 1 hat komplexe Nullstellen 4/ (aber keine reellen).
@ Bsp: x3 — 2 hat drei Nullstellen in C, eine in R, und gar keine in Q,
weil /2 ¢ Q.
Inverse
e z7 "= % definiert fiir z #£ 0.

o (rg) = ( —%).

J. Kellner analinf

201



Bedeutung der Komplexen Zahlen

@ Urspriinglich eingefiihrt um Nullstellen von Polynomen (auch reelle)
zu bestimmen /finden.

@ Sehr niitzlich um alle méglichen reellen Funktionen effektiver zu
beschreiben (Bsp: Re(e'™?) statt cos(wt).)

@ Die Struktur von C entspricht fundamentalen Eigenschaften der
Quantenmechanik (Wellenfunktion komplexwertig).
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Metrik, Topologie und Stetigkeit

e d(z1,2) = |z — z| ist Metrik auf C
(dieselbe Metrik wie standard Euklidische Metrik auf R?).

o Dadurch ist lim,_,~ z, = z definiert.

e Konkreter: lim,_oo(an + iby) = ¢ + id gdw. lim,_, a, = ¢ und
limp_oo bn = d.

e Dadurch sind auch Bélle B.(z), offene und abgeschlossene Teilmengen
etc der komplexen Ebene definiert (genau dasselbe wie in R?).

e Eine Funktion f : C — C kann man als Funktion g : R? — R?
auffassen, mittels g(x, y) := (Re f(x + iy), Im f(x + iy));
umgekehrt 138t sich jedes g : R? — R? als f : C — C interpretieren
mittels f(a+ ib) := gi(a, b) + igz(a, b).

o f ist stetig als Funktion von C — C gdw stetig als Funktion R? — R?.

@ Bsp: z+ 2", z+— z*, z — |z] sind alle stetig.

o Polar auf Kartesisch ist stetig, Umkehrung nicht!
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Differenzierbarkeit

u = lim,_0f(z) heiBt: Wenn lim,_,o z, = 0 dann lim,_, f(z,) = u.

(Erinnerung: Fiir z, = a, + ib, ist lim,_, z, = 0 &quivalent zu
limp—00 @ = 0 und lim,_, b, = 0; dquivalent: lim,_ |z, = 0.)

Bem.: In R kdnnen wir “von zwei Seiten” kommen (rechtsseitiger und
linksseitiger Limes), in R? bzw. C mehr Madglichkeiten.

Def.: f : C — C ist komplex differenzierbar (in zp), wenn

limp_o w =: f'(zp) existiert

Das ist nicht dasselbe wie dass f differenzierbar ist als f : R2 — R2I
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Beispiele

Nicht komplex differentierbar:

@ z +— z* ist nicht (komplex) differenzierbar
(sehr wohl aber als Funktion R? — R?).
Bew: 7(z°+h,3*_zg =
Fiir h reell ist h* = h, und daher limy_,g h—; =1.
Fiir h imaginar ist h* = —h, und daher limp_yg h—h* = —1.
@ Analog: Rez, Im z, |z| nicht komplex differenzierbar.
Die folgenden Funktionen sind komplex differenzierbar:

e Z" fiir n € Z, mit Ableitung nz"—1 (falls n < 0 natirlich nur fir

z #0).
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Rechenregeln

Auch die komplexe Ableitung erfiillen:
o (af)(z) = af'(z) fir a € C,
o (F+g)(z)=f(z)+¢(2)
o (F-8)(2) = F2)g(2) + £ (2)F(2),
o (fog)(z) = f(g(2)) - &'(2).
Daraus folgt wie iiblich:

° (é)/(z) _f (Z)g(Zg)(;)g2 (2)f(z)

e Wenn f(g(z)) = z, dann f'(g(z)) = ﬁ
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Holomorphe Funktionen und Potenzreihen

Komplexe Differenzierbarkeit ist viel machtiger als reelle:

Sei f : B/(z9) — C auf ganz B,(z) komplex diffbar. Dann gilt:
o f ist beliebig oft komplex diffbar.
e Die Taylorreihe > ° m(z — 2p)" konvergiert auf B,(z) gegen f.

n!

o Sei umgekehrt g(z) = Y725 an(z — z0)" eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius r. Dann ist g auf B,(z) komplex diffbar, und
oo = £12)

il

In dem Fall ist g’(z) = 3., apn(z — z)" L.
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Exponentiation und Winkelfunktionen

o 7 =5 Lz" hat Konvergenzradius oo, mit (e?)’ = &”.

o Fiir ¢ € R gilt e’ = cos(¢) + isin(¢), d.h. (1, $) in Polarschreibweise.
o Erfiillt die iiblichen Rechenregeln: ¥ =1, eat2 = e%e?2 daher
e Z — é, (621)22 — o422
0 e7ti? = e%¢ei? = (€2, ¢) in Polarschreibweise.
e Das Bild von e* ist C\ {0}.

o e ist nicht injektiv: e T'2™ = ¢7 fiir alle j € Z.
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Logarithmus

e* ist nicht injektiv, daher ist die Umkehrfunktion nicht wohldefiniert.
Das ist auch der Grund warum sympy In(e*) nicht zu x vereinfachen
will: x + 27 # x, aber 2™ = X d.h. was immer man auch fiir
einen Wert fiir In(2*) wahlt, we kann nicht sowohl x als auch x + 27i
sein.

f=e1AzB.fir A:={zecC: —7 <Imz < 7} ist injektiv, und
hat dasselbe Bild wie €, namlich C\ {0}.

Beweis: Wenn z # 0, dann ist z = (r, ¢) fiir eindeutige r < 0 und
—m <<, und z=e" mit u=In(r) + ip € A.

Wir kénnen den komplexen Logarithmus In also z.B. als Umkehrung
dieses f definieren. Dann ist In auf C\ {0} definiert, aber auf
{=r+0i: r € R} unstetig: In(—r) = In(r) + i, aber

In(—r —€i) ~ In(r) — i¢ fiir kleine € > 0.

Man kann natirlih auch andere “Streifen” als A wahlen, und erhalt
dann andere “Zwege" des Logarithmus.
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