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EINLEITUNG

Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie

Offizie"e Statistik
Angewandte Statistik

Theoretische Statistik :
Wahrscheinlichkeit stheorie }St“h“{'k

Wozu Statistik u. WR 2
, Quantitative Erfassung von Massenphanomenen
und Beschrcibur\s von nicht deterministischen

Vorgc'mgen !

1. HISTORISCHES UND GRUNDSATZLICHES

Stat. Erhebungen: seit ca. 4500 Jahren
K&ypf&n , China ( Militar, Steuer)
seit 550 v. Chr. regelm&{biger , Lensus”
im Rom. Reich )
1754 erste Vo[kszalﬂluns in NO. (inkl. Wien)

Universitabsstatistik: seit dem 17 Jhdt. Lehre
von den Staaismerkw&rdiske”;en
Name Statishk : ital statista = Staatsmann

Informa’tion zu bBevolkerung ,Wir‘%schaf’c USW.




_\A_/ghvﬁsche;nU,chkeir’citgcflmyug: Im 16. Jhdt.
Beschr. von Glicksspielen
Beschy. von Ungew;sslneit
verschiedene W-Begrfffe: objekHvisHsch
sub\jek’t;vis{;scll
axiomatisch
Stochastik : o-'roxzxsnno’j
o‘voxtxgw'p'mu
Kqusa“ta{: i de{:erm;n;s{;a‘cln, s{oc,naa{l'sclx, fuzz‘y

Begleiiende Beispiele: b

Bl: Stat. Qualitatskontrolle
N.Losumfang, A .. Anzahl schlechter Sticke

n. S’cichprobenum ang , a —v— in der SP

Problem : Rickschluss auf A

B2: Lebensdauer eines Produktes

B3: Wartezeid bel einer Bedienstelle

B4 Messung von Distanzen
BS. Bremswes, Kovariable Geschw;nd{gkei£

y Kausalitat ¥

<l

2. BESCHREIBENDE STATISTIK (S 2)

Merkmale und H&ufl'gkeiten
21 Diskrete Merkmale

hochstens abzahlbar viele m('JSII'Che Werte
die sich nicht hdufen ’

214 Artmerkmale

Ay AL, - An versch. Vn'égl. Werte
n Beobachtungen

Hn(Aj) = Anzdhl der Beob. mit Wert Aé




Ha(A,) absolute Haufigkeit von A, oulighulataldle

' - Adoelute " Rafaive
= H"(A-),/Vl relative —v— m;;w Chichtu ke W‘B}‘”’i H““)}“U""’*
Darstellung von Haufigkeitsverteilungen : A, | H,(A) A ()
A, N H, (A,) A, (AL
Strichlisten j ; : ;
Balkendiasmmme A@' eI ”n(Ag) L (Aa)
Kreisdiagramme ;&\m mfu . (:Am) &":(Am)
Suvmmne h 1

T Kptindiogam. m%ﬁ%ff Mma
A
e ([




212 Ordmungsmerkwm (9ro{5er Beziehuns)
oft durch Zahlen darges’ce It

2,,2,, -, Z versch. moglnche Werte

) T2 > Tm

Fir n BeobacHunsen

ln"(za-) far 3'= 1(1)m

Darstellung der Haufigkettsverteilung
Stabdiagramm

Summenkurve

2

Sind, e N»r(wahwmd
B— Maj; ”““W‘“‘“

by

Z& (=)

%wmc)do pond. Al @ULTAMMW Aa,«awmﬁ

Sunmwkm

L= 4\1)m

Ve

2.9

2.2 Kontinuierliche Merkmale

kownen alle Zakhlen aus eimem latervall
annehmen

Far »n Beobach’cunﬂen Xy, %, o) %y

Darstellung der Haufigkeitsverteilung als
EmPirisclne \/er’ceﬂunssfunkﬂon F'o

F"*(x) = l"n((‘“",x]) -Flir }edes xe K

Qrdnungss{c%ss{lk Xy & Xy & - € X




2.10
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. , o .
Xg X *e) *wmXe *e *e

Anteil Gestorbene < x [Prozent]

Veneilung der Lebensdauer in Ostarreich 2000 {gesamt:

10 a6 3 a0 o ES aC e

A 4
X [Alter in Jahren]

Anteil Gestorbene < x [Prozent]

Verteilung der Lebensdauer in Osterreich nach Geschlecht

100
2000 M
90 1880 M
— 2000 F
1980 F

80

0 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100 110
X [Alter in Jahren]

Flr Sré{Sere n bildet man Klassen
[(’1)01] ) (cz;ch/ (ca»clv]) ) (CM)CMHJ
K, Ky Ky o Kn
relative Hq"ufigkei’aen der Klassen
Dars‘rellung :

H;s{:ogramm

5ummenpolygon Sy,(x}

Theoretisches Modell : Wahrschelnlichkeitedichie
Ver{:eilungsfunkjcfon




Kontinuierliche Merkmale - X
absolut lati Summen— l
K\u}zs ¥ 1 Strichliste H&E%iakeie{en Hiri‘e;f‘ilsl:veeiten haﬁgm’z‘en 5:, 0 |
i Ho(K) |l (KD ﬂ;h»(‘%) ,
Kele,e] (M W) | h(k) | (k)
Kz=(C“C3] I Hn(Kz) h"(K;) hn(K1)+hn(Kz)
: : ‘ : ) !
K= (€ Ceed | MR HERTN Holk) | ha(K,) 321 h(k,)
Km=(Cm,Cm1] ] H“(Km) hn(Km) 1 i
n | 1 [ '
x
2A3
Tupow Mo HMWW ﬁVbxuW) 23 Logepamme’cer
° numerische Daten x,, ...,x,

| _‘ f\\ \\,/' a) Mittelwert

! ! ! AN - <~ - i
b . SR =

A tedbdroic At - ' ;
wﬁ){&ﬁ 1 i B Fir klassierte Daten mit m Klassen und
‘ 3 ~ Klassenhaufigkeﬂ:en H“(Kj) sowle
I ~ Klassenmitten zj, j= HOIE
S ‘ \ m
: % J;Zj H,(K3)
I . - .
ronor B




c) Emp;rische Fraktile

Far pe(0,1) gener Wert x, , fir den da:
Summenpolygon den FUVI‘({EOV‘:’:WCV{: F hul‘:

S“(xp) = P
Bem.: Fir theoretische Vcrieilungcw

WI.IHQI.S deY‘ SOS. Ver{:eilunssfuwkﬂon

d) _Modolwerjc (= ewzpirfscher Modus)

Jener MCT‘(WIQI,W(’.‘V‘JC) dt:l’ am h&uf{gsjccw C(UJH:H‘LL
(Abb.)

Diskrete Grofien

Kontin. Grofen

{

A & X
emp. Modus

Bem.: Bei Jc'heoreiischen %(OVIHHU;CY“U.CJMCH

- Ver{eilungen

A

24— Sjcreuungqumme{er
Daten x,, -, x,

a) Spannweile = - = R,
) Spannweite =+ xy) - xg = mesx. - min x

b) Quartilabstand = X035 = X015

c) Mittlere absolute Abweichuns
X Medllcn

MAD:%?:;—I"L‘E..!

mean QbSO ‘.u{:e deV;CHC‘h

d) Mittlere qucdm{;schc Abweichung

(emp;rische Varianz >

2 A - 2
S ==W?=;_(XL~Y)

S = \/ S'L

+

e) Empirische Streuung
f) EmPirisclner qula{ion:;kc;eff!'z;cnk
VK -

xl|o

Dimews;onsloses S{reumuﬁ

Bsp.: Variabilitat der Preise n versch. Linders

2.24
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§ 009»&!!3 H S"’M{( /Vﬁ 1/)! ﬂ\m ‘z“"ﬁ" V”C’E‘
e 24t
A

"a.«i ¥ Aokt fonn
ﬁ?ix} = W-Dickte

. Aleoreh Vede M

3. WAHRSCHEINLICHKEITSBEGRIFFE
StQt \/ersuc‘r\: WIIEJEV'L!OUJGTQ HGYIC”UVIS VHHZ

mehr oder weniser ungew;ssem AUSSGHS

Wahrschemlichkeiten : Zahlen die den Grad

des Vertrauens in EreEsrquse angeben
EveESnis: Ene Mewge voh mé';g“chen Versuchs -
ausgé’maen

M .. Merkmalraum = Mewse der mégl;chen

Versuclnsausg&nge

31 Klassische Wahrschemlichkeitsdefimtion

m m'o'giu'che Versuchsaussénge
M = {01 )alJ )am}

Ereignis A = {a41,...,a,;3} , e dl o md
A enthalt g Elemente

W(A) ... Wahrscheinlichkeit von A

W(A) = <2

Anwenclung: B1 (SQK)

5.2 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Merkmalraum oo MeR* mit [(M) < o0
alle Teilraume von M mit glefchem Inhalt

sind S[e{ch wahrscheinlich

Fir A<M definiert man




&}9_1 Zufallige Ankunft in [a,b]
Teilintervall [a,,b,] < [a,b]
Bsp: Rendezvous-Problem

2 Ankunfte in [a,b] , unabh&ng«'g
b-§

Emp;r'lsches Gesejcz der Sroﬁen Zohlen

Bem.: Theorie der Kollektive

3% Grenzwert von Hauﬂgkei{en

Konvergenzverhal{en voh hn(A) fir n—> o

A fest

’

A e p = WA

n

B9t 0 ah(A) €1V Ereignisse A
AxB ur1m:">3“c|q = I'IH(AVB) = hn(A> + hn (B)

b -
/// b-s It,-t,] <5
ayd
.
S
s
a+é i
4 aef T
hn (A) Ereisnis Aa gerade Augenzahl
14
ida : ERSETI
i W. VA WA
/
>~ n
15 4 B 50 35 0

34 Axiomatische Wahrscheinlichkeiten

Ereign;ssjsfem A orthokomplementarer Verband
6 - vollst indig

v unmc")s“c"\es Erngn;s
e sicheres Ere;gnis

A" das 2u A komplementare Ereignis
AAAL= & un& AVAL= e ]
AvAsL A, - Folge mit A e d = {m

2) " '3)




Wahrsche;nUchke;{sverjfei[uws W af A
w: A — 10,1 it

W) = 0 und We) =1
Fir jede Folge AL A Ay, o von einander

Paarwefse ausschlieBenden Erefgnfssen giH

W(VA) =2 W(A) . e Add

Bew.: Endliche Additivitat folgt daraus
W(A") = 1-W(A)

3.8

35 Subjekf;ve Wahrscheinlichkeiten

Bewer’cungen der Uhsiclﬂerhe;f bed;ngf Jurch
den Wl'SSEI’\.SSJCGHCl HI W(AIH)

Ereignisse: A,B | es muss gelten:

@ 0« W(AH) =1

@) Falls A und B einander ausschlieflen, gilt
W(AvBIH) = W(AIH) + W(B|H)

() Falls neue Information verfigbar: A eingelr.
W(ANB|H) = W(B[AnH}WAIH)

36 Unsclnarfe Wahrscheinlichketen
Wahrscheinlichkeiten sind unscharfe Zahlen

S , die gewisse Bed;ngunsen erfﬁ“en

I
STOCHASTISCHE GRUNDBEGRIFFE




4 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME (S 24)

Spezialfall axiom. W. | M Merkmalraum
Spezialfall von A : Ereignisfeld ¢, ist ein

System von Teilmengen von M
A s A= MAA
ArB 2 AnB  sowohl A dls auch B Ereignis
AvB 2 AuB  entwer A oder B Ereignis
%] unmgglfches Ere?gnfs

v _

sicheres Eveignis

Zu A komlo[emen{‘ércs EFC;S.

Ein System € von Teilmengen von M heift
Ereignisfeld, wenn gilt :
Me ¢
Aef = Ae¥
A A, - Folge mit A e € Vi=1(t)n
= OA, ¢ ¢

L=1

Bem.: Morgan'sche Regelw
A < ¥

Wdhrschefn[ichkei’csver{ei[uns W auf %-.
W: € — [01]

W{M) =1

Fir jede abzahlbare Fo[ge ALALA, -

von Paorweise dfs\junk{en Ereisraissen ng

W(JA,) = > W)

Def.: Die Struktur (M€, W) heifit ein
Wohrschei”lichke;{sraum .

44 Diskrete W-Rgume

M = {cy,az) .} hochstens abzdhlbar unendlich
kein H&ufunﬂsPunkf
reelle Zahlen P Puy - mit P20, pi = W(a,)

und ‘gﬂ)t =1
¢ - S\ys’cem aller Teilmengen von M

Fir AsM gl W(A) = 5w
Sonderfall: M endlich




42 Konbinuierliche W-Rdaume

MR, speziell k=1
% = (JOS am wenias‘[en umfassewc!e Ere;gnisfeld
af R*, das lle Intervalle umfasst

W- VHS' au][ % durch eine sog. Dich{efunk{iow
bestimmt

f! Rk-’ [0,°°> mit S'“Sf(x“u.,xk)cle.-clxk =1

Fl]r Be % SIH? W(B) = S“'Sf(xh'”'xk)‘()% “‘dxk
B

k3 Satz: [u jedem W-Raum gilt \
M ABe¥ mi AcB = W(A) ¢ WB)
@ und W(RB\A) = W(B) - W(A)
Bew:B= Au(A'nB) = W(B) = W(A)+ W(AAB)
AnB = BNA = W(B\A) = W(B)-W(A) 7/
Folgerung: W(A") = 1- W(A)
44 Additionstheorem: In jedem W-Raum gilt
fir beliebige Ereignisse A B, A, .
M) W(AUB) = W(A) + W(B) - W(AnB)

(1) W(UAk) =

k=

ey

= 2> 1 W(A r\-unA;,m)

fi,ind €11, . 0Y !

Bew: (1) AuB=Au(AnR)
B=(AnBYU(AAB)

W(AUB) = W(A) + W(Atn B)
NW(B) = W(An B) + W(Acn B)

W(AUB) - W (B) = W(A) - W(AnB) = (1
) voHsféndiSe Induktion nach n

45 Bedingfe Wahrscheinlichkeiten SU40

Def: Sind A und B Ereignisse eines W-Raumes
mit W(A) >0, so ist die durch A bed;ngfe
Wahrscheinlickeit von B

AnB
W(BIA) - Wv(wm)

Bem.: Ist A fest, so entsteht eine neue W-\Alg,
3enann{ Bedfngfe Verfefluns WA auf An¥,

W, (BnA) = W(BIA)




46 Mulf[p“ka’tions{heorem

In jedem W-Raum S[H fﬂr Ereign;sse
A B, A, falls die bed W 3.

) W(AnB) = W(B|A)-W(A)
- W(AIB)-W(B)
@ WIOA) = WA WAIA, ) WA, [AA)
WA, A nnA,L)
Bew.: (1) aus der Def der bed W
@) volistindige Induktion nach n.

47 Satz v.d. vollsi&ndigen Wahrscheinlichket
530 Tn Jedem W-Raum (M, €, W) git

[st (Hk)k=1,---,N eine endliche oder abzahlbare
Folge von paarweise d;sjunk{en Ereignissen

mit W(UH)=1 und W(H) >0 Vk-1(ON,
S0 Sil’c V Ae {

W(A) = 3 W(H) W(AJH,)

Beweis: A= [An(UH)u[An(UH)]

k=1




48 Boyes'sche Formel S 31
Un{er deh VSH. des SQ{ZeS V. d VO“.S{,W 8;“:‘
W(H)-W(AIH,
W(H.IA) = — (HIW(AJH) Yiz 1N
S WIH)WCAIKY
Beweis-' Z(“)Her MUHTl‘P“kQ‘HOYIS{heOI’em
Nenmner Satz v d. vollst. W

Bem.: W(H,) ... A-priori- Wahrsch. der H,
W(HkIA) A-posfen'ori—w_

Anwewduns_: Qual{{aissfcheruns

PYOCIU‘(JCQ von VGFSCLI;CAGMCVI MOSCLH'VWVI

H1) '”;Hm

W(H,) ... W(Stick von Maschine H, )

A Aussc\nUsssfﬂck iVl PTOC{UkJEIIOVI
Frcge1: W(A) oS W

Frage 2: Walnrsch,, dass em Ausschussstick

von der Maschine H, stammt

Bayes 'sche Formel W(H-l‘ A)

5. SSTOCHASTISCHE UNABHANGIGKE!T
32
Unabhangigket von Ereign
83 eignissen
Unabh&nsEgkei{ von Vers%chen

De‘I.VIHZI.OH: ZWel Erellsnl'sse A UVICJ B ei"es
W—Raums heiBen (stochastisch) unabhamg{g,
1L ALBR ) wenn W(AnB) = W(A)-W(R).

51 Satz: Fur Ereigwisse A und B mit W(A) >0,
gt W(B)>0) W(A*) >0 und W(B) > ¢

: W(AIB) = W(AIB]) = W(A)
ALB & {W(BlAh W(BIA) = w?m

Anwendung: QS Ziehunsen mit Zurﬂcklegen

Definition: Eine Familie (A, Lel) von Ereignissen
eines W-Raumes heifien unabhangig, wenn fir

jede. endliche Teilfamilie A, A, glt:
WA n-nA) = WA~ W(A,)

k
Anwendung: 1) mehrfache Ziehunsen

2) ZUSOWIWICVIS&SQ{’Z{C Versuche

M={(X1>“')xh) : XLGML} = Mixme"




52 Produk’sWGhrsche;n[ichke;{sraume

n W-Raume (M, ¢, W), i=1(1)n

auf M, xxM, wird das am wenigsten umfas-
sende Ereisnisfeld betrachtel | das alle Mengen
der Gestall A x-xA mit A ¢ §, enlhalt.
Das so bestimmte Ereignfsfcld wird mit é%t
beze{cbne’c.

Auf @1& ist mittels der W, folsenc‘erma{sen
eme eindeutig bestimmtbe W-Vilg. W bestimmt

WA= =A,) = WA)--W.(A,) YA €L,

n

W heiBt Produkt der W-Vilgen W, -, W,

Anwenclung: n-maliges ziehen eines Probestickes

rmjc Zur&cklesen

Einzelversuch ML=NJ}“WAH}%=P=%%
W;({o}) = 1-p
Gesamtversuch M=M x-xM, ={0 "

A}

Produk’cwahrscheinlichkei{sver{eiluwg
WG,y xnd}) = W)~ W, (e}

Da alle W, gle;cln sind, gilt fir n—Tupe[, die

genau k Einser enthalten :

W({(X1>~~-,xn)}) - Pk“‘P)“-k

6.1

6. STOCHASTISCHE GROSZEN  S. 36

Grofen die variieren bzw. nichtdeterministisch sind

Beisp;e\e H Lebensdauern

E;nkommen einer FiYWIG m&chsfes \JGLW

Wasserverbrauch einer Stadt im Jahr 2015

FEM&FI{UHE’: O JC;WIO[Q IVIfOYWIG":l.OVI
vf-vus.

Oft sind S.6. X Funktionen von Ausséngen

von S{GHSHSCLICVI Expen'wnen{en

Beispfe[: Tempera{’urverlauf I'H 24 Sfunden
(Experimen‘c, Versuc,lnsaussans w)

w= y(t)

0/ QZ b
SG X(w) = maximale TernPeraqur U-clim.)
2-dim. SG ( Stoch. Vektor) () - (a'::e:% y(ﬂ)

I t
A




B1: X .. Anzahl schiechter Sticke in der
S{iChProbe vom Umfans h
w = (x,,%x,) € M} mit M, =1{01}

X = X(w) = ixi

i=f

Definition: Eine Abbildunﬂ XiM — R"™ von einem
W-Raum (M€, W), fir die das Urbild

X(B) = {weM: X(w) eB} € £

jec]es Rechtecks B =(a,b]x - x(a,,b,]
in { Ueﬂlc) nennt man  m-dimensionale SG

Soncler]tau m=1=
X:M—R mt X_1((a,b]) € ’é V(a,b]eR

Bemerkung: X messbare Funktion
nOJCWGHd;S Zur BereCL\WUVlg def

W—Ver{eiluns von X
W{XeB} = W(X"(R))

]
EINDIMENSIONALE VERTEILUNGEN




# VERTEILUNG STOCH. GR&)SZEN N B2: | ebensdauer eines S‘ys{ems aus n Kompo—
Bes{immuns der W-Verteilung einer 1-dim. S6 X nenten T = mnfT, -
Bl XM — N, , M ={012,n}

X ((xg, -, %)) =.tZ:—_;XL o 71 Verteilungsfunktionen (1-dim.)

Definition: Die Verteilungsfunktion F(.) einer

Fir keM gt W{X-k} = W(X"Ukp) S6 X ist durch thre Funktionswerte

=W({(x,,.‘.,xn);ix,=k}) F(X)= {Xéx} Vxe R

Z:w«(x., ) = - Bemerkung: {Xex}= X (C-oox1) € &
i Zx; =k = W{Xéij ist de‘ﬂnier{

(0P -p)"™" ¥ k=0(1)n

72 Satz: Far die VF F() emner SG X giljc:
1 Ué F <) £ V € R De im'Jn‘on: ISJF F() eine 1‘(“"'14 VF, R e) |ne|{5’c
) bo 41 ' far pef0,1] fede reelle Zahl x, , fir die gilt

(Z) X, < X, = F(x,) < F(Xz.) F(XP)= P, ein P—FFQ‘(JCII[CS

(5) x[-la"-l- mF(x) =0 und Ilm F(x) =1

() lim Fowh = Foo WxeR Crechtsstetia) Bemerkung: Fir X~Fo) glt Wikex}-p
" - Definition: x,, heibt Median
(5) W{X=X} = Fe ‘hll;ng Fx-h) (Unkss.GW: 5 Fu
ispiel: 1
(6) G(b b d W{G<Xéb} = F(b)"F(G) w
Zum Beweis : (1) Wahrsch,(2) (coo,x,] & (o5, 5,7 ; W{X=x,}
3)-(5) schwieriger, (6) (-w, q] c (~o0,b] | )




72 TyPen von Verjcei[ungen
a) diskrete Verteilungen
VF {rePFenfSrmig

by kontinuierliche Verteilungen
B Dicln{efunldion f: R—1[0 ) integrierbar
mt Foo= {fd  VxeR

¢ gemiscln{e Ver{eifungen

weder CII'S[(TQ{ I'lOClﬂ i(OH{ZI'VIUiIEI"[!ICLl,

eine Miscl«un\g von beidem Fix) = w00+ (-0 Fix

8 DISKRETE VERTEILUNGEN

J hochstens dbzahlbar viele a; e R, die keinen

Haufunsspunk{: haben, mit W({a}) = P > 0,

fﬂr dle SlH: CJ
Zp- !

Die Wahrscheinlichkeit einer beliebisen Borelmenge
B erhalt man folgenc\ermaﬁen:

W(B) = Z_Z“W({oi})

Bemerkungen: 1) meist a; € N,
2’) X ~ (MX) PL)

S)L(lbdiagmmm

| | <
O Gy 9, dy Opyy
1
VF -
1 wia,})

— - - X

9 49 a, Ay Qpyy

81 Dirac- Verteilung Sr , e R
W({y}) =1
W(Hxh) =0 Vx+r~
Bemerkung: Determinismus

82 Diskete Gleichverteilung D, meN
X'\'Dm g MX={1,Z, ~-/m}
WY = WE2D) = - = W(lm)) = ==

Beisp3ele: 1) Wirfeln, Roulette
2) SQK




8.3 Alfernajcivver{eiluns AP’ Pe(0)1)
><~AP e M = {0,1)
W =p und WOH = 1-p
8.4 Binomialver’ceilung B"'P’ neN, PG(O,U

fihrt man n-mal unaloh&nsig einen Alternativ-
VerSUCh durch) SO I‘S‘{: dl’e AVIZOL]I der E;YISEY‘

~ B"’F = sz {0,1,2, ..., n}

WK = (D t-p)™™ Vk-00)n

Stabdiagramme verschiedener Binomialverteilungen B, »

W ({k})

mimn
1 2 5 10
]
L »

]
AL .
. 10

F:QS

01 2

8.5 Hypergecmefr-fsche Vér’cef[ung HNA .

Z;elnungen ohwe Zurﬁcklesen von n Stuck aus

;Hssesamjc N Stick, von denen A Ausschuss

sind; A<N, n<N (Sjcfchprobenumfang n)

X = Anzahl der Ausschusssticke i der Stich-
probe

MX= {01 ,a,+ 1, a1+2, s al}
mit a,= max {0, n—(N-A)}J a, = min{n,A}
AYN-A
W({Q}) = (Q)(n‘q)

(%)

fa’ir a=q,(1)a,

Begrﬁnc{ungz klassische W-Definition fir alle
Auswahlen von n Elementen aus N vorhandenen
(T) magliche Auswahlen von n Elementen

(A) masliche Auswahlen von a Ausschusssticken
¢ aus den A Ausschusssticken
(t‘:ﬁ‘) m53“c|ne Auswahlen von n-a 3chen Stuck

Qaus deh ;nsqesannl, N“A unEeH :L&wl(&h
N W

Aus %- folg{' die Formel /

Bemerkun\c}‘: APProxima{ion f&r n < {?
H ~ B

N,A,n

A
) "N




8.6 Poisson -Verjceilung P}L , P> G
X~ P, =<=>{MX=INU

ke—’u

WD = #5 fir keofee

8

Bew\erkungen_: 0l =1

Exponenjc;o[reihe e = K

v
ol

Anwendunﬂ fur Fuanﬁrmige Ereignisse :
Versicinerungsf&lle

Elemenfzerfausvor ange
Astronomie I

[N el

Poissow—Prozess \/oruussejczunaen =y FF

)

.'A\PPV‘OXinG'[',;OYIeH !

B"'P ~ P"'F fa“s n>o0 a P<11_0

N N
HN,A,n% P»% fou.s T A<TO_

8.7 Geometrische Verieflung GP , P ((),'!)

WIY'Cj C;YI AH:QV‘YIOJLEVVGPSUCLI AP UVIObl‘!&hg;S
durchgefihrt, so ist die Anzahl X der

Durchf&hrungew, bis erstmals , 17 auftedt,
geometrisch verteilt, X~ GP , mib

}

X~6, o {MX =N
WX~} = p-(1-p)"" ¥ neN

MQ@_: Geometrische Rethe
ip»(ﬁp)w =1 falls O<p<t

9. KONTINUIERLICHE EINDIMENSIONALE
VERTEILUNGEN

Kon{ihuierlic‘rle S6 X HeInmeH alle Werte Eines
ijcerva“s an (Konjcinuum)) ihre W~ Vﬂq af c{urctx

elne injcegrierbore Funktion f(-), Senon;{ Dichte-
funkh'on_, bestimmt :

fPR—100) mit §foodx =1

b
W(La,bT) = W{a<X<b} = (food

a




foo

|
‘L I J o iR v
a b

91 Satz: Fir kontinuierliche Ver{:ell[unsen
bzw. kon{'inu;er“ch vt. SG X mt Dichte ’.:r‘(-) SiHZ:

) VF Foo- e VxeR

- oG

72) 3EFw = foo=Foo
3 WiX-sb =0 VieR

Beweis: 1) Foo = W(cm,x3) = (e s

2) Diﬁcerewziazion des In{.egrq[s
3) W{X=x} = (fords = 0

Deffni’ciog: Ist M eine be“ebige Menge) so st
die Indikatorfunktion IA(‘) einer Teilmenge A
von M fol\c’endermqﬁen gegeben:

0 = 1 fir xeA .
IA() {0 for x#/\} VxeM

94

92 Un;forme Ver{eilung Ua,b ) (14%6R

foo = ——1
, b-a “(a,b)

ﬁlf"“ Rech{eckver{ei{ung

25

93 ExPonen{falver{eflung Ex,cJ >0
foo =Le Lig ey 0
Foo = (1- e'?)Imw)(x)

AHWEHC{UHg: War}cezeifen
- mi{rﬂere Wariezeif

9% Standard - Normalver’teiiung N (U)T}'
Dich’ce L?(X) =——\% e_% \:/ X & R

VF ¢ = Cgoodk  tabeliert




N(0,1)-Verteilung

0.5

-

Sy = 1-dw) Vx>0

9c

95 Allgemeine Normalver{eilung N(rL)cr‘")
Parameter )A«€R und o> 0

1 (x=p\*
1 "z _e"#)
F(X) = Vet € VxeR
s\ymme{r'lsche, Gau&lache GlOCl(EHL(UYVE
Abbildung

Esgi[’c: Die Funktionswerte der VF F('lfhﬁ'l.)
der N(rx)dz) erhalt man durch:

Flpe - 8C) VacR

Normalverteilung

Jx)

Bewels: F(x\fx,s"') = g}(’c) dt

1
Substitution Y2 < | dt-sdu, ;11_00
* -y s
= Sf(’hc“: = SV_ZL;,GTE 1'P£du
= 3(%H) 7/

Es gilt: Aus X ~N(u6") und «>0, §<R
folg{: cva+[5 ~ N(cx‘rwlb,otl-s‘l)
Bewels: IntesraHransformqfr'on (VF)




9.6 Logariﬂnm]sclﬂe Normulverjceilung LN(,L,O"L:

5l Pamme{er ,.LéR, &> 0

Definijcioﬂ: X>0 jst vt [_N(r'-,ﬁ'z), wenn
lh X ~ N(}L,b‘z)

Es gil’c: Die VF der LN(}L,G"“) lautet

lnx -
Fr,s'z(x) = ®( Hs'r:')'l{n]m)(x)

Bewe;s: l?",l(x) = W{Xéx} = W{th < [wx}
= Filax| ety = ) Vus 0/

Es SIH: Die Diclnjcefunkjcion der LN(r.,o“) ist

_12 lnx-t"
foxpes) = ﬂ—1\[z—,,:e ¢ )I

Beweis: Ab[elkuwg der Ver{eilungsfunk{ion

Bemerkungs Dichte ist recHsscHef und lLinkssteil
( Abbildung)

De in;Jcion.: Faus E;He DECMZE{UYI‘(HOY\ Senau ein
Maximum I’IO{:, nevac man deh /A\bSZ;SSCHWEF{'

c‘es MOX;MUW\S den MOAUS der DICHZC

x)
(Olm)

I A

97 t.," \a’e'r-fe:,-l.ung ,neN

n+1

Dicht 1% LBV
ichte  too) F@ (1+§)T VxeR

Esgit: X~b, = EX=0 Vo>t
VGer nrlz V'ﬂ>2.

Bem.: Fir n— konvergier{ die Dichle
gegen die Dichte der N(0,1)




26 X: - Ver{eilung , nelN

1 -3

Dichte  fo = 2t

T 2f e ®

Esglt: X~y2 = EX=n
VGVX = ZH

P

Dichtefunktionen von y2-Verteilungen

f(x|n)

10. GEMISCHTE VERTEILUNGEN

Deﬁnijcfog_: 1-dim. Verfeilungen, die weder diskret
noch kontinuierlich sind, heifben gemischte Ver-

{e”ungen

10.1 Satz: Dfe VF F(-) einer Semisclnfen Verfei-
[ung ist eine Konvexkombination einer diskreten

VF E(-) und einer kontinuierlichen VF E('),
Fo = P‘E(X) + (1"P)~FZ(X) VxeR
mt 0 < p < 1

B2: Lebensdauer einer G[Gh[ampe X
Zed st kon{;nuier“cl«, aber W{X;U‘! > {",
daher ist X nicht kontinuierlich verteilt .

Ist aber X> 0, so ist die Lebensdauer
durch eine $og. modifizierte Dich{efunk’ciov

F500 o) = [0 ) mit
(foodc = 1-W{X=0} bestimmt.
0
Ver{eilung von X+ Fir [0,b] < [0,0) 3;&
b
W{0=X b} = WX=0} + (T d
0




B3. Wartezeit an einer Verl«einrsampel
Grﬁnphase a[sec.]} Ro{Phase b [sec]
Ankunft zuf&llig T~ Uo, "

f
%
1 : |
a+b : ]
B I R _%_,{
0 a a+b-x  a+b

Warjcezeif X '

X={0 fﬂr TG [0,0]
arb-T  fir Te [a,a+b]

W"V'H.S von X:
W{X=0} = W{Te [0)0)} = —qi—b" >0
W{0<Xéx} = W{Te[oi-b—x)mh)} =
fur 0<x<b
W{X>b}=0

Ver{e]lungfunkjcion von X :

0 fir x< 0
Foy= %b_+atb fﬂr ex<bh

1 fir x>b

11

Ubung: Bes’(immung cler modifizier{en DicHe 'f{)

102 Mischverteilungen

Diese entstehen dls Kombination von VF. E(-))
i=1(m, Gewichte x>0 Vi=i)m mt é:;o(-bs‘l:

F(x) = }_:L_;_ “iﬁ(x) V xe R

Beispiel: Zusammemaese{z{e Warenlieferung
Bemerkungs Mischver’ceilungen konnen auch konti-

nuterliche Ver{eilungen sein.




. ERWARTUNGSWERT

MIH erey WeV’J[ EIHeY Ver{edul’lg
Belsplel D, Mittelwert

m
X = Z X, px)

L=1 i=1

4 Diskrete \/ér’se;!_uvngev;

X~ ( (x) W{X }, xeM )

Erwor’tungswert EX = Mittel u der Verteilung
X

von EX o0

X P(x))()

142 Kontinuter!liche Ver*ellunqen

K~ ofo
EX = (xfoodx

-

Bem.: Massenschwerpunkt

Beispicle: X~ Ex, = EX=t
X~ N(tuo) - lEX=rk
X~U, = EX -3

13 Cermschte \/cr%e'llungen
X (M "{Xh 9 m}U<a b> P(X) f()
0<ZP(X)<1 und Sfmde—Zp

b

EX = %XLP(X'L) + Sxfzx)dx

Beisp;ele: Mittlere Wartezeit in Abschn. 10

EVWGV‘{UHSSWET*}E von Lebensdauern
00

Bam.: Allﬂem EX = S x dF(x)

=

12. FUNKTIONEN VON STOCH. CF\OC ZEMN -
ERWARTUNGSWERT “

X Stoch G , v R—R (messbcw)
= Y = W(X) :
Wert von Y := '\y(WeH: von X)

= Y Stoch. Gr

Frage: EY
LA Ey(X) £ \y(lEX)

Bem.: Fir lineares () Gleichheit




\ .
174 Sctz vom unbewussten Statistiker

() Tst X disket b, X~ pL, '\{):R—* R messbar
und 3 ]E[\.]J(X)], 50 3”% :

E[y(X) - ba—E

) Ist X kontin. vt X ”f(A), Y R—=K wie m (1),

S0 S!'H :
]E[\V(X)] = ﬂg \y(x)][(x)dx

) Allgem. E[00] = § w0 dFeo

122 Varianz
FCIHS d;e folgende EV‘WQVJ[UHS EXESHEP{:) hefﬁ{:
Var X = E[(X-EX)*]

VGF;GVIZ von X bZW. \/GI"IIGY!Z der VCY{TBI[{UI"Ig

Berechnung mittels des SvuStal
For gemlsc[njte \/er{ei[ungen: b

Var X = %(xi—EX)ZP(xi) + S(x—]EX)Zf:x)dx

a

&p_ Wartezeit aus Abschnitt 10

X ~ N(r,ﬁ"') = VarX = ¢

X ~ Exr = VCWX='L‘Z

X ~ AP = VarX = P(1-P)

X ~ Bn,13 = VarX = npﬁ-;:)

X NUG.,!: = \/ar)(=~ur1-Ta)

123 Satz . Tst X eine St.Gr wmb 3 VarX
und ceR, de R, konstant, so gilt:

M Var(X+d) = VarX
(2) Var(cX) = ¢ VarX
3 Var (cX+d) = c* VarX

Beweis: (3) Var(cX+d) = E[{cX+d ']E(c)(nl)}z]
- E[{X+d- cEX-d}'] = E[¢(¢-EX)]
_ CE[(EX)] = o VarX 7

124 Verschicbungezatz « Ist X eine SG mit
existierender Varianz, so glt:
Var X = E[X] - (EX)*
Beweis: VarX = E[(X-EX)*] = E[X*- 2BX)X +(EX)']

SEX) - 2(EX)EX + E[(EX)] = E(¢) - 2(EX)+
S(EX) = EXO)-@EX) 7/




2.5 Standerdis slerung

DE'[: VVOI" hel’ﬁt Sjcreuung von X

Def: Ist X S6 mit IVarX = o* (5 IEX-pn),
so ist die zuseh Standardisierte SG

13. VERTEILUNG VON FUNKT!ONEN
STOCH. GROSZEN o

X SG, Y:R—" messbqr Y= \{/(X)

F(-) VF vonX

Sesuchf . VF G(~) von Y

131 Satz: X~ F¢)y , \V:R“’ R monoton und
inver“er’oor, SO hajc Y‘—“ \{/(X) d;e \/F
G(x) = F(\f/_1(x)) VxeR

Bew.: Gy = W{Yex} = { (X) /—x}
= W{X‘-\‘/ (X)} F(\y ‘o) VxeR 7/

13,0 Iz Gt zusatzlich zu den Vorauss.
von Satz 131 dass X kontin. vt ist mit
D;CME f(.) unol dass -1(,) Jffferemzierbar
EsJE, so st Y= \}J(X) auch kontin. vl mit
fo[gender Dichte 9()

g = f(\y ) \y e
Bew.: Ke’t’cenrese der anf.*Rechnung

BQISPIE X~ N(O 0, Sesuclnt VH,S von X*
VF G() von X G(x) = W{X 4x} (Bem Zu Safz)
~W{-vx ¢ X < W} Sy - dl-vx) = 2B(x) -1

leferenhahon von G() erglbf die Dmh{e 9() vowx
S(X) —A—XG(X) Zcb(\f—) 42 fur x>0

=Ee“ : Low® 2 %
(da T(3) = vir)
132 C Gilt X~ N(,uo‘) und sind cd R

anc c+0, so SIH',
cX+d ~ N(c,.ud, co’)
Bew.: Salz 91 und Awwendung von Satz13.2 /




135 Saa: () Ist X~F() und HF_1(-)
= F(X) ~ Uon
(2) Ist F() eine invertierbare VF und Y~ Uo.1
> F'(Y) kat die VF Fo '
Bew.: (1) [st G() die VF der SG F(X), s0 gfljf
for yelo,: G = W{F(X) 2y} = W{X < F i)
= F(F_1(y)) =y = GGy st die VF der
kontin. Gleichver{eiluns U,

L (2): Fir die VF H(y der SG FJ(Y) 9,[{

Hoo = W{F' (W) 2x} = Wi{Y< Fo) = Foo
VxeR) da Y~ U0 = F—d(Y) ~ F(-) /

1
L
RBem : S o -
y- = \F(x}.
e
-

¥

F_1(y)
A”Wendung! Computers;mu‘.a{‘;on von verjteitunsen

mit Hilfe der Simulation der U

0,1

v
MEHRDIMENSICNALE VERTEILUNGEN

1. STOCHASTISCHE VEKTOREN

Versuchsausgange, die durch m>1 reelle Zahlen

X;, -, Xm beschrieben werden.

Stoch. Modell (X1,..~,Xm) , XSG Vi=-1(1)m
genannt  m-dim. Stochastischer Vektor

@Pﬁ S\ys’tem aus m KOWIPOHE!’]{TCH

X, Lebensdauer der i-ten Komponente

Spezialfall m=L X = (X“XZ) = (X,Y)
2-dim. VF F(x,y) = W{X £x, Yé\y} V(x)y) € Rz




Mit Hilfe der 2-dim. VF erhalt man die Wahrsch.
von endlichen Rechtecken B =(a,bIx(a,,b,]

W(B) = F(b“b,_) - F(“»nbz) - F(b a ) + F(qnaz)

1) 2
J

b. ———————
|
i R

Gy |
; - x
01 "y

141 RCH&V&F{E;[UHSEH

fst X =(X,, ., X,,) el SV, so heiBen die Vertei-
lungen jedes Teilvektors (X%’ o XLK), k < w

Rahdverfeilunsen .

SPezfalfall k=1: Einzelver{eilunsen der X,

Es gilt: X=(XY) 2-dim SV mit VF Foxy
= die 1-dm VFi FEC)von X und Ry von Y

Sin

Foo = W{X2x} = Lim Fiyy  VxeR
Yteo
E(y) = W{Yéj} = yfri F(x,y) V\ye R

15. MEHRDIMENSIONALE DISKRETE VERT.

M abzahlbare Mense von reellen m—TuPeln (X3, - Xm)
ohne Haufungspunk{ mit zusehérisen Punkt -

wahrschein Hchkei’ten_ P(x1 v ¥m) sodass

> POy, Xm) = 1

Ogyeory Xm) € M

Die W einer Teilmenge A von M ist def durch
W(A) = :: P(X“---,Xm)

(Xﬂ“')xm) €A

Beispfe[ : Multinomialverteilun Mn,-e”‘..,e,,,

2-dim SV bzw. \/i:rjf.c;l.urugcrx (X,Y) ~ P(X,y)
Dars{euung n Tabe“enfcrm oder als Ds'asramm

XY b, b, - b; b,

q, p(a,,b,) p(a,,bl) P(G“bd) P(%W
% | pla,b) pleb) - playly) oo playby
‘?i P(G;;ba) P(“‘;;bz) P(“L:ij) P(G';,bt)
a, P(ak'b1) P(ok'bz) P(G;'EH) F(ak:bl)




5.1 Rcr.-ﬂver{eilunsen XY) ~ plxy)
PUHHZWakrSChe;n[:chl(ei{eH Ael" Einzel\grs%en

= X=x = X = IX = > X
px) = W{X=x] %W{( )= oyt JELM; plx,y)

p(y = W{Y -y} =%W{(X,YJ =Gy} = ?Mx pOy)

Mi Nome RGHAVGF{E”.UHS S%IE"IG Tabe“e
FUF hOhe’rdlm&HSIOHa[e SVH I[J{ €s

MEhFdl WIEYISIGHG[E Rundver{:ellunsen

Z-dim. Verjceilungs{:cbelle
Y| b b by by | P
a, | plyb) pla,by - plagby - plaby | pla)
a p(a >p(o,,b) oplanly) o planky | pia)

<.:.t p(a b,) p(a,,b) p(a-t‘,bj) ---wp(ai.,-bg) p1(.0-,)4

RGY\AV&I"{Q‘I‘.Uhg von X

C-]k P(Gk’ 1) P(Qk’ 1) P(qk’bd) P(ak»bc) P1(Gk)
RO | R pby o opthy o pby |

Ruwdver{eilung von Y

161

16. MEHRDIMENSIONALE KONTIN. VTLGEN
X=(X1,~-,Xm) ~ f(xy xm)  m-dim. Dichtefunktion
f: R"— [0,w) mit S-ngf(x1,...)xm)<ix1-~clxm =1

A Erefshlsfeld Quf R dQS am Wen!ss%e” UWlfOSSen(Je
Erengmsfed das dlle m-dim. Intervalle T enthalt .

m
m

Im = X(a“bt] mt a <h; €eR

=

D|eses Erelsnls{ed Vlenn": man C{GS S‘YS{:CM ACV‘
m-dim. Borelmengen B

m-

Fle BGIYBM ist die W W(B) def durch
W(B) = SS f(x,,..-,xm)dx, A..Axm

B m
[m Spez;alfa“ B-1, = ?S(ai)bf_l f]'IH
b, b,
W(I) =S”'Sfx1) ;m)dx Clxm

_l m-dim. Normo[ver{edung N(r. Z)

1 : 6».
= S - 5':.'. symmetrtsche) reelle,
) : Posu’tw Jef ite

G - G quadmhsdne Matrix

m mm




m-dim. Dichtefunktion mitels der inversen Matrix

4 Ry - Oy
oy )
Xm Ry
L35
- %5 (= (x; ~
f(xn‘“)"m) = ——4 — e Tiﬂj“ J(X r' (XJ h)

(27)% \/ Det 32

m
V(Xi) "‘)xm) € R

161 2-dim. | orma[v;vh..-rrq N(,Lx,h,f:;‘,o}‘,g)
(M 2
#_<VJ>’ =0

(’51>0) —1(?(1) Z‘:(G‘;‘Z SO;OSI>

Dichtefunktion  fuy) =

R

?_‘IrG'G' 18

1)(3;;‘&) + (V-{u)l]
Vg e R

2 A 2oa ~
G;(=G'11)6jy’€zz > gG;(l;i’y; 6;2‘6;1

g ist en Mah fir den Zusammenhang von X und Y
Flr redle Verfe;lunsen missen die Rarameter s by
le) s.’yzl g
0

g:

BEWI.:

aus DG{TQH S{CI{CI'SHSCI’I gesch ZJC werdew
S{"OCI’]. unablnangig

e

AC v
1 =0 p=0o=1c=10 =0
4 S +
37 v*'.|
015 o HES e
. R
; > 0t
0.05 ":‘:‘\\ 4 )
b "‘ T :
///,I"O ‘ 2 T
4 ; e ‘
3 t T . .
“ : ST 16.2 Randdickten
y 4 4 % 4 2 0 2 4
We0m=00=16=10, 207 ﬁ= (X,Y) ~ f(x,y) , Rundver{e;lung von X
4 T T T e e
e PR { GA} W{XGA Ybelsebg} W{XEA - <Y<°°}
2
1
= = S[Sfﬂ»wdx]@ ¥ wa)dy
R : ~m A A -
-2 T :k :
-3 ;
4 ' 2 ) 2 4 = Sft(x)CIX V AE: ‘Bl
* A
PG = f¢y st die Dichte der Ranaver{ef[uwg von X,
3 i SEHGY]H{: RGH({dIICiflJLE VOV]X
0.12 N
o1 v‘-‘-‘v , i 16
Zgg 1 lm
’ >0
Sy ""J:i‘*“ ;
":':l ‘n'o,o:c:,“\\“‘ 2
3 b Tt !
4 ' 2 0 2' 7




]C(x)

(xy)dy VxeR

Randdichte von X

fy =

émx sC/“’B

f(x,y)dx V‘)‘eR Randdichte von Y
165 SO{ZZ: (X)Y) g N(P"'h’ﬁ;‘ll ﬁf}g)
2 X~ N(r.”a‘f)

¥ N6

0. Bew.

7. ERWARTUNG VON FU v\m.eru VO
STOCH. \/FKTOREN

X= (X, X)) SV, wiR" =R messhar
= Z = Y(Xn"')xm) SG
SeSUCH:! EZ

Beispiele: 1) yor, - m = 2 x
2) \{J(x“u-,xm):Z"-l

3) \]V(x,,-) ) = m1|(v'|) X;

4 Yl xm) = max x

t=1()m

171 Satz vom unbewussten Statishiker : N
Is{: >_<.=(X,,~--,Xm> e'm S\/ und \VIR e lR
eine messhare Funktion, sodass :_”E\'JQ(_), s0 9”’(:

(1) Im disketen Fall X ~ (MX) p(x,, - X))
Ey(X, - X,) = ?WM POty Xe)

@) Im kontinurerlichen Fall A f(x,,~~~,xm)

E w00 X0) = Gl s x Fon o i i, -
TRM
) Im gemiscl’nfen Fall eme Kombination

m

1%

17.2 Lineeritet der Erwar*‘u
Sind X,, -, X

unc{ a

vk EC;ung :
. 1-dim. SG mit HEX Y i=1(Dn
o a, reelle Konstanten, so 9|lt

E(2aX) = 2 oEX,
Bew.: Mitels des SvuStat.
Bem. E(X+Y)= EX+EY




18. Kovarianz, Kerrelation und Unebhangigice:t

Besc\nre;bung von ZUSCIVV\VY\GH"\?J"SQYI ZW;SCl’Ien Sen

18.1 Kovarianz
Fir zwei 56 X und Y mit 3 Varianzen st
die Kovarianz Cov(X,Y) definiert durch

Cov(XY) = E[(Xx-EX)(Y-EY)]

Bem Berechnung YYllH,elS SVU S{O{
Cou(XY) Mab fir die Abingigkst von X Y

Beispiel: (XY) ~ N, py,o,67¢) = Cov (XY) = gesg,
(X1)“'>Xm> ~ N(’b Z.) = COV(X‘()XJ = 6Jkt

182 Satz: Falls 9 Cov (X,Y), 50 Sil{:
Cov (X,Y) = E(XY) -~ (EX)(EY)

Bew.: Cov(XY) = E[X-EX)(Y-EY)]
SE[XY - YEX - XEY + (EX){EY)]
- E(4Y) - EXEY -EX-EY + EX-EY /

18.3 Satz: Sind X,, - X, SGn mit AVar X, Vi=1()n

und ¢, ¢, reelle Konstanten, so 9}

Vor (2 eX,) = 2 cVarX, + 235 5 e, Cor (X, X,)

»—1 3-

Sonderfol . Var (X+Y) = \/CIV‘X+ VarY+ 2 Cov (X,Y)

Bew : Var (X+Y) = E{[X¢Y- E(X+Y)1'}

SE{IX+Y-EX-EYI} = E{{X-EX +Y-EYT}

SE{OGCEXT+ (Y-EY) + 20¢-EXY-EY)}

< E[GCEXYT + E[CY-EY) + 2E[(¢-EX)Y-EY)]
Var X VarY Cov(X)Y) 7/

18.4 Korrelationskoetfizient

Sind X und Y SGv mit I Varianzen , so 1s‘£ der
Korrelationskoeffizient Quyx VON X und Y def. ole

Cov (.Y
\/ Var X VVar Y

D —14%41

Esgit:

) Falls ingl , S0 3[[’( ‘fs ein linearer Zusammen -
han
3

ng von Xund Y, dh. W{Y kX + Cl}—1
X,Y_A] Posahve [meave Kopplung

Oy = -1 negujt:ve _——

Beispiel: XY) ~ N, gy ot 6 q) = Sy = ¢
Def.: Gilt 8y =0, 5o heiBen Xund Y unkorreliert.
185 Satz: Fir paarweise unkorrelierte SGn 35&;

Vqr(éxi) = ;n' Var X, (VSIL Satz 18.3)




18.6 Stochastische Unablnﬁnﬂl'gku;:‘: SEw

SGVI X undY S;Hd unabhans;j, wefn fﬂr ;hre Seme;nsome
VF G(~,~) , wobel XNE(-) und Y ~ F,_(-), s;lfr

G(x,y) = E(x)-f';_(y) V(x,y) € RZ (XJ[Y)

Es qilt: Die Unabhéngigkei{c ist gleichbedeutend mit
M pixy) = P, 00-p,(y) V(x,y) im diskreten Fall

@) fooy =fafiy Yoo im kontinuterl. Foll
MP;L[: (X)Y> ~ N(IL“}LJ,Gfl o“‘lg)/ so sind X und Y

J
l

genau dann unabhansla, wenn 9=0.

18.7 Satz: Sind X und Y umabhc';wsllsj $0 3|'ljc fﬁr
alle messbaren Funktionen gO) und Y(.),fdr die
HE[?(X)] und EE[W(Y)] :

E[¢()-y(N)] = E[()]-E[y(Y)]

Bew. : ][L"xr den koan‘ Fau,- gy =f1(x)-fl(y) V(X,y) 6R’:
SvuStat. =

188 Setz: Fir S6 Xund Y gilt + XLY = ¢ =0

Bew.: Cov(X.Y) = E{(X-EX)(Y-EY)] = Sdtz 18.#
= EX-EXJE[Y-EY] = [EX-EX}{EY-EY]=0

18.¢ = vi =0 //

19. BEDINGTE VERTEILUNGEN

(X,Y) 2-dim. SV

gesucht: VHlg. von Y[X=x

19.1 Dickrete Vilgen.
(X)Y) ~ poy) Vy e M
P, () Randver{eflung von X

(x,Y)

Py — oY
Bec“ngjce Ver’ce;lungen von YlX*X
X[V-y

191

W{X=xa Y=y} _ pxy

plyle) = W{Y=y|X=x} = W{X=x} T po
bei festem x, VyeMT

x,y
P(x|y) = PPZ(}’) Vxe Mx )Y fest

19.2 Kontinuierliche Vilger.

(X,Y) ~ f(x,y)

Problem: W{X=x} =0

Lﬁsungt Bedingjce Dichten von Y|[X=x
" XI Y=y




f1(~) Randdichte von X

fz(') T Y
Bedingte Dicte fiyin) = 22 >0

Belsple (X, Y)~ N(fh,flz,ql, 5, 9)

(v Ipat 88 Gopl)*
feyhe = \[2{6;\/1-31" exp 2(1-¢0)e’ !

2 N(r&;g%‘(x-h), (1-¢9e; )

Definition: Fir (X)Y) heiRt die Funktion
x— E(Y|X=x) bedingte
auch 9enannjt ,Regress}onsfunk{fon von Y bezﬂg[foh X.
Analog y —E(X|Y=y)

Sonderfall: (X)Y) N(P"f‘“ﬁ’l‘ 5, 9)

> E(Y[X=x) = Pt 9 (x=p)

Resressionsgemde

20..

20. FUNKTIONEN VON STOCH. VEKTORED,

X= (X“...)Xm\) SV, 'k R™ R messhar
Z=X) kedim SV
SesucH: \/\/—VHS. von Z

BeisP;ele: ) XY S6n, Z=X+Y
1) X, Xy S6u, Z= mm(X“ 3 Xo)
3) X, Xy SG Z‘W;X;

4) XY SGn, Z=XY

ZO1 Lmecv ranuforrr a{non von N(rmu verlc-uu, r

X =0, %)~ N, 22)
A= (OLJ); :::m regulare Ma{:r;x

= Z = AX ~ N(Ap, AZA)
(ohne Bewels)

20.2 Satz: Sind X,,--) n unalahansfge S6n X F()

S0 9|L \
(a) W{max()(“ - x} TEE(X) VxeR
(b) W{mm “ X x} 1-ﬁ[1~ﬁ(x)] VxeR

L=




Beweis: (a) {max P )s B

= { -léx}
= W{max X 4x W(ﬂ{x )"' T!‘W{Xa‘xh /

1=1(")n
=Fw
(b) Ghalog) M;Hels W{ W:l(:‘l) X £ x] =1- W{m:(v:))( > x}

203 Ordnuns.ssjiai istiken

Sind X1, )X SGn so nennt man die der Grofe
rach geordeten S6u X, ¢ X, 4 e X, < X
die zusehorlgen Ordnunassfcfls’nken

Bem.: X, = min (X, X,)
Kow = max (X, X,)

(n)

204 FGHZLHq von W VJC[SUI

XY umoblnanslse SGu mljc VFn X F() YNG()
Sesucln{' VF H() von X‘*’Y

[

Esglt: Hoo = {Fa-hdey  VxeR

Beweis : (@) Diskrete \/er’tc;(unﬁcn XNP,U ) Yo P,
gta) = W{X+Y=q} = W(H)ﬁX=x)Y= W)

x+y=a
= W (L [03al=y3]) = 3 WA Yoy
xty=a x+y=a

2 W=} W Y-y} - ZW{X «J W Y= a-x}
x+_y=a
= ExeM 1(X)AP,_(G-X)

(o w)

|

em.: o . lFaHung’

by —+—

Gl gavt

el

Ahwewdungz
Adcﬂi%:‘ons{heorem i’f_‘ir FOQL;Ori~Vcr}t,cis.ur4t§::i:
KB Y~PR XLY = XY~ By,

[ E# f *
Bew.: ¢(a) - 2__poopax = Z Lo x>'t

. P N

_(,A £)

+6)° -(rurg)
Z(q) g = %*” e PPHS
= (pst)’
a Fo) Gy
(b) Kontinuierliche Ver{e;‘.ungcn ~ f(-), Y~ 8(')) X.EY
Ha) = W{X*'Yé Cl} = SS f(x)s(y)dxdy

7 e
= SF(a~y)g(y)dy

' AN
.o // ’/‘x=a—\y

/\;\ = °§(§ ; x)dx)g(y)&y

d




Diﬁerenjc;a{:ion von He) ergib{t die Dichte he)
Eigﬂi_ h) = Hda_ SF(a-y)g(y)dy = SEAE F(a-y)g(y)dy

—00 -0

FGH:PY'OdUI({: der
Dichten fe) und g0

Anwendung: Addition unabhangiger Zufa“szahlen
Xe Uo.1 ,Y’V U XlY , Sesuchf: Dichte von X+Y

- Y fepgipdy

051 )

h(a) =‘S’[(a-\y)3(y)dy = 81(0’1)(0—31) I(on)(y)dy

-0

Der Injtesmnc] ist genau dann Pos;‘Hv (=1), wemn

[0<c-y<1] A [0<y<1] ,
dies giljc genau darm, wenn

[a-T<y<a] a [0<y<1].

Daher gt .
fir O2aczt . h(q)=g1dj=a
0
1
]rﬁr leac2. h - S’Idj= Z-a hio)
-1 T
sonst h@) = 0 1[

Additionstheorem fﬁr Norma'.v(:r{ea";unﬂen:

Gilt XLN N(rp“qz) fl'ir L=1(1)n und sind X
=>§XL ~ N(éh;%‘f)
Beweis Fal{uwg der Dichten und Indukiion

X, unabh.

1))

Ac!c“ﬂons“xeorem fl‘l‘lr‘ de "IQV%Y‘%&:EUHqEHZ

Gilt X.LN Gam (o;,%) fir 1=t()n und X,, . X, unabh&ngig
= é;_xb ~ Gam (éo(-”?\)
Beweis: Faltung und Induktion

pLR

Bem.: Sonderfall Xi

Erlang- Vilg. Er, ,
Sind X,, -, X, unobhinglg exponentialverteilt mit
Dichte fo) = ’z\e—hlew)(x), so hat die SG %Xi
eine Erlang - Verteilung mit Dichtefunktion

Fix|nn) = (H_?‘:)! e T
Bewels Fa[fung und Induktion

(g o)

AYIWE‘nClUVIg ! Worjfesclnlangen




Er fz,f) . Er(?,j’)

0123 4 5 6 7 89

% 1 23 4 56785 [ s 10 15 20 25 30 40 50 60 70 70 80 90 100 110 120 130

o o
9012 3 456 7 8 9 0 123 45 6 7 8 9

Es Slb{: verscl'lfedene Konverﬂenzhesrl'ffe in der

Stochastik :
V .
" . fasjc sichere Konversenz
FOLGEN STOCH. GROSZEN . Verjceilunsskonvergenz
X“XZ) o X, - unendliche Folse von 96 X, « fast sicher 9le;chmal559e Kowversenz

&]t_.: Eiwe ooFolse von SGa Ine;{yt Unobl’law\cjiﬂe
Folge, wenn e endlich viele der SGn Uvnthénﬂig

sind. Konv. 1.d. W

B%! UlV“FOlgew (ens[. ”D) als mathem. BCSCLlre;buypg Konv. |qr M
fur be“eblg oft wiederholbare stat. Versuche.

ES glbf noch cmdere Konvergewzarjoen:




21 GESETZ DER GKOSZEN ZAHLEN
Kowvergenz von Folgen SGw

Bem : Fir UIV’FolSew und das emPir;sche ng gt'H for
ein festes Eveignis B nach n Durchfihrungen fir die
relativen Hauﬂgkei{en hn(B) mit

X ={1 falls B beim 1-ten Versuch eintritt
V[0 falls B beim i-ten Versuch nicht eintritt

h(B)= 420X, =X,

Bem.: X st eine SG (vor Durchf. der Versuche )

n

Fine Folge X,, Xy, - von SGe X, kowvergierf
fast sicher gegen eme 56 Xy, wenn gilt:

W({w: Ej_fnm X“(w) = Xo(w)}) =1
Symbolisch: X “ii" Xo

fl N0

241 Gesetz der Sroﬁen Zahlew :
[st (X“ nEN) eme UIV- Folse mt EXLEIL)

¥

so gilt fur die Folge (7(;, neN) -
~_ ' {.s.
Xn = —:ﬁZ‘XL S P

i=

ZLum empfrisclnen GSZ:
Xi=15 - X~ Aw(s) ~ EX, = W(B)

und aus dem G\ch 211 folsi daher
h(B) =X, += W(B)

Dh die Folse der relativen Haufigkeifew

konvergier{: fast sicher gegen die Wahrschein -
lichkeit jedes festen Ereisnisses B.

22. ZENTRALER GRENZVERTENUNGL . A17
Ver’tei[ung von SUWIW\QVI von UVIGbL]. SGH, Faljfung
vgl. Abschn 22

221 7G5 Ist X, X,, - eine w0 Folge von unabh. 5Gx

mit HVGer VkeN und erfﬁuen die VF. E((-)
der X, die sog. Lindeberg -Bedingung, so gilt
tir die Folge Z,,neN der standardisierten

Summen Z ) gxk_E(gxk)
TV Ver(ZX,)

gi_l:nm W{Z" £ x} =P VYxeR.




2.

Bem.: 1) Die LB lautet mit den Bez. o ==EXk ,

Nar(EX,) = 2 VarX,

Ln(t) = l i S(X P dF(X) —— 0 Vesv

k=1 n =0

{x:|x-h|z £3,}

Dies Eedeu{et, dass keine einzelne \/Hg. ﬁ(‘)
dominierenden Einfluss auf die GV hat.

2) Fir UIV-Folgen ist die LB erfillt.

3) Far Slm. beschrankte SG. IXkl <C YkeN mt
Vor (ZX,) 5mas o0 ist die LB erfil

a4

50 LR 5o

g=u g=u L=u

Too z- € €z 1 o 1 - €z ¢ 1- - ¢

T 0 : 3
T o
z [
.
sc c

9=u g=u p=u

0 -z E"‘ G

e
; =1 ne2_Istand.) | n=3 (stand.) . n23 (stand.) =5 (stand.)
1 o s
| o =
|
02 o
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1g =6 _{stand.) 7_tstand.) ns8 (stand.) . mey (stand.) . n=10 (stand.}
1 3 -2 2 pn o o
s o a
i i ! I |
ned nes st [ 02 oz 2
. a5 2.5
: ! o I 1 1 .
1 caf - e om0 1 33 G aa s 17 aaae 13 Bsoaaeoaa waa so1i
: 11 (stand.) , n=12 (stand.) =13 (stand. ) 40 DSM (stamd.) o n=15 (stand.}
6.3 . PYET T
: o > o o o
0.2 s.2f 02 02 02 02 02
o I o l ‘ o o o
’ | | L | l
I R N L Lt R |
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
> 1 0 1 3 ¢ a [y o 2 3 n=20 (stend.) . ne25 (stand.) . ne30 (stamd.) . 6=40 (stand.} . 0=50 (stand.)
as $ :
aal - 02 02 [ 02
n=10 n=50 100
0.5 T 0.5 oas s s as s
: N ) IRy 01 o1
o 1 " I | o I l oo | o Il Il
LT L SR TL 111111 W nl b~ Ll
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
n=60 (stand.} =70 (stand.} n=80 (stand.) n=90 (stand. n=100 (stand.)
o s o8 s
ot o
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22 Z Normc[upprox;mc{'w .
ZX =S mt X,, -) " unabh. fﬁr 9r5{5eres n

weqgen Z = IES
J VVorS

VarS-Z + ES & N(ES, VarS)

Bem.: 1) /[\Pprommchon fir die VF
Wisex} ~ ¢()
2) Bei Approximoﬂon einer diskret vt SG X durch

Yo~ N(p,e™) W= W{X,_Lyéw%}

~ N (0)1) , qPProx;maHV ‘

25. FUNDAMENTALSATZ DER STATISTIK
X, X,, - UV-Folge mit X~ Fe)
Fle X1=x X, =x X =X, emP:r. VF F"*(-)

1) 2 2) ") M

aus AbSCL\V\ 22

Die 6 31, 06) Uefert nach Beobacktung

der X =X Vxe R genau den Wert F(x) dh.
F,,(XX”-) “) “'_ZI(MX]( )
F&r h— oo l(onverslerjc CIIC Folge F" (X) bz.w. F"*()

234 Satz: Gilt X“X“ U|V'FO[9€ mit X-L’"F('),

$0 S;H far ‘jecIES feste x R
(a} IE(F (x o, X )) Foo

b) Flox X, X0 ﬁf’ Fuo
Beweis: (o) E[+2 1., (0] =422 EL__ 00)

_ %-n-m -~ Feo W]
= [T(X)
VAL X,)
(b) (‘ . (w x] (GSZ>{:; IEI( x-l

G{so F (x} ’“—::;’ F(x) //

;

232 Fundamentalsatz: Fir UlV-Folgen mit XLN Fe)
it
g
W{E;‘rnm sup an*(x) - F(x)l = 0} =

(ohne Bewe;s)

Bem: 1) fs. 9lm. Konvergenz
2) suplﬁ*(x)—f:(x)l da maRx(F,‘*(x)~F(x)| ulJ. EE

3 EO Schatzung fir Fo)




/?::’SUP |F - Fool
P x€R

x*
F o

2%..

24. STICHPROBEN UND STATISTIKEN

Gesucl'\{: Ver{el\lung von SG.. X

Segeben: Beobach{ungen von X

Def.: Sind X,, .., X, UV wie X, so heiflen X, .. X,
eine (mathematische) S{:ic‘nprobe von X

Nach Beo\oacM;uns von X,=x,, -, K,=x, nennt man
X,, -, X, konkrete Slclchprobe von X (kurz SP)

Is{ Vi }R R messbar und X“ -,X eine SP
so heift (X, X,) eie (k-dim) Statistik,

wenn ’\l/(-) mcH von unbekannten Porome’cern thangf

Bsp: (X, %) = (ZX, X))
2) IP(X“---,XH = %i X S{ichprobenm;iﬁe! Yh
5) \iJ 1,'-,X”) 1 i(X'X)Z S{ichprobemvur;anz

241 Eu C“Hf HG{: X Clﬂh Merkma{mum M , SO iSi
de.r Merkmaimum emer SP (X” ',X ) von X
(".ICI'I M Senonn{ SJCICL!PI"OBEHF‘GUYH

For die W-VHlg iner SP gil:
(a) lm diskreten Fall X~ (M, (x))
WXy, Xg) "-[TP(X) V(X“‘-,X") € M

by Im kon’nnu:er[lchen Fal X~f0 9'+ fir die
Sememsome Dichte S(x,, 3 %p) der SP

glxy, )X Tr]C(X) V(x1, ,xn)eM;

DefI‘VlHZIOY\ Eme S{Q{ZIS{H'( dle zur SChO{ZUYIg emer
choraHerlshschen Groﬂe CISV‘ W"V’f\g von X dlent

HCHY\{: man eme SC"IGJEZfUVIk%IOH

Defm:’cmvu Hongjt die W-vﬂs Ws 8€® von X von
einem $0g. Parameter 0 ab, so henﬂ’c die Menc,e
der mog[nchen Werte des Paramejfera dev Paramejcev-

raum,




LN

@Pi_e[_e: ) Ex,, 8-7, 0=,

2) Nepys®y, 8=(p6" , © = Rx(0,09)

3 Ag, ©=101]

HR,e-p, 0=

Bem.: Geraffter Parameter (6) mit ©:© —R
&p_ N(}L,Gz) , t(9) =p oder t(8)=¢
Bem.: Falls die Vilg durch einen endlichdim.

POY‘GWIE{CI" besjcimmf is{:, SPY’I‘CL]{? man von PGV‘OVVI(:‘"

{',Y‘.ISCLIQY‘ S{OHS{Z”() SOV\S{ von h;Cl’l{:POVGWIC{V’iSCLICV' \C)t

X ag

ES Sib{i 6 9!"0{5& Zwe'lge der SC*’!“&&EH&QV\ S{ZOHSHk

a) Klassische objek’dvisfiscke Statistik
b) ches'sche Statistik

) Statistik ber unscharfer Informcﬂon
(Fuzzy Informa{iovu)

M! Enfscheiéung bei Unsicherheit

FUZZy WCI"W'SCh E,; H“Chl(ﬁ;tﬁ?l

Vi
KLASSISCHE SCHLIESZENDE STATISTIK

J5 KLASSISCHE PUNKTSCHATZUNGEN

S6 X~ (M, W), X, X, SPvon X
M — R Statistik

(\)(X“.H,X") SG fur k=1, SV fur k> 1

Falls AMX,, - X,) Schatzfunktion und

Xy oy X konkrete SP = (J(x,,v-~,xn) Schatzwert
Fur geraff’ce Parameter ©(8) € R

Schatzfunktion £(X,,,X,) mit A:M — R




Verschlec{eme Gu{emgenschaf{en von SC IG%Z{UI’I‘({:IOMCH

bZW SCL\O{ZWCF{’,&H

251 UVIVet"usz—f}L
Def.: Eine SF (X, X ) heiBt uaverzerrt

(oder erwar{ungsfreu) fir eine char. GroBe €
falls E (X, X,) = §  Ymogl. Vilgen von X
Bem.: For Paramefrlsohe Modelle X~ W,, 0@

muss SEHQVI

E, X, X) =% Voeo

25.2 Satz: Fir jede SG X ud SP X,, - X, 3“%:
(@ fal JEX = Y unverzerrte SF fﬁr EX
(b) fir AVarX = die S’tlchprobenvcmanz S

ist unverzerrt flr VarX

Bewels: (a) Obung \ o,
® b 20K = Z B - 25K+ X))
- EOC) -(EX) = VarX, = Var X/

Bem.: Fur Serofﬁe Parameter T(8) fur Unverzerrthet :
E, A (K, X,) =t8) Voe®

X,) = X

1) ") e

BSP X~ N( ") (8 =r/ (X
=>]EX -r;x V- (%) €®

n

253 Efﬂz;uxz el

Fl',’lY‘ unverzerrjfe SFM Wl(u)glllcl’ls{i k[eine VOH'CMZ

T={7t(xn v, K)o T=h(X R X,) unverzewt}
Def. Eme SF (X, -'-, ) T hefit effizient
(fn der Klasse T,

Var t* (X“.-.)X") = min Var £(X
teJT

X,)

1) M

254 Sctz: Ist X eine SG mit end(nclner Var X und
X elne SP von X SO lS{ dle e‘HIZIErlee
Lmeore SF fur EX.

Beweis: T={#(X,, .. X,) = Z X} mit Zo( =
wegen ]E(.LZ:“';XL) EX, (Unverzerr{heljc)
Es gt Var (L o) = ZaVorX, (wegen Ua )

4 VGTIOYIZ c{er SF WIIV\IH'\O[ {UV‘ Z(X WIIVHMCII.

Es gilt 2ot = 2 (-t 1) = 3 [ 1+ 20 D
@] = b+ :




n
1 2
= ;(‘X;‘W) +

s

(i“‘—1)+% >0

Ausdruck minimal far °‘L=in Yi=thn 7/

25.5 Konsistenz Joi

Fir Sjtl'chprobenumfang n— oo Konvergenz von
Folgen von Schatzfunktionen gegen gesuchte Werte
(64Z)

Definttion: Ist X,,X;, - eine UIV-Folge , so heifit
eine Folge #,(X,,X,);neN von Schatzfunktionen
fur eine char. Grofe § der Ver{e;[ung von X,

konsistent , wenn £ (X, X,) %: %
dh wenn S;HZ
lim W{§—e <k, (X, X)) < §+e} =1 Ve>0

n->o00

Bem.: §ek, S ist h&ufl'g ein (Semff{er) Parameter

Es glt: Aus dem GgZ folgt, dass X, neN cine (stark)
konsistente Scha{zfo[\ge far EX, bildet (Vsn.)
@p;_el: Die Fol.se der Werte F:(x)) neN der emP;r. VF,

an ewer festen Stelle x€R bildet fir n— » eine
konsistente Schafzfo[se fir den Wert Foo

256 Plausibilitet
Eigenscﬁaﬂ von Schatzwerten fir Parameter

Far diskret vt. SGu X ~ p(-18),8¢® gememsame \/Jclg
einer SP (X“m,X") diskret mit Punktwahrscheinlichk.

L]
WX, -, x, [8) = '[Tp(xtle) Vix,..x,) € M:
=1

Nach Beobacwcuns der konkreten SP Xy, X, st
WXy, x| B eine Funktion der Variablen 9,
Senann{ Pluus;bilifafsfunk{ion {(B;x,,u-,x"), wobet

X, %, Konstanten sind.

E'-@ - [G,w)

IRI.

IS{ eo c|er wahre Parame“:erwerjt, 50 ;S{ e;n mIOIS[I‘ChS{

quter Schatzwert § fir 8, SesucH:
Defintion: Der plausible Schatzwert § fir 6,

st jener Parameterwert fir den, folls er existiert,
die Wahrsch. der erhaltenen konkreten SPx ... x,
'max;mal iS{J dh

P,(’B\}.x“---,x") = max L(8, x . x,)

Py 7Ty P

8ec@®
. 9b8,x,, ., x,) A l(8x,, %)
Bem‘.T=U bzw. T=G

nolcwendiﬂe Bedinguns falls {(8x,-,x,) diffb.




Beispiel: X~ A, , konkrete SP x,, . x,
POl - B°(1-0)" T 0 mit fe

E(e; LT xn) = ﬁ BXi (1'9)1“t I{O,ﬂ(xi)

v=1

e;;xl (1 “'éXi’ "
- -6 H I{ﬂ.f}(’"‘)
{03; PE 1al(8,x,, %) D=0

~
9 =% = )(,,+---+)('J
" [

plausibler Schatzwert
Ahutich - plaus. SW fir poin Pf‘

[0,1]

Fir kontinuierliche Ver{eilungg_n_ X~ ]C(~|6); 8e®

}S'li die Plaus;bi“{a{sfunk’tfon &fe 9emeinsame D;Chief
der S{ichprobe) Gufgefasst CllS Funkjt;ow von e} dh

E(eixﬂ'“)xn) = ‘!f[ f(x‘uw) = 9(x1)"')xn‘e)
&f_.: Der Plousible Schatzwert 8 'Lsf, falls er 3)
jener quameferwer{, der die PF maximiert
Bem.: Fir Vekforparame’cer 8 =(6,-,0,)

08y, 8,5 %00y x,) .
’393- =0 V3=1(1)k

oder analos for In {(9/.)(1,“.,)(")

Bsp: X~ N(pe™), 8=(p,0%, k=2, Beob. x,

a*(ejyil"')xh) = I.H {-(r;f’: gy %n) = "
2 Gy

=-7l(2m) -2 lne® 77
X LG fx
T Tl ek
AN _ & O
A T L
= P[aus. SW fir 9=(}*,Gl) ist (/ft,b‘\‘)=(YM

B_&ri: versch. Gﬁiee;senschaﬂen

; (xi."Yn)l

L] X"

n

n-1
) ’-‘:)

dlx

I(o,m) o mit Te (0, 00)

_B_SP_ X~ Ext ) ‘f(x|r) = {:e—
0

= Plous. SW 7= Xq

Definition: Eine SF (X, X,), die jeder konkreten
SP Xq, e, Xy den Plaus;blen SW (\Q)(x“‘..)x") zuordne{:,
heifbt Plausible Schatzfunktion.




26. KONFIDENZBEKEICHE
Quantitative Gﬂfeangaben far quome{erscha{zunsen

&fj Efn KB Ym{ CJDW f-a ffir efnen Parame{er 90
eines Stoch. Modells X~ f(16),0€® st eine Teil-
menge C,<© fir de sil‘r W1 BDECH\} = f-u.

Bem.: Konstruktion von KBa mitiels soﬂenann{er
Pivol - Grofien
261 Pivo{—Gréiim

Def. Eine 56, die cine Funkkion g(X,,X,6) elner
Sﬁchprobe von X~ WB) 0@ und des Parameters B F'Sf)

Cleren Ver{eflunﬂ m'cln{: von e Qbh&ﬂa{', HEHH{ man
Pivo{—Gr(;ﬁe

26.2 Satz: st X,,---,Xh eine SP von X~ N(fl,ﬁ‘z),
o gt o

n_P’ ~ {:
SWACE n- .
(n-1)sl , } unabhans:g
ey Y Xnd

(chwe Beweis)
Damit kann man sowohl 2-dim. KB als als auch

Konﬂdenzin{erval[e 'I:l..lll" rL L'IZW. 0‘2 kons{ru:eren

260

263 Sctz: Konfidenzintervalle mit UDW 1-a

{LIIT c“e Porumejter der NOI"MO[VGI"{&”UHS S;HCI !

frps [Remfte s Bt o]

. 2 m-0S.  w-0S

]CUT v [K:-iii-% ’ X:—1}.% }
Bewels : (ffir rL) SP X“ --~,X" =»
Kamp

iVO - I"(“3 ! - l . {;“-1
S r Pivot - Grofbe mit 1 Vtg

t""'F = P—Fqufiles der {

n-1

> o Kok
Won thrng < 5k

£ {“n—g 1-% } = 1-«
V()u,e’z)

Das Ereignis { -} lasst sich beschreiben durch
culq{ul'valente Umforvnung der DOPPE[UYI&[CI'C[’]UHS ;H

X - > cX -5
Xn Vn {n-m—% € p< Xn'v“—'tu-1’.%
und wegen {M)% = _{n-1-1~°‘z folgt die Beh.

(fir 2 onaloge Umformung )




2%,

2+ STAT. HYPOTHESEN UND TESTS
Problem: Welche V’cl\q. hat eme SG X 7

Def.: Eine Stat. Hypothese ist eine Aussage uber
die Verteilung von X .

ﬁfg: A X ist normalverteilt

Bem: ZU S{G{ H\)’PO{LIQSCVI OUCLI Gegenh\ypoﬂesen
belrachtel © 4, x,

Dﬁfj E;n S{OJLIIS‘HSCLISI’ TeS{: ;St e;ﬂ vel’fahreyl Zuyr
En‘cschel'duns, ob eie Stat. H\ypo‘chese ange -

hommen OC'CY verworfew wir&.

171 Wuhr:.c?nc{n“chkei{spapicre_
Transformation der (x,Fio)~Ebene auf (f z)-Ebene
dass die Bilder der VFWw F(y aus ¥, Geraden sind.
Be'sspiil: Novmclver{eilumgsne’cz
Hy: X~ N(}L,s‘z) ;P und &* beliebfg

‘)‘=®(x_;'t) z=u,

1 y
: /‘ xp 3
: . a

.]-YOYIS‘FOY‘WIOHOH

t=x, p— u (P-FmHiles der N(0}

¥

ELSH._JC: Zusammehhong ZWI:SC;IEH u UI‘I(J X

Xp oo P~Fra|<{:iles der N(ju,s")

P

x P
_Xp
U = —%

Ype(0,1)
Beweis: X~ N(V’dz) = p- W{xéxp} =

X- Xp -
= W{TPL < J@i}) wegen der striklen Monotonie
NN(O,1) -, vOou @(-) = Beh /
Test: Gestalt des Bildes der empir. VF oder einer
anderen Schc'l{zung der VF
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277 Fehlerarten und Fehlerwahvschemlichkelten

Eine S{Gf.Hypofhese G‘EO l(OVIVI Y‘IICLIHS OCieY fa[sch

Sein.

Qc_f;: Die \/erwerfuns einer riclnjcigen Hypo{hese
heibt ein Fehler erster Art.

Die Annahme einer falschen Hypo{hese heifbt
ein Fehler zweiter Art.

Bem.: Fehlerwahrscheinlichkeiten

X = W{?&o verworfew I éfo rfoln’cig}
f3 = W{?;Co angenommen I 3@0 falsch}

[deal waren Tests | die beide Fehlerwahrscheinlich-
keijtew klein halten.— P[aus'lBilijta{squojcien{echesjcs

Die KOV\S'\:Y’U‘({;OH vown 6{0{.-]—68{5 erfolsjt &bel"
Fe‘nlerwahrscheim“chkeijcew ers’ter AV‘{'

213 \/erwerfunﬂsraume} Teetstatistiken uns
kY'IHSCLlE, BG"C}ECLH‘}

SP X“---,X" von X | Hypoﬂzese 7

Slcichprobenraum M; zerleg’c ‘ M; = VuA

falls eine konkrete SP x,,.,x, in V liegt, wird
3’8 VerWOerV\) V hei'{st VCV‘Werfunssmum

_B_e_'l§Piil: X~ N(r.)%z), 6‘01 bekann’c) SP X“ -.‘,X"
X, = po mit gegebenem o

Zur Konstruktion eines Tests Siblc man eine kleine
Wahrscheinlichkeit « eines Fehlers 1. Art (Irr’cums_—
wahrscheinlichkeit) vor . —

Rel ric‘nHSer ﬂﬁo 9“{ T-= —XG%\/%‘ ~ N(W’)

Die Tes’cen{sche;duns hangt vom Wert der s0g.
Teststatistik T ab: Es gilt, falls 3, richtig,

W{u%éTé u1 }= 1~

-
z




249

Wesen Uy = —-u o Vl;WIWI{ man CleVl VeV‘WCVfUVISSY'dUm
z %
= SR Bl N
Vielon e |Q7m ] =,

BM._: MOVI VI;WIWI{ gto an oder verw;rfjc Q’Eo ) je,

nachdem ob der konkrete Wert t der Teststatistik T
im Infervall (-u, T “eg’c oder im
-3 7 g
Komplement (—oo)-u1_ﬁ:| U [u1 ) =C
C heift kritischer Bereich fir die Teststatistik

L%

L

ZUI’ Fehlerwahrschein“chkeﬂ; zwei{er AV‘t !

'3
. fir BX = p4po

q/Vn

28. TESTS FUR NORMALVERTEILUNGEN
AHC be{rach{efen SG QlS HOTVVIO[VGY'{C;H: VOVOUSSQS.

Parameter unbekannt
284 $-Test f&r den Erww%uv:g:ww"s

[st X~ N(rx,o“) mit = und &* unbekannt und Xy, ) Xn
eine konkrete SP von X) so 1st ein Test fﬁr

jt/o: ’L=’Lo W\H} WOLWSCL\. o8 e'mes FQMCY‘S 1 AY{:
dUY‘Ch folgenden Verwerfungsraum Vgegcben:

V= {020 Vi % -

AN % }
An tn—h -3z

mit {""';P P—FrakHles der JcM-VHQ.

7 (X -,
Stz 260 — T~ r—(é—’ﬁ

D;ch{ef c‘er J£M s\ymme{risc‘n g £"_1.

W{Fehler 1 Art} - W{" XSLL Ry

Begr&ndung ! ~ JC,M

=

= _{"n—tlﬂ--%

MR

282 Tes’s {’L'n d;c Vm“luv::'.
[st XNN(P,GZ) mit p und ¢ unbekannt  x

;) X4,

eime konkrele SP von X, so ist emn Test far die
R, 6" soz mt Wohrsch. x eines Fehlers 1. Art

C’UV‘CL\ folsenden VEYWEY'{:UHSSY‘OUWI V beSJC;WIWI{:'.

Xy




V = {(X“'-')Xn) : (“_;3»4“ # (X:"j%’ ) X:Jﬂ‘%)}
Beweis : Satz 2672 = Vﬂg von M ~ x:_{

1
%

RE,SJ[ 0!‘1(1[03 Zum VOI'.ISEV\ BCWE;S.

B_eﬂ: Kritischer Bereich (— oo, x:,1}%:] U [X:*M—f‘- N oc—)

283 Zwei- Sﬁch{;jrc ben-Feoblem
FLGSP;! Hoben Z SGn C“ese[be Normalver{e;{ung ‘)'
Gegeben: 2 Messrethen  x X

)7 tm

\Y1 ) "';yn

t-Test fir die Gleichheit der Erwartuny. wers-

Ist X X eine SP einer N(er)e‘l) und Y, Y,

117

eine SP einer N(h,e’z) und sind die SPr unabhangig,
50 Sil’c —_— —
Too Kahorberly 4
J(L’”—) (m-1)Sa + (=S
m-n m+n=~2
(ohne Beweis)

Ein Test fur /‘Ko’ e = Py mit Wahrsch. & eines
Fehlers 1. Art

m+n-2

ls ¢ T >4
verwerfen fﬂ S = V‘ 1\ -2 + (-0 | m+n-2,~1-'°';:
) T e

F-Test fir die Gleichheit der Verianzen  S15€

ﬁ]ﬁ: Die F-Ver{:ei[uns_mi’c m und n Freihei{sgmclen)
.Z. F,, hat folgende Dichtefunktion 556

rom_
F("‘—Z“—)m”fn* x* 1

Fmn « R D) o™ 0
Fun,p - p-Frokbiles der F,, (labelliert)

Es 91'!.Jc: Ist X“---,Xm SP von X~ N(rl“ﬁ':)
und Y, . Y, SP von Y~ N(}Ly,o’;)) unab\nans;ge Sk
Sf/ﬁlz ~F

z 2
SJ/G‘; m-1, n—

Test: Ein Test fir X 6= ¢ mt Wahrsch. «
eines Fehlers 1. Art durch die Teststatistik
_ S:
T s
Eh‘LSChe!‘dUnSSreael: g’EO Verwerfen, fQUS fl:llr
2 konkrete SPa x;, %, und g, oy, gt

¢ (F F

y M1, k-g 5 ) m-1)n-1)1—%)

MI FL]ZIV‘ WIP.LW‘ CI[S Z Messre'lhen BCH’HBJ[JC "TES{




29. DER CHIGUADRAT-ANPAGSUNGOTE: T 158
Ewn asymptotisches Verfahren bei groberen b

Problem: Hal emne empiriscl« 8egebene SG eine bestimm-
te Ver{eiluns bzw. bestimmten Ver‘ceilungs{yp

291 Einfache Hypothosen

oatz: [st X,,Xz, « eine unbeschrankte SP von X~ W
quf (Mx,‘é) und A,, '--,Ar eine Zerle ung von Mx
mit Ajeﬁ, V\j=1(1)r) 50 giH mit dew% |

w; = W(AJ) far 3=1r
YJ-(") = absolute H&ufigkeit von A, vach n Beobach’cungey

ezmchwungen

9.,

. r [\rjm_ “wj]l ot
bim W{ Z"=Jz.'—1'——“73— £ )(M}P} =p VPe(O,D

n-+o0

dh. Z, it osymP{o{isch nach fo verteilt .

Test: Mit den voranstehenden Beze;chnungew ist em Test
fir %,: X~W durch den Verwerfungsrcum

V= {(xh‘“)xn): z, = Xt-1).1-«x}
dessen Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art

fior n— o0 gegen « konvergierf.

Begrindung: Bei richtiger d, ist die Teststatistik Z,
asymP{o{isch X:'_1- verteilt (n— o)

seseben ,

23 .

1

Bem.: Bel Anwenduns soll fur A
nw; =5 V=11

BeisFLel_: Es soll Se{es{efc werden, ob 100 ”zuféllfg"

aus [0,1] gewahlte Zahlen x,, . x4, nach U°,-1 verteilt

onsesehen werden l«"'mnew U

RN Ar Sel{em !

1 "y 1 1 1
29.2 Zusommcwqe:;ctzjr,c ‘!-'arumctc;v"vsypot“ntacn
J Ji

Prob[em: HG{ eine empir. 969 SG GEYIQW besﬂmm{en
PGrOME{F;SCl’leH VEV‘{'EHUHSS{\YFI

X, Xy SP von X X~ W, 8@
3{0: X"’We ) 8=(9“.‘.)Bs)

S~ d;m POYG me{er

SO‘SZ : ISJ(, X

1,~--,X,,)--- eine unbeschr. SP von X ~ W,
mit BEG)ERS) wober @ ein offenes, nicht ausgear{e’ces
s-dimensionales Intervall ist und A, -, A, ene Zerle-

gung von Mx in Ereignisse/ wobei r> s+l
WJ(e) = WG(AJ) N j=1(‘|)r
Y;n) = absolute Hauf. von Aj nach n Beob. von X und

3 die plausiblen Schatzwerte 8 far 8, so gilt

‘ ro[ye- nwj(ﬁ(“))]1 2 ot

tim W{Z,-2 =0 € Kosenp ) =P Ypeld
dh. Z, st as‘ymF‘coHsch nach Xr-s-1 verteilt

(ohne Beweis, 1900)




2.5

' . L Lo, .t .
C'mquadv'a%w% fur‘ zusammcnﬂc;mz%z J" GLfing et

Ein Test for die zusammengeseh{e #y X We» be®
dessen Wahrsch. eies Fehlers 1. Art mit n— o

gegen o konvergier{) ist durch folsendew Verwerfuws&
raum V geseben:

V= {(Xn"v Xp)t B (%, Xy) = x:;—s—151—o( }

B3: Testen, ob Wortezeiten eine Ex 7 € (0,c0) haben
BL;S.PEL! Tes{ew) Ob d;e AVIZGL'I[ von Ausfauem e;HeS

COWIPUJCQF{\VPS iVl e;nem besjcimm{en Ze;J[Y‘dUm efwe

POiSSOH - Ver{e;lung hﬂ{

1[5
30. KLASSISCHE REGRESSIGNSKECHNUNG
BESCLWE‘IBUHS kQUSGI.CI") H;Cl’]& de{ermin;s{ischer

Zusammemhc'inge mit Stochastischen Modellen

BS: Ablﬂ&ngigkeif des Bremsweses von der Geschwin-
d;skei{ (Kovariable, Einﬂusssraﬁe)
X Geschw;nc‘iskei{ ( == )

Yx Bremsweﬂ (S6) abhang;ge GroBe
Stoch. Modell Y, = yoo + U,

50, ]EYX =y Regressionsfunkjcfon 2. Art

30..

3)01 L:Hbm"e Resr'cs:;cmfunk%;mm;

Y.~ W, mi 8€R oder 8eR* dh

)

Y00 = B = yx0) »
Auch die Einflussgraﬁe x kamn e Vektor X = ( ) sein

X

&f_’ EIIVIG/ ReSV’eSS‘IOY]SfUHk{;OV] he;ﬁt l«;ﬂeﬂre R(‘,grkess:ons—
funktion, wemn sie als Funktion der unbekannten Rara-
me{:er‘ UVlan‘ ;S't

Beispiele: 1) 8= (8), (s, = uvpx

8,
Z) 8- (e'> ) Y0 = B,+ 8, + 6,x"+ ... + B, xk
% Po[ynomische Regression

?)) fﬂr vektorielle Einflussgraﬁen X = (%, -, Xp)
und Parametervektor e(")

6
Pix,8) = Gx + B, v+ Bx = x0
mul‘HPle Regression

2a.,




BQW\ DIC Resressmnsparame{er W\USSEY\ aus BEObOCL\-

tungen (x,y), 1=10n bzw. bei Vek’corsro&ew X
aus Beobach{un\qen (x> %o Y ), v= 1
geschatzt werden.

50.2 Regressionsgeraden

xeR, youpr= asPx Vxelq, b)

Voraussetzung: Y = o+ fx+ U~ mit konst. Varianz

Var U = 6" Vxe(ab) ... Homoskedastizitat

X

mindestens 2 verschiedene x;

Daten (O, ¥0), t=1(f)n

)

30

J ; e Ausgleichsgerade

m: Keine Stoch.

AQS = Z - - [Sx

F g LI&{EV‘JC dle AUSS[&ICM&Y‘ECLIHUHS) dh SUC]’I&
jene Wer’ce X UYI(J {S SOdGbS

M{lSHL1ym[5)

ﬂ

X byed-pu -

auch statistisch simnvolle Schcjtzungew ‘fur o und ﬁ'

__f_ Sc,ha’czfunkjclonen A und B fur die Farameter
« und [5 der Re resssonsgeruclen heifben lmeur

Form hoben
A= ?:1 Y ud B-= ZdY

WObel Y kel fir Y,

wenn sse folaen

0.9

(1'

Satz ven u&..bd - arkoff Mit den Bezeuclﬂnun\gen

dieses Abschmf}ts mit emer SP (x, Y)), i=1(1)n

und unter folgenden Vomussejczungen bls (4)

M) x,,%, sind nicht alle gleich

D) Y, Y, sind unkorreliert

3y Var Y. . =6" dh alle Varianzen sind alelch

® EY, = a4 f&x Yiz1n mit reellen Konstanten « r
WOioel o, [5 und &° unbekannt smd

git:

Dse e‘f‘fmen{en meoren Scha{zfunk{mnen A uncl B

Hir « und B sind folﬂen&e




<08

o(Z) - (22
(&) - ()

und dnese ergeben fir konkrete Beoboch{uns spaare
(x“\yt) v=1(1n die Werte & und [’o der Aus leichs -
3ercden y = &+ (Sx Schatzwerte fur * und [5

B=

Fir die SFa A und B Sil’c:
2
-

Var A =

n
Var B = . " ¢

COV(A)B) = - Tt &

Eine unverzerrte SF fir o ist

(Y- A-Bu)

n-2

2

(0.Bew.)
Bem.: Ein qnaloger Satz 9||{ fur mu“lple lineare

Resressnonsmoclel 47

vit 10y
ELEMENTE TER BEAYRS o PAYL 1
Hier alle unbekannten Grofen durch S6u beschrieben,
auch Parameter § von Stoch. Modellen X~ W 6e®
§ ~ () auf @ vor Erlneloung von Daten D

) heift A-Priori*VerJCeﬂunS von ©
Nach Beoboch{ung von D neue Ver{eilung r(-|D)




M

5. BAYES sches THEOREM
X~ f(-l@)) 6@ w() A-Prior;-Vﬂg. von §
SP X X

17" %n

Die durch X =x, -, X,=x, bedingte Vélg von §,
LZ (e[ x, %) heift /\—Posferiori-Ver{ei[uwg

311 Diskreter Fall
K~ pClo),0e{8, 8}, a-priori 7(6), j-1()k
Daten «x,, .. x von X“ \..,X“ SP von X

1) )oe

A- Posjcerior;— Wahrschemlichkeiten der Qj :

24

{9111,{91‘1) ...){ek} Zerlegung von ®=1{8,,.. 6.}
(81, %) = WEE=8[X=x,, o X = %}
= W{X1=x1; "',X“=Xn) 6’-‘93}
VV{X1=XH'“)xn=xn}

wegen der Def von bedingfen Wahrsch. diskreter
Grofen gil{

W{X,=x

und

k
WX, =x,, -, X, =x,} = j;w(x“...)xh]ej)ﬂ’(@j)

X =Xn)’6=ej} = W(x“...)x" 'QJ)W{é':gJ}

1) ")

DCILIGV‘ 9;“ das 503~ _BOyCS)SCLIC Theorem (d;skre{):
W(x1)‘“)xn|ej)1r(e;i) v .
J=1(1)k

2 W, % 80T(6)

I Fall einfacher SP. gil{ wegen der Unabhangigke{{
w(x”..‘)xnlej) =ﬁp(xi|93-)

Bem.: Plausibilitatsfunktion E(Gix“..‘)xn)

= W, % 87 (E) = TE)L(B;5 %0 %)

Da %ﬂeﬂ)e(eﬁﬂnwxn) nach Beobachtung der

konkreten SP x,, .. x, eine Konstante ist

1r(9d|x”.-.)x,,) =

3. ¢

glt T8 1x, oy x0) = = OO, %, x,) Vi=10Dk

3

[Vl KUFZSCl’lFeibW&iSQ :

-“r(gj‘x“...)x“) o Tr(eﬁ)[(ed;xn'"))(ﬂ) ve.‘] € 6

31.2 Kontinuerlicher Fall

X~ f(18),8€© , B ~ () A-priori-Dichte
SP X1) m)X“ 5 fi:lV‘ Segebenen Pc:lrame{er 9 csf
96, % [8) = TTxf8) Dichte der SP

Gesucht : Verleilung von § | X=x,, -, X,=x,




LSsung: Bedingte Dichte  w(-]x,, - x,)
Gemeinsame Dichte von (X“---,Xn,@) ist

glxe, %, 8) = [-!jf(x-t[e)]w(G)
Randdichte von )(“‘..))('l st

§ gk, 0140 = §r@Uee, o x)db | dies
@] ®

nach Beoloach{ung von konkreten x,, ., x,

e;ne KOV\SJCQV\JCC. DGL\QV‘ 9;[{ {ﬁr d;e

A~ posteriori- Dichte des Parameters

B o) = TG 0 o
11'( ‘X) }Xh) ST(B)[(B}KH'")Xn)dB C
o]

IH Kurzschreibweise:

w0 x, %) © TOLUGx,, ., x,)

3T

fe®

Bem.: Fur allgeme‘nere Daten D SII[J[ auch

r{8]D) « ¥(B)L(6,D) fe®
Kurzform cles Ba‘yes’schen queorems

178

32. VERWENDUNG DER A-FOSTERIOK!-/ A

L'\ der APOV clle wesen{“che Lnforma{fow ewH\chn
X~ f(18),8e® , w(-), Daten D, v(-|D)

521 Pridiktivwerteilungen
Prognose fae X|D Rondver{eikung von X aus
der gemeinsomev\ VHS‘ von (X 8) ~ f(x16)x(61D)

f(xID) = Sf(x]G)w(SlD)de VxeMx

C]

FCID) hedt  Pradiktivdichte fir X

32,2

32,2 A-posteriori - Bayes - Schétzer
Schétzwert § fir 0€R
&f;f DEY A"PDS{GY;OV‘I"’BCI\yGS‘SCth'IZZﬁY‘ ;S{)

fals er existiert, der Erwartungswert von §|D,

T = (onteiDydo
Q]

Fur Vek{orparome’cer 0=(8,9,) und Semff{en
Parameler 7(8) € R ist der APOBS fﬁr t(6)

) - Ex(® - \w(8)w(81D)do
&
falls 3

(6 LE x,, - x,)




B1: Fir (12 Uy, ist der ApoBS fir den Antell 8

Y\OCLI Beob von X, -, Xy folgenderma&en:

32.% HPD - Rereiche 16U
1e® <R, D=x,, . x, = 7(-ID)

0 ) GixLU ‘)).‘-21":><-LI ) vorsege'oene Wahrschemlichkeit -« (Sicherheit)
T (8]%,,%y) - 5 , oy
1 o Def.: Ein HPD-Vertrauensbereich ist eine Tellmenge
Zx; n-Zx @cO ‘
Yo-o” ") e £ <O, mt (r(eiDyde - 1-x
7= °1 SRR 5 ML e*
Exi o, \MTEX n+2. und auf @ ist T(BID) arebtmoglich  d.h.
Lo (-0)" " de grobimoglich
¢ T(8|D) =~ C Yo 6@*) wober C die Sr(%f—
msaliclﬂe Konstante ist
H P 0 - HAEGIONEN
2)2 l" A-' PGS{::V‘;OF; - \N,QLIréCL&tihUuhkc“ﬁcv;
8T von stabisticchen Hypc;uncc,w.
| L X Wy, 860 ) w() ) (%, %)= D, 7(-[D)
E v \ Parome{erh\ypo{hesen #y: 8@, @
EAO 3 \\\ Q \‘ a't1 Qe @1 < @\@0
‘fj\\?\“\ : Apo\/\/ der H\ypo’chesen
_ - %, - W{8<®,|D}
» 0(1 = W{§e®1lD}

Def.: Relative Plausibilitat %;

3.6




M! FlI:lY‘ I(OVI‘HVIU;EYUCIVIQV\ PGPOWIC‘IZCYY‘GUYVI @ S;HZ

W{®,ID} = Sr@ID)de fir §-0 baw 1
®
und

(rieipyde S r@)teD)ds

QG - &
" (v@myde  (r(rtie,Dyde
eo eﬂ

33, BEAYES "sene ENTSCHEIDUNGEN

EVI{SCL\Q;(JUHSGH O‘Pt WIH: NU{ZEVI bZW. Verlus{ Vey -
buwclen.

B1: Worenlieferung N Stick | § Schlechtanteil
G Gewinn fhv jedes Su{e Stuck

K Verlust fur jedes schlechte Stick

dy Ew’tsclne;duns Annahme der Lieferumg

d, Ew{sclne;clung Ablehnuwg der L;eferung
L(e,dj) Verlust fir Schlechtantel und Emfsohe;duws d,j

Z L(8,d) = BNK - (1-6)N-6
L(8,d,) = (1-6)-N-6

8 wibekannt | beschrieben durch S6 8 ~ 7()
Erhebunﬂ einer SP D=(x,-,x,) = v(-ID) von §

En{sche;dunsskrl’{er;um: Zu erwar{enaer VerLUsf
E L{Ed)

T(:ID)
M! DI'E »BO‘yCSISCLIC EHJCSCLIelldUVIS IIS{ jene) C“e

He;neren O—POS{CHIOH' zu erwarfewden Verlusjc

hat.

M\g: Bei Wir’cschaﬂsen%scheidungen
betrachtet man Nufzenfunk’ciomew U(8,d)

En{sche;dunsskri":erium iS": ClGVm Cll'e Maxfmferung

des zZu erwqr{:enclen NUtZ&HSt

UW) - E U6 d)

T(0ID)

Fur die oPJCimale (Ba\yes'sche) En{scheidung
d

muss Sel{eﬂ‘-
U(d ) = mox{U(d): dép@}

wober 0 die Memae der még“chen Entschei -
dungen ist

oPt

apt

Bemerkung: In B1 gilf Z)={do,d1}




33 1 Befspiel: Autohandler
_Probl.em . ZOL‘[ der y4v bes{euendey\ AU{OS
Pro verkauftem Aulo 5 GE Gewinn
Falls e Auto nicht verkauft wird 3 GE Verlust
Stoch. Modell
9 AV\ZQLI[ C‘er Verkcuf{en AU{.OS , SG ’6’
d ... Anzahl der bestellten Autos (En{scheidung)
P W‘Vﬂs. von § auf N,

- 85-(d;-9)3 far © £ d,
U(e’ da) {dj's ’ sonst J
Més“clﬂe Werte fir clj. 01,2, 0m

4

Tabelle der Nutzenfunktion U(e,dj)

AnzaH der bes{eujten AU{OS

0 1 2 3 - m
L0105 -6-9 .- -3m
<105 21 - 5-3(m-1)
= 2005107 - 10-3(m-2)
3005 1015 - 15-3(m-3)
“klos o1 o Sk=3(m-k)

Die W-Vtlg. P von § ist aus der Erfahrung
des Handlers zu finclen ( A-Pr;or;- Informa{iow )

Die OPHmole(Bc\yes’sche) En’[seheidung ist jehe
Anzahl clj , fur die

— k
U(cld) = ;U(L,dj)P(L) maximal st
Beisp;el: Ubungeh

332 Boyes—Sc\n&i;zer L)ch'.‘:q_Uc!r: Verlaor (5. 185>

Optimale Schatzwerte fir Rorameter 6
von stoch. Modellen X ~ W, , 6@ ke

Verlustfunktion L(8,8)
8= 1dxp,y %) Schatzwert fir § <R

BQ;S ;ele_ von Ver[usjtfunkfllonen

L8 §) = (6-6)"

L(8,8) = |0-6]

De ;V\;HOV}: Der BG\yES—SCLl(H?ZeY f&b’ c{evz 1*-dim

Poramejer 9 beZ&g“Ch eI‘Yler verlus{funl({iol’!
L(-,-) 1st jener, der den Erwar’cungswer{

IEWHD) L(§,§) des Verlusts minimiert.




Satz 331 Der Bayes-Sché{zer @B fir einen
1-dim. Parameter 8 ist unter q{uodrqﬂscher
Verlustfunktion Sleicln dem Erwar‘cungswer’c
der A—pos{em‘ori —Ver’cef[uwg, dh.

6-FE 7§

B T(|D)

(ohne Beweis )

Satz33.2: Der Bo\yes—Scha{zer fﬂr BeR be
Verlustfunktion L.(9,§)=|6‘§‘ ist Slefch dem

~

Median der A-posjcer;ori—Vecheiluna von 9.
(olrme Beweis )

353 Bayes - Tests (5. 186)
Mit Hilfe der A-posteriori~Verteilung von §

t(OVIVI man WGLWSCLIE;Y\“CH(QEJCCH von Paramejcer-

hypofhesen_ berechnen .
®x: 96®o / W{,Ove@ol D}

Tes)ts miHels QUO{;EV]{CH von WOLIYSCLI&IIH“CI'I'
kei{en von H\)’PO‘H’IGSCH.

Auferdem kann man mit Hilfe von Verlustfunk-
JCiOY\eH SOSGHOHH{C Ba\yes“Techs als Ba\yes/sche
Enischeidungsregeln konstruieren

Viil
ERGANZUNGEN

34 UNSCHARFE INFORMATION 189 f

Sowohl Beobach{ungen SGn als auch A-Prfon'~
Verteilungen sind oft nicht exakt, also unschart
(ewsl. fuzzy).

3414 Unscharfe Zahlen 91

Jede exakte reelle Zahl X, ist eindeu{ig charakteri-
sierjt duvch die Indiko{or]ﬂunkuom I{m(-).

Def.: Eine unscharfe Zahl x™ ist bestimmt durch
thre s0g. charakterisierende Funktion 5(-)) die
folgende Eigenschof{ew haben muss :




0 §rR—101]
@ dx,eR: §xpy =
G) Vel ist B(x") ={xeR: §o25}

ein Ob eSCl'\lOSSQV\ES endl;clnes IH{QY‘VGU

[a;,b;] genannt §- Schnitt

Bem.: UV]SCLIOV‘{E ZOMQVI SiVICI SPCZECI.]CC"IHE SOS.

“UV\SCLIO"{:CV‘ MCHSQH (= fUZZ\y 56{3) ensemb[es flOUS)

DEm.: ChQY. Fn SiVlC’ e{was cmcleres O).S D;CW{GYI

Sg(x)dx ist das Mah der Uwscl'n&rfe
R

Charakterisierende Funktionen

E(x) E(x)

Spezialfille charakterisierender Funktionen

E(x) = | SV E(x) = Tjop ()

Sh.y

3.2 Unscharfe Sficixpv*oi'ua 191
Konkrete SPu kontinuierlicher SGu sind endliche
Folgen x!, -

UWI Verfahren Ci?,l" SCL\“E{SEH&EH S{OJCI‘SHL( Zu GCICIP-

{;ic\ren, it die Kombination von x; ) Xy 2w elnewm

303. unscharfcn VC!(%OV ;m SHChPI‘ObEY]FOUm hO{WEH-
dig

X mijc Merkmaquum MX ) SHCI’IPI"OBC‘(\FOUM M;I
Spezialfau MXGR , M; ‘ZR'l

,x; von unsclaarfen Lahlen.




5.

Ein unscharfer \/ek{:or L‘ IS{ durCLl 5c;hc $6g.
vektorcharakterisierende Funktion S: R"—*[O,ﬂ
festgelegt.

Die Kombination von S,(-), “‘)Sn(‘) crfo[q‘.
folsemdermqﬁen : ’

S(X“---,x,‘) = min \§i,(xi> V(X,,A--,X") ¢ K’

tz1(1)n

M: 8- Schnitte von S(""‘)‘) :
C(x") = X Cod ¥ Ee 1)

Ales

343 \/cv‘u!.g.gemeinerlcc Sc'n&{zun&;cn 193
SClnaizfuvnl(Hon /0': M: — &
bei exakien Beobocl'nfunsen Xy, oy Xy

Schatzwert /(‘)\ = /O'(x1,-~-,x“)

Fir unscharfe Beobach{ungew Xgy ) X
und  kombin. unscharfen Vektor x* mit vcF MOED
erg;B’c

* . 3 PAN ¢
/\‘)’(x:, <y %) enen umscluor]ten Wert 6

AL

Die ChGV‘.F. von 9

503‘ Erwe;{erunssPr;nziPa aus c!cr Ff;!

erhalt man mittels dee

349

Fir die cF \{;(-) von /é* 3:[{ mit 3(_=(x“---,x“)eﬁ(“

_ [sup{Sea: o= 83 fals 2@V 42 ) cc
(0) 10 e 0 | Vhe@,

Bem. : 1) Fir 8¢R und s’cuﬁsc Funktion RIGE!
ist obn‘ses '\{1(-) eine c.F einer unscluurfen

Zah!.

2) FGY‘ Veuorpcrume{cr er‘nau man c‘n unwhav*fw
Element ( unscharfe Tt:lllmtnsv.) von &




\/emllgcmeiwer’ce Addition
x £ E0), Yy = xey's YO
su min[ 0y, iy ] x+y =2z
Yiz) =={“’£{ Sl eyl } VzeR
0 fq“s ﬁ(x,y): x+\y=z
Bemerkuvxa: BeYGCl’lHUHS QUCLI &ber S"SCLMI.'HG
méglich
Multiplikation wit einer Konstanber

x* 2 §), ceR » cox 2 10)

MK = g(%) V xeR fals c+0

Addition »"e y*

*

Subtraklion x ©y

#

VA

1]




Mul‘c;pliko{ion X o ‘y*

04

014

024

G.L
a

B

Unscharfe Beobachtungen

o n i

0 o o
x

Unscharfer Mittelwent

E

0 a0 B [t na
x

SCI'kZ 541 Slﬂd c“e CAF‘M ellner uwscharfen SP

alle von derselben symmelrischen Gestalt,
nur mil verschiedenem Lagekoordinaten m
v=A()n, so ist die cF des unschcrfen
Stichprobenmittels auch von derselben Gestall,
wobei die Lagekoordinate von % durch

m= %Z m; gesebew I‘S{: .

=1

( ohne Beweis)




