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Alle als “schwierig” oder mit “Computer” gekennzeichneten Übungsbeispiele sind frei-
willige Bonusaufgaben. Wenn nicht anders angegeben gibt es für jedes Beispiel einen
Punkt (zB für Beispiel 1 gibt es einen Punkt; nicht einen Punkt extra für 1(a), 1(b) etc)

Version: 18. Januar 2023

Achtung: Dieses Dokument wird laufend erweitert, aber möglicherweise auch geändert!
Nur diejenigen Übungsaufgaben die schon konkret aufgegeben wurden sind stabil; andere
Aufgaben können sich noch ändern.

Elementare Logik

1 (1P) Aussagenlogik

In der Mathematik verwendet man oft folgende Symbole:→ für Implikation (wenn. . . dann);
∧ für “und”, ∨ für “oder” und ¬ für “nicht”. In der (etwas schammigeren) Alltagssprache
werden diese Begriffe manchmal anders verwendet als in der Mathematik.
Im folgenden wird jeweils ein Satz zuerst informell und dann mit den gerade erwähnten

Symbolen aufgeschrieben. Geben Sie an ob der Satz wahr ist oder nicht. (Dabei steht A
und B für irgendwelche beliebigen mathematischen Aussagen.)

(a) Wenn 1 + 2 = 5, dann ist 1 + 3 = 6.
1 + 2 = 5 → 1 + 3 = 6

(b) Wenn 1 + 2 = 5, dann ist 1 + 3 = 7.
1 + 2 = 5 → 1 + 3 = 7

(c) A gilt oder A gilt nicht.
A ∨ ¬A

(d)
1 + 1 = 1 oder 1 + 1 = 2.
1 + 1 = 1 ∨ 1 + 1 = 2

(e) 1 + 1 = 2 oder 1 + 1 = 2.
1 + 1 = 2 ∨ 1 + 1 = 2.

(f) Wenn A B impliziert, dann impliziert
B A.
(A → B) → (B → A)

(g) Wenn A B impliziert, und A gilt,
dann gilt B.
((A → B) ∧A) → B.

(h) Wenn A B impliziert, dann impliziert
(nicht B) (nicht A).
(A → B) → (¬B → ¬A)

2 (1P) Quantoren

In der Mathematik wird das Zeichen ∀ für “für alle” verwendet, und ∃ für “es gibt”.
Welche der Folgenden Aussagen gilt in R, den reellen Zahlen:

(a) Für jedes x gib es ein größeres z.
(∀x) (∃z)x < z

(b) Es gibt ein größtes z.
(∃z) (∀x)x ≤ z

(c) Für alle x < z gibt es ein y dazwi-
schen, d.h. x < y < z.
(∀x) (∀z) (x < z → (∃y)x < y < z)
Wir schreiben das auch einfach
(∀x < z) (∃y)x < y < z

(d) (∃y) (∀x < z)x < y < z
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Winkelfunktionen und periodische Funktionen

Sie sollten bereits wissen:

(i) sin(0) = 0, sin(π2 ) = 1, cos(0) = 1, cos(π2 ) = 0

(ii) sin(−x) = − sin(x), cos(−x) = cos(x)

(iii) sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

(iv) cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y)

(v) sin2(x) + cos2(x) = 1

3 (1P) Sinus und Cosinus

Zeige Mithilfe von (i)–(v):

(a) cos(2x) = 2 cos2(x)− 1

(b) cos(x− y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)

(c) cos(x) = sin(π2 − x)

4 (schwierig, 1P) Phasenverschiebung

Zeige Mithilfe von (i)–(v): sin(x) + sin(x+ c) = 2 cos( c2) sin(x+ c
2).

(Hinweis: Bei einem möglichen Rechenweg wird verwendet: cos(c) = cos(2 c
2) und

sin(c) = sin(2 c
2).)

5 (schwierig, 1P) Schwebung

Zeige Mithilfe von (i)–(v): sin(f1x) + sin(f2x) = 2 cos(f1−f2
2 x) sin(f1+f2

2 x).

6 (2P) Periodische Funktionen

Eine Funktion heißt periodisch, wenn:

(∃p > 0) (∀x ∈ R) f(x+ p) = f(x).

So ein p nennt man (eine) Periode der Funktion f .
Zum Beispiel ist sin(x) periodisch, mit Periode 2π.

(a) Warum steht in der Definition p > 0? Was passiert wenn man beliebiges p zulässt.

(b) Ändert sich der Begriff wenn man die Quantoren vertauscht? Nennen wir f “babig”
wenn (∀x ∈ R) (∃p > 0) f(x+p) = f(x). Ist babig zu sein dasselbe wie periodisch?
Stärker? Schwächer? Gib eine Funktion an die babig ist aber nicht periodisch.
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(c) Beweise: Wenn eine Funktion periodisch ist, dann gibt es mehrere verschiedene
Perioden.

(d) sin(x) hat eine kleinste Periode. Welche?

(e) Nicht jede periodische Funktion hat eine kleinste Periode. Gib ein Beispiel für so
eine Funktion an.

(f) Gib eine Funktion mit Periode 17 an.

(g) Gib eine Funktion an deren minimale Periode 17 ist.

7 (schwierig, 1P) Nochmals periodische Funktionen

In der vorigen Aufgabe haben Sie eine Funktion gefunden die periodisch ist aber keine
kleinste Periode hat. Finde eine weitere solche Funktion. (Hinweis: Eine Möglichkeit:
Fallunterscheidung ob rational oder nicht.)

Computereinsatz (Bonusbeispiele)

8 (Computer, 1P) Floats und Runden

Geben Sie in ihrer Lieblings-Programmiersprache die folgenden Zahlen ein, und sehen
Sie nach ob das Ergebnis exakt ist. Was lässt sich daraus ableiten?

(a) (1./3.) ∗ 3.

(b) 1./3.+ 1./2.− 5./6.

(c) 1./2.+ 1./4.− 3./4.

(d) 1./3.+ 1./6.− 3./6.

(e) 0.1/0.2

9 (Computer, 1P) Funktionen plotten

Plotten Sie sin(x) in jupyter (mit numpy und pyplotlib). Sie können zB so beginnen:

%matplotlib notebook

import ipywidgets

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Üben Sie dabei die wichtigste Informatik-Fertigkeit:
google → stackexchange → cut&paste
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Zahlen

10 (1P) Bruchrechnen

Schreibe als Bruch:

(a) 1
2 + 2

1 =

(b) 1
2 + 1

3 =

(c) 2
3 · 4

6 =

(d) 2
2
3

=

(e) 2
3/

4
5 =

11 (1P) Kürzen von Brüchen

Ein Bruch ab heißt gekürzt, wenn es keinen gemeinsamen Teiler (abgesehen von 1, wenn
Sie 1 als Teiler bezeichnen) von a und b gibt. So ist zum Beispiel 12

9 nicht gekürzt, weil
3 Teiler von sowohl 12 als auch 9 ist. Kürzen liefert dann 4

3 .
Kürzen Sie die folgenden Brüche:

(a) −6
8 = (b) 15

45 = (c) 11
99 =

12 (1P) Dezimal zu Bruch

Schreibe die folgende periodische Dezimalzahl als Bruch: 0, 24747.
(Hinweis: Führe den Beweis aus der VO durch dass periodische Dezimalzahlen in Q

sind.)

13 (1P) Vollständige Induktion (oder eben nicht)

In N gilt die “vollständige Induktion”: Wenn φ(0) gilt, und für alle n ∈ N φ(n) → φ(n+1)
gilt, dann gilt φ(m) für alle m ∈ N. (Intuitiv: φ(0) gilt; φ(0) → φ(1) gilt als Instanz
m = 0 der Voraussetzung, und daher gilt φ(1). Analog für φ(2), φ(3), etc.)
Zeige: In Z, Q und R gilt die vollständige Induktion nicht. (D.h.: Finde einen Satz

φ(x) so dass im jeweiligen Zahlenbereich gilt: φ(0) und φ(x) → φ(x + 1) für jedes x;
aber es gibt ein y mit ¬φ(y).)

Abzählbarkeit

14 (1P) Teilmengen

Zeige: Wenn A abzählbar, und B ⊆ A, dann ist B abzählbar.

15 (1P) Teilmengen

Zeige: Wenn A abzählbar und unendlich ist, dann gibt es eine Folge (an)n∈N die A
aufzählt und in der jedes Element von A genau einmal vorkommt.
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Folgen

16 (1P) Konvergenz

Welche der Folgen (an)n∈N konvergiert; wenn sie konvergiert: wogegen? Wenn nicht: geht
sie gegen ∞ oder −∞?
Zur Erinnerung: −10 = 1, −11 = −1, −12 = 1, −13 = −1, . . .

(a) an := n

(b) an := 1
n

(c) an := (−1)n

(d) an := (−1)n n

(e) an := (−1)n 1
n

(f) an := log(n)

17 (1P) Eindeutigkeit des Limes

Zeige: Es gibt höchstens einen Limes einer Folge. D.h.: Wenn b1 die Definition erfüllt
Limes zu sein für die Folge (an)n∈N, und b2 ebenfalls, dann gilt b1 = b2.

18 (1P) Konvergenz monotoner Folgen

Zeige: Wenn die Folge ā = (an)n∈N monoton wachsend ist, und eine obere Schranke hat,
dann ist sie konvergent, und der Limes von ā ist das Supremum von {an : n ∈ N}.

Sie können dabei verwenden, dass jede beschränkte Teilmenge von R ein Supremum
hat; aber nicht dass eine monotone beschränkte Folge einen Limes hat (das ist ja eben
zu zeigen).

19 (1P) Limes von Quotienten von Polynomen

Konvergiert die Folge an; wenn ja wogegen, wenn nein geht sie gegen unendlich oder
minus unendlich oder weder noch?

(a) an = 7n3+4
3n3+4n2−5n+8

(b) an = 7n3+4
4n2−5n+8

(c) an = 7n2+4
3n3+4n2−5n+8

20 (1P) Addition von Limiten

Zeige: Wenn an den Limes a hat, und bn den Limes b, dann hat die Folge der Summen,
an + bn, den Limes a+ b.

21 (schwierig, 1P) Division von Limiten

(Nicht wirklich schwierig, aber lästiger als das vorherige Beispiel.)
Zeige: Wenn an den Limes a hat, und bn den Limes b, und alle bn sowie b ungleich 0
sind, dann hat die Folge der Quotienten, an

bn
, den Limes a

b .
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22 (1P) Wachstumsraten

Welche der Folgen (anbn )n∈N konvergiert gegen 0, welche konvergiert gegen ∞?
(D.h.: Wann wächst an schneller als bn?)
Als log können Sie ihren Lieblingslogarithmus verwenden, z.B. log2 oder log10 oder ln,
das macht keinen Unterschied.

(a) an := n5, bn := n2

(b) an := log(n), bn := n

(c) an := n10, bn := 2n

(d) an :=
√
n, bn := n

(e) an :=
√
n, bn := log(n)

(f) an := 2−n, bn := 1
n

23 (1P) Häufungspunkte

Welche Häufungspunkte haben die Folgen (an)n∈N? (Bei (f) können Sie ruhig raten, eine
genauere Argumentation ist etwas schwieriger.)

(a) an := n

(b) an := 1
n

(c) an := (−1)n

(d) an := (−1)n n

(e) an := (−1)n 1
n

(f) an := sin(n)

24 (1P) Häufungspunkte und Beschränkung

(a) Geben Sie eine nach oben beschränkte Folge an, die keinen Häufungspunkt (in R)
hat.

(b) Geben Sie eine beschränkte Folge mit Folgengliedern inQ an, die keinen Häufungspunkt
in Q hat.

25 (1P) Abgeschlossenheit der Häufungspunkte

Sei ā eine Folge und r ∈ R. Zeige: Wenn beliebig nahe Punkte zu r Häufungspunkte
sind, dann ist auch r Häufungspunkt.
D.h. Wenn (∀ϵ > 0) (∃s ∈ R) (|s− r| < ϵ & s H.P.), dann r H.P.
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26 (1P) Häufungspunkte

Gibt es eine Folge deren Häufungspunkte genau die angegebene Menge ist?
Sie müssen keine konkrete Folgen angeben, nur argumentieren dass es eine gibt oder dass
es eben keine gibt.
Hinweis1: Verwende dass sowohl Z als auch Q abzählbar sind, und zwar so dass jedes
Element unendlich oft vorkommt.
Hinweis2: Voriges Beispiel.

(a) Z

(b) Q

(c) R

(d) [0, 1] (das Intervall

{x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1}).

Computereinsatz (Bonusbeispiele)

27 (Computer, 1P) Folgen plotten

Plotten Sie (mit Punkten, optional linien dazwischen) die ersten 20 Elemente der fol-
genden Folgen (an)n∈N:

(a) an = n (b) an = 1
n (c) an = 2n

28 (Computer, 1P) Rekursive Folge in numpy

Erzeuge die ersten 30 Elemente der Fibonacci-Folge (a0 = a1 = 1, an = an−1 + an−2 für
n ≥ 2) und plotte sie.

29 Konvergenz

Eine Folge an konvergiert gegen a, wenn es für jedes ε > 0 ein M gib so dass
(∀n > M) |an − a| < ε.
Gib auch für allgemeines ε ein geeignetes M (in Abhängigkeit von ε) an. (Bsp: Für

an = 1
n funktioniert jedes M > 1

ε , z.B. M = ⌈1ε⌉ + 1. Es ist nicht das minimale M
gesucht.) Welches M ergibt sich daraus für ε = 0.001?

(a) an = 1
n

(b) an = 1
n3+7n2−13

(c) an = 1√
n

(d) an = 1
n2

Reihen

30 Nur Nullfolgen konvergieren

Zeige: Wenn die Reihe
∑∞

n=0 an konvergiert, dann ist an eine Nullfolge (d.h. limn→∞ an = 0).
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31 Geometrische Reihen

Was ist

(a)
∑∞

n=0
1
3n (b)

∑∞
n=1

1
3n (c)

∑∞
n=2

1
3n

32 Alternierende Reihen

Konvergiert
∑∞

n=2 an?

(a) an = 1
n

(b) an = (−1)n

(c) an = (−1)n 1
ln(n)

(d) an = (−1)n n2+2n
2n2−12

33 Absolute Konvergenz

Welche der Reihen des vorigen Beispiel konvergiert absolut?

34 Konvergenz alternierender Reihen

Geben Sie ein Gegenbeispiel an für den (falschen!) Satz: Wenn |an| eine Nullfolge ist,
dann konvergiert

∑∞
n=1 an.

35 (Computer, 1P) Reihen symbolisch berechnen

Berechnen Sie mit sympy:

(a)
∑∞

n=1
1
n2 (b)

∑∞
n=1(−1)n 1

n

Mengen und Intervalle

36 Mengenoperationen 1

Set A = {3, 12, 36}, B = {1, 3}. Gib die folgenden Mengen an:

(a) A ∪B

(b) A ∩B

(c) A \B

(d) A×B

(e) B2

37 Mengenoperationen 2

Set A = {2 · n : n ∈ N} und B = {2 · n+ 1 : n ∈ N}. Beschreibe

(a) A ∪B

(b) A ∩B

(c) A \B

(d) A×B

(e) B2

8
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38 Intervalle

Sei A das Intervall (3, 5), B = (5, 7), C = (4, 6), D = (−∞, 12]. Schreibe als Intervall
oder Vereinigung von Intervallen:

(a) A ∪B

(b) A ∩B

(c) A ∪ C

(d) A ∩ C

(e) A \ C

(f) D \A

39 Lösungsmengen

Schreibe die Lösungsmengen der folgenden (Un)gleichungen als endliche Menge wie zB
{2, 3}, als Intervall wie zB (−∞, 3] oder als Vereinigung von Intervallen. Welche dieser
Lösungsmengen ist offen, abgeschlossen oder weder noch?

(a) x > 5

(b) x = 2

(c) x2 ≤ 2

(d) x2 > 2

(e) x2 − 6x− 7 > 0

40 (Computer) Lösungsmengen mit sympy

Lass sympy die Lösungsmengen des vorigen Beispiels berechnen.

Metrische Räume

41 Metrik im R3

d sei die Euklidische Metrik auf R3. Gegeben Punkte im R3 in Koordinatenschreibweise:
x = (1, 2, 3), y = (4, 5, 6), z = (7, 8, 9). Berechne:

(a) d(x, y)

(b) d(y, x)

(c) d(x, x)

(d) d(x, z)

(e) d(x, y) + d(y, z)

42 Offene Bälle

Sei (X, d) ein metrischer Raum, x ∈ X, ε > 0. Zeige:

(a) Der Ball Bε(x) ist offen.

(b) {y ∈ X : d(x, y) > ε} ist offen.

(c) A ist offen gdw. A Vereinigung offener Bälle ist.

9
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43 Topologie

Zeige: In einem metrischen Raum (X, d) gilt:

(a) Die leere Menge ∅ ist offen; X ist offen.

(b) Der Schnitt endlich vieler (“endlicher Schnitt”) von offenen Mengen ist offen.

(c) Die (“beliebige”) Vereinigung offener Mengen ist offen.

44 (schwierig) Zusammenhängende Räume

Eine Menge A ⊆ X heißt abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \A offen ist.
Eine Menge heißt clopen (von “closed and open”), wenn sie offen und abgeschlossen

ist. Gemäß Bsp. 43 sind 0 und X clopen.
Der metrische Raum X heißt “zusammenhängend”, wenn ∅ und X die einzigen clopen

Mengen sind.
Zeige:

(a) X ist zusammenhängend gdw X keine Partition in zwei offene Mengen zulässt (d.h.
eine Darstellung X = O1 ∪O2 mit O1, O2 offen und nichtleer, und O1 ∩O2 = ∅).

(b) R ist zusammenhängend.

Hinweis: Sei A ⊆ R nichtleer, offen und abgeschlossen, wähle a ∈ A. Betrachte X :=
{x < a : (x, a] ⊆ A}. Weil A offen ist ist X ̸= ∅. Wir behaupten X hat keine untere
Schranke. Ansonsten hätte X ein Infimum x′. Insbesondere (x′, a] ⊆ A und x′ /∈ A (sonst
gäbe es ein x′′ < x′ in X, weil A offen ist). D.h. x′ ∈ R \A (offen), Widerspruch.

45 (2 P.) De Morgan Regeln

Seien A, B aussagenlogische Sätze (mit einem Wahrhheitswert wahr W oder falsch F.
(So etwas wird in vielen Programmiersprachen bool oder boolean genannt.) Wir wissen
bereits dass z.B. folgendes gilt: A → B gdw ¬B → ¬A. Oder äquivalent: Für alle
Zuordnungen von W und F zu A und B eribt sich für die aussagenlogische Formel (A →
B) ↔ (¬B → ¬A) der Wahrheitswert W. So eine Formel nennt man “allgemeingültig”.
Das kann man mit einer sogenannten Wahrheitstabelle zeigen:

Die Wahrheitstabelle von ¬A ist

A ¬A
W F
F W

Die von → ist

A B A → B

W W W
W F F
F W W
F F W

Dadurch ergibt sich:
A B A → B ¬A ¬B ¬B → ¬A (A → B) ↔ (¬B → ¬A)

W W W F F W W
W F F F W F W
F W W W F W W
F F W W W W W

10
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Zeige mit den entsprechenden Wahrheitstabellen dass die folgenden Aussagen allge-
meingültig sind:

(a) A ↔ ¬¬A

(b) ¬(A ∧B) ↔ (¬A ∨ ¬B)

(c) ¬(A ∨B) ↔ (¬A ∧ ¬B)

(d) ¬(A → B) ↔ (A ∧ ¬B)

46 Mengenalgebra

Gegeben eine Grundmenge X. Für A ⊆ X sei Ac := X \A. Zeige dass für alle A, B gilt:

(a) A = (Ac)c

(b) (A ∩B)c = (Ac ∪Bc)

(c) (A ∪B)c = (Ac ∩Bc)

Bemerkung: Das ist im Wesentlichen dasselbe wie 45, wenn man als Aussage “x ∈ A”
verwendet; dann entspricht z.B die Negation der Aussage x /∈ A, d.h. x ∈ Ac; der
Konjunktion ∧ entspricht ∩ etc.

47 Offen und abgeschlossen

Wir wissen (vgl. 43): Die Vereinigung von offenen Mengen ist offen, der Schnitt von
endlich vielen offenene Mengen ist offen. Eine Menge heißt abgeschlossen wenn iht Kom-
plement offen ist. Zeige:

(a) Die endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

(b) Der Schnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Hinweis: Zeige und verwende: (A ∪ B) = (Ac ∩ Bc)c; und
⋃

i∈I Ai = (
⋂

i∈I A
c
i )

c; wobei⋃
i∈I Ai die (‘beliebige”) Vereinigung von Mengen Ai ist (mit Indexmenge I), d.h. {x ∈

X : (∃i ∈ I)x ∈ Ai}.

Funktionen

48 Bild und Urbild

Gegeben beliebige f : X → Y , und A, B Teilmengen von X, und C, D Teilmengen
von Y . Gilt die folgende Aussage allgemein (d.h. für all solche f,A,B,C,D)? Wenn ja,
beweise sie. Wenn nein, gib ein Gegenbeispiel an.

(a) f ′′A ∪ f ′′B = f ′′(A ∪B)

(b) f ′′A ∩ f ′′B = f ′′(A ∩B)

(c) f ′′(A) \ f ′′(B) = f ′′(A \B)

(d) f−1C ∪ f−1D = f−1(C ∪D)

(e) f−1C ∩ f−1D = f−1(C ∩D)

(f) f−1C \ f−1D = f−1(C \D)

11
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49 Injektiv

f : A → B heißt injektiv, wenn a1 ̸= a2 → f(a1) ̸= f(a2) für alle a1, a2 in A. Was ist der
natürliche (d.h. größtmögliche) Definitionsbereich (das A in f : A → B) der gegebenen
Funktion f (zum Beispiel: für 1

x ist das R \ {0}), und ist f injektiv? Wenn ja begründe,
wenn nein gib ein Gegenbeispiel an.

(a) x

(b) x2

(c) x3

(d) x4

(e) 1
x

(f) 1
x

2

(g) ex

(h) ln(x)

(i) sin(x)

50 Surjektiv

f : A → B heißt surjektiv, wenn f ′′A = B; oder äquivalent: (∀b ∈ B) (∃a ∈ A) f(a) = b.
Das hängt von “Schreibweise” ab. Bsp: Sei f(x) = |x|. Dann ist f : R → R nicht

surjektiv; aber f : R → [0,∞) schon.
Im folgenden ist immer die Funktion f : A → R gemeint, mit dem natürlichen Defini-

tionsbereich A. Ist die Funktion surjektiv? Begründe.

(a) x

(b) x2

(c) x3

(d) x4

(e) 1
x

(f) 1
x

2

(g) ex

(h) ln(x)

(i) sin(x)

51 Verknüpfung von Funktionen

Wenn f : A → B und g : B → C, dann ist die “Verknüpfung” g ◦ f : A → C definiert
durch x 7→ g(f(x)). Was sind die natürlichen (d.h. größtmöglichen) Definitionsbereiche
A und B (für C können wir R wählen) und was ist g ◦f (vereinfache den Ausdruck wenn
sinnvoll möglich):

(a) f = x3, g = x2

(b) f = x2, g = ln(x)

(c) f = ln(x), g = x2

(d) f = ex, g = ln(x)

(e) f = ln(x), g = e2

(f) f = x2, g =
√
x

(g) g =
√
x, f = x2

52 Umkehrfunktionen

Wenn eine Funktion f : A → B injektiv ist, dann können wir g : f ′′A → A definieren
durch g(b) = a für das (eindeutige) a ∈ A mit f(a) = b. Zeige:

(a) g ◦ f : A → A ist die Identität, d.h., (g ◦ f)(a) = a.

(b) g ist injektiv und surjektiv.

12
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53 Umkehrfunktionen 2

Für das gegebene (injektive) f : A → R, finde den natürlichen (maximalen) Definitions-
bereich A, und gib f ′′A und die Umkehrfunktion g : f ′′A → A an.

(a) x

(b) x3

(c) 1
x

(d) ex

(e) ln(x)

54 (Computer) Funktionenpaare plotten

Vergleiche 9: Plotten Sie die folgenden Funktionen-Paare: (D.h. erzeugen Sie einen Plot,
in dem gleichzeitig sowohl f als auch g dargestellt ist.)

(a) f = x2, g =
√
x (b) f = x3, g = 3

√
x

55 (Computer) 3D plotten

Stellen Sie die Multiplikation f : R × R → R : (x, y) 7→ x · y in einem 3D-Plot Ihrer
Wahl dar. (wireframe mit oder ohne Farben, contour, . . . )

56 Injektivität

Gegeben eine Funktion f und eine Menge A ⊆ X, ist f ↾ A injektiv?

(a) f = x2, A = [−1, 4)

(b) f = x2, A = [4,∞)

(c) f = x2, A = {z ∈ Z : z < 0} ∪ {2n+1
2 : n ∈ N}

(d) f = 1
x2 , selbes A wie in (c)

57 Stetigkeitspunkte

Sei f : R → R definiert durch f(x) =

{
1 wenn x ∈ Q
0 sonst.

sign(x) =


1 wenn x > 0,

0 wenn x = 0,

−1 sonst.

(a) An welchen x ist f(x) stetig?

(b) An welchen x ist x · f(x) stetig?

(c) An welchen x ist sign(x) stetig?

13
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58 (Schwierig) Stetigkeitspunkte, seltsam

Sei f : R → R definiert durch f(x) =


1 wenn x = 0,
1
m wenn x ∈ Q \ {0}, x = ± n

m (gekürzt),

0 sonst.

Zeige: f stetig an x gdw x ∈ R \Q.

59 Konvergenz im Rn

Wir schreiben hier Elemente von Rn als x⃗ = (x1, . . . , xn).
Zeige: In Rn ist limi→∞(x⃗i) = y⃗ genau dann wenn limi→∞(xmi ) = ymi für jedes 1 ≤

m ≤ n.
(Das heißt: Konvergenz ist “komponentenweise”.)

60 Konvergenz im R3

. Welche der Folgenden Folgen x⃗n = (x1n, x
2
n, x

3
n) konvergieren:

(a) ( 1n , 1, sin(n)) (b) ( 1n , 1, n) (c) (1, ln(n)n , sin(n)n )

61 Stetigkeit der Addition

Zeige: Die Addition (x, y) 7→ x+ y ist stetig (als Funktion von R2 → R).
Hinweis: Das kann man einfach direkt zeigen; eine besonders kurze Alternative (mit

dem, was wir schon wissen) ist der folgende: Stetig gdw lim(x⃗n) = x → lim(f(x⃗n)) = f(x⃗)
gdw (nach 59) lim(x0n) = x0& lim(x1n) = x1 → lim(x0n + x1n) = x0 + x1.

62 Topologische Definition der Stetigkeit

Sei f : R → R. Zeige: f ist stetig gdw. (∀O ⊆ R)O offen → f−1O offen.
Hinweis: Für “rechts nach links”: Verwende O := Bε(f(x)) und die Definitionen für

stetig und offen. Für “links nach rechts”: Betrachte A := f ′′R∩O. Zeige f−1A = f−1O.
Für jedes x ∈ f−1O, d.h. f(x) ∈ A, wähle Bε(f(x)) ⊆ O; dann gibt es nach Def. stetig
ein Bδ(x) ⊂ f−1Bε(f(x)) ⊂ f−1O.

63 Das Bild offener Mengen

Wenn f : R → R stetig ist, dann ist für offene O ⊆ R das Bild f ′′O i.A. nicht offen. Gib
ein Beispiel für so ein f und A.

64 Logarithmen

Wir setzten voraus (für x > 0 und a, b ∈ R): x0 = 1, xa+b = xaxb, (xa)b = xab.
Wir definieren ln(x) = y durch x = ey.
Beweise aus den obigen Gleichungen (für x, y > 0):

14
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(a) x−a = 1
xa .

(Hinweis: xa−a = 1)

(b) ln(xy) = ln(x) + ln(y)

(c) ln(xr) = r ln(x)

(d) ln( 1x) = − ln(x)

65 (Schwierig) Eigenschaften stetiger Funktionen 1

Sei f : [a, b] → R stetig. Zeige: f ′′[a, b] = [c, d] (mit c, d in R und c ≤ d).

66 Eigenschaften stetiger Funktionen 2

Wir setzen 65 als bewiesen voraus.

(a) Zeige: Jeder Wert zwischen f(a) und f(b) wird angenommen (d.h., ist f(x) für ein
x ∈ [a, b]).

(b) Das gilt nicht Für nicht-Intervalle: Sei z.B. A = [a, a′] ∪ [b′, b] mit a ≤ a′ < b′ ≤ b.
Gib ein Beispiel für ein stetiges f : A → R stetig an, bei dem nicht jeder Wert
zwischen f(a) und f(b) angenommen wird.

(c) Zeige: f ′′[a, b] ist beschränkt.

(d) Das gilt nicht für offene Intervalle: Gib ein Beispiel für f : (a, b) → R stetig so daß
f ′′(a, b) nicht beschränkt ist.

67 Injektive stetig Funktionen

Wir wissen schon dass: streng monoton impliziert injektiv. Bei stetigen Funktionen auf
Intervallen gilt auch die Umkehrung:

(a) Sei f : I → R injektiv und stetig für in Intervall I. Zeige: f ist streng monoton.

Hinweis: Sie dürfen ohne (erneuten) Beweis 66(a) anwenden, für geeignetes a, b.

(b) Das gilt i.A. nicht für f : A → R wenn A kein Intervall ist. Gib ein Gegenbeispiel
an.

68 (Schwierig) Stetige Umkehrfunktion

Sei f : [a, b] → R streng monoton (stetig wird nicht vorausgesetzt).

• Zeige: f−1 : f ′′[a, b] → [a, b] ist stetig.

• Wenn der Definitionsbereich von f kein Intervall, sondern z.B. [0, 1) ∪ [2, 3) ist,
dann ist die Umkehrfunktion i.A. nicht stetig. Gib ein Beispiel.

15
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69 Ableitung von 1
x

Zeige direkt aus der Definition der Ableitung (ohne Verwendung von Ableitungsregeln)
dass ( 1x)

′(x) = − 1
x2 (für x ̸= 0).

(D.h. berechne den Differentialquotentien-Limes limy→x
f(y)−f(x)

y−x .)

Bemerkung: In den folgenden Aufgaben kann man dann Ableitungsregeln nach Belie-
ben verwenden.

70 Definitionsbereich der Wurzel

Was ist der natürlich (maximale) Definitionsbereich von (n ∈ N):

(a) x
1
n (b) x−

1
n

71 Ableitung von x
1
n

Wir setzten voraus: dxn

dx = n · xn−1 für n ∈ N.
Zeige: dxr

dx = r · xr−1 für r = 1
n , n ∈ N, (für x im natürlichen Definitionsbereich der

Ableitung).
Hinweis: Benutze die Ableitungsregel für inverse Funktionen.

72 Ableitung von x
m
n

Wir setzten voraus: dxr

dx = r · xr−1 sowohl für r = n als auch für r = 1
n , für alle n ∈ N.

Zeige: dxr

dx = rxr−1 für x > 0 und r = m
n ∈ Q.

Hinweis: x
m
n = (x

1
n )m. Benutze die Kettenregel.

73 Mehr Ableitungen

Leiten Sie die folgenden Funktionen ab:

(a) tan(x) := sin(x)
cos(x) . (b) ea(x−x0)+b mit a, b, x0 in R.

74 Ungleichungen und Limes

Sei A ⊆ R, a Häufungspunkt von A, f : A → R. Angenommen limx→a f(x) = c existiert.

• Zeige: Wenn f(x) ≥ 0 für alle x ∈ A \ {a}, dann limx→a f(x) ≥ 0.

• Das gilt nicht wenn man (beide) ≥ 0 durch > 0 ersetzt. Gib ein Gegenbeispiel.

75 Ungleichungen und Mittelwertsatz

Zeige: Sei h : [a, b) → R so dass h(a) ≥ 0 und h′(x) ≥ 0 für x ∈ [a, b). Dann ist h(x) ≥ 0
für alle x ∈ [a, b).

Hinweis: Benutze den Mittelwertsatz.
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76 Nochmal in die andere Richtung

Zeige: Sei g : (a, b] → R so dass g(b) ≥ 0 und g′(x) ≤ 0 für x ∈ (a, b]. Dann ist g(x) ≥ 0
für alle x ∈ (a, b].
Hinweis: Entweder analog zum vorigen Beispiel. Oder definiere h(x) : [−b, a) → R

durch h(x) := g(−x); und verwende voriges Beispiel (und die Kettenregel).

77 Ungleichungen und Ableitungen

Zeige: ln(x) ≥ 1− 1
x für alle x > 0.

Hinweis: Benutze vorige Beispiele, mit dem Endpunkt 1. Verwenden Sie dass x2 < x
(und damit 1

x2 > 1
x) für x ∈ (0, 1); und x2 > x (und damit 1

x2 < 1
x) für x > 1.

78 (Bonusaufgabe, auch nicht schwierig) Ungleichungen und Ableitungen 2

Zeige die Bernoullische Ungleichung: (1 + x)r ≥ 1 + x · r für x ≥ 0 und r ≥ 1.

79 (Computer) Ableiten mit dem Computer

Leiten Sie folgende funktionen in jupyter/sympy ab:

(a) ln(x+ ex) (b) sin(x)
x

80 Partielle Ableitungen

Sei f(x, y) = sin(xy2) + cos(y) und (x0, y0) = (2, 1) Berechne

(a) ∂f
∂x

(b) ∂f
∂x (x0, y0)

(c) ∂f
∂y

(d) ∂f
∂x (x0, y0)

Das heißt in (a) und (c) sind die allgemeinen Ausdrücke gefragt (in dem eindimen-
sionalen Beispiel g(x) = x2 wäre das g′(x) = 2x) und in (b) und (d) die konkreten
Ableitungen am gegebenen Punkt (das entspräche, für x0 = 5, im eindimensionalen
Beispiel g′(x0) = 10.)

81 (Computer) Dasselbe mit sympy

Rechnen Sie (a)–(d) des vorherigen Beispiels mit sympy.

82 (Schwierig) Tangentialebene

(Nicht schwierig, aber nicht Kern-VO-Stoff)
Für ein differenzierbares f : R2 → R ist die affine Approximation (Tangentialebene)

Df beim Punkt (x0, y0) gegeben durch f(x0, y0)+(a1, a2)·
(
x− x0
y − y0

)
= f(x0, y0)+a1(x−

x0) + a2(y − y0), wobei a1 =
∂f
∂x (x0, y0) und a2 =

∂f
∂y (x0, y0).
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Für das f aus Beispiel 80, gib die Ableitung Df in (x0, y0) an. (Dabei können für
a1, a2 auch gern numerische Werte mit zB 2 Nachkommastellen verwendet werden, um
Schreibarbeit zu ersparen.)

83 (schwierig) Richtungsableitung

(Nicht wirklich schwierig, aber soweit nicht VO Stoff)
Bezogen auf das vorige Beispiel:
Entsprechen der Definition der partiellen Ableitung ist ∂f

∂x (x0, y0) die Ableitung von
h(x) := f(x, y0), d.h. die Änderungsrate von f wenn man sich vom Punkt (x0, y0) in
x-Richtung bewegt. Analog für ∂f

∂y (x0, y0).
Wir bewegen und nun in einer beliebigen Richtung: (x(t), y(t)) = (x0, y0)+ t · (vx, vy).

Sei g(t) := f(x(t), y(t)).

Zeige: g′(0) = (a1, a2) ·
(
vx
vy

)
.

(D.h.: Berechne die linke und die rechte Seite, für das gegebene f und (x0, y0), und
zeige dass das Ergebnis dasselbe ist.)

84 (Computer, 3P) 3D Plot mit opacity

Plotten Sie f(x, y) und die dazugehörige Tangentialebene in (x0, y0) (aus Aufgabe 80)
so dass am Bild beides gleichzeitig sinnvoll zu sehen ist.
Hinweis: Mit der standard matplotlib scheint das nicht gut zu funktionieren; laut

https://stackoverflow.com/a/43004221/2010842 hilft möglicherweise mayavi.

85 De l’Hospital

Berechne:

(a) limx→0
cos(x)−1

x2 (b) limx→∞
x3

ex .

Hinweis: Jedesmal kann die Regel von De l’Hospital (mehrfach!) verwendet werden.
Begründen Sie jedesmal warum sie die Regel anwenden dürfen!

86 Konvexität

(a) Zeige: f : (a, b) → R ist konkav gdw gilt: Für a < x < z < b und ζ ∈ (0, 1) ist
f(ζx+ (1− ζ)z) ≥ ζf(x) + (1− ζ)f(z).

Analog für strikt konkav und > statt ≥.

(b) Zeige: Für 0 < x < z und ζ ∈ (0, 1) gilt: ln(ζx+ (1− ζ)z) > ζ ln(x) + (1− ζ) ln(z).

Hinweis: Die y mit x < y < z sind genau die Zahlen der Form z− ζ(z−x) für ζ ∈ (0, 1).
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87 (2P) Taylorreihen

Berechnen sie die Taylorreihen
∑∞

n=0
f (n)(0)

n! xn der folgenden Funktionen; in symbolischer

Summenschreibweise (d.h., geben sie einen Ausdruck für an := f (n)(0)
n! an), und geben

Sie zusätzlich die ersten 4 Summenglieder an:

(a) ex

(b) sin(x)

(c) 1
1+x

(d) ln(1 + x)

88 (Schwierig) Eine perverse Funktion

Sei f(x) := e−(x−2) für x ̸= 0 und f(0) := 0. Zeige:

(a) f(x) ist stetig. (b) f (k)(0) = 0 für alle k ∈ N.

Bemerkung: Die Taylor-Reihe von f ist also konstant 0, sie konvergiert daher für alle
x. Aber außer bei x = 0 ist sie ungleich f(x).

89 (Computer) Taylor-Approximation

Plotten Sie (gleichzeitig) ln(1+x) sowie die nte Taylor-Approximation, für n = 0, 1, 2, 3.

90 (Computer) Symbolisches Integrieren

Verwenden Sie sympy.integrate um die Integrale (Stammfunktionen) folgender Funk-
tionen zu finden:

• x2ex

• 1
cos(x)

91 (Computer) Noch mehr Spaß mit symbolischem Integrieren

Spielen Sie sich mit sympy.integrate herum:

• Finden Sie eine (möglichst einfache) Funktion, die sympy nicht (symbolisch) inte-
grieren kann (d.h. als Ergebnis bekommen Sie im wesentlichen die Eingabe).

• Finden Sie eine (möglichst einfache) Funktion, deren Integral nicht elementar dar-
gestellt werden kann, sehr wohl aber mithilfe einer “benannte Funktion” wie erf
oder eine Bessel-Funktion.

92 Substitutionsregel

Subsitutionsregel: Wenn F (x) =
∫
f(x)dx, dann

∫
f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)).

Leite die Substitutionsregel aus der Kettenregel (für Ableitungen) ab.
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93 Anwendung der Substitutionsregel

Berechne
∫
axdx (a > 0).

Hinweis: Verwende ax = ex ln(a), und berechne mit der Substiutionsregel für f(x) = ex

und g(x) = x ln(a) das Integral
∫
f(g(x))g′(x)dx. Bestimme daraus

∫
f(g(x))dx.

94 (2P) Nochmals Kettenregel

Überprüfen Sie dass
∫ f ′(x)

f(x) dx = ln(|f(x)|).
Verwenden Sie diese Tatsache folgende Funktionen zu integrieren:

(a) 1
x lnx (b) tan(x)

95 Kurvendiskussion

Gegeben U > 0. Beweise: Unter den Rechtecken mit Umfang U hat das Quadrat die
größte Fläche. Gibt es unter den Rechtecken mit Umfang U eines mit kleinster Fläche?
Hinweis: Ein Rechteck mit Seitenlängen a, b hat Umfang U = 2(a + b) und Fläche

F?a · b. Ein Rechteck ist ein Quadrat wenn a = b. Schreibe nun x für a und x − U
2 für

b. Das ergibt eine Funktion f(x) für die Fläche. An welchen Stellen kann diese Funktion
Extrema haben?

96 Mehr Kurvendiskussion

Gegeben V > 0. Unter den Zylindern mit Volumen V , welcher hat minimale Oberfläche?
Hinweis: V = r2πh und O = 2rπh+ 2r2π.

97 (2P) Noch mehr Kurvendiskussion

Bestimmen Sie alle lokalen Minima und Maxima der folgenden Funktionen f : A → R.
Welche davon sind “richtige” (“globale”) Minima und Maxima? (Zur Erinnerung: f hat
ein Minimum bei a ∈ A, wenn f(b) ≥ f(a) für alle b ∈ A. f hat ein lokales Minimum bei
a ∈ A wenn es ein ε > 0 gibt so dass f(b) ≥ f(a) für alle b ∈ A mit |b− a| < ε.)

(a) x2e−x2
(b) x

1+x2

98 Uneigentliche Integrale 1

Berechne
∫∞
1 xrdx. Für welche r ergibt sich eine endlicher Wert?

99 Uneigentliche Integrale 2

(a) Berechne
∫ 1
0 xrdx. Für welche r ergibt sich eine endlicher Wert?

(b) Für welche r ist
∫∞
0 xrdx endlich?
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100 Uneigentliche Integrale 3

Berechne
∫∞
−∞ e−a|x|dx (für fixes a > 0).

101 Differentialgleichung 1

Lösen Sie die folgende Differentialgleichung mittels “Trennung der Variablen”:

(a) y′ = −x2y3 (b) y′ = x
y

102 Differentialgleichung 2

(a) y′ = xy (b) y′ = y
x

103 Lipschitz-stetig

Eine Funktion g : A → R heißt Lipschitz-stetig, wenn es ein L ∈ R gibt so dass gilt:
(∀x1, x2 ∈ A) |g(x2)− g(x1)| < L|x2 − x1|.

(a) Zeige: Wenn g : [a, b] → R differenzierbar ist, und g′(x) beschränkt ist, dann ist g
Lipschitz-stetig. (Verwende den Mittelwertsatz, slides S. 120.)

(b) Folgere daraus: Wenn g : [a, b] → R differenzierbar ist, und g′ stetig, dann ist g
Lipschitz-stetig.

104 Lipschitz-stetig 2

Sei g(x) =
√
|x|. Zeige:

(a) Zeige: g ↾ [a, b] ist Lipschitz-stetig, wenn 0 /∈ [a, b]. (Verwende die vorige Aufgabe.)

(b) Zeige: g ↾ [a, b] ist nicht Lipschitz-stetig, wenn 0 ∈ [a, b].

(Zeige: g′(x) ist unbeschränkt, und verwende wieder den Mittelwertsatz.)

105 Eine Differentialgleichung

Löse das Anfangswertproblem y′(x) =
√
y(x), y(1) = 1

4 . (Für x > 0.)
Hinweis: Verwende Trennung der Variablen.

106 Uneindeutige Lösungen

Sei yr(x) =

{
0 für x ≤ r
(x−r)2

4 sonst
(für r ≥ 0).

Zeige dass jedes yr Lösung (auf ganz R) des Randwertproblems y′(x) =
√

y(x), y(0) =
0 ist.
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107 Die Nichtanwendbarkeit des Eindeutigkeitssatzes

Wir wollen nun überprüfen dass der Eindeutigkeitssatzes (slides S. 176) im vorigen Bei-
spiel nicht anwendbar ist.
Setze f(x, y) :=

√
|y(x)| auf [a, b] × [c, d], mit x0 ∈ (a, b) und y0 ∈ (c, d). D.h. das

Anfangswertproblem y′ = f(x, y), y(x0) = y0 entspricht der Differentialgleichung die in
den vorigen beiden Beispielen behandelt wurde.

(a) Zeige unter Verwendung des Eindeutigkeitssatzes: Wenn y0 > 0, dann gibt es eine
eindeutige Lösung für eine Umgebung von x0. Wie lautet diese Lösung?

Hinweis: Wähle 0 < c < d mit 0 ∈ (c, d). Zeige dass dann f die Lipschitz-
Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes erfüllt.

(b) Zeige: Wenn y0 = 0, dann gibt verschiedene Lösungen, die sich auf jeder auch noch
so kleinen Umgebung von x0 unterscheiden.

108 (Schwierig) Anwendung des Eindeutigkeitssatzes

Wir wissen dass y′ = y die Lösungen Cex hat. Zeige dass das die einzigen Lösungen sind.
Hinweis: Angenommen f(x) ist eine andere Lösung, mit f(x0) = y0 ̸= 0. Setze g(x) :=

Cex für ein C so dass g(x0) = y0. Wir müssen zeigen f = g. Angenonmmen es gäbe ein
x > x0 mit f(x) ̸= g(x). Sei x1 das Infimum der Menge {x > x0 : f(x) ̸= g(g)}. Zeige
dass f(x1) = g(x2) (Hinweis: f und g sind stetig, weil sogar diffbar.) Finde nun einen
Widerspruch zum Eindeutigkeitssatz (angewendet auf x1).

109 (2P, Computer) Symbolische Lösung von Differentialgleichungen

Lösen Sie mit sympy die folgenden Differentialgleichungen exakt. Was fällt Ihnen auf?

(a) y′ =
√
y (b) y′ =

√
|y|

110 (2P, Computer) Numerische Lösung von Differentialgleichungen

Lösen Sie mit scipy (solve_ivp) die folgenden Differentialgleichungen numerisch, und
plotten Sie das Ergebnis. Was fällt Ihnen auf?

(a) y′ =
√
y, y(1) = 1, im Bereich [1, 100]

(b) y′ =
√

|y|, y(−10) = −3, im Bereich [−10, 10]

111 (2P) Potenzreihen-Ansatz

Berechne mittels Potenzreihenansatz die Lösung von y′ = y2 + x2 bis auf O(x5) (d.h.,
die Glieder bis inkl x4).
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112 (2P) Lineare Diffgl erster Ordnung

Löse das Anfangswertproblem y′ + 2y = e4x + 1, y(0) = 1.

113 Kurven im R2

Gib eine differenzierbare Kurve γ : R → R2 an, deren Bild die folgenden Teilmengen von
von R2 ist:

(a) Die y-Achse.

(b) [0, 1]× {0}, d.h. die Strecke zwischen

(
0
0

)
und

(
1
0

)
(c) Eine Ellipse (die keine Kreis ist. Abgesehen davon können Parameter beliebig

gewählt werden.)

114 Kurven im R3

Gib eine differenzierbare Kurve γ : R → R2 an, die einer “Schrauben/Spiral-Linie”
folgt (d.h. die x- und y-Werte beschreiben eine Kreisbahn, während die z-Werte linear
wachsen).

115 Länge von Kurven

Gib eine Kurve γ : [0, 1] → R2 an, deren Bild die Strecke von (0, 0) nach (1, 1) ist (ohne
dass Punkte zweimal erreicht werden). Rechne nach dass die Weglänge (nach unserer
Definition) tatsächlich wie erwartet

√
2 ist.

116 Länge von Kurven

Berechne die Länge der Ellipsen-Kurve γ : [0, 2π] → R2 gegeben durch x 7→
(
a cos(x)
b sin(x)

)
.

(D.h., Berechne den Umfang der Ellipse). Dabei ist nur das Integral anzugeben, dieses
muss (und kann) nicht integriert werden.

117 Länge von Kurven

Berechne die Länge der Kurve γ : [0, 2π] → R3 gegeben durch x 7→

cos(x)
sin(x)

x

.

118 (Computer) Kardioide

Plotten Sie eine Kardioide, d.h. eine Kurve γ : t 7→
(
(1− cos(t)) · cos(t)
(1− cos(t)) · sin(t)

)
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119 (Computer) Kardioide dynamisch

Plotten Sie die Kardioide “dynamisch”, d.h. so dass man die Bewegung in der Zeit t
sieht.

120 (Computer) Schraube

Plotten sie (3D) eine Schrauben/Sprial-Linie.

121 Volumen

Berechne durch Integration das Volumen auf R = [0, 1]×[0, 1] unter der Funktion x2+y2.

122 Komplexe Zahlen: Division

Schreibe in der Form a+ ib mit a, b in R:

(a) 1
i (b) 3+2i

i (c) 1
1+i

123 Komplexe Zahlen: Einheitswurzeln

Schreibe alle fünf 5ten Einheitszwurzeln in Polarkordinaten (r, ϕ).

124 (Schwierig) Komplexe Zahlen: Einheitswurzeln kartesisch

(Nicht wirklich schwierig, man muss nur cos(3π4 ) berechnen können.)
Schreibe alle drei 3ten Einheitszwurzeln sowohl in Polarkordinaten (r, ϕ) als auch

kartesisch a+ ib.

125 Komplexe Funktionen

Welche der folgenden Funktionen f : C → C sind injektiv? Welche surjektiv?

(a) z

(b) z2

(c) z3

(d) ez

126 (Schwierig) Cauchy-Riemansche Differentialgleichungen

Sei f : C → C. Interpretiere f als Funktionen u, v von R2 nach R: f(x+ iy) = u(x, y) +
iv(x, y). Zeige: Wenn f komplex differenzierbar ist, dann gilt ∂u

∂x = ∂v
∂y und ∂u

∂y = − ∂v
∂x .

Hinweis: limh→0
f(z+h)−f(z0)

h muss gleich sein wenn man h entlang der reellen Achse
gegen 0 gehen lässt, und wenn man h entlang der imaginären Achse gegen 0 gehen lässt.
Berechne beide “Richtungsableitungen” und vergleiche Real- und Imaginärteile.
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