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V.

Uberblick

Herleitung Bayes-Theorem

Statistische Grundlagen fir stetige
Zufallsvariablen

Bayes-Theorem flr stetige Merkmale
Parameterschatzung fir Bayes-Theorem

Statistische Grundlagen fur zwei oder mehrere
Zufallsvariablen




Herlettung
Bayes-Theorem



Wiederholung

Randverteilung (marginal distribution):

P(A) = z P(A,B) | — Summenregel (sum rule)
B

Verbundwahrscheinlichkeit (joint probability):

P(A,B) = P(B|A)P(A)
P(B,A) = P(A|B)P(B)

— Produktregel (product rule)
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Herleitung ...

... basierend auf der Produktregel und der Symmetrie-
eigenschaft P(4,B) = P(B, A), kann man direkt auf £
folgenden Zusammenhang zwischen den bedingten

Wahrscheinlichkeiten schlieRen:

P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B)

P(A|B) = P(Bllfzgm)




Statistische Grundlagen fir
stetige Zufallsvariablen



Zufallsvariablen

"in der letzten VO haben wir uns mit diskreten
Zufallsvariablen beschaftigt
* Beispiel: ,Hund oder Katze“
* 4 Gewichtsstufen und 2 Temperaturstufen

" Temperatur und Gewicht sind eigentlich stetige
Merkmale ...




Stetige Zufallsvariablen

Zufallsvariable x € R heilst stetig, weil sie unendlich =
viele verschiedene Werte annehmen kann.

Wichtig: Die Wahrscheinlichkeit, dass x einen bestimmten
Wert annimmt, dass das Ereignis x = a eintritt, ist Null:

P(x=a) = fap(x)dx = 0 (VaeR)




Dichtefunktion

Flr stetige Zufallsvariablen wird eine Dichtefunktion (DF)
p(x) statt einer Wahrscheinlichkeitsfunktion p; = P(x = v;) [=Z
verwendet.

... Dichtefunktion wird auch als ,,probability desity function” oder
kurz ,,pdf“ bezeichnet, z.B.: Normalverteilung/GauR-Verteilung
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Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit P das x in das Intervall [a, b] fallt, kann
durch Integration ermittelt werden: ; -

Plx € (a,b)]| = f p(x)dx

a

0,5
z.B.: P[x € (0,1)] Folgende Voraussetzungen muss
o eine DF erfiillen:
/\0,3 :;—_‘
S0, p(x) =0
0,1




Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion (VF) F (a) gibt die Wahrscheinlichkeit —
fur das Ereignis x < a an, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass x L
in das Intervall (—oo, a] fallt.

» Wahrscheinlichkeit P(x < a) kann direkt von F(a) abgelesen

werden ...
1

0,8 a
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0,4 oo
0,2
0




Kenngréfien von Vertetlungen

" KenngrolRen fur stetige Verteilungen sind in den meisten
Fallen sehr ahnlich zu jenen von diskreten Verteilungen

" meist reicht es aus die Summen durch Integrale zu

ersetzten ...




Erwartung

Die Erwartung €[] einer Funktion h(x) einer stetigen _
Zufallsvariable x ist definiert als

E[h(x)] = f R()P(x)dx

= zum Vergleich: Erwartung fur diskrete Zufallsvariable x

e[h()] = ) hCOPX)

xeX




Mittelwert

Der Mittelwert einer stetigen Zufallsvariable X ist

definiert als 00
Elx] = u = ] x p(x) dx

= zum Vergleich: Mittelwert fir diskrete Zufallsvariable x
m
=1

glx] = u = Z:Xp(x) :zvipi

XEX [




Varianz

Die Varianz o2 ist definiert als

02 = £[(x — p)?] = j (x — 1)2p(x)dx

= es gilt natiirlich auch: 0% = E[x?] — (E[x])?
" zum Vergleich: Varianz fur diskrete Zufallsvariable x

0? = el(x = = ) (x— WPP()

XEX




Bayes-Theorem fiir
stetige Merkmale



Diskret «» Stetig

" diskret:
P(x = i|w;)P(w))

P(w]-‘x = i) = Plx = 1)

= flir eine stetige Zufallsvariable/Merkmal X mit
zugehoriger Dichtefunktion (pdf) p(x):

2> P

2D




Dichtefunktion einer Klasse

p(x|a)j) ... wird als ,,class conditional” (pdf) bezeichnet

" beschreibt die stetige Verteilung eines Merkmals x fir
eine gegebene Klasse w;

" besitzt alle Eigenschaften einer ,normalen®
Dichtefunktion

p(x|wj) >0

f p(xle)dx =1




Beispiel: class conditional pdis

5

class densities
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Likelihood

Falls man p(x‘a)j) als Funktion der Klasse j fr ein festes
x betrachtet, spricht man von der , Likelihood“ von

J beziglich x.

Likelihood # Wahrscheinlichkeit




Bayes-Theorem

p(x|w;)P(w))
p(x)

P(wj|x) =

likelihood X prior

posterior = :
evidence




Evidence

" entspricht dem Normalisierungsfaktor (siehe vorherige
Vorlesung, Bayes-Theorem fur diskrete Merkmale)

" p(x) ist fur alle Klasse identisch > keinen Einfluss auf
das Verhaltnis der posteriors

" fir Bestimmung der Klasse mit grolSter posteriori
Wahrscheinlichkeit ist likelihood X prior ausreichend

" bei identischen priors wird mit likelihoods klassifiziert




Likelihood Verhiltnis

... im Fall von ¢ = 2 (zwei Klassen), kann man die Bayes-
Entscheidungsregel auch so formulieren:

Entscheide fur wy, falls
P(wq|x) > P(w;|x)

p(x|w)P(w1) > p(x|wz)P(w,)

>




Bayes-Entscheidungsregel

P(wy]x) > P(wy|x)

—

2 - ; . :
p(Cilz) p(Colx)
|

0.8

0.6

04r

02r
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Bayes-Entscheidungsregel

p(x|lwi)P(wy) > p(x|wy)P(wy)

fur P(w{) = P(w,) = 0,5

0.3r

|
|
0.2} :
i
01F :
!
!
0 1 | I 1
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Bayes-Entscheidungsregel
p(x|wy)P(w,) > p(x|wz)P(w,)

= fiir P(w;) = 0,3 und P(w,) = 0,7

03r
02F

0.1r
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Fehlerwahrscheinlichkeit

... die (bedingte) Wahrscheinlichkeit der
Fehlklassifikation (conditional error) P(error|x)
ISt

= P(wq]|x), falls man fir w, entscheidet und

= P(w,|x), falls man fiir w; entscheidet.

Die Fehlerrate (oder der mittlere Fehler) P(error)
berechnet sich als

P(error) = J ) P(error|x) p(x) dx

— 00




Parameterschitzung
flir Bayes-Theorem



Parameterschitzung ..

... man spricht auch vom Training oder Supervised Learning

Mit Hilfe von Trainingsdaten, bestehend aus N Stichproben
die ¢ Klassen zugeordnet sind, schatzt man:

" priors P(wj)
= evidence p(x)
= class conditional pdfs p(x‘wj)

Ziel: Klassifikator soll Muster die nicht in den Trainingsdaten
waren richtig klassifizieren.




Schitzung der Priors

" meist einfach zu schatzen

" Schatzungen basieren auf
* Klassenverteilung in den Trainingsdaten
 zusatzliches Wissen Uber die Verteilung

" oft werden einfach gleiche Priors fur alle Klassen
angenommen




Schitzung der Evidence

" Evidence (Normalisierungsfaktor) erhalt man als:
C
p(x) = z p(x|w;)P(w))
j=1

" man braucht unter anderem die Dichtefunktionen
der Klassen (class conditional pdfs)

P(wj|x) =




Schétzung der Dichtefunktionen

... die class conditional pdfs sind am schwierigsten

zu schatzen VP (w:
P(w;|x) = p(x|w;)P(w))

p(x)

nicht-parametrische Verfahren parametrische Verfahren

* Anzahl der Parameter nicht fix ¢ Anzahl der Parameter ist fix
* keine Annahme uber die * man macht am Beginn eine
Verteilung Annahme Uber die Verteilung
(z.B. Normalverteilung)
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gen EEN EEE EEE E B S R . .y

k-NN Schitzung

= k-Nearest Neighbor Estimation: einfaches nicht-parametrisches
Verfahren zur Dichteschatzung aus n Stichproben von Klasse j

g I I IS IS IS S DS S D DS B D e B e ey

e zentriere ,Zelle” Uber x v

e |ass Zelle wachsen bis k ‘ |
Stichproben enthalten sind

e V. =2 GroRe der Zelle (z.B.
Lange der Linie)

LN Schatzung der Dichte

k=23

_—ea - - - - - - - - - - - e e e -




k-NN Schitzung

Ergebnis flir Beispiel mit 8 Stichproben mit k = 3
und k =5 aus Duda et al.:

P(fle)

— oo —o oo—0o—+» ® - X
[Quelle: Duda et al., 2001]
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Dichteschitzung fiir nD

" k-NN Schatzverfahrenist  (x
auch fur Dichteschatzungen §
mit zwei oder mehr
Dimensionen anwendbar

" zum Beispiel:
* 2D-Zelle Kreis oder Rechteck 0
* I/, Flacheninhalt der Form
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Anmerkungen Dichteschitzung

" Form der geschatzten
Dichtefunktion hangt stark oclor)
vom Wert fir k ab .

" Geschatzte Dichtefunktion ist
ublicherweise nicht glatt

———W & -8 & & =\

" Schatzung nahert sich der [Quelle: Duda et al., 2001]
tatsachlichen Dichtefunktion
an, wenn Anzahl der
Stichproben N — oo




Link: k-NN Klassifikator

m hbasiert auf der Idee des k-NN Schatzers

= ABER: statt die likelihood zu schatzen, wird direkt
die posteriori Wahrscheinlichkeit geschatzt

 aus Trainingsdaten werden k ,Datenpunkte” mit der
kleinsten Distanz zu x gefunden

* kj gehoren zur Klasse j

* posteriori Wahrscheinlichkeit fur Klasse j wird
folgendermalien geschatzt:
k-
_J
P(awj|x) = -~




Parametrisches Verfahren

1. Annahme uber die Verteilung der
Dichtefunktion wird getroffen

2. Schatzen der Parameter der Verteilung

* weniger Parameter zu * nicht so flexibel wie
schatzen nicht-parametrische
* kleinerer Trainings- Verfahren

datensatz notwendig




Normalverteilung

" haufig wird eine Normalverteilung angenommen

" Grinde
* eine der meist studierten Verteilungen
e gute analytische Eigenschaften

* gutes Modell fir die Verteilung eines Merkmals
0,5
0,4
—~0,3
ke
©.0,2

0,1




Normalverteilung

" Parameter: »(x)~N(y, o)
* Mittelwert u 1 (x—1)>
* Varianz g* p(x) = e 207
oV2T
0,5
0,4
03
X

0,2

0,1




Dichte in Normalverteilung

" am hochsten in der Nahe des Mittelwerts

= Werteverteilung / Dichte:
* P[|lx — u| < o] = 0,68 2> 68% der Daten
e Pl|x — u| < 20] = 0,95 = 95% der Daten
* Pl|x — u| < 30| = 0,997 2 mehr als 99% der Daten

0,5

0,4
0,3

2,5% 95% 2,5%
0,2

0,1
L N

54 -3 -2-101 2 3 4 5




Schitzung der Parameter

1. Annahme der Verteilung: Normalverteilung

2. Trainingsdaten:
* N = {x4, ..., xy } Stichproben mit Klassenlabel w;
cj=1,2,..,cC

* N; sind die Stichproben der Klasse w;
0,5
0,4

o

3

p(<w)

o
(@ R

—5—4—3—2—1)(%12345




Schiatzung Mittelwert

Die Schatzung des Mittelwerts ji; fur Klasse j aus den
Trainingsdaten x; der Klasse j 1 =
7 T — x

Xi€Wj

" [i; ist eine Schatzung des tatsdchlichen Mittelwerts y;




Schitzung Varianz

Falls tatsachlicher Mittelwert u; bekannt ist, wird Varianz
folgendermalien geschatzt: 52 =
% N (xl 'u]

XEQ)J

Bei geschatztem Mittelwert fi;, wird folgender Schatzer
verwendet =

'“J) =

xlew]




Beispiel aus der Botanik

= Fisher's Iris Datensatz
= 50 Stichproben (Beobachtungen) von drei Arten von Schwertlilien

= vier Merkmale der Bluten
* Lange und die Breite des Sepalum (Kelchblatt) und des Petalum (Kornblatt)

Iris setosa Iris virginica Iris versicolor
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Auszug aus den Daten

l. setosa
4.9 3.0 1.4 0.2 l. setosa
4.7 3.2 1.3 0.2 l. setosa
4.6 3.1 1.5 0.2 l. setosa
5.0 3.6 1.4 0.2 l. setosa
54 3.9 1.7 0.4 l. setosa
4.6 3.4 1.4 0.3 l. setosa
5.0 3.4 1.5 0.2 l. setosa

Quelle: http://en.wikipedia.org/wiki/lris_flower _data_set#Data_set
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Trainingsdaten f{ir Beispiel

=1 Merkmal: Petalumlange

+ setosa = versicolor 4 virginica
8,00
7,00 i
6,00 & &, ) A .. A i
5,00 Am A
4,00 o e T B - "y w "
3,00 M
2,00 * .

L 2 L D *
QQ‘Q’ ‘0‘00“ ‘0“ ® o “0"’00’000000.“’ Q’QQQ

1,00 ¢ .
0,00
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Schitzung der Priors

= wir nehmen an, dass die
far alle 3 Klassen gleich sind:

p(x|w;)P(w;))
p(x)

P(wj|x) =




Schitzung der Parameter

= fiir class conditional pdfs (Dichtefunktionen der Klassen)

" geschatzte Mittelwerte und Standardabweichungen
(Varianz) von den Trainingsdaten:

Petalumlange setosa versicolor virginica

Mittelwert 1,46 4,26 5,55
Standardabweichung O,}7 0,47 0,55
1 _ (x—1,46)2]
p(xlwy) = e | 0058

0,17/427
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Geschitzte Dichtefunktionen

I o P .
.. fur jede Klasse/Lilienart  P(wj|x) = p(x)( )
’ III',/.M[I W, ) Iris-Virginica ———
plx|wm,)
1 / plx )
,:’jg _.\\
f,x"j x\\h.-




2.5

1.5

0.5

Schitzung Evidence

Berechnen von p(x = 5)

T
Iris-Setosa

Ins-“ersicolor

Iris-\irginica

plx = 5) 1st die Summe der 3 likelihoods
(geteilt durch 3).

Fetal Length (cm)




0.8

0.7

0.6 |

0.5 r

04

0.3

0.2 r

0.1 ¢

Schitzung Evidence

| [\ | | | | p(x)

_ p(x|w;)P(w;)
P(wj‘x) - p(x)




Klassifikation

... mit Bayes-Entscheidungsregel

| \
08 r
06 [ _ p(x|a)j)P(a)j)
p(x)
04 - |
02 -
Iris-Setosa
Iris-Versicolor
0 . , \ , - . Iris-Virginica
0 1 2 3 4 o) 6 7 8
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Reslimee

v'diskrete und stetige Zufallsvariablen
v'Bayes-Theorem fur diskrete und stetige Merkmale
v'Parameterschatzung

v'Schatzung von Dichtefunktionen

Was fehlt noch?




Statistische Grundlagen
fiir zwei oder mehrere
Zufallsvariablen



Erwartung

Die Erwartung €[] einer bivariaten Funktion h(x, y) von
zwei diskreten Zufallsvariablen ist: =

ehee ] = ) Y k6 y)P(x,y)

XeX yeY

0424 ,vQ"' o “~~;m. S M
008, e /Z§€§§§&,_N. b

2006

1.%2

004

p(x

002"

0o




Mittelwerte und Varianzen

= Mittelwerte beider Zufallsvariablen

= 2 z xP(x,y)

xeX yeY

= Z z yP(x,y)

xXeX yeY

® \Varianzen beider Zufallsvariablen

0f = €[l — ) = ) (x = 1)?P(x,y)

xXeX yeY

0f = el -1 = ) D ¥ - m)PPxY)

xXeX yeEY




Beispiel: Wiirfel %%

{1,2,3,4,5,6} und P(y) = %,y =1{1,2,3,4,5, 6}

P(x) =

|

, X
1
P(X»Y) =g°

o)W e

— % (x und y unabhingig)

" Berechnung des Mittelwerts u,.:

6 6 6
Uy = 1ZP(X,}7) +22P(X,y) + 32P(x,y) 4 ...+
y=1 y=1 y=1
6

+4+5+6_3
6 - )

1+2+3
+6 P(x,y) =
y=1




Kovarianz

Die Kovarianz ist ein Mal$ fur die statistische =
Abhangigkeit zwischen Zufallsvariablen:

Oy = €[~ IO = )] = D D (6= )~ 1y)P(x,Y)

XEX yeEY

Schatzung der Kovarianz:

N
1
Oxy = mzl(xl — .ux)(yi — .uy)
1=

... falls die wahren Mittelwerte bekannt sind, wird mit " normalisiert.




(4]

Eigenschaften der Kovarianz

X und Yy unabhangig:
P(x|y) = P(x) = 0y, =0

Achtung: Kovarianz gy, = 0 kann zwei Bedeutungen haben. |
(1) X und y unabhangig oder (2) X und y unkorreliert

Positive Kovarianz gy,
x und y vergréfBern und verkleinern sich gemeinsam

Negative Kovarianz gy.,:
x wird grolBer wenn y kleiner wird




Bivariat > Multivariat

" von zwei Zufallsvariablen (Merkmalen) zu ,beliebig”
vielen

In der Praxis erfolgt die Klassifikation meist anhand von
multivariaten Merkmalsvariablen:




Mittelwertvektor

129,

ULy -

Hp |

E[xq].

ist der Mittelwert
der iten Komponente (ites
Merkmal) des Merkmals-
vektors X.

Der Schatzer des Mittelwertvektors ergibt sich, analog zum
univariaten Fall, als

U=

1
Nzxi

=1




Kovarianzmatrix

Eine Kovarianzmatrix X setzt sich aus zentralen Momenten 2.

Ordnung zusammen. Die Elemente g;; bezeichnet man
als Varianz wenn (i = j) und als Kovarianz wenn (i # j).

Ojj = ‘S[(xi — Mi)(xj — “j)]

Cov(x) =X =

=[x —wx—p']




Schétzung der Kovarianzmatrix

= Fin Schatzer der Kovarianz-Matrix ist

N
1 ~ o
z=N_1zl<xi—u><xi—m
1=




Beispiel

" Gegeben folgende Trainingsdaten:
e 2 Merkmale und 2 Klasse

e o Y Y



Trainingsdaten

Klasse 1 Klasse 2
10

0 1 2 3 4 5
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Schétzung Mittelwertvektor

= {1+ B+ [+ [2)
-3

=[] HEMEHAN

2=
>



Schétzung Mittelwertvektor

o Klasse 1l o Klasse 2

10
8 ©
6 © () ©
4 © Mittelwertvektor
2
0 ©
(@)
-2 ®
4
0 1 2 3 4 5
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Schitzung Kovarianzmatrix

- 1
= 1 (x; =W (x; —W"
) ] [E]. [§] . 12

== ) (8- )
(1&-BE-e) )+ ([@-eE-2 -
(%0 -2+ (o 2)+ (e o)+ (B o)

C D€ D+6 D6 -(T )




Ubung

... berechne selbst die Schatzung von
Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix fir Klasse 2.

AR




