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Grundgedanke

... dieser Vorlesungseinheit
Bisher:

 Anzahl der Parameter nicht fix ¢ Anzahl der Parameter ist fix
* keine Annahme Uber die * man macht am Beginn eine
Verteilung Annahme Uber die Verteilung
(z.B. Normalverteilung)

Annahme Uber die Entscheidungsgrenze (lineare
Diskriminantenfunktion) = parametrisches Verfahren




1.
V.

Uberblick

Wiederholung (WH): Diskriminantenfunktionen
Perceptron

Perceptron-Algorithmus
Perceptron als Neuron
Generalisierungsfahigkeit des Perceptron




Wiederholung:
Diskriminanten-
funktionen




WH: Diskriminatenfunktion

Ein Klassifikator kann als eine Gruppe von Diskriminanten-
funktionen g;(x),i = 1, ..., c dargestellt werden. Der :
Klassifikator weist den Merkmalsvektor x der Klasse w; zu,

wenn gilt: g;(x) > g;(x) firalle j # i.

Im Fall von 2 Klassen ist es Ublich nur eine Diskriminanten-
funktion zu definieren g(x) = g;(x) — g,(x). Diese Funktion =
entscheidet fiir Klasse w; wenn g(x) > 0; ansonsten fir
Klasse w,.




WH: Beispiel

" Entscheidungsregionen: R4, R, und R4

» Entscheidungsgrenzen: g,(x) = g,(x) und g;(x) = g3(x)

______________ x gehdren zu wy
! g1(x) > g,(x) und
g1(x) > g3(x)

x gehdren zu w;
g3(x) > g1(x) und
g3(x) > g,(x)

X gehoren zu w,
g2(x) > g1(x) und
92(x) > g3(x)

:xl




WH: Diskriminantenfunktionen

... fur multivariate Normalverteilungen unter Verwendung
eines Bayes-Klassifikators

" durch Logarithmieren der Posteriors

p(x|w;)P(w))
p(x)

gj(x) =1In

" erhalt man die folgenden (optimalen) Diskriminanten-
funktionen

1 1
gj(x) = _E(x _ uj)TZj_l(x —u) - §In|2j| +InP(w;) — gln 21 — Inp(x)




WH: Veretnfachung

1 1
g9;(x0) =—5(x- 1) E(x - ) - > In[Z;] +1n P(w;) —M

" die letzten beiden Terme konnen weggelassen werden,
weil sie unabhangig von den Klassen w; sind

® Diskriminantenfunktionen vereinfachen sich zu

gj(x) = ——dz(x) + [ ~In|Z;]| + lnP(w])]




WH: Spezialiall 1

z;, =o°l
= Merkmale sind unabhéngig o;; = 0 fur alle i # j

= alle Merkmale haben dieselbe Varianz g;; = ¢

1 1

9;(x) = (— %) ( : ) (x—n) (x—n) - %ln|zj| +In P ()

o2

1
= 53 (I = 2ux + ujny) — 2Z;| +n P ()

... fur alle Klassen gleich




WH: Spezialiall 1

... man erhalt die aquivalente lineare Diskriminanten-
funktion

1
gj(x) = 502 (—ZuJT-x + u]T-uj) + In P(a)j)

gj(x) = Tx +

_ L S PR P(
Wi=,zH Wjo = =5z Hjlj T w;)




[Quelle: Duda et al., 2001]

WH: Spezialfall 1
Bl ™

p(x|w;)
0.4F

Ui."! w5

0.15

0.1

R R,
P(w,)=.5 P(w,)=.5

univariate (links) bzw. bivariate (rechts) Normalverteilungen mit Z, = Z, = o2
Entscheidungsgrenzen sind linear und normal zur Verbindungsstrecke zwischen den
beiden Klassenmitteln

bei gleichen Priors verlauft Entscheidungsgrenze durch (u, + p,)/2

ansonsten wird sie von Prior der wahrscheinlicheren Klasse wegverschoben.
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WH: Spezialiall 2

Zi — Z
= 3lle Klassen haben dieselbe Kovarianzmatrix

" Form der Verteilungen ist durch Hyperellipsoide in
RPgegeben

" Entscheidungsgrenzen sind wieder

" jedoch zur Verbindungsstrecke zwischen
den beiden Klassenmitteln

" Details: siehe Kapitel 2, Duda et al., 2001




[Quelle: Duda et al., 2001]

WH: Spezialfall 2
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Eigenschaften von

... linearen Diskriminantenfunktionen

Entscheidungsgrenze | ® kdnnen optimal sein,
wenn die Datenver-
L] ] teilungen geeignet sind

@ o - :Rl = schnell und einfach zu
trainieren
° R, n N
o = geeignet flr einen ersten

Probe-Klassifikator"
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Perceptron



Perceptron

Das Perceptron ist ein Trainingsalgorithmus, um fir binare

Klassifikationsprobleme (zwei Klassen) eine lineare Entscheid-
ungsgrenze zu finden.

» Annahmen: d-dimensionaler Merkmalsvektor x € R4 und zwei
Klassen wyund w, = binare Klassifikationsproblem

= Ziel: Finde eine Diskriminantenfunktion g: R — R welche die
Klassenzugehorigkeit wie folgt kodiert:

g(x) >0 falls x € wq
g(x) <0 falls x € w,




Perceptron

Der Absolutbetrag der Diskriminantenfunktion |g| ist ein —

Mals fir das Vertrauen in die geschatzte Klassenzugehor-
igkeit eines Merkmalsvektors x.

= eine lineare Diskriminantenfunktion hat folgende Form




- S EEE S S . .y

(Geschichte

= Perceptron-Algorithmus wurde 1957 von
Frank Rosenblatt am Cornell Aeronautical
Laboratorium erfunden

* Rosenblatt, Frank (1957), The Perceptron — a perceiving
and recognizing automaton. Report 85-460-1, Cornell
Aeronautical Laboratory.

R ot e et et e R

/, o
Die Architektur eines Perceptrons A
entspricht einer linearen Diskriminan- |  :

. . I 1.5 : : : :
tenfunktion mit nachgeschalteter %%I I -
Signumfunktion. |

1 fallS X 2 O ' u ........ . S
_ 1 T WA S U S
C s = fallsx <0 et
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Signumfiunktion

" man kann eine lineare Diskriminantenfunktion auch als
Signumfunktion anschreiben:

f
1  fallswi'x >0

= p— T — @) =
0=0(x) = sgn(w'x~0) 1—1 fallswlix < 8

o(x) ... ist die Ausgabe des Perceptrons
: Bestimme einen
Gewichtsvektor w und einen Bias 8, sodass
ox) =1 (ewlx=0) fallsxe€ w,
o(x)=—-1 (owlx<8) fallsx€ w,




Geometrische Interpretation

" fir x, w € R?, legt

Entscheidungsgrenze

>

d
Z W;X; = WTx =0
=1

[]
" eine in R? eingebettet (d — @
: : O m Ry
1)-dimensionale Hyperebene g P
fest 2 :

e fir R? eine Gerade (1D)
e fir R3 eine Ebene (2D)
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Geometrische Interpretation

A Entscheidungsgrenze |
" falls @ = 0, dann geht die
Hyperebene durch den u
Ursprung ° N
= ansonsten, ist sie entlang w ® m Ry
um den Betrag ¢/, vom R, H
Ursprung verschoben ®




Geometrische Interpretation

Die Entscheidungsgrenze (Hyper-
ebene) wl'x = 6 kann durch ihren

_ ) A Entscheidungsgrenze |

Normalvektor w und ihre Distanz

von Ursprung /, ., gemessen £ -

entlang w, beschrieben werden. ° B
. L ® m R
im Beispiel links: ®

= falls [[w|| = 1, dannist 9/, , = 6 R2 -

Iw|| ®
= fir alle quadratlschen Daten-

punkte € w, gilt wx > 8 und Z >

= fr aIIe runden Datenpunkte € w,
giltwlx <0




Lineare Separierbarkeit

" im Englischen ,linear separability”
=X = (x1, X5, ..., xy) € RPN N Merkmalsvektoren der Linge d

"y =Y,V -, Vn), Vi € {1,—1} ... N Klassenlabels

X ist genau dann linear separierbar (bezuglich y), falls es =
einen Gewichtsvektor w und einen Bias 6 gibt, sodass

o(x;) =sgn(wlx; —0) =y, 1<i<N




Homogene Koordinaten

... fur eine kompaktere Schreibweise
" Bias kann durch einen kleinen Kunstgriff
werden

=" Dazu erweitert man den Merkmalsvektor x und den
Gewichtsvektor w um eine Dimension:

i xo =1undW0 :_9
1 —07
X1 W1
36/ =1X> ‘\4/7 = | Wy
Xd LWgq




Homogene Koordinaten

Dadurch erhalt man:

—9—wx V)

Ms.

g(x) =
=1

" Transformation in homogene Koordinaten vereinfach
Problem indem (vond aufd + 1)
wird

" obige Glelchung definiert eine
]Rd+1

"im folgenden werden stets homogene Koordinaten
verwendet = daher schreibt man einfach




Beispiel

" zur Motivation der homogenen Koordinaten
Trainingsdaten Klasse w;: {1, 2, 3}
Trainingsdaten Klasse w,: {4, 5, 6}

Hyperebene im R

Letzte Anderung: 13.01.2015 © Nicole M. Artner




Beispiel

" Transformation in homogene Koordinaten

A

Tralininglsdatéln Klasse wj: R2
{(1) ' (2) ’ (3)} “T

4
Trainingsdaten Klasse w;,: <+ Hyperebene
((3)(5). () 3 i rsprin

N - O

—- o)

i
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Perceptron-
Algorithmus
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Trainingsdatensatz

X = (x4, X5, ..., xy) € REFDXN N homogene Merkmalsvektoren

Yy = (Y1, Vo, .., V), Vi € {1,—1} ... N Klassenlabels

Wenn man das binare AND-Problem mit Hilfe eines Perceptrons
|6sen wollte, hatte der Trainingsdatensatz folgende Form:

1 1 1 1

0 0 1 1




Grundidee

Finde einen homogenen Gewichtsvektor w, sodass
o(x;) =sgn(w'x;)) =y;,1<i<N

= falls ein ,positiver” Trainingsvektor x; (mit y; = 1) falsch
klassifiziert wird, d.h.: w'x; < 0

" dann addiere ein Vielfaches von x; zu w

" dadurch wird die Hyperebene auf den falsch klassifi-
zierten Vektor hinbewegt.




Lernrate
(W + xl-)Txi > WTxi, > 0

= y ... positiver Faktor = wird auch Lernrate genannt
*" wird verwendet um ,Vielfaches” von x; zu w zu addieren

" im Fall eines falsch klassifizierten ,negativen”
Trainingsvektors x; (mit y; = —1), d.h.: whx; > 0

= wird ein Vielfaches von Xjvon w subtrahiert

" dadurch wird die Hyperebene vom falsch klassifizierten
Vektor wegbewegt




[terativer Prozess

Der Perceptron-Algorithmus ist ein iterativer Prozess der die =
Parameter der linearen Diskriminantenfunktion, w und 8, aus -
einem Trainingsdatensatz bestimmt.

Wahrend des iterativen Trainingsprozesses ist es moglich,
dass zuvor richtig klassifizierte Vektoren durch die aktuelle
Hyperebene falsch klassifiziert werden = siehe Beispiel
auf den nachsten Folien




Beispiel
.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-

Algorithmus X1 4

O

w(©




Beispiel

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-

Algorithmus X1 4
w®
O
w(©
@
< >
X2
[]




Beispiel

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus X1 4

w®

O




Beispiel

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus X1 4 w(®

w®

O




Beispiel

.. des iterativen Trainingsprozesses im Perceptron-
Algorithmus X1 4 w(®

O




Vereinfachung

Falls man (, positive” oder

,hegative”, 1 oder -1) immer die gleiche Operation
durchfuhren will, dann kann man folgendes tun:

sgn(w'x;) = y; © sgn(w'x)y; = 1
= w'x)y; > 0w (xy;) >0

" man sucht nun nach einem Gewichtsvektor w der den
modifizierten Trainingsdatensatz x;y;, 1 < i < N (mit
ausschlielSlich positiven Klassenlabels) in die positive
Halbebene abbildet




Perceptron- Aﬁgmmhmug

- EEE B S B EEE EEE BN EEE EEE EEE EEE SEE EEE SNBSS S EEE S EEE SEE EEE EEE B EEE B B B B S B S S S S -,

1. Initialisiere w und y
2. do
3. fori=1toN

4 if wl(x;y;) < 0 (falsche Klassifikation des Vektors x;)

5. W < W+ yXx;y;

6 end if

7. end for

8. until = alle Merkmalsvektoren x; richtig klassifiziert werden

s - e e e e e e D D D S B B S B B B B D D D G B G B B B B e e e B e B e e

%3 3.—7. Schritt:
5. Schritt:

/
- . e . e e e e e e -

~



Initialisierung: Gewichtsvektor

» modgliche Initialisierung des Gewichtsvektors: w = 0

= daflir wirde man mit dem Perceptron-Algorithmus
folgenden Gewichtsvektor erhalten:

N N

=in(yi)f )=szi(yi ), ki € N
] 1

=1 1=




Initialisierung: Lernrate

wix =0 © (aw)Tx = af (Vx € R%)
wix>0 (aw)'x > ab (‘v’x S IRd)

: falls man w und 6 mit dem gleichen
positiven Faktor @ € R* multipliziert, bleiben die
Entscheidungsregionen unverandert.

. ¥ ist nur ein Skalierungsfaktor = hat keinen Einfluss
auf die Entscheidungsgrenze

fur den Perceptron-Algorithmus

y = 1 ist nicht fur jedes Trainingsverfahren geeignet!




Konvergenztheorem

Das Konvergenztheorem besagt, dass der Perceptron-
Algorithmus mit fixer Lernrate y fir jeden linear separierbaren
Traingsdatensatz mit der Losung w,, terminiert.

Pattern Recognition, Sergios Theodoridis, Seite 95 — 97
Pattern Classification, Richard Duda, Seite 229 — 232
MITOpenCourseWare: Machine Learning von Prof. Tommi Jaakkola

Der Perceptron-Algorithmus konvergiert nicht im Falle eines
nicht linear separierbaren Trainingsdatensatzes.



http://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer-science/6-867-machine-learning-fall-2006/lecture-notes/lec2.pdf

Beispiel

= Klasse w;, = {(—1,0,1)%,(0,1, 1)}, y;, =1, y, =1
= Klasse w, = {(0,—1,1)%, (1,0,)"}, y; = -1, y, = —1
sw=0=(000"undy =1
(—1,0) (1,0)
< @ | ;c




Beispiel

= fiir jeden Vektor x; Uberprife: w! (x;y;) <0
* und fihre Update durch falls notwendig: w < w + yx;y;

—~1
wOT(x.y)=[0 0 0] [ 0 ] .1=0
1

0 —1 -1
w) =w® L yx.y, =lol+|0]|=]0
0 1 1

0
W(l)T(xzyz) — [—1 0 1] [1] -1=1>0
1




Beispiel

0
wDT(x,y.)=[-1 0 1] l—1]-—1=—1
1

—1 0 —1
w® =w 4 yxay. =0 |+|-1[--1=]1
1 1 0

1
wAT(x,y)=[-1 1 0] H —1=1>0
1




Beispiel

Beginn Epoche 2:
—1
wOT(xy)=[-1 1 0] [ 0

1]-1=1>Ow

0
w@T(x,y,)=[-1 1 0] 1]-1=1>0v/

0
wT(xy3) =[-1 1 0] —1]-—1=

Ende Epoche 2 = Perceptron-Algorithmus konvergiert
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Beispiel

Ergebnis:

wP = (-1, )7 1 <&
6 — 0 Wp (0,1) c,Qé

0,-1)

y
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Perceptron
als Neuron
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Darstellung als Neuron

d
Erinnerung Signumfunktion: o(x) = sgn Z W;X;
i=1

Perceptron ist eine

Bias Einheit

(xg) [ 1

Aktivierungsfunktion
.Neuron”

L[ o(x)
R

\
(1 fallsz=0
sgn(z) = {—1 falls z < 0




Beispiel: UND

¢ .

0 0 -1
0 1 -1
X2
1 0 -1
1 1 1
O O—
0 X1 1
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Beispiel: UND

» das UND-Problem kann mit folgendem Perceptron geldst
werden:

0 X l > Z > —_-(}

1 Iz//l//' \

X
15+1x1+1x0=-05




Beispiel: XOR

Das XOR-Problem ist nicht linear separierbar!

\
\
4 - ®
1
.
\
0 0 -1 \\
\
0 1 1 ” ? ..
1 0 1 N
1 1 1 o
\0
O [ }—
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Wichtigster Nachteil

Ein einstufiges Perceptron kann nur linear separierbare Mengen,

—
p—

d.h. Mengen die durch eine Hyperebene trennbar sind, fehler-
frei klassifizieren.

1969: M.L. Minsky und S.A. Papert zeigen unter anderem diesen
Nachteil in ihrem Buch mit dem Titel ,,Perceptrons” auf. Nach der
Veroffentlichung dieses Buches war der Enthusiasmus flir Forschung
auf dem Gebiet der Neuronalen Netze flir etwa 15 Jahre gedampft.




Generalisierungsfdhigkeit
des Perceptrons




Lineare Diskriminantenfunktion

Es gibt theoretisch unendlich
viele lineare Entscheidungs-
grenzen, um dieses Klassifi-
kationsproblem zu l6sen.

Welche ist die Beste?

Letzte Anderung: 13.01.2015 © Nicole M. Artner



Abstand X

... Margin (im Englischen) A
\
\ A
gm(x;) ...der geometrische \
Abstand (Margin) vom Vektor \
X; zur Entscheidungsgrenze \

(Hyperebene) \ /-0
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Abstand X

... Margin (im Englischen) A
\

\ A
gm(w) = gm(xj) ... der geo- \
metrische Abstand der Hyper- \
ebene beziiglich der Trainings- \

daten {X, y} \ /-'

gm(x;) ... Vektor mit Cﬁ\'\/\

geringstem geometrischen \‘/

Abstand: j = arg ml_in gm(x;) 4\
wobeil<i <N

Letzte Anderung: 13.01.2015 © Nicole M. Artner




Bezug zum Perceptron

Die Generalisierungsfahigkeit des Perceptrons wird umso besser
je groRer gm(w) ist. Es ist auch zu erwarten, dass ein solcher —
Klassifikator die Klassifikationsfehler minimiert.

Die Idee den Abstand des Trainingsdatensatzes von der Hyperebene
zu maximieren ist die Grundidee des beliebten
(SVM=Support Vector Machine).

Solche Klassifikatoren werden auch als
bezeichnet.




Beispiel

am(w)

Letzte Anderung: 13.01.2015
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Optimale
Entscheidungs
-grenze




Verwandte YVerfahren

Zwei Nachteile des Perceptrons die die Entwicklung
besserer Verfahren motiviert haben:

1. Perceptron-Algorithmus bei nicht
linear separierbaren Trainingsdaten = Ho-Kashyap-
Algorithmus

1. Perceptron-Algorithmus unbedingt die
optimale Entscheidungsgrenze mit maximalem
Abstand zu den Trainingsdaten - SVM




Zusammeniassung

" Schatzung der Parameter von linearen
Diskriminantenfunktionen durch Perceptron-
Algorithmus

» Perceptron kann als Neuron dargestellt werden =
Grundlage fur Neuronale Netze

" Perceptron, wie auch lineare Diskriminantenfunktionen
allgemein, sind ein guter Ansatz fiir einen Prototyp
eines ME-Systems




