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Grundlagen: Worter

Alphabet: endliche, nicht-leere Menge atomarer Symbole (¥, T)
Wort liber X: endliche Folge von Symbolen aus ¥

Lange eines Wortes w iiber X (geschrieben |w|): Anzahl der
Symbole, die w enthilt

Leerwort: Wort mit der Lange 0, geschrieben ¢, d.h. |¢| =0

Fiir ein Wort w iiber ¥ und ein Symbol a € ¥ bezeichnen wir die
Anzahl der Symbole a in w mit |w|,.

Konkatenation: Hintereinanderschreiben von Woértern

Seien x, y Worter mit |x| = n, |y| = m, dann ist x - y = xy und
Ixy| =n+m

Potenzbildung: Verkettung eines Wortes w mit sich selbst, wobei
w? = und w" = ww" !

Sei w = a1a2...ap_1an, dann ist w" = apa,_1...aza; das
Spiegelbild von w.

Ein Wort w heiBt Palindrom, wenn w = w' gilt.



Grundlagen: (Formale) Sprachen

Y *: Menge aller (nicht-leeren) Warter tiber &
¥ *: Menge aller Worter (inklusive €) iiber X

Formale Sprache: beliebige Teilmenge L von ¥*, L C ¥*

(X*,-,¢) bildet ein Monoid.

Beispiele fiir Sprachen

o )
o {¢}

o {eg,ab, abab, ababab, ...} = {(ab)" | n >0} X = {a, b}
o {e,ab,aabb, aaabbb, ...} = {a"b" | n>0} %X ={a, b}
o {weX|w=w"} X={01}

o {we {a,b,c} | Iwls = |wls = W}

P(X*): Menge aller Sprachen L C ¥*



Operationen auf Sprachen
Konkatenation: L1 - Ly = {w; - wy | wy € L1, wp € Ly}

Bsp: {ab, b}{a, bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
(Achtung: {ab, b} x {a, bb} = {(ab, a), (ab, bb), (b, a), (b, bb)})

Potenzbildung: L" = {wy...w,, | wy,...,w, € L}
(L% = {e} und L™t = LL" fiir n > 0)

Bsp: {ab, ba}?> = {abab, abba, baab, baba}

Kleene-Stern®: L* = |J,5 L" (LT =U,s1 L")
Bsp: {01}* = {¢,01,0101,010101,...} # {0,1}"

(P(X*),-,{e}) bildet ein Monoid.

@ ¢ € L* gilt firr alle Sprachen L (z.B.: {}* = {¢})
@ ¢ € LT gilt fiir eine Sprache L genau dann, wenn ¢ € L

'benannt nach Stephen Cole Kleene (1909 - 1994)



Rechenregeln fiir Sprachoperatoren

A-(B-C) = (A-B)-C  Assoziativitit von-
A-(BUC) = A-BUA-C Distributivitat von-
(BUC)-A B-AUC-A Distributivitat von-
(Au{e})* = A {e}-A = A
(A = A* A{e} = A
AA = A G:A = 0
AA = A A} = 0

Atu{e} = A*

(P(X*),U, -, {},{e}) bildet einen nichtkommutativen Semiring.




Mengenoperationen auf Sprachen

Vereinigung:

AUB={x e X*|x € Aoder x € B}
Durchschnitt:
ANB={xeX*|x€ Aund x € B}

(A und B sind disjunkt wenn AN B = {})

Differenz:
A-B={xeX*|xcAund x ¢ B}

SESRS

Komplement:
A=3"—A={xeX*|x¢A}

)

A C B: Aist eine Teilmenge von B (jedes Element von A ist auch
ein Element von B)

A C B: Aist eine echte Teilmenge von B (A ist eine Teilmenge von
B, die nicht gleich B ist)

A=Bwenn ACBund BCA



Abgeschlossenheit

Sind eine Menge B und Operatoren auf Teilmengen von B gegeben,
so kann man sich natiirlich fragen, ob die Anwendung der Operatoren
auf diese Teilmengen von B wiederum Teilmengen von B ergibt.

Sei B eine Menge und f : B" — B eine Funktion. Eine Menge
A C B heiBt abgeschlossen unter f, wenn gilt:

Xiy ey Xn € A= f(X1,...,%Xn) €A
Beispiel

Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist abgeschlossen unter Addition,
aber nicht unter Subtraktion.




Abzahlbare Mengen

Die Anzahl der Elemente einer Menge M bezeichnet man als
Kardinalitat, geschrieben als card(M) oder |M]|.

[P(4)] = 24 J

Zwei Mengen A und B heiBen gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung von A auf B gibt.

Jede Menge, die gleichméachtig mit N (d.h., mit der Menge der
Natiirlichen Zahlen) ist, heiBt abzdhlbar (unendlich).

Y * ist abzahlbar (falls X endlich). |

Beweis (Idee)

{0,1}* , 0, 1, 00, 10, 10, 11, 000, .. }
N 1

, 2, 3, 4, 5 6, 7, .. }

[l
~—




Uberabzihlbare Mengen

Jede unendliche, nicht abzdhlbare Menge heiBt iiberabzahlbar.

Die Menge aller reellen Zahlen R ist gleichmachtig mit der Menge der
reellen Zahlen in jedem beliebigen Intervall (a, b) = {x | x reell und

a < x < b}; beide Mengen sind nicht abzahlbar, was auf dhnliche
Weise wie der folgende Satz gezeigt werden kann.
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Die Menge aller Sprachen ist iberabzahlbar

P(X*) ist tiberabzahlbar.

Beweis (ldee, Cantorsches® Diagonalargument)
Indirekt. Angenommen, P(X*) ist abzahlbar.

‘ wo wy Wo 5o o (: z*)
L]0 1 1
L1 0 O

L1 1 1

Sprache L = {w; | w; ¢ L;} ist nicht in der Tabelle!

L1 1 0
Widerspruch!

2Georg Cantor (1845 - 1918), Begriinder der Mengentheorie
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Sprache - Problem

Mit den Begriffen “Sprache” und “Problem” ist eigentlich dasselbe
gemeint. Beschaftigen wir uns nur mit Wortern an sich, dann
tendieren wir dazu, uns eine Menge von Woértern als eine Sprache
vorzustellen. Wird der durch das Wort reprasentierte Sachverhalt
wichtiger als das Wort selbst, wird eine Menge von Wértern eher als
Problem verstanden.

Beispiel: Problem vs. Sprache
Das Problem des Testens, ob eine Zahl eine Primzahl ist, kann durch
die Sprache L, ausgedriickt werden, die aus allen binaren
Zeichenreihen besteht, deren Wert als Binarzahl eine Primzahl
darstellt:

L, = {bin(p) | p ist Primzahl }

D.h., ist ein aus Nullen und Einsen bestehendes Wort gegeben, gilt es
zu entscheiden, ob die Zeichenreihe die Binardarstellung einer
Primzahl ist.
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77

TIME magazine (1984):

"Put the right kind of software into a computer, and it will
do whatever you want it to. There may be limits on what
you can do with the machines themselves, but there are no

limits on what you can do with software.”

[den Editor eines Software-Zeitschrift zitierend ...]
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Probleme, die Computer (nicht) ldsen kénnen

main()

{
printf("hello, world\n");
}
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Probleme, die Computer (nicht) ldsen kénnen

main() int exp(int i, n)
{ /* berechnet i"n */
int n, total, x, y, Zz;
scanf ("%d", &n);
total = 3;
while (1) {
for (x=1; x<=total-2; x++)
for (y=1; y<=total-x-1; y++) {
z = total - x - y;
if ( exp(x,n) + exp(y,n) == exp(z,n) )
printf("hello, world\n");
+
total++

}
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Das “hello, world” Problem

Gibt ein Programm P bei Eingabe von / “hello, world” aus?
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Der “hello, world” - Tester

Angenommen, das folgende Programm H existiert:

Hello-world
I ——{ Tester ——Yes

p—{ H —no

Kleine Modifikation: H; gibt “hello, world” statt “no” aus.

I — L. ves
H,
P — —hello, world




Der “hello, world” - Tester ctd.

Weitere Modifikation: H> nimmt nur P als Input, und verwendet es
als P und /.

yes

— hello, world

Wie verhalt sich nun H> bei Eingabe von H,?

. yes
Hy——] H,

hello, world
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Den “hello, world” - Tester gibt es nicht

o Gibt H, yes aus, so sollte eigentlich hello, world ausgegeben
werden

@ Gibt H> hello, world aus, so sollte eigentlich yes ausgegeben
werden

H> kann also nicht existieren. Damit kann aber auch H nicht
exisitieren!

Es gibt also kein Programm H, das fiir jedes Programm P und jede
Eingabe [ entscheidet, ob P mit der Eingabe / die Ausgabe hello,
world produziert, oder nicht.
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