Theoretische Informatik und Logik
Ubungsblatt 4 (SS 2016)
Losungen

Aufgabe 4.1 Analysieren Sie folgenden informellen Schluss:
“Eva hat nur ein Kind, und zwar ein Médchen. Daher kann Adam nicht ihr Sohn sein.”

a)

d)

Formalisieren Sie die Konsequenzbehauptung mit PL-Formeln F' (Pramisse) und G (Konklu-
sion) iiber der Signatur ({M, K, S}, {e,a}, {}) mit folgender intendierter Bedeutung:
Pradikatensymbole:
M (z) ... x ist ein Médchen (einstellig)
K(z,y) ... xistein Kind von y (zweistellig)
S(z,y) ... wistein Sohn von y (zweistellig)

Konstantensymbole:
e ... Eva
Adam

Geben Sie ein Gegenbeispiel an, das zeigt, dass G keine logische Konsequenz von F' ist.

Formulieren und formalisieren Sie implizite Annahmen, die den Schluss logisch machen.
Anleitung: Drei Annahmen sind hinreichend. Eine davon besagt, dass Adam kein Madchen
ist. Die beiden anderen driicken allgemeine, also nicht auf bestimmte Konstanten bezogene,
Beziehungen zwischen “Sohn” und “M&adchen” bzw. zwischen “Sohn” und “Kind” aus.

Zeigen Sie mit einem Tableau, dass G aus F' und den Annahmen aus c) logisch folgt.

Losung

a)

b)

Formalisiert lautet die Konsequenzbehauptung F' = G, wobei
F =3z[(K(xz,e) AN M(x)) ANVy(K(y,e) Dy =xz)] und G = =S(a,e).

Wir erhalten ein Gegenbeispiel Z = (D, ®,¢) z.B. iiber der Doméne bestehend aus nur Eva
und Maria (also D = {Eva, Maria}), wenn wir die Signatur wie folgt interpretieren:
O(M)(u) =t <= u = Maria

O (K)(u,v) =t <= u = Maria und v = Eva

D(S)(u,v) =t fiir alle u,v € D (alternativ: <= u = Maria und v = Eva, also ®(S) = ®(K))
®(e) = Eva

®(a) = Maria

Die Variablenbelegung £ ist irrelevant, also beliebig, da FV(F) = FV(G) = {}.

Unter dieser Interpretation Z ist F' wahr aber G falsch; also ist Z ein Gegenbeispiel zu F' = G.
Natiirlich gibt es auch viele andere Gegenbeispiele, z.B. iiber D = w (natiirliche Zahlen).

Wir formulieren folgende Annahmen:

(1) “Adam ist kein Madchen.”

(2) “Jemand der ein Sohn ist, ist kein Méddchen.” (“Kein Sohn von jemanden ist ein Méddchen.”)
(3) “Jeder Sohn einer Person ist auch ein Kind dieser Person.”

Entsprechende Formeln iiber unserer Signatur lauten:

A1 = ﬁM((l)

Ay =VaVy(S(z,y) D "M (z)) (oder dquivalent: As = =3xIy(S(z,y) A M(x)))

As =Vavy(S(z,y) O K(z,y))



d) Folgendes geschlossene Tableau zeigt, dass F, A, As, Az = G-

(1) t: 3z[(K(x,e) A M(x)) ANVy(K(y,e) Dy =) Annahme F, ¢-Formel
(2) t:—-M(a) Annahme A;
(3) t: Vavy(S(z,y) D ~M(x)) Annahme Az, y-Formel
(4) t:Vavy(S(z,y) D K(z,y)) Annahme Aj, y-Formel
(5) f:-S(a,e) Annahme G (Konklusion)
(6) f:M(a) von 2
(7) t:S(a,e) von 5
(8) t: (K(be) AM(b)) AVy(K(y,e) Dy =10) von 1
(9) t: K(be) AN M(b) von 8
(10) t:Vy(K(y,e) Dy=09) von 8, y-Formel
(11) t: K(be) von 9
(12) t: M(b) von 9
(13) t: Vy(S(a,y) D -M(a)) von 3, y-Formel
(14) t:S(a,e) D -~M(a) von 13
(15) f:S(a,e) von 14 | (16) t:-M(a) von 14
X Wid.: 7/15 (17) f:M(a) von 16
(18) t : Vy(S(a,y) D K(a,y)) von 4, y-Formel
(19) t : S(a,e) D K(a,e) von 18
(20) f: S(a,e) v. 19| (21) t : K(a,e) von 19
X Wid.: 7/20| (22) t: K(a,e) Da=1b von 10
(23) f: K(a,e) v.22 |(24) t:a=b  von 22
X Wid.: 21/23 [(25) t : M(a) S=: 2412
X Wid.: 6/25
Kommentar:

Es gibt auch eine einfachere Losung, da die Annahme, dass ein Sohn kein Médchen sein kein, gar
nicht benétigt wird. Ein entsprechender Tableau-Beweis verzweigt in nur 3 Aste.

Aufgabe 4.2 Geben Sie jeweils einen Tableau-Beweis oder ein Gegenbeispiel fiir folgende Giltigkeits-
bzw. Konsequenzbehauptungen an.

a) = Jz[~P(f(a),z) > ~3aVyP(y, z)]
b) 3uf(a, ) = &, VeIy[P(f(y, =) V P(f(y,2))] F FzP(f (2, a))
) Vady(zr = f(y) Vo = g(z)),VaP(f(x)) F Pla)VIrg(e) =a

Hinweis: Achten Sie bei jedem Tableau darauf, dass alle bewerteten Formeln eine eindeutige Num-
mer tragen und dass alle Regelanwendungen iiber diese Nummern auf ihre jeweiligen Pramissen
verweisen. Auflerdem sollen alle - und J-Formeln jeweils auch als solche markiert werden.



Losung

a) Folgendes geschlossene Tableau (=Tableau-Beweis) zeigt die Giiltigkeit der Formel:

(1)

f:3x[-P(f(a),z) D ~FzVyP(y,z)]

Annahme, ~-Formel

(2) f:-P(f(a),a) D -JxVyP(y,x) von 1
(3) t:-P(f(a),a) von 2
(4) f:—-JaVyP(y,x) von 2
(5) t: JaVyP(y,x) von 4, §-Formel
(6) t:VyP(y,b) von 5, y-Formel
(7) f:-P(f(a),b) D -FxVyP(y,x) von 1
(8) t:—P(f(a),b) von 7
(9) f:—-JaVyP(y,x) von 7
(10) f:P(f(a),b) von 8
(11) t: P(f(a),b) von 6
x Wid. (10/11)

b) Folgendes geschlossene Tableau zeigt die Richtigkeit der Konsequenzbehauptung:
t:3xf(a,z) =2
t VeI [P(f(y. @) v P(f(y, 2))]

c)

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)

f:3zP(f(x,

a))

t: Jy[P(f(y,a) vV P(f(y,a))]

t: P(f(b,a)) vV P(f(b,a))

f:P(f(b,a))

t: P(f(b,a)) vonb

X

Kommentar:
VaIy[P(f(y,z)) V P(f(y,x))] ist dquivalent zu VaIyP(f(y,x)). Daher folgt JzP(f(z,a))
schon aus Ve3y[P(f(y,z)) V P(f(y,z))] und 3z f(a,z) = x muss nie zerlegt werden. (Es ist
zwar nicht falsch die §-Regel auf (1) anzuwenden, aber unnétig. Hingegen ist die Verzweigung
durch die 8-Regel, angewendet auf (5) unvermeidbar, wenn man die Konsequenzbehauptung
mit einem Tableau zeigen will, wie hier verlangt.)

Wid.: 6/7

(8)

t: P(f(b,a))
X

Annahme, §-Formel
Annahme, ~-Formel
Annahme, v-Formel
von 2, d-Formel
von 4

von 3

von 5

Wid.: 6/8

Folgendes geschlossene Tableau zeigt die Richtigkeit der Konsequenzbehauptung:

t:Vady(e = fy) Ve = g(x))
t:VeP(f(z))
f:Pa)VIzg(x)=a
t:Jy(a=f(y) Va=g(a))
t:a=f(b)Va=ga)
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f:P(a)
f:3zg(x)=a
f:9(a)=a
t:a=f(b) vonb (10) t:a=g(a)
t: P(f(b)) von?2 (13) f:a=a
t: P(a) S=:9-11 X
X Wid.: 6/12

Annahme, y-Formel
Annahme, ~-Formel
Annahme

von 1, §-Formel
von 4

von 3

von 3, y-Formel
von 7

von 5

S=:10—8

AB=
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Aufgabe 4.3 (Siehe Folie 409 fiir die Definition relevanter Eigenschaften von Relationen.)
a) Zeigen Sie mit einem Tableau: Jede total funktionale und reflexive Relation R ist euklidisch.

b) Zeigen Sie, dass Reflexivitat in a) notwendig ist. Mit anderen Worten: Spezifizieren Sie eine
Interpretation in der ®(R) eine total funktionale, aber nicht euklidische Relation ist.

Losung a) Folgendes geschlossene Tableau zeigt, dass die Euklidizitiat der Relation R aus deren
totaler Funktionalitdt und Reflexivitat folgt:

(1) t: Vady[R(z,y) AVz(R(z,2) Dy = 2)] totale Funktionalitit, y-Formel, Ann.
(2) t:VeR(z,x) Reflexivitét, y-Formel, Annahme
(3) f: VavVyVz[(R(z,y) A R(z,2)) D R(y, 2)] Euklidizitét, é-Formel, Annahme
(4) f: Yyvz[(R(a,y) A R(a, z)) D R(y, z)] von 3, 0-Formel
(5) f:Vz[(R(a,b) A R(a, z)) D R(b, z)] von 4, 6-Formel
(6) f: (R(a,b) A R(a,c)) D R(b,c)] von 5
(7) t : R(a,b) A R(a,c) von 6
(8) f:R(,c) von 6
9) t: R(a,b) von 7
10) t: R(a,c) von 7
11) t: Jy[R(a,y) AVz(R(a,z) Dy = z)] von 1, §-Formel
12) t: R(a,d) AVz(R(a,z) Dd==z) von 11
13) t: R(a,d) von 12
14) t:Vz(R(a,z) Dd=z) von 12, y-Formel
15) t:R(a,b)Dd=0 von 14
16) f : R(a,b) von 15 [(17) t:d=10 von 15

X Wid.: 9/16 |(18) t:R(a,c) Dd=c von 14

(19)f : R(a,c) wvon 18| (20) t:d=c¢ von 18

( cd=

(21)t: R(b,b) von 2
(22)t: R(b,d) S=:17—21
(23)t: R(b,c) S=:20—22
X Wid.: 8/23

X Wid.: 10/19

b) Die Relation “das zweite Argument ist der Nachfolger des ersten Arguments” ist total funk-
tional iiber den natiirlichen (oder auch den ganzen) Zahlen, aber nicht euklidisch.
Etwas formaler: Wir erhalten ein Gegenbeispiel Z = (w, ®,£) zur Konsequenzbehauptung
Ve3y[R(z,y) AVz(R(z,2) Dy = z)] = VaVyVz[(R(z,y) A R(z, 2)) D R(y,z)] in dem wir
D(R)(m,n) =t <= n=m+ 1 setzen (£ beliebig).

Aufgabe 4.4 Untersuchen Sie fiir folgende Regeln eines Frege-Hilbert-Typ-Kalkiils, ob Sie korrekt
sind. Falls ja, zeigen Sie warum; falls nein, geben Sie ein konkretes Gegenbeispiel an.

a) AD(BVC) -B

ADC (R1)
by (BVC)DA Av-C
: AV DB (R2)
BD>A
C = =L
) B DO VzA (£23)

Hinweis: A, B, C stehen fiir beliebige Formeln. Die fehlenden Seitenbedingungen von Folie 441
lassen daher — wie in der Vorlesung besprochen — Gegenbeispiele zu R3 zu.



Losung

a)

Die Regel ist korrekt, da die Konklusion logisch aus den Prémissen folgt, wie folgendes
geschlossene Tableau zeigt:

(1) t:AD>(BVCO) Annahme (erste Préamisse)
(2) t:-B Annahme (zweite Pramisse)
(3) f:A>C Annahme (Konklusion)
(4) f:B von 2
(5) t: A von 3
(6) f:C von 3
(7) f:A vonl (8) t:BvC von 1

X Wid:5/7|(9) t:B wvon8 (10) t:C wvon 38

X Wid.: 4/9 X Wid.: 6/10

Kommentar:

Es macht keinen Unterschied, ob man A, B, C hier als aussagenlogische Variablen oder als
beliebige (PL-)Formeln auffasst, da das Tableau offensichtlich unverdndert bleibt, wenn man
A, B und C durch beliebige konkrete Formeln ersetzt.

Alternativ konnte man die Korrektheit von R1 mit einer Wahrheitstafel zeigen.

Die Regel R2 ist nicht korrekt. Man erhélt ein Gegenbeispiel I zur Konsequenzbehauptung
(BVC)D A AV -C = AV B, indem man I(A) = I(B) = (C) = f setzt, denn unter dieser
Interpretation sind die beiden Pramissen wahr, aber die Konklusion falsch.

Die Regel R3 ist nicht korrekt. Wenn man A und B mit der Formel P(x) instantiiert, er-
halt man, z.B., folgendes Gegenbeispiel Z = (w, ®,¢) zu P(z) D P(z) E P(z) D VzP(x):
®(P) =“ist gerade”, £(x) = 2. Unter der Interpretation Z besagt P(x) D VzP(z) “wenn 2
gerade ist, sind alle natiirlichen Zahlen gerade”, also ist diese Formel (Konklusion) unter Z
falsch, obwohl die Pramisse P(x) D P(z) unter jeder Interpretation wahr, also giiltig ist.

Kommentar:
Wie in der Vorlesung besprochen, erhélt man eine korrekte Regel, wenn man fordert, dass x
in der Formel B nicht frei vorkommt.

Aufgabe 4.5 Zeigen Sie die partielle Korrektheit folgender AL(Z)-Programme beziiglich der ange-
gebenen Sperzifikationen. Vergessen Sie dabei nicht die Rechtfertigungen der Implikationsschritte!

a)

/(o =]
if x <0 then
< 0—2x
else
T
/) (zoxaxg=z*xxzANx>0)

//ly=yoAy=0])

begin
7z < 0;
while 0 < y do begin

Z 4 Z+X;

yey-1

end
end

/[ (z=xx%yo)

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst eine Schleifeninvariante INV,| so dass INV zusammen mit
der Negation der Schleifenbedingung die Postcondition impliziert.



Losung a) Die Assertions mit den jeweiligen Rechtfertigungen sind:
/(o =]
if (v <0) then
// (zo=xAx<0)
J/ (@0 %a0=(0—-2)%(0—2)AO0—2)=0) Tmp.(1)

< 0—2z

J/ (zoxaxo=xz*xx ANz >0) Ass.

else

// (zo=axA—-2<0)

//(xoxxo=xxxAx>0) Imp. (2)
T

J// (zoxaxo=xz*xx Az >0) Ass.

J// (zo*xzo=xxxANz>0) If-Then

Nun ist noch zu zeigen dass die folgenden Implikationen in Z giiltig sind:
(1) (ro=2Az<0)D(xog*xz0=0—2)*%(0—2x)A(0—2)>0)
Sei I € ENV ein Environment mit

Mer(Izg =Nz <0)=t. (1)
7 zeigen ist, dass dann
Mo(Izgxaxo=(0—2)*(0—2)A(0—2)>0)=t (2)
Aus (1) erhalten wir I(xg) = I(x) und I(x) < 0. Damit gilt nun einerseits:
ME(I, 2 % z0) = I(xo) * I (o)
=I(z)x I(x)
= (I(0) = I(x)) * (1(0) — I(x))
— ME(L, (0 - 2) = (0— 2))

Somit erhalten wir M%.(I, 2o * zg = (0 — z) * (0 — z)) = t.

Zusammen erhalten wir damit (2).
(2) (ro=2zAN-2<0)D (roxzo=z*xAx>0)
Sei I € ENV mit
Mb(Tzg=2A-2<0)=t.

Dann gilt I(zg) = I(x) und somit auch M%(I,xq * z9) = M%(z x ). Damit ist nun
ME2(I, g x x9 = x * x) = t. Andererseits ist z > 0 eine Abkiirzung fiir =z < 0. Somit
folgt direkt M%.(I,zg* zg =z xx Az > 0) = t.



b) Die Assertions mit den jeweiligen Rechtfertigungen sind:

/[y =yoA=y<0]

[/ (0=xx(yo—y)Ay=>0]) Imp. (1)
begin
z+0;

[/ (z=z%(yo—y)ANy>0) Ass.
while (0 <y) do begin
[ (z=xx(yo—y)ANy=0A0<y)
J(lztz=a2x(yo—(y—1)A(y—1)>0)  Imp.(2)

Zi-z2+X;
Jlz=2x(yo—(y—1)A(y—1)>0) Ass.
yey-—1
end
[/ (z=2x(yo—y)Ay=0]| Ass.
end
flz=2x(yo—y)ANy=0A-0<y) While
[/ (z=xxy0) Imp. (3)

Es bleibt noch zu zeigen, dass die folgenden Implikationen in Z giiltig sind:

(1)

(Yy=9yo A"y <0)D(O0=zx*(yo—y)Ay>0)
Sei I € ENYV ein Environment mit

ME(Iy=yo Ay <0)=t. (3)
Zu zeigen ist, dass dann auch
Mpe(I0=z%(yo—y) ANy >0)=t. (4)

Aus (3) folgt aber insbesondere M%-(I,y = yo) = t und somit auch I(y) = I(yo).
Damit gilt nun

MG 2 (yo — y) = I(x) * (I(yo) — 1(y)) =0

und somit M%-(1,0 = z x (yo — y)) = t. Da y > 0 eine Abkiirzung fiir ~y < 0 ist, gilt
somit (4).

(z=zx(yo—y) ANy>20AN0<y)D(z+z=zx(yo—(y—1)) Ay >0)
Sei I € ENV mit

Mpr(Lz=z%(yo—y) ANy>0A0<y)=t. (5)
Zu zeigen ist, dass dann gilt:
Mip(Lz4+z=2%(yo—(y—1))A(y—1)>0)=t. (6)

Aus (5) folgt insbesondere M%.(I,0 < y) = t, und somit gilt I(y) > 0. Damit gilt aber
auch M%(I,y — 1) > 0, und somit M%(I,(y — 1) > 0) = t.

Andererseits gilt fiir jedes Environment I’, dass
Mr(I' 2 * (yo = (y — 1)) = ME(I' 2+ ((yo — y) + 1)) = ME(I",x * (yo — y) + 2).
Daraus folgt
Mep(Lz+x=ax(yo— (y— 1) = Mpr(L,z +z =2 (yo —y) +2)
und da mit (5) weiter MZ(I,2) = ME(I,z * (yo — y)) gilt erhalten wir
Mpp(Iz+x=zx(yo—(y—1)) =t.

Insgesamt gilt somit (6).



B) z=xx(yo—yY)ANy>0A-0<y)D(z=x*yo)
Sei I € ENV mit

Mpr(I,z=2%(yo—y) Ay >0A-0<y)=t. (7)
Zu zeigen ist, dass dann auch
Mol z=2%yo) =t . (8)

Aus (7) erhalten wir aber insbesondere M% (I, 2) = M%(I,z * (yo — y)) sowie I(y) = 0.
Aus letzterem folgt nun MZ (I, x*(yo—y)) = MEZ(I, x*yp). Somit haben wir MZ (I, 2) =
ME(I,x % yo) und folglich gilt (8) gilt in Z.

~



