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1 Angabe

Gesucht ist die allgemeine Losung der linearen homogenen Differenzengleichungen
(a) Tpt2 — DTpt1 — 6xp =0

(b> Tpt2 — 6%pi1 + 122, =0

(¢) Tpt2 — BTpt1 + 6.252, =0

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Homogene Differenzengleichungen 1. Ordnung

Eine Lineare Differenzengleichung erster Ordnung besitzt allgemein die Form: x4 =
Qap * Ty + by.
Ist b =0 fiir alle n € N, dann ist die Gleichung homogen. Ansonsten ist sie inhomogen.

2.2 Homogene Differenzengleichungen 2.0rdnung
Homogene Differenzengleichungen 2.0Ordnung haben die Form

Tpt2 + axpy1 + bz, =0, n=20,1,2,...;6#0

Wenn :cﬁf) und xﬁf) Lésungen der homogenen Differenzengleichungen 2. Ordnung sind, so

ist auch z,, = clxgll) —1—62:1:,(3)

Losung, wenn gilt:

mit ¢1, co € R eine Losung. x,, ist ausserdem eine allgemeine

l‘(()l) l‘(()2) 40
Igl) 1:52)

Angenommen, xg, x1 gegeben, dann ist die Losungsfolge eindeutig bestimmt:

I: cl-x((]l) + CQ'$(()2) = X — n=0
(1)

II: cr-wy + 02-m§2) = 1 — n=1

Angeschrieben in Matrizenform:

Bestimmen von :1;%1), 3:,(12). Ansatz: z, = \"

)\"+2+a-)\”+1+b-)\120 |_



Ergibt das ’charakteristische Polynom’
Mita-A+b=0

Diese quadratische Gleichung nach dem Wurzelsatz von Vieta aufgelost ergibt

Wir betrachten die Diskriminante D (Teil unter der Wurzel aus

N —a+ Va2 —4b
2= —F—
’ 2

e D > 0: Ay, Ay verschieden reelle Zahlen - allg. Losung der Differenzengleichung ist
dann:

Tp =c1 A} +c2- Ay

e D < 0: A, A2 konjugiert komplexe Zahlen - wihle Darstellung

A = r-(cosp+i-sing)
A2 = 7r-(cosp—1i-singp)
Allgemeine Losung:
Ty = ¢y N} ey - AB

¢y - 7™(cos p + i - sin )™ + ¢y - 7 (cos p — i - sin )" =
= 7 cos(ng) - (¢; + cy) +r™ -sin(ng) - (i-¢; —i-cy) =
—— ———

=:C] =:iCc2
= cir™ - cos(ng) + cyr™ - sin(ngp) c1,c2 €R

e D = 0: Daraus folgt A\; = Ao = —§ - eine Losung:

Tn = (c1+c2-n)- A}

Es gibt keine allgemeine Losung cj - A\ +c2- Ay = (¢1 +¢2) - AT. Allgemeine Losung
wére o, = (c1 + c2 - n) - AI'. A} ist eine Losung. Man kann durch Einsetzen zeigen,
dass n - A} die Losung ist:

e =xp, el =y

0 1 .
A1 )\1‘ =M 70 (Ar=-3)




3 Lo6sung des Beispiels

3.1 Beispiel a

Zu 16sen ist xy42 — dxpt1 — 62, = 0. Dies entspricht der Auflésung folgenden charakte-
ristischen Polynoms:

A —BA—6=0
\ +5+v25+4-6 5+7
12: p—
: 2 2

AL, A2 € R und Ay # Ao, daher gilt:
Tp =c1-A] +C2- Ay = Xp =c¢1-6"+co-(—1)"

3.2 Beispiel b

Zu 16sen ist xpyo — 6241 + 122, = 0. Dies entspricht der Auflésung folgenden charak-
teristischen Polynoms:

N -_6A+12=0
6+36 —4-12
+ 5 =34++v-3

A2 =
M=34i-v3, A=3-i-V3
A1, A2 € C (konjugiert komplex) und A1 # 9. Es gilt:
Mo =71 (cosp+i-sing)

Die allgemeine Losung ist dann:

xn:rn.(cl.Cos(n~g0)—|—02'SiIl(n'S0)) Cl,CQER

Wir miissen nun die Form a + b - 7 in die Polarform umwandeln:

z=1%(cos¢+ i xsing)
r=|z| = Va2 + b =12

b
¢ = arctan — da gilt :
a

arctan% fira >0

arctan%—i—ﬂ fira<0,b6>0
p= arctan%—w fira<0,b<0
/2 fira=0,b>0

—m/2 fira=0,b<0




Somit ist ¢ = arctang = arctan iT‘/g) + &. Die Losungen in komplexer Form sind somit:

M2 =71"-(cospti-sing)= V12 (cos(%) +1q- sin(%))

Die allgemeine Losung lautet:

n =1 (cosp+i-sing) = (VI2)" - (c1 - Cos(n—g) tico sin(%))

3.3 Beispiel c

Zu 16sen ist x4 — bxpt1 + 6.25x, = 0. Dies entspricht der Auflésung folgenden charak-
teristischen Polynoms:

AN —B5N+6.25=0
+5+4/25—-25 5

Az = 2 2
5
)\]_ :)\2 — 5

A1, A2 € R und Ay = A9, daher gilt:

5
l‘n:(01+C2-n)-)\7f:(cl+02~n)-(§)”



