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1 5.11

1.1 Angabe

Während einer 6-monatigen Periode wurden die Zeiten (Stunden) zwischen aufeinander
folgenden Crashes eines neu installierten Computersystems registriert. Die (der Größe
nach geordneten) Zeiten waren wie folgt:

1 1 10 20 30 40 52 63 70 80 90 100

2 102 130 140 190 210 266 310 530 590 640 1340

(a) Zeichnen Sie die empirische Verteilungsfunktion F ∗

n .
(b) Bestimmen Sie (graphisch oder rechnerisch) die Stelle und den Wert des größten Ab-
stands zwischen der empirischen Verteilungsfunktion F ∗

n und F̂ = e−x/xn . Letztere ist die
Verteilungsfunktion einer Exponentialverteilung, wobei τ durch das Stichprobenmittel xn

ersetzt wird. (Ist diese Ersetzung sinnvoll?)
[dist.exp2.r]

1 "dist.exp2" <-

2 function(DATA ,lambda=1,plotit=TRUE) {

3 # W. Gurker (for "Angew. Statistik" S-06)

4 n <- length(DATA)

5 d.s <- sort(DATA)

6 e.1 <- (1:n)/n

7 e.2 <- (0:(n-1))/n

8 F <- pexp(d.s,lambda)

9 ABS <- c(abs(F-e.1),abs(F-e.2))

10 MAX <- max(ABS)

11 ind <- which.max(ABS)

12 if ( plotit ) {

13 plot(ecdf(DATA),verticals=TRUE ,do.p=FALSE ,

14 main="Emp. VF - Exponential",

15 xlab="DATA",ylab=expression(F[n](x)))

16 t <- seq(0,d.s[n]+max(diff(d.s))/10, length =100)

17 lines(t,pexp(t,lambda),lty=1,col=’red ’)

18 IND <- ifelse(ind <= n,ind ,ind -n)

19 x.max <- sort(DATA)[IND]

20 abline(v=x.max ,lty =2)

21 points(c(x.max ,x.max),c(pexp(x.max ,lambda),pexp(x.max ,lambda) +

22 MAX*ifelse(ind <=n,1,-1)),pch=21,cex =1.1)

23 mtext(paste ("N =",n," D =",round(MAX ,4)," x =",

24 round(sort(DATA)[IND],4)),side=3,line=0,cex =0.8) }

25 return(list(maxDist = MAX , ind = IND))

26 }

27

28 DATA <- c(1, 10, 20, 30, 40, 52, 63, 70, 80, 90, 100, 102, 130,

29 140, 190, 210, 266, 310, 530, 590, 640, 1340)
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1.2 Empirische Verteilungsfunktion

Die e.V. stellt die kumulierte Häufigkeitsverteilung einer Reihe von Messwerten dar.
Die kumulierte Häufigkeit eines Merkmals gibt an, wie viele Fälle in einem Datensatz
kleiner oder gleich einem bestimmten Wert eines interessierenden Merkmals sind. Wenn
die entsprechende Zahl der Fälle angegeben wird, handelt es sich um absolute kumulierte
Häufigkeiten, doch werden meist die relativen k. H.en angegeben, also der Anteil bzw.
der Prozentwert der Fälle, die kleiner oder gleich diesem Wert sind. Eine Aussage über
die relative k. H. könnte z.B. lauten: ’60 Prozent der Personen im Datensatz haben ein
Einkommen kleiner oder gleich 2.100 EUR’.
Formal schreiben wir

F (x) = f1 + · · · + fi = sumn
i=1fi

relative kumulierte Häufigkeiten
wobei f1, . . . , fj die relativen Häufigkeiten der Merkmalsausprägungen a1, . . . , aj sind.
Bei Prozentangaben ist dieser Wert mit 100 zu multiplizieren.

1.3 Lösung des Beispiels

1.3.1 a

2



1.3.2 b

Hier wird der größte Abstand von Fn(X) und einem F (x) = 1 − e
xi

x gesucht. Der Pa-
rameter ist (laut Angabe) jetzt nicht λ, sondern man nimmt einfach den Kehrwert des
Mittelwerts aus DATEN.
Dazu ruft man m<-mean(DATA) auf und dann dist.exp2(DATA,1/m,TRUE)

Die rote Linie stellt Exponential-Verteilungsfunktion dar und die Schnittpunkte die dann
eingezeichnet werden, markieren den größten Abstand:

sup |F ∗

n(x) − f(x)|

Prof. Gurker zeigte in der UE (Ausschnitt aus obenstehender Grafik):

x
i

a

b

Es gilt:

b = |F (xn) − i

n
|, a = |F (xn) − i

i − 1
|

Weiterführend siehe Kolmogoroff-Smirnoff-Statistik, z.B hier:

• http://www.statistik.tuwien.ac.at/public/dutt/vorles/inf_bak/node73.html
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2 5.15

2.1 Angabe

Eine logarithmisch normalverteilte sG, X L( µ, σ2), wird n-mal unabhängig beobachtet,
X1, . . . , Xn.
(a) Bestimmen Sie den Merkmalraum, den Parameterraum und den Stichprobenraum.
(b) Ermitteln Sie die gemeinsame Dichtefunktion der Stichprobe.
(c) Geben Sie geeignete Schätzfunktionen für µ und σ an.

2.2 Lösung des Beispiels

2.2.1 a

Zuerst sollten wir schon die Dichtefunktion der logarithmischen Normalverteilung be-
trachten:

f(x) =







1√
2πσx

exp(−(lnx − µ)2

2σ2
), x > 0

0, x ≤ 0

Wir vergegenwärtigen:

X ! LN (µ, σ2) ⇔ lnX ! N (µ, σ2)

Der Merkmalraum ist Menge aller möglichen Merkmale - hier sind es die positiven
reellen Zahlen, da die logarithmische Normalverteilung nie negativ wird
Parameterraum (lt. Buch S.125): Wenn sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch
endlichdimensionale Parameter θ charakterisieren lässt, ist die Menge Θ aller in Betracht
kommenden Parameterwerte θ der Parameterraum. Nun denn betrachten wir die Para-
meter: Eine stetige Zufallsvariable X unterliegt der logarithmischen Normalverteilung
LN (µ, σ2) mit den Parametern µ ∈ R (Schwerpunkt) und σ ∈ R, σ > 0 (Streuung). Da-
her gehe ich davon aus, dass der Parameterraum die Menge der reellen Zahlen umfasst,
konkreter:

• R
+ für σ2

• R für µ

Stichprobenraum scheint mir R
+n zu sein (n ist die Anzahl der Beobachtungen): (×

ist das karthesische Produkt)

Mn
x = R

+ × R
+ × · · · × R

+

2.2.2 b

Die gemeinsame Dichtefunktion der Stichprobe ist das Produkt über die einzelnen Dich-
tefunktionen

n∏

i=0

f(x) =
1√
2pi

σnΠn
i=1xi = exp(− 1

2σ2

n∑

i=1

(lnxiµ)2)
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2.2.3 c

Die sog. Funktion der Parameterwerte ist allgemein:

l( µ, σ2

︸ ︷︷ ︸

Likelihood

, x1 . . . xi)

Die Schätzfunktionen - allgemein: Mn
X → R × R

µ̂ =
1

n

n∑

i=0

ln(Xi)

σ̂2 =
∑

(ln(xi) − µ)2

3 6.2

3.1 Angabe

X1, . . . , Xn sei eine Stichprobe von X U(0,θ), (θ > 0).
(a) Zeigen Sie, daß T1 = 2Xn ein unverzerrter Schätzer für θ ist. (Varianz des Schätzers?
*Ist der Schätzer konsistent für µ ?)
(b) Ist T2 = max{Xi, i = 1, . . . , n} ein unverzerrter Schätzer für θ ?
(c) Wie lautet die effiziente lineare Schätzfunktion für θ ?

3.2 Lösung des Beispiels

3.2.1 a

Die Dichtefunktion der uniformen Verteilung ist gegeben durch:

f(x) =

{
1

θ−0 , 0 < x < θ

0, sonst.

T1 = 2Xn ist als unverzerrter Schätzer für θ zu zeigen. wir berechnen daher den
Erwartungswert (UIV, uniform identisch verteilt)

E(X) =
1

n

n∑

i=1

Xi =
1

n

n∑

i=1

E(Xi) =
nE(Xi)

n
= E(Xi)

E(X) =
1

θ

∫ θ

0
xdx =

θ

2

Nun zeigen wir T1 als unverzerrten Schätzer:

E(θ) = 2E(X) = 2
θ

2
= θ

Damit ist der Schätzer unverzerrt.
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Nun berechnen wir die Varianz des Schätzers:

Var(T1) = E(X2) − E(X)2 =
2

3
θ2 − θ2 = −1

3
θ2

In der Übung wurde gezeigt:

Var(Xn) =
Var(X)

n

Var(2X) = 4 Var(X) =
4

n2

n∑

i=1

Var(Xi) =
4n Var(X)

n2
=

4 Var(X)

n
=

4θ2

12n
→ 0

Zur Frage, ob der Schätzer konsistent für µ ist: Bei steigender Stichprobengröße
wird die Abweichung des Stichprobenmittelwertes vom Mittelwert der Grundgesamtheit
kleiner und geht mit n gegen unendlich gegen Null.
Die Erwartungstreue sagt also, ob der Erwartungswert eines Schätzers gegen den wahren
Parameter konvergiert. Damit ist noch nichts über die Größe der möglichen Fehler gesagt
(solange sie nur in beide Richtungen im Mittel gleich groß sind). Aussagen über die Größe
der Fehler erhält man, wenn man die Konsistenz eines Schätzers untersucht. Dabei gilt ein
Schätzer als konsistent, wenn die Wahrscheinlichkeit eines mehr als infinitesimal großen
Fehlers gegen Null geht:

lim
N→∞

P (|θ̂N − θ| > ε) = 0

Es gilt das Gesetz der Grossen Zahlen: Der Mittelwert konzentriert sich mit wachsendem
n immer mehr um den gemeinsamen Erwartungswert µ der Xi.
Somit ist der Schätzer konsistent für µ.

3.2.2 b

Zu prüfen ist, ob T2 = max(Xi, i = 1, . . . ,n) ein unverzerrter Schätzer für θ ist.
Die Verteilungsfunktion der uniformen Verteilung mit n potenziert ist die Verteilungs-
funktion des Maximums und damit der Schätzfunktion:

T ∗

2 = (
1

θ
)n

Um die Dichtefunktion zu erhalten, wird abgeleitet:

T2 = (T ∗

2 )′ = −(
1

θ
)n · n

x

Der Erwartungswert ist dann:

E(T2) = θ − θ

n + 1

Der Schätzer ist somit nicht unverzerrt.
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3.2.3 c

Wie lautet die effiziente lineare Schätzfunktion für θ ?
Wenn X eine stochastische Grösse mit endlicher Varianz und X1, . . . , Xn eine Stichprobe
von X ist, so ist Xn die effiziente lineare Schätzfunktion für E(X) (Beweis ergibt sich
aus Unverzerrtheit und daraus, dass Varianz minimal ist - siehe Satz 25.4 in den Folien).
Nach diesem Satz ist T1 = Xn die effiziente Schätzfunktion von θ.
(Varianz ist so klein wie möglich - Effizienz der Schätzfunktion)

4 6.4

4.1 Angabe

Bei 50 Autoblechen wurden die folgenden Anzahlen von Lackierungsfehlern registriert:
1 Fehlerzahl | 0 | 1 | 2 | 3 | 4

2 ----------------------------------

3 Haufigkeit | 20 | 18 | 9 | 2 | 1

Wenn man davon ausgeht, daß es sich um eine Stichprobe aus einer Pµ-Verteilung handelt,
bestimmen Sie den plausiblen Schätzwert von µ. (Überzeugen Sie sich davon, daß dieser
Schätzwert die Plausibilitätsfunktion maximiert.) Ist der plausible Schätzer unverzerrt?

4.2 Theoretische Grundlagen: Poisson-Verteilung

Approximation für die Binomialverteilung für kleines p und großes n (tritt bei seltenen
Ereignissen auf) - Bsp.: Rosinen pro Brötchen; Druckfehler pro Seite; gleichzeitig geführte
Telefonate innerhalb einer Firma.
Sei X = N0 = {0, 1, 2, 3, . . . },B = P(X ). Das durch

P (B) :=
∑

k∈B

µk

k!
e−µ, B ⊂ X ,

definierte Maß heißt Poisson-Verteilung mit Parameter µ > 0.

4.3 Lösung des Beispiels

l(x1, .., xn|µ) = Π(p(xi|µ)) = µ
∑

n

i=1
(xi) · e−nµ · 1

Π(xi!)

Ableiten und 0 setzen:

l′(x1, . . . , xn|µ) =
1

Π(xi!)
· [

n∑

i=1

(xi) · µ
∑

n

i=1
(xi)−1 · e−nµ + µ

∑
n

i=1
(xi) · (−n) · e−nµ] = 0

e−nµ · µ
∑

n

i=1
(xi)−1 · (

n∑

i=1

(xi) − nµ) = 0
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Die ersten beiden Faktoren sind Exponentialfunktionen und können nicht 0 werden, da-
her:

n∑

i=1

(xi) − nµ = 0

µ =

∑n
i=1(xi)

n

Ein plausibler Schätzwert ist nun das Stichprobenmittel Xn = 23/25.
Zur Unverzerrtheit - hier muss gelten: E(Xn) = µ. Zuerst berechnet man E(Xi) aus:

E(X) =
∞∑

i=0

(x · µx

x!
· e−µ) = SvuStat

= µ · e−µ
∞∑

i=0

(
µx−1

(x − 1)!
) = µ · e−µeµ = µ

Abschliessende Berechnung:

E(Xn) = E(
1

n

n∑

i=0

(Xi)) =
1

n

n∑

i=0

(E(Xi)) =
1

n
· n · µ = µ

Es kommt das gleiche raus wie beim Stichprobenmittel, daher ist der Schätzer unverzerrt.

5 6.5

5.1 Angabe

Die folgenden Daten sind Zeiten (Betriebsstunden) zwischen aufeinander folgenden Aus-
fällen eines Systems:

1 67 102 47 85 34 9 4 21 229 262 43 152 1 14 79

Ermitteln Sie unter der Annahme, daß es sich um eine Stichprobe aus einer Ex-Verteilung
handelt, den plausiblen Schätzwert von (a) τ und von (b) λ = 1/τ . (Überzeugen Sie sich
in beiden Fällen davon, daß der Schätzwert die Plausibilitätsfunktion maximiert.) Sind
die Schätzer unverzerrt?

5.2 Theoretische Grundlagen: Exponenverteilung

Die Exponentialverteilung ist eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung über der
Menge der positiven reellen Zahlen. Sie wird vorrangig bei der Beantwortung der Fra-
ge nach der Dauer von zufälligen Zeitintervallen benutzt, wie z.B. ’Länge eines Tele-
fongespräches’, ’Dauer von Dienstleistungen, Reparaturen, Instandhaltungsmaßnamen’,
’Zeit zwischen zwei Anrufen’, ’Lebensdauer von Atomen beim radioaktiven Zerfall’, ’Le-
bensdauer von Bauteilen, Maschinen und Geräten, wenn Alterungserscheinungen nicht
betrachtet werden müssen’, ’Alter von Lebewesen’, ’als grobes Modell für kleine und
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mittlere Schäden in Hausrat’, ’Kraftfahrzeug-Haftpflicht, Kasko in der Versicherungsma-
thematik’.
Eine stetige Zufallsvariable X genügt der Exponentialverteilung Exp(λ) mit dem Para-
meter λ, wenn sie die Wahrscheinlichkeitsdichte

fλ(x) =

{

λe−λx x ≥ 0

0 x < 0

besitzt.
Man beachte, dass statt λ auch 1

τ verwendet wird.1

Die Exponentialverteilung hat einen reellen Parameter λ. Er besitzt den Charakter einer
Ausfallrate und 1/λ den einer Lebensdauer. Um ihre Normierbarkeit zu garantieren, wird
λ > 0 gefordert.
Den maximalen Wert nimmt die Dichtefunktion der Exponentialverteilung bei xmax = 0
ein, er beträgt dort fmax = λ.

5.3 Lösung des Beispiels

5.3.1 a

Aus einer konkreten Stichprobe x1, . . . , xn mit der plausible Schättzwert τ̂ für den Para-
meter zu suchen. Für die Plausibilitätsfunktion l(τ ; x1, . . . , xn) gilt:

l(τ ; x1, . . . , xn) = Πn
i=1

1

τ
e

−xi

τ =
1

τn
e

−1

τ

∑
n

i=1
xi

Wir logarithmieren die Plausibilitätsfunktion

l∗(τ ; x1, . . . , xn) = ln(l(τ ; x1, . . . , xn))

und erhalten

l∗(τ ; x1, . . . , xn) = −n ln(τ) − 1

τ

n∑

i=1

xi

Die Lösung τ̂ erhalten wir durch Differentiation nach τ und Nullsetzen:

τ̂ =
1

hn

n∑

i=1

xi

In unserem Fall ergibt sich dann für τ̂ = 1149
15 = 76.6.

Unverzerrt, weil das gleiche rauskommt wie beim Stichprobenmittel.
Die Maximumstelle der Plausibilitätsfunktion ist genau beim plausiblen Schätzwert er-
reicht. Daher wird die Plausibilätsfunktion maximiert (genauer gesagt, einmal abgeleitet
und null gesetzt), um den plausiblen Schätzwert zu erhalten.

1Prof. Viertl verwendet in seinen VO-Folien
τ
, ebenso auf S. 50 in ’Einführung in die Stochastik’.

Bosch verwendet in ’Elementare Einf.i.d.Wahrscheinlichkeitsrechnung’ auf S. 138 α, und in weiterer

Literatur und in Websites wird oft λ verwendet.
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In der UE wurde wie folgt gerechnet:

f(xi|τ) = τ̂ e−
x

τ

l(τ, x1 . . . xn) = Πn
i=1f(xi|τ) =

Πn
i=1

1

τ
e−

x

τ =
1

τn
e−

x

τ

∑
n

i=1
xi

(Zeile oben ist ’Log-Likelihood’)

ln(l(τ, x1 . . . xn)) = −n ln τ − x

τ

n∑

i=1

xi

d

d τ
ln(l(τ, x1 . . . xn)) = −n

τ
+

1

τ2

n∑

i=1

Xi = 0

τ̂Pl =
1

n

n∑

i=1

Xi = X

Weil E(X) = E(X) = τ ist Schätzer unverzerrt.

5.3.2 b

λ =
1

τ̂
= 0.0131

Aus der Übung: Dies gilt weil

E(λ̂) =
n

n − 1
︸ ︷︷ ︸

→1

λ > λ

lnn→∞E(λ̂) = λ

Schätzer zwar nicht unverzerrt, aber asymptotisch unverzerrt.
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6 6.6

6.1 Angabe

Bei zehn Batterien findet man die folgenden Kapazitäten [Amperestunden]:

1 140 136 150 144 148 152 138 141 143 151

Wenn man davon ausgeht, daß es sich um eine Stichprobe aus einer N (µ, σ2)-Verteilung
handelt, ermitteln Sie (a) einen Schätzwert, (b) ein 95%- und (c) ein 99%-Konfidenzintervall
für die mittlere Kapazität µ dieses Batterietyps.

6.2 Lösung des Beispiels

6.2.1 a

Laut Skriptum: Kapitel VI - 25. Klassische Punktschätzungen:

1. Eine Schätzfunktion wird benötigt (V(X1, . . . , X10))

2. (x1, . . . , x10) sei unsere Stichprobe: dann ist V(x1, . . . , x10) unser Schätzwert

Der Erwartungswert ist E(X) = 144.3 und die Varianz 32.23.
Der Stichprobenmittel ist erwiesenermaßen unverzerrt für den Schätzwert. Daher lässt
sich argumentieren wieso diese Schätzfunktion ’gut’ ist.

6.2.2 b + c

Erwartungswert eines normalverteilten Merkmals mit unbekannter Varianz. Die Varianz
der Grundgesamheit wird durch die korrigierte Stichprobenvarianz

s2 =
1

n − 1

∑

(xi − x̄)2

geschätzt.
t(1 − α; n − 1) ist das 1 − α-Quantil der t-Verteilung mit n − 1 Freiheitsgraden.
Für n > 30 kann das Quantil der t-Verteilung näherungsweise durch das entsprechende
Quantil der Standardnormalverteilung ersetzt werden.

[

x̄ − t(1 − α
2 , n − 1)

s√
n

; x̄ + t(1 − α
2 , n − 1)

s√
n

]

X = 144, 3, s2
n = 32, 23, sn/

√
n =

√
3.223

Erhalte für Konfidenzintervall 95% Untergrenze von 140.24, Obergrenze von 147.36.
(t(0.975, 9) = 2.26)
Erhalte für Konfidenzintervall 99% Untergrenze von 138.65, Obergrenze von 156.13.
(t(0.995, 9) = 3.25)
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7 6.8

7.1 Angabe

Eine zufällige Stichprobe von 300 Kreditkarteninhabern einer Bank ergab einen mittleren
Schuldenstand von 1220 EUR bei einer Stichprobenstreuung von 840 EUR. Ermitteln Sie
ein 95%-Konfidenzintervall für den mittleren Schuldenstand aller Karteninhaber dieser
Bank. (Hinweis: Berufen Sie sich auf den zentralen Grenzverteilungssatz.)

7.2 Lösung des Beispiels

Die Parameter sind:

• µ = 1220

• σ = 840

• α = 1 − 0.95 = 0.05

Anzuwenden ist der Satz über die Konfidenzintervalle mit Überdeckungswahrscheinlich-
keit 1 − α für die Parameter der Normalverteilung - für µ:

[Xn − sn√
n
· tn−1,1−α

2

; Xn +
sn√
n
· tn−1,1−α

2

]

Mit R berechnen wir:

1 > xquer = 1220

2 > sn = 840

3 > n = 300

4 > alpha = 0.05

5 >

6 > diff = (sn / sqrt(n) * qt(1-( alpha /2),n -1));

7 >

8 > left = xquer - diff

9 > right = xquer + diff

10 > left

11 [1] 1124.560

12 > right

13 [1] 1315.440

Berufung auf den zentralen Grenzverteilungssatz weil viele Stichproben und es git:

lim
n→∞

= µp → Xn ∼ N (µ, σ2)
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