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Losungen

Aufgabe 6.1 Finden Sie Boolesche Ausdriicke iiber der Modellstruktur FamX; die folgendes aus-
driicken. (Die Ausdriicke sollen nur die Variablensymbole x und y enthalten).

a) x ist eine Nichte von y, wobei y ménnlich ist;
b) x ist ein Sohn einer GroBmutter von y;
c¢) x ist eine Cousine von y.
Lésung Anmerkung: Es gibt jeweils auch alternative Losungen zu den folgenden:

a) (Onkel(y,x) A weiblich(x))

b) Wenn man voraussetzt, dass sich das Priidikat Onkel nur auf die leiblichen Briider der Mutter
bzw. des Vaters einer Person bezieht, so gibt es eine sehr einfache Losung:
(x=Vater(y) V (Onkel (x,y))-
Allerdings wird auch der Ehemann einer Schwester meiner Mutter oder meines Vaters iiblicher-
weise als mein Onkel bezeichnet. Daher wird folgende Losung vorgeschlagen:
(mdnnlich (x) A (Mutter (x ) = Mutter ( Mutter(y) ) V. Mutter (x ) = Mutter

\v I~

) (weiblich(x) A ( Geschwister (Vater (x), Vater(y)) V ( Geschwister (Mutter (x
- ( Geschwister (Vater (x), Mutter( y)) V (Geschwister (Mutter (x) ,

Aufgabe 6.2 Es sei m = while ggfzz do begin g:g:;)i:g end

a) Zeigen Sie schrittweise, dass m € ALI.

b) Berechen Sie M4 (I, 7), wobei I(x) =1 und I(y) = 0.

Losung

a) Syntaktische (‘bottom up’-)Analyse von 7:

— x,y € IVS 22 =(x,y) € BA(Z) 22 (x#y) € BA(Z), da (x#y) fiir - =(x,y) steht

- x€lVS, (x=1) € T()A:m>a1 x—(x—=1)€ ALI
—y€IVS, 0 T(Z) 22 ay =y«—0€ ALI
AL2

— aj,ap € AL = (3 =begin a1 ; az end € ALI
— (x#y) € BA(Z), B € ALI 22 1 = while (x#y) do 8 € ALI




b) Semantische Analyse, sprich: Auswertung von 7 in der Variablenbelegung I (unter Verwen-
dung der Abkiirzungen aq, e, 8. ™ wie oben vereinbart):

Mar(I,m) = Mar(I,while (x#y) do ()
[ Mpa(l, (x#y)) = M1 (I, x)#M1(I,y)) = (1#0) = t |
YT Mar(Mar(1, ), while (x#y) do f)
Y22 Mar(Mar(Mar(I,a1), az), while (x#y) do )

MAL1 Mar(Mar(I', ), while (x#y) do 0)

wobei  I'(x) = Mr(I,(x=1)) = M7(I,x) - M7(I,1)
=Ix)—-1=1-1=0
I'(v) = I(v) fiir v #x
MET Myup(I”, while (x#£y) do B)

wobei  I"(y) = M7(1,0) =0
i

Mpa(l”, (x XD =Mz (1", x)#Mz(I",y)) = (I"(X) A" (y)
(0#£0) = £
MEE 17 wobei I"(x) = 0 und I'"(y

Aufgabe 6.3 Erweitern Sie die Programmiersprache ALI um eine repeat-Schleife. Genauer: Spe-
zifizieren Sie in Ergénzung von Definition 2.17 des Vorlesungsskriptums eine Bedingung (AL5)
zur Festlegung der Syntax und in Ergédnzung von Definition 2.20 eine entsprechende Bedingung
(MALS5) zur Festlegung der Semantik der iiblichen repeat-Schleifenkonstruktion.

L6sung
(AL5) Ist B € BA(Z) und o € ALI, dann ist repeat cuntil B € ALI.

. [ Mar(I, ) fiir w =t
(MALS) M (I, repeat o until B) = {MAL(MAL(I, a), repeat cuntil B) fiir w = f

wobei w eine Abkiirzungen fiir Mpa(Mar(I,a), B) ist.

Aufgabe 6.4 Bestimmen Sie fiir folgende Formeln durch Angabe des Wahrheitswertverlaufs, ob
sie giiltig, erfiillbar, widerlegbar, bzw. unerfiillbar sind. Geben Sie, wo moglich, jeweils ein Modell
bzw. ein Gegenbeispiel an.

a) (AD(BVC)D(AVB)=(AV(D)
b) (BD>-A)| (-ADB)

c) AC(BA(CDE)|A)

L6sung

a) Wir verwenden die Abkiirzungen F = (A D (BV(C)) D ((Av B)=(AV(0))
sowie G=(AVB)=(AV ().

A B C|BvC A>(BVC) AVB AvVC G|F
f f f| f t f ot ]t
fof ot| t t f t f|f
f ot £ t t t £ f|f
f t t t t t t t |t
t £ f f f t t t |t
t £ t t t t t t |t
t t f t t t t t |t
t t t t t t t t |t




Die Formel ist also sowohl erfiillbar als auch widerlegbar, daher weder giiltig noch unerfiillbar.
Die zweite und die dritte Zeile der Tabelle liefern Gegenbeispiele. Z.B., ist F' unter I mit
I(A) =f,I(B) = f und I(C) =t falsch. Alle anderen Interpretationen, z.B. I’ mit I'(A) = £,
I'(B) =f und I'(C) = £, sind Modelle von F.

b) Wir verwenden die Abkiirzung F'= (B D —-A) | (-A D B).

A B|-A B>-A -ADB|F
f f t t f f
f t t t t f
t f f t t f
t t f f t f

Die Formel ist also unerfiillbar und damit auch widerlegbar, aber weder erfiillbar noch giiltig.
Es gibt demnach keine Modelle, sondern jede Interpretation ist ein Gegenbeispiel fiir F', z.B.
I mit I(A) =t, I(B) =t.

¢) Wir verwenden die Abkiirzungen F = A C (BA((CDf) | A)und G=(CDF) | A.

A B C|C>f G BANG|F
f £ f t f f t
f £ t f t f t
f t f t f f t
f t t f t t f
t £ f t f f t
t f t f f f t
t t f t f f t
t t t f f f t

Die Formel ist also sowohl erfiillbar als auch widerlegbar, daher weder giiltig noch unerfiillbar.
Die vierte Zeile der Tabelle liefert das Gegenbeispiel I mit I(A) =f, I(B) =t und I(C) = t.
Alle anderen Interpretationen, z.B. I’ mit I'(A) =f, I'(B) = f und I'(C) = f, sind Modelle.

Aufgabe 6.5 Zeigen Sie, dass folgende Formeln Hy, Hy, Hs paarweise dquivalent sind. Verwenden
Sie dazu Satz 3.23 und Folgerung 3.25 aus dem Vorlesungsskriptum.

Hy = ~((AV(C 2> B)) | (EA-F))

Hy= (EAN-F)V(AV(C D B))

H; = ~(EA-F)D> (AV(C D> B))

Losung Es sci o die Substitution [*¥ (25 P25 sowie Fy = ~(A | B), F» = BV A und
Fy=-B D> A. Dann gilt H; = Fio fiir alle i € {1,2,3}. Laut Satz 3.23 und Folgerung 3.25 geniigt

es daher, die paarweise Aquivalenz von F}, F5 und Fj zu zeigen. Diese 1a8t sich unmittelbar aus
folgender Wahrheitswertabelle ablesen:

A B|~(A|B) BVA -Bo>A|FR=F F=F R=F

f f f f f t t t
f t t t t t t t
t f t t t t t t
t t t t t t t t



