Negation

Ich gehe nicht ins Kino.

Ist falsch, wenn ich ins Kino gehe, und wahr andernfalls.

X | notx
1 0
0 1

Andere Bezeichnung: non

Symbole: —x, —x, ~x, x', Ix, X, Nx, ...

Logikgatter: %><H

Konjunktion

Der Himmel ist blau und die Sonne scheint.

Trifft nur zu, wenn jede der beiden Teilaussagen wahr ist.

Andere Bezeichnung: et

Symbole: x Ay, x -y, xy, x&y, Kxy, ...

Logikgatter: = )—

Disjunktion, Alternative

Ich trinke zum Essen Wein oder Bier (oder auch beides).

Nur falsch, wenn ich weder Wein noch Bier trinke.

Andere Bezeichnung: vel

Symbole: x Vy, x+y, x|y, Axy

Logikgatter: =) >—

AusschlieBende Disjunktion (Antivalenz)

Ich bin entweder gut drauf oder saugrantig,
etwas anderes gibt es bei mir nicht.

Trifft zu, wenn ich in genau einer der Stimmungslagen bin (die sich
ausschlieBen).
X Xor y

X
it
ik
0
0

o~ O R

Andere Formulierungen: x oder y
Andere Bezeichnungen: exor, aut

Symbole: x £y, x Dy, x &y, x4y, Ixy, ...

Logikgatter: =] >—

Aquivalenz

Ich springe dann (und nur dann), wenn du es auch tust.

Trifft zu, wenn beide springen oder keiner.

x y|xiffy
L & 1
10 0
01 0
00 1

Andere Formulierungen: x genau dann wenn y, x if and only if y,
x ist notwendig und hinreichend fiir y, x ist dquivalent zu y

Andere Bezeichnungen: eq, &q, xnor, nxor, ...

Symbole: x =y, x <y, x <y, Exy, ...

Logikgatter: ] So—

Implikation
Wenn/Falls ich ins Kino gehe, (dann) esse ich dort Popcorn.
Ich gehe nur dann ins Kino, wenn ich dort Popcorn esse.

Falsch, wenn ich im Kino kein Popcorn esse, und wahr, wenn doch.
Keine Festlegung betreffend Popcorn auBerhalb des Kinos, daher wahr.

x y | x implies y

11 1

10 0 ,Verum ex quolibet”: x implies1 =1
01 1 ,Ex falso quodlibet”: 0 implies y =1
00 1

Andere Formulierungen: aus x folgt y, x impliziert y, x hinreichend fiir y
Andere Bezeichnung: seq (sequi)

Symbole: x Dy, x =y, x =y, Cxy, ...

Logikgatter: ;@— :

Negierte Konjunktion Negierte Disjunktion

X y|xandy x nand y % y‘xory X nor y
s 1 0 1 1 1 0
10 0 1 10 1 0
01 0 1 01 1 0
00 0 il 00 0 1

Andere Bezeichnungen:
Sheffer-Strich, nd (J.Nicod)

Andere Bezeichnungen:
Peirce-Pfeil, sh (H.M.Sheffer)

Symbole: x Ty, x | y, x/y, Dxy, ...

Logikgatter: = »—

Symbole: x | y, Xxy, ...

Logikgatter: :D%

Wenn Feiertag ist oder der Professor krank ist,

findet die Vorlesung nicht statt.

Logische Struktur: ,Wenn x oder y, dann nicht z."

Logische Funktion: (x or y) implies not z implies (or (x,y), not(z))
Logische Formel: (x V y) D -z

Prefix-Notation: CAxy N z

Algebraische Notation: (x +y) — —z Xy+7z

X
)
Logischer Schaltkreis: %:&
4 y
z
z

Aussagenlogische Funktionen — Uberblick

—| —| true
| o false
o ~|x
J‘l—‘onot
O O X
o~ o R<

>|o © o ~|and
—| = — —~ of nand
<|O = = | or
|~ © © o nor
N~ © o w—|iff
Wlo — = o xor
U|+~ —= o | implies
™Mo o~ o
Nl o+~ H|if
\No+~ oo

2 nullstellige Funktionen (= Konstanten): true, false
4 einstellige Funktionen: not, ...
16 zweistellige Funktionen: and, nand, or, ...

Es gibt 22" verschiedene n-stellige logische (Boolesche) Funktionen.

@ 2" verschiedene Argumentkombinationen (,,Zeilen®)

o 2 Ergebnismoglichkeiten fiir jede Argumentkombination




Aussagenlogik — Syntax

Ausdriicke wie x and y und (x nand y) nand (x nand y) sind
ununterscheidbar (gleiche Funktion!). Um Aussagen iiber ihre Form treffen
zu koénnen, bendtigen wir eine Formelsprache.

V={AB,C,...,Ap,AL...}

Syntax aussagenlogischer Formeln

aussagenlogische Variablen

Die Menge A der aussagenlogischen Formeln ist die kleinste Menge, fiir

die gilt:

)

a2) {T e /i

a3) =F € A, wenn F € A.
)

Variablen sind Formeln.
T und L sind Formeln.

—F ist eine Formel, falls F eine ist.

a4) (F*G)e A wenn F,G € Aund x € {A,1,V,],=,#%,D,C}.

(F * G) ist eine Formel, falls F und G welche sind und * ein binires Op.symbol ist.

Semantik aussagenlogischer Formeln

Der Wert einer Formel in einer Interpretation / wird festgelegt durch die
Funktion val: Z x A +— B:

(v1) val(A) = I(A) fir Ac V;
(v2) valy(T) =1 und val;(L) =0;
(v3) valy(=F) = notval,(F);
(v4) valy((F % G)) = val;(F) ® val;(G),
wobei & die logische Funktion zum Operator x ist.

(v4) ist eine Abkiirzung fiir:

val((F A G)) = val(F) and val;(G)
val/((F Vv G)) = val/(F) or val;(G)
val)((F = G)) = val/(F) iff val;(G)
val/((F D G)) = val/(F) implies val;(G)

(v1) valj(A) = I(A) fur A V;
(v2) valy(T) =1 und val;(L) =0;
(v3) (=F) = notval;(F);

(v4)

valy((F * G)) = val;(F) & val;(G),
wobei ® die logische Funktion zum Operator  ist.

Wert von ((AA=B) D L) fiur [(A) =1 und /(B) =0
vali(((AA=B) D> 1)) = val)((AA —B)) implies val;(L)
= (val(A) and val;(=B)) implies 0
(1 and notval;(B)) implies 0
(1 and not0) implies 0
= (1and1)implies 0
1 implies0 =0

Wahrheitstafel

o Kompakte Berechnung der Formelwerte fiir alle Interpretationen

o Unter jedem Operator steht der Wert der entsprechenden Teilformel.

A B|((AA-B)>Dl) bedeutet:
1 1 1001 10 I(A)=1,I(B)=1:val(---)=---=1
1 0 1110 00 I(A)=1, I(B)=0:val(---)=---=0
0 1 0001 10 I(A)=0, I[(B)=1:val(---)="---=
0 0 0010 10 I(A)=0, I(B)=0:val(---)="---=
false X | not x y|and implies
0 1 1 1|1 1
al. 0|1 1 00 0
= 0 1|0 il
0 0| O il
A >

Eine Formel F heiBt
o giltig, wenn val;(F) =1 fir alle | € Z;

, Tautologie'
o erfiillbar, wenn val;(F) = 1 fir mindestens ein | € Z;
o widerlegbar, wenn val;(F) = 0 fir mindestens ein / € Z;

o unerfiillbar, wenn val;(F) = 0 fir alle | € Z. ,Kontradiktion"

Folgerungen:

o Eine giiltige Formel ist erfiillbar, aber weder widerlegbar noch
unerfillbar.

o Eine erfiillbare Formel kann giiltig oder widerlegbar sein, aber nicht
unerfiillbar.

o Eine widerlegbare Formel kann erfiillbar oder unerfiillbar sein, aber
nicht giiltig.

o Eine unerfiillbare Formel ist widerlegbar, aber weder giiltig noch
erfillbar.

o F ist giiltig/erfillbar/widerlegbar/unerfiillbar genau dann, wenn
—F unerfiillbar/widerlegbar /erfiillbar/giiltig ist.

Semantische Aquivalenz

Zwei Formeln F und G heiBen aquivalent, geschrieben F = G,
wenn val;(F) = val;(G) fir alle Interpretationen / gilt.

—(AA B) und (=AV =B) sind aquivalent
B | =(AAB) = (=AV-B)
10111 v 01001
1100 v 01110
1001 v 10101
1000 v 10110

A
1
1
0
0

= -]

Aquivalenz bleibt bei der Ersetzung von Variablen durch Formeln erhalten.

~((C VD) A=D) = (~(CV D) V ~-D) [A— (CV D), B —D]

Ersetzen einer Teilformel durch eine dquivalente liefert eine aquiv. Formel.

(AD=(AAB))=(AD(-AV-B)) —(AANB)=(-AV-B) ,

Logische Konsequenz

Fi,..., Fo =1 G, Aus val)(Fp) =

-~ =val)(F,) =1 folgt val,(G) = 1."

,Falls in der Wahrheitsbelegung / alle Pramissen wahr sind,
dann ist auch die Konklusion wahr in /."

I(A) I(B)| A AVBE,
1 1 1 il vl
1 0|1 1 o0
0 1]0 1 v1
0 0|0 0 voO

Logische Konsequenz
Fi,...,Fal= G Fy, ...,

Fn =1 G gilt fiir alle Interpretationen /.

,Die Formel G ist eine logische Konsequenz der Formeln Fy, ..., F,."

,Die Formel G folgt aus den Formeln Fy,..., F,."

Konvention:

+E G" (n=0) bedeutet ,G ist giltig." 13

A AVBEB? Nein!
I(A) I(B)| A AVB B I(A) =1, I(B) = 0:
1 1 /1 1 v1 Es gilt val;(A) = val,(AV B) =1,
1 QN 1R R 7 () aber val;(B) # 1!
0 1 /0 1 v1
0 0 0O 0 Vv O I heiBt Gegenbeispiel.

A L ADBEB? Jal

I(A) I(B)|A,ADBEB A x
1 1 |1 1 v A>B Wenn x, dann y.
1 0 |1 0 v o B y
0 1 |0 1 v . - |
0 0 0 1 v 0 Ist eine giiltige Inferenzregel!

Kriterium fiir die Giiltigkeit von Inferenzregeln

Immer wenn alle Pramissen wahr sind, ist auch die Konklusion wahr.

Aquivalenz, Konsequenz und Giiltigkeit

Die Formeln F und G sind &quivalent (F = G) genau dann,
wenn F = G eine giiltige Formel ist.

Deduktionstheorem

G folgt aus Fq, ..., F, genau dann, wenn F, D G aus Fy,..., F,_; folgt.
Fi,...,Fn = G genau dann, wenn Fi,...,F,_1 = F, D G.

Mehrfache Anwendung liefert:

Fi,...,Fn |E G genau dann, wenn F1 D (F2 D --- (F, D G) - - -) gilltig.

Wegen AD (B D C) = (AA B) D C erhalten wir weiters:

Fi,...,Fn = G genau dann, wenn (F1 A Fn) D G giiltig.

Das heiBt: Semantik (= und |=) ausdriickbar in der Syntax (= und D).




(B, and, or, not, 0, 1) ist eine Boolesche Algebra
Das heiBt, es gelten folgende Gleichungen.
Assoziativitat

(AAB)AC=ANA(BAC) (AVB)VC=AV(BVC)

Weitere Aquivalenzen

Ersetzen von Junktoren durch A, V und —
AtB=-AV-B A=B=(-AVB)A(AV-B)

Von der Funktion f: B” — B zur Formel DNF¢

Alli=T
V=1

Notation: A{F,G,H,...} =FAGAHA---

V{F,G,H,.. Y =FVGVHV---

B = B=B ivita -

QQA = fA A 2\\;A — A I’fiz:lr:tfrf:”tat AlB=-AN-B =(AAB)V (-AA-B) Charakteristisches Konjunkt fir b = (bi, ..., bs) € B™

ANT = A A= Neutralitat ADB=-AVB A#B=(-AV-B)A(AV B) Ke=A{Ai|bi=1,i=1.n} AN{-A; | bi=0,i=1.n}

AN-A=1 AV-A=T Komplement ACB=AV-B =(AA-B)V(=AAB)

AAN(AVB)=A AV(AAB)=A Absorption r_ - _
AA(BVC)=(AAB)V(AAC) Bl e e ——— b=(1,0,1,1) = Kz=AiA-ANA3NAs
AV(BAC)=(AVB)A(AVC) (AAB) = -AV -B Iz ... Interpretation definiert durch I;(A;) = b;

Schreibvereinfachung: keine AuBenklammern, keine Klammern bei —~(AV B)=-AA-B } De Morgan Regeln SEA=A K hat den Wert 1 fiir [;; , und O fiir alle anderen Interpretationen.

geschachteltem A oder V (Assoziativitt!)

i Iy AL 1, Ay 0, As o 1, Ay 1 = valy(Kp) =1

AANBAC=((AANB)AC)= (AN (BAC)) Aquivalenzen fir T und L

- = AANT =A AANL =1 A A T = L Disjunktive Normalform fiir 7: B” — B

2" n,u, ,0,M) ... Beispiel einer anderen Booleschen Algebra AV L= A AVT =T AV-A—=T I — > - . . . )

2M . Menge aller Teilmengen der Menge M, Potenzmenge DNFf = V{ K | C(b)__: L b_‘e B" } reprasentiert die Funktion f, d.h.:

X ... Komplement der Menge X bzgl. M . Vall;(DNFf) = f(b) fiir alle b € B".

Von der Funktion : B" — B zur Formel KNF¢ AL Ay As Normalformen

Notation: A{F,G,H,...} =FAGAHA--- ANMy=T b f(E) Kz Dy Literal: Variable oder negierte Variable, also A, —A, B, =B, ...
V{F,G,H,...} =FVGVHV--- \{}=1 i 1 é (1) A A= K o LY e Negationsnormalform (NNF)

Charakteristisches Disjunkt fiir b= (b1,...,bn) €B™ I () 0 —A1V AV -As =: Dio1 ® Literale sowie T und L sind in NNF.

Dy =V{Ai|bi=0,i=1.n}VV{-A; | bj=1,i=1.n} 1 0 0 1 A1 A=A A Az =: Kigo o (FA G)und (FV G) sind in NNF, wenn F und G in NNF sind.

0 1 1 1 2AtA AN Az =: Kour @ Keine Formel sonst ist in NNF.

h— N = — 0 1 0 0 Al\/—'Az\/ A3 = D010

GS RS e g 0 0 1] o0 ALV AyV —As = Doy | NNF: (SAV ((BV =C) A T)) Keine NNFs: =—A, ~(A A B), -1

Iz ... Interpretation definiert durch [;(A;) = b; 0 0 O 0 A1V AV Az =: Dy DNF¢ und KNF¢ sind Formeln in NNF.

D; hat den Wert O fiir /z, und 1 fiir alle anderen Interpretationen.

[ A= 1, A0, A3 1, Agr 1 = vaI,E(D«):O

b

Konjunktive Normalform fiir f: B"” — B

KNF¢s = A{ Dg | f(B) =0, b € B"} représentiert die Funktion f, d.h.:
valy (KNFf) = f(b) fiir alle b € B".

DNFf = K111 V Kioo V Ko11
KNF¢ = Di10 A D101 A Do1o A Doo1 A Dooo
Folgerung:

{not, and, or} ist funktional vollstandig.

Disjunktive Normalform (DNF)

T, L sowie Disjunktionen von Konjunktion von Literalen:

((ﬁ)Al,l AEAL2 AEALZA - ) Vv ((ﬁ)Azyl A A2 AA3 A -+ ) Ve
Konjunktive Normalform (KNF)

T, L sowie Konjunktionen von Disjunktion von Literalen:
(DAL VAL VALY - )A (A1 VDAV A3V - ) A

Konstruktion von DNFs/KNFs — Algebraische Methode

Gegeben: Aussagenlogische Formel F
Gesucht: Aquivalente Formel in DNF/KNF

© Ersetze alle Junktoren durch A, V und —.
At B=-AV-B AlB=-AAN-B ADB=-AVB
A=B=(-AVB)A(AV-B)=(AAB)V (-AA-B)
A#B=(-AV-B)A(AVB)=(AA-B)V(-AAB)
@ Verschiebe Negationen nach innen, eliminiere Doppelnegationen.
—~(AAB)=-AV-B -(AVB)=-AA-B -—A=A
© Wende das Distributivgesetz an.
DNF: Schiebe Disjunktionen nach auBen mittels
AAN(BVC)=(AAB)V(AAC)
KNF: Schiebe Konjunktionen nach auBen mittels
AV (BAC)=(AVB)A(AVC)
©Q Eliminiere T und L.

ANT=A ANl =1
AVvL=A AN =N

ACB=AV-B

=T =1
L =T

AN-A= L
AV-A=T

(Aquivalenzen werden hier von links nach rechts angewendet.) 7

Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik

Erfillbarkeitsproblem (Satisfiability, SAT)

Gegeben: aussagenlogische Formel F
Frage: Ist F erfiillbar, d.h., gibt es ein / € Z, sodass val;(F) = 1?

Effiziente Verfahren zur Lésung von SAT sind wichtig in der Praxis:
o Viele praktische Aufgaben lassen sich als Probleme der Aussagenlogik
formulieren, wie z.B.
» Verifikation von Hard- und Software
» Planungsaufgaben, Logistik-Probleme
o Die meisten aussagenlogischen Fragen lassen sich zu einem
(Un)Erfiillbarkeitsproblem umformulieren:

G gilltig <= -G unerfillbar

G widerlegbar <= =G erfillbar
G=H <= G % H unerfiillbar
Fi,....FhEG <= F A---AF, A—=G unerfillbar

Methoden zur Lésung von SAT

Wabhrheitstafel:
o Berechne den Formelwert der Reihe nach fiir jede Interpretation.
Antwort , ja", sobald man den Wert 1 erhilt; ,,nein”, wenn immer 0.
@ Unbrauchbar, da exponentiell: 2Variablenzahl Interpretationen!

Umwandlung in DNF:
o Wandle F in eine disjunktive Normalform um.
Antwort ,,nein”, wenn man L erhilt; , ja" sonst.
@ Unbrauchbar: F meistens in Fast-KNF. Distributivgesetz verlangert F
exponentiell.

SAT-Solver: Programme, die SAT ldsen.
o Verwenden fortgeschrittene algebraische/graphenorientierte/logische
Methoden mit besonderen Datenstrukturen.
@ Koénnen SAT fiir Formeln mit Millionen von Variablen I6sen.
@ Stand der Technik bei der Verifikation von Prozessoren etc.

@ Aber: Exponentielle Laufzeit fiir manche Formelarten!




Endliche Automaten modellieren Systeme bzw. Ablaufe, die nur eine
begrenzte, feste Zahl an unterscheidbaren Zustianden besitzen.

Kennzeichen:

@ endliche Menge von Zusténden

o Ubergange zwischen Zustinden

o Eingaben, die die Ubergange steuern.

@ Ausgaben oder Aktionen, die in den Zustinden oder wahrend der
Ubergange getatigt werden.

@ Anfangszustand

e Endzustinde (optional)

@ deterministisch: Der momentane Zustand und die nachste Eingabe
bestimmen eindeutig den Folgezustand.

nichtdeterministisch: Es gibt Zustande, die bei manchen Eingaben
mehrere mogliche Folgezustande besitzen.

Formale Sprachen

Alphabet (X): endliche, nicht-leere Menge atomarer Symbole

o Menge aller lateinischen Buchstaben, Ziffern und Sonderzeichen

o Menge aller agyptischen Hieroglyphen

°{IIIIlI}

° {0 7 ’ E7 +7 }
o {0,1}
o {00,01,10,11}
Wort iiber X: (endliche) Folge von Zeichen aus dem Alphabet X

€ ... Leerwort
St={si-'sp|s€er,1<i<n}...

Y* =TT U{e} ... Menge aller Wérter iiber T (inklusive Leerwort)

Menge aller nicht-leeren Worter

lber ©

12

wy - wo = wiw, ... Verkettung der Worter wy, wp € *

(X, -, ) bildet ein Monoid

D.h.: Fiir alle Woérter u, v, w € L* gelten folgende Gleichungen:
(v-v)-w=u-(v-w) Assoziativitat
w-e=e-w=w Neutralitat

Y ={0,1}

¥* = {¢,0,1,00,01, 10, 11,000,001, . .. }

10-£-11101-000 = 1011101000 (Klammerung irrelevant, Assoziativitat!)
c-e-e=¢

Formale Sprache iiber X: beliebige Teilmenge von L*

o die Menge aller deutschen Satze (Alphabet: Buchstaben+Satzzeichen)
o die Menge aller Java-Programme (Alphabet: ASClI-Zeichen)

o {} {e} &

2%" .. Menge aller Sprachen iiber ¥ = Menge aller Teilmengen von ¥* 13

Deterministische endliche Automaten

Deterministischer endlicher Automat (DEA)

. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, X, 4, qo, F), wobei
e Q...
e ¥ ... Eingabealphabet (input alphabet)
00:RXEL— Q...
o qg€eR...
e FCQ...

endliche Menge der Zustande

Ubergangsfunktion (total) (transition function)
Anfangszustand (initial state)

Menge der Endzusténde (final states)

d ist eine totale Funktion: Folgezustand d(q, s) ist fiir jeden Zustand g € Q
und jede Eingabe s € ¥ eindeutig definiert. = , deterministisch"
Erweiterte Ubergangsfunktion 0*: Q@ x ¥* — Q

0*(g,e) =q, 0*(q,sw)=0*(6(q,s),w) firallege Q, s€X, we X"

Akzeptierte/Generierte Sprache
L(A) ={we x| (q;

w) € F} 3

Beispiel: 00-freie Binérstrings

95

= (Q,):,(S, qo, F), wobei

,Falle", Fehlerzustand
W|rd oft auch weggelassen

e @={a,b,c} ... Zustandsmenge
e ¥ ={0,1} ... Eingabealphabet
0 0: Qx X+ Q... Ubergangsfunktion definiert durch:
|0 1
alb a
b|lc a
clc ¢
® qo = a ... Anfangszustand
o F={a,b} ... Endzustinde

Beispiel: 00-freie Binarstrings

RO oORNC

(5*(2, 101) = 5*(6(3, 1), 01)
= 0*(a,01)
= §*(6(a,0),1)
= §%(b,1)
= 5*(5(b, 1), )
0*(a,€)

=4

6*((], SW) = 5*(6(‘7’ 5)’ W)

*(q.e)=q

Das Wort 101 wird von A akzeptiert/generiert, d.h., 101 € L(A),
weil 6*(a, 101) = a ein Endzustand ist.

Nichtdeterministische endliche Automaten

Nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA)

. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, X, J, qo, F), wobei
o @, X, qv, F ... sieche DEAs
0 iCQx(XU{e})xQ...

DEA: §: @ XX — Q...

Ubergangsrelation
totale Ubergangsfunktion

Erweiterte Ubergangsrelation * C Q x ¥* x Q
6* ist die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:
o (g,e,q) € 0* firallege Q
e Wenn (q1,w, q2) € 6* und (q2,s, q3) € 4, dann (g1, ws, g3) € §*.
DEA: 6*(g,¢) = q, ¢*(q,.sw) =d*(d(q,s), w)
Akzeptierte/Generierte Sprache
L(A) ={w e X*|(q0,w,qr) € 6* fir ein gr € F }
DEA: L(A) ={w € X* | §*(qo,w) € F} 4

Tabellarische Darstellung der Ubergangsrelation § C Q x (ZU {e}) x Q

Fir jeden Zustand g € Q und jede Eingabe s € ¥ U {¢}:

Tabelleneintrag mit der Menge { ¢’ € Q| (q,s,q’) € § } der Folgezustiande

0.8

B s § E + - &
AZ {1 2} --- {1,2} {} 4 0 0 O
g - 40 68 40 4 0 &

Ez B3B8 0 4 0 0 8
4 - 4 { {+ {8 {5t {5}
{561---{56} { {+ {4 { {}

Besg
5 |
1
2
3
4
5
6

EZ e sl Rl

Alternative Definition von NEAs:
Ubergangsfunktion 6: Q x (XU {e}) + 2@ (ist total!) an Stelle von
Ubergangsrelation § C Q@ x (XU {¢}) x @

+ 0..9
O @@ 0

Gegeben: NEA A = (Q,%,8,q0, F) mit 6 C Q x (TU{e}) x Q
Gesucht: DEA A = <©, ¥, 4,70, IA-) mitd: Q x T Q,
sodass A und A dieselbe Sprache akzeptieren.

Wir definieren den deterministischen Automaten /TfolgendermaBen:
° (A\) =20
° G ={qo}
o B {{ae QIGNF#0}uU{d) fallse € £(A)
{dgeQlanF#0}
o Fiir alle Zustande g € Q und alle Symbole s € ¥:
8(4,s)={q € Q| es gibt q € g, sodass (g,s,q') € 6*}

sonst

A und A\sinAd aquivalent, d.h., sie akzeptieren dieselbe Sprache:
L(A) = L(A).




Transducer

Endlicher Transducer
. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A = (Q,X,T,9, [, F), wobei
e Q, X, F ... siche DEAs
o [ ... Ausgabealphabet (output alphabet)
0 6C Qx(TU{e}) x(TU{e}) x Q ... Ubergangsrelation
e /| C Q ... Anfangszustande

Erweiterte Ubergangsrelation §* C @ x ¥* x I x @
¢* ist die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:
o (g,e,6,q) € 6* furalle g € Q

° (quw,w',q2) €0% (q2,5,5,q3) €6 = (qu,ws,w's’,q3) € 0"

Ubersetzungsrelation [A] C ¥* x I
[Al = {(w,w') e =* xT* | (i,w,w',f) € 6* fireini € /und ein f € F}
3

Mealy-Automat
. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A = (Q,X,T, 4,7, qo), wobei
e Q X, 0, qo ... siehe DEAs
o I ... Ausgabealphabet (output alphabet)
@ v: QX X — T ... Ausgabefunktion (output function)

Erweiterte Ubergangsfunktion 6*: @ x ¥* ~ Q siehe DEA.

Erweiterte Ausgabefunktion v*: Q x X* — I'*
v*(g,e) =¢ firallege Q,seX, we X*
7*(q,sw) = (q,s) - v*(6(q,s), w)

Ubersetzungsfunktion [A]: * s ™
[Al(w) = 7*(q0, w)

Mealy-Automaten sind ein Spezialfall von Transducern:

@ Nur ein Anfangszustand: | = {qo}
o Die Ubergangsrelation ist deterministisch:

> Der Folgezustand (g, s) ist eindeutig durch g und s bestimmt.
> Keine e-Uberginge

e Relationstupel: (g,s,7(q,s),d(q,s))
o Alle Zustande sind Endzustande: F = Q

(1:2)-(0,1)-RLL-Encoder als Mealy-Automat
A = <{a7 b}? {0’ 1}7 {017 107 11}7 6? ’Y7 a)

0/01 0/10
§lo 1 y|o 1 1/10
ala b a0l 10 __,<£%)///_\\*<§%>
b|b a b|10 11 -
1711
w: e 0 1 00 10 01 11 000 100
[A[(w): ¢ 01 10 0101 1010 0110 1011 010101 101010

Moore-Automat
. wird beschrieben durch ein 6-Tupel A = (Q,%,T, 4,7, go), wobei
e @ X, 0, qo... siche DEAs
o I ... Ausgabealphabet (output alphabet)
o v: Q— T ... Ausgabefunktion (output function)
(Mealy: v: Q x X+ T)
Erweiterte Ubergangsfunktion §*: Q x £* — @ siehe DEA.
Erweiterte Ausgabefunktion v*: @ x L* — I'*
v*(q,€) = v(q) firallege Q s€ X, wex*
7*(q,sw) = 7(q) - v*(6(q; 5), w)
(Mealy: v*(q, sw) = 7(qs) - 7*(6(q; 5), w))
Ubersetzungsfunktion [A]: £* — I
[Al(w) = 7*(q0, w)

Moore-Automaten sind (fast) ein Spezialfall von Transducern:

@ Nur ein Anfangszustand: | = {qo}

o Alle Ubergange in einen Zustand geben dasselbe Symbol aus.

o Die Ubergangsrelation ist deterministisch:
> Der Folgezustand (g, s) ist eindeutig durch g und s bestimmt.
» Keine e-Ubergéange

o Relationstupel: (q,s,7(q),d(q,s))

@ Alle Zustande sind Endzustinde: F = Q

Vergleich von Moore- und Mealy-Automaten
o Die Ausgabe erfolgt
» ... bei Moore-Automaten durch den momentanen Zustand.
> ... bei Mealy-Automaten beim Zustandswechsel, der durch
Ursprungszustand und Eingabe festgelegt ist.
@ Moore- und Mealy-Automaten besitzen dieselbe Ausdrucksstarke, sind
aber schwacher als Transducer.
o Moore-Automaten haben in der Regel mehr Zustande als
Mealy-Automaten. -

(1:2)-(0,1)-RLL-Encoder als Moore-Automat
'A = ({317 a27 b}’ {07 1}7 {017 107 11}7 67 77 a)

§|lo 1 v | 0 0
ay|a b a; | 01 % il
a|a b ap | 11 0
b|b a b | 10 - 1 b
&\
w: € 0 1 00 10 01 100
[.A](W): 01 0101 0110 010101 011010 0110 01101010
Zum Vergleich: Mealy-Automat
& H 0/01 0/10
§lo 1 y|o 1 1/10
ala b a|ol 10 _,éi)/\‘
b|b a b|10 11
1/11

Biichi-Automaten

Deterministischer Biichi-Automat
. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, X, 4, qo, F), wobei
e @, X, 0, qo, F wie bei DEAs definiert sind.

¥“ ... Menge aller unendlichen Warter (= w-Worter) iiber &

Akzeptanz von Wortern

Ein deterministischer Biichi-Automat A akzeptiert ein Wort
s1583--- € X, wenn es Zustande qo, g1, g2, g3, - - € Q gibt, sodass

@ qo € Q der Startzustand ist,
o (qgi—1,si) = q; fur alle i € N gilt und
o es unendlich viele i gibt, sodass g; ein Endzustand ist (g; € F).

Akzeptierte/Generierte Sprache
L(A)={w € % | w wird von A akzeptiert }

Nichtdeterministischer Biichi-Automat
. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, X, 4, /, F), wobei
o Q, X, F ... siehe DEA
o /| C Q@ ... Anfangszustande
0 6 C Q@xXxQ ... Ubergangsrelation

Akzeptanz von Wortern

Ein nichtdeterministischer Biichi-Automat A akzeptiert ein Wort
51583+ - € X, wenn es Zustande qo, 91, G2, g3, - - € Q gibt, sodass

@ qo € Q ein Startzustand ist (qo € /),
® (gi-1,si,qi) € ¢ fiur alle i € N gilt und
@ es unendlich viele i gibt, sodass g; ein Endzustand ist (g; € F).

Akzeptierte/Generierte Sprache
L(A) ={w e X¥| w wird von A akzeptiert }




Operationen auf formalen Sprachen

¥  Alphabet, d.h., endliche, nicht-leere Menge atomarer Symbole
w  Wort iiber X, (endliche) Folge von Zeichen aus dem Alphabet X
e Leerwort

Y* Menge aller endlichen Wérter tiber ¥ (inklusive Leerwort)

w-w' =ww' Verkettung der Worter w, w’ € *

Seien L, L’ C * zwei Sprachen.

LUL'={w|weLoderwe L'} Vereinigung
L-'={w-w|welLwel} Verkettung
i = ) Potenzen

S = (Lo 12 (= 00)
=
n>1
L = U L"=[2UL" = {e}UL" Kleene-Stern
n>0

Verkettung
{a,b} - {b, c,d} = {ab, ac, ad, bb, bc, bd}
{b,c,d} - {a,b} = {ba,bb, ca,cb,da,db}
({a,b} - {1,2}) - {#,8} = {al#,a1$, a2# a2$, bi#, bl$, b2#, b2$}
= {a7 b} . ({17 2} . {#7 $})
{a,b}-{e} ={a-&,b-e} ={a,p} ={e-a,e-b} = {¢} - {a,b}
{a,b}-{} ={}-{ap} ={}
{e}- {e} = {e}
e R
Beobachtungen:
@ Sprachverkettung ist nicht kommutativ.
@ Sprachverkettung ist assoziativ.
o {e} ist neutrales Element bzgl. Sprachverkettung.
o {} ist Nullelement bzgl. Sprachverkettung.

Potenzen von {a, 42}

L ={a,42}

L% = {e}

I = Lol = L) = L= e 20

12 =L-I'=L-L={aa a42 42a 4242}

L3 = L-[? = {aaa,aad2,a42a,ad242, 42aa, 42a42, 4242a, 424242}

B =l 12 = BN U s o0

= {a,42,aa,a42, 42a, 4242, aaa, aa42, ad2a,ad242,42aa, ... }
=l =L B e O

= {5,_a7 42 aa, ad2,42a,4242, aaa, aad?2, a42a, a4242 42aa,... }

Potenzen eines Alphabets ¥

D=} ri-x

YE(T alle X-Worter der Lange n (d.h., mit n Symbolen)
Y+t =Up>1 Z" alle X-Warter ohne Leerwort

DR U,,;O " alle X-Worter mit Leerwort

(2", U, -, {}, {e}) bildet einen idempotenten Halbring

Das heiBt, es gelten folgende Gleichungen.

(2¥",U,{}) ... idemp.komm.Monoid (2%, {¢}) ... Monoid
(AUB)UC=AU(BUC) (A-B)-C=A-(B-()
(JUA=AU{}=A (el A= ALl = A
AUB=BUA

AUA=A

Verkettung distribuiert iiber Vereinigung.
A-(BUC)=(A-B)U(A-C) (BUC)-A=(B-A)U(C-A)

{} ist Nullelement bzgl. Verkettung.
B-A=A0=0
Weitere Identitaten fiir * und *:

(A=A (AU{e})*=A" A A=A Atu{fe}=A"

Regulédren Sprachen (iber einem Alphabet

Die Menge der reguldren Sprachen iiber ¥, L,c(X), ist die kleinste
Menge, sodass gilt:

o {}, {¢} und {s} sind regulére Sprachen (fir alle s € X).
@ Wenn L und L’ regulidre Sprachen sind, dann auch LU L', L- L’ und L*.

Reellen Numerale: regulare Sprache uiber ¥ = {0,...,9, ..E, +, -}

real = digit - digit* - {.} - digit”* - ({e} U scale)
scale = {E} - {+,-,¢} - digit - digit*
digit ={0,...,9} = {0} U---U {9}
Wichtig: Unterscheide Symbole des Alphabets von Meta-Symbolen!

0,...,9,.,E,+,— ... Symbole des Alphabets
€, real, scale, digit ... Meta-Symbole, Abkiirzungen

Regulare Ausdriicke

Ausdriicke wie digit - digit* und digit™ sind ununterscheidbar: Beides sind
semantische Beschreibungen der Menge aller Ziffernfolgen. Um Aussagen
tiber ihre Form treffen zu kénnen, bendtigen wir eine formale Sprache.
Regulare Ausdriicke (algebraische Notation)
Die reguldren Ausdriicke iiber ¥ sind die kleinste Menge, fiir die gilt:

o (), € und s sind regulare Ausdriicke (fiir alle Symbole s € X).

@ Sind r und r’ regulire Ausdriicke, dann auch (r +r’), (rr’) und r*.

Vereinfachte Klammerung: + bindet am schwachsten, * am starksten.
Keine Klammern bei gleichartigen Operatoren (wegen Assoziativitat).

Die Sprache £(r) zu einem reguldren Ausdruck r ist definiert durch:
L) ={} L(r+r")=L(r)uL(r)
L(e) = {e} L(rr") = L(r) - £(r')
L(s)={s} firseX L(r*) = (L(r))*

Regularer Ausdruck fiir die reellen Numerale
R = DD*.D*(c + S)
S =E(++-+¢)DD*
D=0+1+.--+9
(R, S und D sind Abkiirzungen fiir die jeweiligen regularen Ausdriicke.)
Die zugehérigen Sprachen:
LD)=LO+1+---+9)
=L(0)UL(1)U---UL(9)
={o}u{1}uU---U{9}
= digits
L(S) = L(E(+ + - +&)DD*)
= L(E)- L(++-+¢€) - L(D) - L(D¥)
={E} - (L(+) UL(-) U L(¢)) - digits - L(D)*
={E} - ({+} U{-} U {e}) - digits - digits*
= scale

L(R)=--- = real

Zwei reguldre Ausdriicke r und r’ heiBen dquivalent, geschrieben r = r/,
wenn L(r) = L(r') gilt.

(D) et = (a Db

L(((a+Db)*+e))="--

— ({a,b)* U{e})"

= ({a,b}*)* da e € L* fir alle L

= ({a,p}*)°U({a,b}*)' U({a,b}*)? U ---

= {a,p}* U ({a,b}*)° U ({a,b}*)? U - -

= {a,b}* da L* alle Worter iiber L enthalt

Reguldre Ausdriicke in EBNF-Notation

EBNF ... Erweiterte Backus-Naur-Form (Formalismus zur Beschreibung
der Syntax von Programmiersprachen, die reguldre Ausdriicke zulasst)

AB A-B  Aufeinanderfolge
AlB AUB Alternativen

[A] {e}UA Option

{A} A* Wiederholung
(A) (A) Gruppierung

st {s} Symbol

Reelle Numerale in EBNF-Notation

real =digit {digit} "." {digit} [scalel
scale ="E" ["+" | "-"] digit {digit}
diglt — lloll | II1|| I l|2|l I o I llgll




Posix Extended Regular Expressions (ERE)

regexp trifft zu auf regexp  trifft zu auf
\s Zeichen s rr’ r gefolgt von r’
5 s, falls kein Sonderzeichen rlir’ r oder r’

alle Zeichen r* >0 Mal r
- Zeilenanfang r+ >1 Mal r
$ Zeilenende re <1Malr
[s1---5n] ein Zeichen aus {si,...,sp} r{i} i Mal r
["s1---s,] alle Zeichen auBer sp,...,s, r{i,} >iMalr
(r) r r{i,j} i bisj Mal r
Reelle Numerale als ERE
digit = {0,...,9} [0-9]

scale = {E} - {+,-,¢} - digit - digit*
real = digit - digit* - {.} - digit™ - ({e} U scale)
~[0-91+\. [0-9]*(E[+-]17[0-9]+) 7$

[0-9] ... Kurzform von [0123456789]; analog [a-zA-Z] fiir Buchstabeq0

E[+-]7[0-9]+

Reg. Sprache  Algebra  EBNF  Syntaxdiagramm
A A A Al Abkiirzung
{} ] Leersprache
{e} € — Leerwortsprache
{s} s sl »@—» Terminalsymbol
XY XY XY >X—>Y > Aufeinanderfolge
X
XUY X+Y XY Alternati
{ e j—» ernativen
{eJUX e+ X [X1 m Option
X
X+ X+ o3 2 Wiederholung > 0
X+ XX*, Xt X{X} m Wiederholung > 1
(X) (X) X0 Gruppierung

Posix Extended Regular Expressions (ERE)

regexp trifft zu auf Reg. Sprache
\s Zeichen s {s}
s s, falls kein Sonderzeichen {s}
alle Zeichen >
- Zeilenanfang
$ Zeilenende
[s1---s,]  eines der Zeichen s; {S1,.--,5n}
["sy---s,] alle Zeichen auBer sy,...,s, X —{s1,...,5,}
XD X X
XY X gefolgt von Y XY
XY X oder Y XuyY
X * >0 Mal X X*
X+ >1 Mal X X+t
X7 <1 Mal X X U{e}
X{i} i Mal X X
X{i,} > i Mal X XX
X{i,j} i bis j Mal X X uXtty...uXi

Wiederholung: Reguldre Sprachen

Regularen Sprachen (iber einem Alphabet

Die Menge der regularen Sprachen iiber ¥, L,e5(X), ist die kleinste
Menge, sodass gilt:

o {}, {e} und {s} sind regulire Sprachen (fiir alle s € ¥).
@ Wenn L und L’ regulire Sprachen sind, dann auch LU L', L- L' und L*.

Reellen Numerale: regulare Sprache tber ¥ = {0,...,9, .,E,+, -}
real = digit - digit* - {. } - digit* - ({e} U scale)

scale = {E} - {+, -, ¢} - digit - digit*

digit ={0,...,9} ={o}uU---U {9}

Ausdruckskraft regularer Sprachen

Die regularen Sprachen sind genau jene, die von endlichen Automaten
akeptiert werden, d.h.:

@ Zu jedem regularen Ausdruck r gibt es einen endlichen Automaten A,
sodass L(A) = L(r) gilt.
@ Zu jedem endlichen Automaten A gibt es einen regularen Ausdruck r,
sodass L(r) = L(A) gilt.
Nicht regulér sind Sprachen, deren Analyse ein unbegrenztes Gedachtnis
erfordert:
o Klammerausdriicke: { (), (0)), OO, ((O)), (OXO, OOO, ...}
e {a™" | n>0} = {e,ab,aabb, aaabbb, ...}
o {a"™"c" | n>0} = {e,abc, aabbcc, aaabbbccc, ... }
o Palindrome: Woérter, die identisch mit ihrem Spiegelbild sind.
{otto, anna, reliefpfeiler, ogeniederherrehredeinego,... }
o Doppelwérter: { ww | w € £* } (falls [£] > 1)

Vom reguldren Ausdruck zum Automaten

Automat fiir (:

-0 @

Automat fiir s € X U {e}: ° N

s T Automat fiir r» @
. OW-Of
& AT g

Automat fiir rir:

Automat fiir rp + r>:
Automat fiir r;

T N

Automat fiir r; Automat fiir
Q=G DGE =
—
€

Automat fiir ry:

Automat fiir

=00

Automat fiur Binarnumerale ohne fiithrende Null

Regulérer Ausdruck: 1(0 + 1)*

& 0,1

il
Minimaler deterministischer Automat: —>O—><(%
Manuelle Konstruktion von Automaten:

@ Konstruiere die Automaten zu einfachen Teilsprachen ,,durch
Hinschauen®.

@ Verwende die allgemeine Konstruktion mit e-Ubergangen fiir
undurchsichtige Situationen.

Ausdruckskraft regularer Sprachen

Die regularen Sprachen sind genau jene, die von endlichen Automaten
akzeptiert werden, d.h.:

@ Zu jedem regularen Ausdruck r gibt es einen endlichen Automaten A,
sodass L(A) = L(r) gilt.

@ Zu jedem endlichen Automaten A gibt es einen reguldren Ausdruck r,
sodass L(r) = L(A) gilt.

Deterministischer endlicher Automat (DEA)
. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, X, 4, i, F), wobei
Q ... endliche Zustandsmenge
Y ... Eingabealphabet
J: @ x X+ Q... Ubergangsfunktion
i € Q ... Anfangszustand
F C Q ... Endzustande

e © o o o

Vom Automaten zum reguldren Ausdruck

R ... Menge der reguldren Ausdriicke iiber

Verallgemeinerter endlicher Automat
. wird beschrieben durch ein 5-Tupel A = (Q, X, 4, i, f), wobei
o Qi
o X ... Eingabealphabet
e §: (Q—{f}) x (Q—{i}) = R ... Ubergangsfunktion
e i € Q... Anfangszustand
e feQ,f+#i... Endzustand

Unterschiede zu ,,normalen” Automaten:

endliche Zustandsmenge

o keine Ubergange in den Anfangszustand;

@ nur ein Endzustand, der nicht Anfangszustand ist;
keine Uberginge weg vom Endzustand;

nur ein Ubergang zwischen je zwei Zustinden;

Uberginge beschriftet mit reguliren Ausdriicken.




Umwandlung eines endlichen Automaten in einen verallgemeinerten
o Uberginge in den Anfangszustand oder Anfangszustand ist

Endzustand:
= —>( }—»ib/

Yo
b 00
b
@ Mehrere Endzustande:
(@) €
(@) = =—0
© &

o Uberginge weg vom Endzustand:
\Ab \j: € ®

o Mehrere Uberginge zwischen zwei Zustinden:

=

51
o@=e) - o e
L)

Vom verallgemeinerten Automaten zum regularen Ausdruck

Gegeben: Verallgemeinerter Automat A = (Q, X, 4, i, f)
Fiir jeden Zustand g € Q — {/, f} fihre folgende Schritte durch:

@ Fiige zwischen allen Nachbarn p, p’ von g neue Uberginge hinzu:

Y y
O @@ - EO=@
xy*z

(x, y und z bezeichnen regulére Ausdriicke.)

@ Entferne g und alle Kanten von und nach g aus dem Automaten.

r
Restautomat: —>@—'

Ergebnis: r ist ein regularer Ausdruck mit £(r) = L(A).

Anmerkungen:
o Falls p und p’ derselbe Knoten sind, erhilt man:
y xy*z y
X X
@0 - @
z 2

*

o Falls die Schleife mit dem Ausdruck y nicht existiert, entfallt y*.
o Falls der Ubergang p—p’ bereits existiert, wird xy*z addiert.

00+ (1+01)(0+1)

0+1(0+1)

1+ (04 1(0+1))(00 + (1 +01)(0 + 1))* (e + 1 + 01)

14+ (04+1(0+1))(00+ (1 +01)(0+1))*(e +1+01)
r=1+(0+10+ 11)(00+ 10 + 11 + 010 + 011)*(e + 1 + 01)
Es gilt: £(r) = L(A).




Grenzen regularer Sprachen

Was regulare Ausdriicke und endliche Automaten beschreiben kénnen:
@ lexikale Elemente in Programmiersprachen: Identifier, Numerale, ...
@ Morphologie von Worten in natiirlichen Sprachen: korrekte

Fall-/Zahl-/Zeitendungen, ...

@ Systeme, die nur ein endliches Gedachtnis besitzen

Was sie nicht beschreiben kénnen:

@ geklammerte Ausdriicke in Programmiersprachen
@ geschachtelte Programmstrukturen wie

if ... while «uo If .

endif ...

endwhile ... endif

@ Schachtelung von Haupt- und Nebensétzen in natiirlichen Sprachen
@ Systeme mit einem (potentiell) unendlichen Speicher

Wohlgeklammerte Ausdriicke sind nicht regular
{ O CODEQO MO0 O DOIO T T

{a"" | n >0} ist nicht regular

{&, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, aaaaabbbbb, ... }

Kontextfreie Grammatik
. wird beschrieben durch ein 4-Tupel G = (V, T, P, S), wobei
@ V ... Menge der Nonterminalsymbole (Variablen)
o T ... Menge der Terminalsymbole (VN T = {})
e PCVx(VUT)* ... Produktionen
e Sc V... Startsymbol

Schreibweise: A — w statt (A,w) € P
A= w |- |wystatt A= wy, ..., A= w,

Ableitbarkeit
. in einem Schritt:

xAy=xwy, fals A— we Pund x,y € (VU T)*.
. in mehreren Schritten:

u= v, falls
@ u=v, oder

@ u=u und v = v fiir ein Wort v/ € (VU T)*.

Von Grammatik G generierte Sprache

LG)={weT"|S>w}

Grammatiken G; und G; heiBen aquivalent, wenn L£L(G;) = £(Gp) gilt.
G = ({S}, {a,b}, {S > e |aSb}, S)

S = aabb, weil S=aSb=aaSbb = aacbb = aabb

L(G) ={a™" | n>0} = {¢, ab, aabb, aaabbb, ...}

Kontextfreie Sprachen

Eine Sprache heiBt kontextfrei, wenn es eine kontextfreie Grammatik gibt,
die sie generiert.

Verschiedene Ableitbarkeitsbegriffe

Linksableitbarkeit: x Ay = xwy falls A w e Pund x € T*
(In jedem Schritt wird die linkeste Variable ersetzt.)

Rechtsableitbarkeit: x Ay =g xwy falls A—w e Pund y € T*
(In jedem Schritt wird die rechteste Variable ersetzt.)

Parallelableitbarkeit: xg Ay x1 -+ A Xn
falls Ay — wy,..., A, — w, € P und

=p XgW1 X1 WpXp
X0y..-3Xpn € T

(In jedem Schritt werden alle Variablen ersetzt.)

e =, 2, und 2p sind eingeschrankte Ableitungsrelationen:
Manche Worter w € (V U T)* sind mit = herleitbar (S = w),

aber nicht mit diesen Relationen.

o Sie kénnen aber jedes Wort der Sprache ableiten. Fiir alle w € T* gilt:
SE wgdw. S, wgdw. 53 wgdw. S Sp w

LG)={weT* |SSw} ={weT*|S3, w}

—{weT |SSgrw}i={weT*|53pw}

Syntax aussagenlogischer Formeln
G = ({Fm, Op, Var}, T, P, Fm), wobei
i = {Tv J—7 ) (1 )7 /\a T: \/7 Jra =, #;éa = C}UV

P={Fn— Var | T|L|=Fm|(FmOpFm) ,
Op=AlTIVIII=[#£]D]C,
Var - A|B|C|--- }

((A1B) T (A1B)) ist eine aussagenlogische Formel, weil:

Fm =/, (FmOpFm)
=, ((VarOpFm) Op Fm)
=, ((A 1 Fm) OpFm) =, ((A 1t Var) OpFm)
= ((A 1 B)OpFm) =1 ((A1B) T Fm)
= ((A1+B) 1+ (FmOpFm)) = ((A 1T B) 1+ (VarOpFm))
= ((A1B) T (AOpFm)) =, ((ATB) T (AT Fm))
=; ((A1+B) T (At Var)) =, ((ATB) T (ATB))

=1 ((FmOpFm) OpFm)
=; ((AOpFm) Op Fm)

Wohlgeformte Klammerausdriicke
WKA ist die kleinste Menge, sodass

o c e WKA

o (w) € WKA, wenn w € WKA

o wiwn € WKA, wenn wy, wo € WKA

G={({W}, {(,N}, Woe| (W) WW}, W)
Beispiel einer Ableitung: W =p W W

=p (W) (W)

=p QW W)

=p O W) (W))
=p OCOO)

L£(G) =1{e, O, (0), OO, (O, (DO, OO, 0OO,...}
= WKA

Induktive Definition vs. kontextfreie Grammatik

Induktive Definition fiir M
Mengen M, My, A1, Bi, ...

M ist die kleinste Menge,
sodass:
Mo C M

f(x1,...,%Xm) € M,
falls xy € A1, ..., X € Ay

falls x; € By, ...,
e M, falls ...

h(x1,x2) € M, falls xi,x0 € M
h(x,x) e M, falls x e M

kontextfreie Grammatik fir M
Var. (M), (Mg), (A1), (B1), ...

M=L((..., P, (M))), wobei
P folgende Produktionen sind:

(M) = (Mo)
(M) = f((Ar), ..., (Am))

(M) = g((B1), -, (Bn))
(M) — ...

(M) = h({M), (M))

keine Entsprechung, nicht kontextfrei

Beispiel: Tabellen in IATEX

TeX ... Textsatzsystem von Donald E. Knuth
IATEX ... TpX-Makros fiir ,logisches Markup* von Leslie Lamport

\begin{tabular}[t]{lc}

Eintrag 11 & Eintrag 12 \\

Eintrag 21 &
\begin{tabular}{rr}
Eintrag 22 & ist selber \\
eine & Tabelle.
\end{tabular}\\

Eintrag 31 & Eintrag 32

\end{tabular}

Eintrag 11 Eintrag 12

Eintrag 22
eine

ist selber

Fiaget Tabelle.

Eintrag 31 Eintrag 32

Gesucht: Kontextfreie Grammatik G in EBNF fiir die Sprache der
IATEX-Tabellen

G = (V, T,P, Tabelle), wobei:
P = { Tabelle — "\begin{tabular}" [ Position| Spalten

Zeilen
"\end{tabular}" ,
Position — "[b]" | "[t]" ,
Spalten — "{" Spalte { Spalte } "}" ,
Spalre —ynqn | nen ‘ nyn ,
Zeilen — Zeile { "\\" Zeile } ,
Zeile  — Eintrag { "&" Eintrag } ,
Eintrag — { Tabelle | Zeichen} |
Zefchen — non | ‘ ngn | ngn ‘ | nzn ‘ "on | ||u|r }

V = {Tabelle, Position, Spalten, Spalte, Zeilen, Zeile, Eintrag, Zeichen}
T — { ||O"’ T l!gfl’ l|a||’ e ||z"’ ||A||’ ey ||Z"’
" ’ "‘ “|_f“, II{II, ll}ll1 " [“-, II] II7 "&"‘ ||\|| }

Nur eine Rekursion fiir Schachtelung der Tabellen notwendig! 12




Sokrates aus Sicht der Aussagenlogik

. Alle Menschen sind sterblich. A A B C
: ? Sokrates ist ein Mensch. B 1T ©
Sokrates ist sterblich. @

Clipart courtesy FCIT
o Die Pramissen und die Konklusion sind fiir die Aussagenlogik atomar.

@ Koénnen nur durch (drei unabhangige) Variablen modelliert werden.
o Keine korrekte Inferenz!

o Keine Beriicksichtigung der inneren Struktur der Aussagen:
»alle Menschen", ,ist sterblich”, ,ist Mensch", ...

Aussagenlogik zu ausdrucksschwach fiir eine adaquate Modellierung!

Pradikatenlogik: Erweiterung der Aussagenlogik um
@ Quantoren: fiir alle (V), es gibt (3)
o Pradikatensymbole: Mensch(x) ... ,x ist ein Mensch"

@ Funktionsterme:

Sokrates aus Sicht der Pradikatenlogik

£ Alle Menschen sind sterblich.  Vx (Mensch(x) D Sterblich(x))
@ Sokrates ist ein Mensch. Mensch(sokrates)
Sokrates ist sterblich. Sterblich(sokrates)

Clipart courtesy FCIT
Warum ist das eine korrekte Inferenz?
Vx P(x) | P(t) (Instanziierungsregel)

Wenn P fiir alle x gilt, dann gilt P fiir jedes spezielle Objekt t.
Vx(Mensch(x) D Sterblich(x)) |= Mensch(sokrates) D Sterblich(sokrates)

A ADBEB
Wenn A gilt und wenn B aus A folgt, dann gilt auch B.
Mensch(sokrates), Mensch(sokrates) O Sterblich(sokrates) (= Sterblich(sokrates)

Vx(Mensch(x) D Sterblich(x))
Mensch(sokrates) O Sterblich(sokrates)

(Modus ponens)

Mensch(sokrates)

Funktions-, Pradikaten- und Variablensymbole

F ... Menge der Funktionssymbole; besitzen Stelligkeit (Aritat)
f/n€ F ... f ist ein n-stelliges Funktionssymbol.

(f bendtigt n Argumente.)
/0 ... nullstelliges Funktionssymbol, Konstantensymbol

P ... Menge der Pradikatensymbole; besitzen Stelligkeit (Aritat)
P/n€ P ... Pist ein n-stelliges Pradikatensymbol.

(P benotigt n Argumente.)
P/0 ... nullstelliges Pradikatensymbol, entspricht Aussagenvariable

V ={x,y,2,%0,X1,.--} .. Individuenvariablensymbole

Mensch(mutter (sokrates)), Sterblich(x)

Funktionssymbole: mutter/1, sokrates/0
Pradikatensymbole: Mensch/1, Sterblich/1

Mensch(mutter(sokrates)) ... ,Sokrates Mutter ist ein Mensch* Sterblich(sokrates) , | Variablensymbol: x
Terme Semantik von Termen o: VU ... Wertebelegung fiir die Variablensymbole
o ... bestehen aus Variablen- und Funktionssymbolen. Variablensymbole: Wert abhangig von momentaner Wertebelegung Semantik von Termen
e ... ermdglichen die Bildung von Ausdriicken wie 3 - sin(x + 2). ] Der Wert eines Terms in einer Interpretation / mit Variablenbelegung o
@ ... sind eine allgemeine Reprasentationsform fiir hierarchische Konstanten- und Funktionssymbole: wird festgelegt durch die Funktion val;,, definiert als:
Strukturen. o Vordefinierte Symbole: feste, unveranderliche Bedeutung

Terme iiber F und V

Die Menge T (F,V), kurz T, der Terme (iber F und V ist die kleinste
Menge, fiir die gilt:
(t) VCT

(t2) feT, falls f/O eF. Konstantensymbole sind Terme.
(t3) f(t1,...,tn) €T, falls f/n€ F und t1,...,t, € T.

Funktionssymbole mit der passenden Zahl an Termargumenten sind Terme.

Individuenvariablen sind Terme.

Notation:
@ Pre-/Postfixnotation fiir manche unaren (n = 1) Funktionssymbole
o Infixnotation fiir manche biniren (n = 2) Funktionssymbole

o Klammerneinsparungen durch Prioritdten 7

(fix eingebaut in Termsemantik)

o Freie Symbole: Interpretation als Konstante bzw. Funktionen

Interpretation

Eine Interpretation / iiber einem Wertebereich ¢/ ordnet jedem
Funktionssymbol aus F eine Funktion wie folgt zu:

I(f)elU fur f/0 € F
I(f):U"—U firf/neF, n>0

(v1) valj,(v) = o(v) fiur v e V;
(v2) val;o(f) = I(f) fur /0 € F;

(v3) valio(f(t1,- .., ta)) = I(f)(valio(t1), -
n>0.

.,valiq(tn)) fir f/n e F,

Wert von (x+1)*(x+1+1) fir o(x) =0
Arithmetik: U = Z, h(1) =1, h(+) =+, h(*) =
valy o((x+1)*(x+1+1)) = (04+1) - (0+1+1) =2

Aussagenlogik: U = B, h(1) =1, h(+) = or, h(*) = and
valp, o ((x+1)*(x+1+1)) =and (or (0,1),0r (0,0r (1,1))) =1

Pradikatenlogik — Syntax

V ... Individuenvariablensymbole
F, P ... Funktions- bzw. Pradikatensymbole mit Stelligkeiten
(F,P) ... ,Signatur"

Syntax pradikatenlogischer Formeln

Die Menge PF der pradikatenlogischen Formeln iiber der Signatur (F,P)
ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

(p1) P € PF, wenn P/0 € P;

(p2) P(t1,...,tn) € PF, wenn P/n€ P und t1,...,t, € T(F,V);
(p3) T,L e PF;

(p4) —F € PF, wenn F € PF;

(p5) (F = G) € PF, wenn F,G € PF und * € {A\,1,V,|,=,#,D,C}.
(p6) Vx F € PF, wenn x € V und F € PF.

(p7) 3xF € PF, wenn x € V und F € PF.

P, P(t1,...,tn) ... ,Atomformeln"

Pradikatenlogik — Semantik

Pradikatensymbole: représentieren Relationen bzw. Elementaraussagen

o Vordefinierte Symbole wie T und L: feste, unveranderliche Bedeutung
(fix eingebaut in Formelsemantik)

o Freie Symbole: Interpretation durch Relationen bzw. Wahrheitswerte

(Pradikatenlogische) Interpretation

Eine Interpretation / tiber einem Wertebereich U ordnet jedem Symbol der
Signatur (F,P) eine Funktion bzw. Relation wie folgt zu:

I(f) eu fiir f/0 € F
I(F): U" —U fir f/ne F,n>0
I(P) € {0,1} fir P/0 € P
I(P)CUu" fir P/ne P, n>0

I(P): U" — {0,1} (alternative Sichtweise)

Semantik pradikatenlogischer Formeln

Der Wert einer Formel in einer Interpretation / mit Variablenbelegung o
wird festgelegt durch die Funktion val;,, definiert als:
(v1) val;,(P) = I(P) fur P/0 € P;
(v2) valjo(P(t1,...,tn)) = I(P)(valio(t1),...,valis(t,)) fiir P/n e P;
(v3) val;»(T) =1 und val; ,(L) =0;
(v4) val,(—=F) = notval; ,(F);
(v5) valio((F * G)) = val; -(F) ®val; ,(G),

wobei ® die logische Funktion zum Operator * ist;

(6) vl (v ) = {(1)

)

falls val; ./ (F) = 1 fir alle o' X &
sonst
falls val; ,+(F) = 1 fiir mind. ein o/ ~ o

1
(v7) valjx(3xF) = {
0 sonst

oXao' ... a(v)=d'(v)firalle veV mit v # x

(o und ¢’ sind identisch, nur o(x) und o’(x) kdnnen verschieden sein.) o




Vx 3y P(x,s(y)) ist wahr

... falls wir d =N, I(s)(n) :== n—1 und I(P)(m, n) :== (m = n) wahlen
(Variablenbelegungen o beliebig):

val »(Vx 3y P(x,s(y))) =1

<= val;/(Jy P(x,s(y)) =1 firalleo’ X o

n Yy
~

<= val;,(P(x,s(y))) =1 fiir mind. ein ¢” X ¢’ und alle ¢’ X &

> I(P)(valj gn(x),valjon(s(y))) =1 fir mind. ein ¢” £ o
und alle o’ X o N
— o"(x)=0"(y)—1 fiir mind. ein 0’ X ¢’ und alle o’ X &

Wir wahlen jene Variablenbelegung ¢”, fiir die o”(y) = ¢”(x) + 1 gilt:
o”(x) = (0"(x)+1)—1 firalle o”(x) =0'(x) eN
Gilt, daher ist Vx 3y P(x, s(y)) wahr in dieser Interpretation.
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Vx 3y P(x,s(y)) ist falsch

... falls wir d =N, I(s)(n) := n+ 1 und I(P)(m, n) := (m = n) wahlen
(Variablenbelegungen o beliebig):

val; ,(Vx 3y P(x,s(y))) =1

<= val; 3y P(x,s(y)) =1 firalle o’ X o

n Yy

<= val; o (P(x,s(y))) =1 fiir mind. ein ¢’ X ¢’ und alle o/ X &

<~ I(P)(valjou(x),val;on(s(y))) =1 fir mind. ein ¢ £ o
und alle o’ X o

y X
"L o' und alle ¢/ ~ &

~

— 0"(x)=0"(y)+1 fir mind. ein o

Problem: Fiir ¢”(x) = o/(x) = 0 besitzt die Gleichung keine Lésung in N:
o"(x) £ 0"(y)+1 firalle o” £ o’

Vx 3y P(x,s(y)) ist daher falsch in dieser Interpretation.

Auf dem Spielplatz

‘P = {Vater/1, Kind /1, SpieltMit /2}
F = {albrecht /0, frieda/0}

U = {Albrecht, Bogdan, Erich, Frieda, Kathrin, Nina, Tamara}
I(Vater) = {Bogdan, Erich}
I(Kind) = {Albrecht, Frieda, Nina}
I(SpieltMit) = {(Albrecht, Frieda), (Bogdan, Albrecht),
(Erich, Albrecht), (Erich, Frieda),
(Frieda, Nina), (Frieda, Kathrin), (Frieda, Albrecht), (Nina, Frieda),
(Tamara, Erich), (Tamara, Bogdan), (Tamara, Albrecht)},
I(albrecht) = Albrecht
I(frieda) = Frieda

Vx (Vater(x) D 3y (Kind(y) A SpieltMit(x, y)))
+Alle Vater spielen mit (mindestens) einem Kind."

Wahr in /, da Vater Bogdan mit Kind Albrecht und Vater Erich mit Kind
Frieda spielt.

Vx (Vater(x) A SpieltMit(x, albrecht))

»Alle sind Vater und spielen mit Albrecht.”

Falsch in /, da etwa Albrecht kein Vater ist.

Ax (Kind(x) A Vy (Kind(y) D SpieltMit(x, y)))

.Es gibt (mindestens) ein Kind, das mit allen Kindern spielt.”

Falsch in /, da Albrecht nicht mit Nina, Frieda nicht mit Frieda und Nina
nicht mit Albrecht spielt.

Vx (SpieltMit(x, frieda) # SpieltMit(x, albrecht))
+Alle spielen entweder mit Frieda oder Albrecht (aber nicht mit beiden).”

Falsch in /, da Erich sowohl mit Frieda als auch mit Albrecht spielt.

Eine Formel F heiBt

o erfiillbar, wenn val; ,(F) = 1 fiir mindestens ein / und ein o
(1 und o nennt man Modell von F);

o widerlegbar, wenn val; ,(F) = 0 fir mindestens ein / und ein o
(1 und o nennt man Gegenbeispiel oder Gegenmodell zu F);

o unerfillbar, wenn val; ,(F) = 0 fir alle / und alle o;

o (allgemein)giiltig, wenn val;,(F) = 1 fir alle / und alle o
(F nennt man in diesem Fall auch Tautologie).

Aquivalenz, Konsequenz und Giiltigkeit

Semantische Aquivalenz

Zwei Formeln F und G heiBen dquivalent, geschrieben F = G,
wenn val; ,(F) = val; »(G) fiir alle / und alle o gilt.

Fn Flﬂ G:
JAus valy o (F1) = - -+ = val; ,(F,) = 1 folgt val; ,(G) = 1."

Logische Konsequenz

F,..., Fo = G: F,...,Fy =10 G gilt fir alle / und o.

Die Formeln F und G sind &quivalent (F = G) genau dann,
wenn F = G eine giiltige Formel ist.

Fi,...,Fy = G genau dann, wenn (Fy A -+ A Fp) D G giiltig.

Wichtige Aquivalenzen

Neben den aussagenlogischen Aquivalenzen gelten auch noch folgende:
SR =R
SEbe [ = peilE
Vx F[x] = Vy Fly]
Ix F[x] = 3y Fly]
VxVy F =VyVx F
SheSllE = 2lEhelF
Vx(F A G) =VxF AVx G Distributivitat V/A
Ix(FV G) =3x FV3x G Distributivitit 3/V

Dualitat von V und 3

Umbenennung gebundener Variablen
(sofern y nicht bereits in F vorkommt)

Vertauschung gleichartiger Quantoren

Falls x nicht frei in F vorkommt, gilt auBerdem:

WhalE =7 SrlF=[F

Vx (FV G) = FVVxG Distributivitdt V/V
Ix(FAG)=F A3x G Distributivitit 3/A
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Beispiel: Sport

P = {Mensch/1, Sportart /1, Anstrengend /1, Betreibt /2}
F = {handball /0, laufen/0}

Alle Menschen betreiben eine anstrengende Sportart.
Zu jedem Menschen x gibt es eine Sportart,

die anstrengend ist und von x betrieben wird.

Zu jedem Menschen x gibt es eine Sportart y,
sodass y anstrengend ist und x y betreibt.

»Zu jedem Menschen x ... "
,Es gibt eine Sportart y ... "
.y ist anstrengend und x betreibt y*

Vx(Mensch(x) D ---)
Jy(Sportart(y) A -+ )
Anstrengend(y) A Betreibt(x, y)

Vx(Mensch(x) D Jy(Sportart(y) A Anstrengend(y) A Betreibt(x,y)))
Vx3dy(Mensch(x) D (Sportart(y) A Anstrengend(y) A Betreibt(x, y)))

Ix(Mensch(x) A Anstrengend(x) A Betreibt(x, handball) A
Betreibt(x, laufen))

Fooling people

.You can fool some of the people all of the time,
and all of the people some of the time,
but you cannot fool all of the people all of the time."

(zugeschrieben Abraham Lincoln, 16. Prasident der USA, 1809-1865)
FoolAt(x, y)

Person(x)
PointInTime(y)

... you can fool x at time y
. x is a person / x is one of the people
... y is a point in time

Ix(Person(x) A Vy(PointInTime(y) D FoolAt(x,y)))
A Vx(Person(x) D Jy(PointInTime(y) A FoolAt(x, y)))
A =Vx(Person(x) D Vy(PointInTime(y) D FoolAt(x,y)))

,You can fool some of the people all of the time,
and all of the people some of the time,

but you can make a fool of yourself anytime." [Unix fortune utiIityL




Petrinetze: Motivation

Notation:
o Stellen (dargestellt als Kreise): mégliche Platze fiir Ressourcen
o Marken (dargestellt als kleine gefiillte Kreise): Ressourcen
@ Transitionen (dargestellt als Rechtecke oder Balken):
Systemiibergange

Petrinetze: Motivation

Darstellung einer Transition:

Vorbedingungen

Nachbedingungen

o Vorbedingungen sind die Marken, die konsumiert werden
@ Nachbedingungen sind die Marken, die erzeugt werden

o Das Entfernen der Marken der Vorbedingungen und das Erzeugen der
Marken der Nachbedingungen nennt man Schalten bzw. Feuern der
Transition.

Definitionen

Petrinetz
. wird beschrieben durch ein 5-Tupel N = (S, T,*(),()®, mo), wobei
S ... endliche Menge von Stellen
T ... endliche Menge von Transitionen
°(): T — M ... Vorbedingungen
()*: T — M ... Nachbedingungen
mg € M ... Anfangsmarkierung

M ... Menge der Markierungen, d.h., aller Abbildungen S — N
mo € M legt fest, wieviele Marken zu Beginn in jeder Stelle liegen.
*t € M legt fest, wieviele Marken die Transition t aus jeder Stelle entfernt.

t®* € M legt fest, wieviele Marken die Transition t zu jeder Stelle hinzufiigt.

Schalten und Erreichbarkeit

m,m" € M ... Markierungen

Ordnung: m < m'’ falls m(s) < m'(s) fir alle s € S

Addition: m@ m’' = m" falls m”(s) = m(s) + m/(s) fir alle s € S.

Subtraktion: m©& m' = m" falls m"(s) = m(s) — m'(s) firr alle s € S.
o Eine Transition t ist fiir eine Markierung m aktiviert, wenn *t < m

gilt, d.h., wenn genug Marken vorhanden sind, um die Transition zu
schalten.

@ Sei t eine Transition, die fiir die Markierung m aktiviert ist. Dann
kann t schalten (oder feuern), was zu der Nachfolgemarkierung
m' = mo °t @ t® fihrt. Symbolisch m[t)m’.

o Eine Markierung m, heiBt erreichbar in einem Netz, falls es eine Folge
von Transitionen ty,. .., t, gibt mit mo[t;)m;y ... mp_1[t,)m,, wobei
mg die Anfangsmarkierung ist.

Graphische Notation

In der graphischen Notation werden *t und t* folgendermaBen dargestellt:
o Kein Pfeil zwischen s und t, falls *¢(s) = 0 (bzw. t*(s) = 0).
o Ein Pfeil zwischen s und t, falls *t(s) = 1 (bzw. t*(s) = 1).
o Ein Pfeil mit Beschriftung n zwischen s und ¢, falls *t(s) =n>1
(bzw. t*(s) = n > 1).
Der Wert *t(s) bzw. t*(s) wird auch als Gewicht bezeichnet.

Beispiel: Leser-Schreiber-Problem

Leser-Schreiber-Problem

Beim Leser-Schreiber-Problem operieren n Leserprozesse und m
Schreiberprozesse auf ein und derselben Datei. Damit die Dateiinhalte
nicht inkonsistent werden, mussen die folgenden Bedingungen beachtet
werden:

@ Es konnen zur gleichen Zeit mehrere Leserprozesse auf die Datei
zugreifen.

@ Ein Schreiberprozess darf nur dann auf die Datei zugreifen, wenn
gerade kein anderer Prozess (lesend oder schreibend) auf die Datei
zugreift.

Modellieren Sie das Leser-Schreiber-Problem als Petrinetz mit n = 3 und
m = 1. Es kdnnen maximal 2 Leserprozesse gleichzeitig die Datei lesen.

Beispiel: Leser-Schreiber-Problem
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