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1 Angabe

Man bestimme die Fourier-Reihe folgender 2π-periodischer Funktion f(t):

f(t) = cos t + | cos t|

2 Theoretische Grundlagen: Fourier-Reihen (2π-Periode)

f(x) sei eine Funktion mit der Periode 2π und durch eine Reihe darstellbar, dann kann
man transformieren zu der Fourier-Reihe:

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

Die Fourier-Koeffizienten kann man wie folgt berechnen:

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f(x) d x,

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx) d x,

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx) d x,

Die komplexe Darstellung:

f(x) =
k=n∑

k=−n

cke
ikωx

für die Koeffizienten ∈ C, (erhält man mit der Euler-Formel eiϕ = cos ϕ + i sinϕ)

c0 =
a0

2
, ck =

(ak − ibk)

2
, c−k =

(ak + ibk)

2
a0 = 2c0, an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n)
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3 Lösung des Beispiels

Zunächst betrachten wie den Graphen der Funktion f(t) = cos t + | cos t|:
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Wir können f(t) also im Intervall [0, 2π] anschreiben als (2π-periodisch fortgesetzt):

f(t)







0 < cos(t) < π
2

π
2 < cos(t) < 3π

2
3π
2 < cos(t) < 2π

a0 ist zu berechnen und ergibt sich aus:

a0 =
1

2π

∫ 2

0
cos(t) + | cos(t)|d t

Wir betrachten (da Linearkombination), die Summanden für sich:

a0 =
1

2π

∫ 2π

0
cos(t) d t +

1

2π

∫ 2π

0
| cos(t)|d t =

1

2π
4 +

1

2π
4 =

4

π
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Wir berechnen nun an (Beachte mittleres Intervall ist 0):

f(t) =







2 cos(t), 0 ≤ π < π
2

0, π
2 ≤ t < 3π

2

2 cos(t), ≤ t < 2π

an =
1

π
(2

∫ π

2

0
cos(t) · cos(nt) d t + 2

∫ 2π

3π

2

cos(t) · cos(nt) d t)

∫

cos(t)
︸ ︷︷ ︸

u

cos(t)
︸ ︷︷ ︸

d v

d t =
1

n
sin(nt) cos(t) +

1

n
sin(t)
︸ ︷︷ ︸

x

sin(t)
︸ ︷︷ ︸

d y

t = ¨

u = cos(t), du = −sin(t) d t; d v = cos(nt) d t, v =
1

n
sin(nt)

x = sin(t), d y = cos(t) d t; d <= sin(nt) d t, v = −
1

n
cos(nt)

¨ =
1

n
sin(nt) cos(t) +

1

n
(−

1

n
sin(t) cos(nt) +

1

n

∫

cos(t) cos(nt) d t) | ·
1

1 − 1
n2

(

∫

cos(t) cos(nt) d t)(1 −
1

n2
) =

1

n
sin(nt) cos(t) −

1

n2
cos(nt) sin(t)

⇒ an =
2

π
(−

1

n2 − 1
cos(n

π

2
) −

1

n2 − 1 cos(n3π
2 )

⇒ an =







0, n ungerade
2
π
· −2

n2
−1

= − 4
π(n2

−1)
, n ≡ 0 mod 4

4
π(n2

−1)
, n ≡ 2 mod 4

a1 =
1

π
(2

∫ π

2

0
cos2(t) d t + 2

∫ 2π

3π

2

cos2(t) d t = 1

Sf(t) =
2

π
+ cos(t) +

∞∑

n=2

4

an

cos(nt)
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