4. Euler-Lagrange Gleichungen

Aufgabe 4.1 (Balken). In Abb. 4.1 ist ein drehbar gelagerter Balken (Trédgheitsmoment

I](3AZ)Z um den Drehpunkt A, Lange [, Masse vernachldssigbar) abgebildet auf den das
Moment 7 wirkt. Im betrachteten ebenen Beispiel gleitet ein Wiirfel mit der Kantenlénge
2k, dem Massentragheitsmoment Ié{jl . um den Schwerpunkt S des Wiirfels und der Masse
myy reibungsfrei auf diesem Balken. Weiters greift eine parallel zum Balken wirkende
externe Storkraft f am Schwerpunkt des Wiirfels an. Am rechten Ende des Balkens ist

eine lineare Feder mit der Federkonstante ¢ und der entspannten Federlange [y angebracht.

Wiirfel
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Abbildung 4.1.: Drehbar gelagerter Balken mit gleitendem Wiirfel.

a) Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems in Abhéngigkeit der generalisierten
Koordinaten g und deren zeitlicher Ableitungen.

b) Ermitteln Sie die potentielle Energie des Systems. Nehmen Sie dazu an, dass die
potentielle Energie fiir ¢ = 0 verschwindet.

c¢) Schreiben Sie die Lagrange-Funktion an.

d) Leiten Sie mithilfe des Euler-Lagrange-Formalismus die Bewegungsgleichungen des
Systems her. Wie éndern sich die Bewegungsgleichungen wenn die externe Storkraft
f in z-Richtung auf den Wiirfel einwirkt?
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Aufgabe 4.2 (Starrkorperdynamik). In diesem Beispiel wird das Beispiel des SCARA
Roboters aus Aufgabe 3.2 um die Berechnung der Systemdynamik erweitert. Fiir die
drei Teilkorper mit den Massen mi, mo und ms wird dabei angenommen, dass sich die
Ortsvektoren der Massenschwerpunkte im korperfesten Koordinatensystem zu
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ergeben. Im Gegensatz zur allgemeinen Lange [y sind die Léngen log bzw. [3. die bekannten
Absténde zwischen den Gelenks- und Endpunkten der Glieder, d.h. die Massenschwer-
punkte wurden in die Mitte der drehbaren Arme gelegt. Die Tragheitshauptachsen der
Massentriagheitsmomente werden weiters entlang der Basisvektoren der kérperfesten Koor-
dinatensysteme angenommen. Damit lassen sich die Tragheitsmatrizen im korperfesten
Koordinatensystem in Diagonalform darstellen.

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeiten der Massenschwerpunkte v§, i = 1,2,3 und
geben Sie die zugehorigen Manipulator-Jacobimatrizen (Jy)§" an.

b) Berechnen Sie die Drehwinkelgeschwindigkeiten der Kérper um die Massenschwer-

punkte wg’, i = 1,2,3 und geben Sie die zugehérigen Manipulator-Jacobimatrizen
(Jw)&t an.

c) Geben Sie die potentielle Energie V(q) an.
d) Ermitteln Sie die Bewegungsgleichungen des SCARA Roboters.
Hinweis: Versuchen Sie, das Beispiel zuerst soweit moglich per Hand zu rechnen.

Uberlegen Sie sich dabei vorab, welche Ergebnisse Sie erwarten, welcher Weg am
Schnellsten zum Ziel fiihrt und verlassen Sie sich nicht blind auf das Rechenkalkiil.
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