Ubungsrunde 10, Gruppe 2

LVA 107.369, Ubungsrunde 10, Gruppe 2, 09.01.2007
Markus Nemetz, markus.nemetz@Qtuwien.ac.at, TU Wien, 09.01.2007

Anmerkung: Viele dieser Losungsvorschlige stammen aus dem Informatik-Forum, Sub-
forum Statistik und Wahrscheinichkeitstheorie UE:

e http://www.informatik-forum.at /forumdisplay.php?f=281

Ich mochte mich bei allen bedanken, die in den Threads zu den Beispielen und in dem
Thread zu diesem Dokument mitgearbeitet haben, exemplarisch bei ChristophR.. (4.28.
hat er wirklich genial gelost!) und WorstCase (4.17. ist ihm zu verdanken).

Weiters mochte ich mich bei Craft4 bedanken, der viele kleine Korrekturen beigesteuert
hat sowie bei vielen andern, die in diesem und anderen Threads mitgepostet haben.
Die Losungsvorschlige stellten sich bei der Ubung als richtig heraus und wurden z.T.
erganzt.

Markus Nemetz
09.01.2007

1 4.10

1.1 Angabe
Die Dichte des stochastischen Vektors (X,Y) ist gegeben durch:

f(z,y) = eyl o2 (y)0,2)()

(a) Bestimmen Sie die Konstante c.
(b) Berechnen Sie W{X <1,Y <1}
(c) Ermitteln Sie die Randdichten von X und Y.

1.2 Wichtige Begriffe
1.2.1 Randdichte, Randverteilung

X wird Randverteilung von X genannt.

X =(XY)~ f(z,y)



Man erhalt eine Randdichte durch Summation oder Integration iiber die nicht mehr
beriicksichtigten Variablen.

W{X € A} = W{x € A,Ybeliebig} = W{X € A,—c0o <Y < 0} =

[ swariav= [ ([ senaas

f1(x) := / f(x,y)dy, Vx € R Randdichte von X

—00

[e.e]
faly) := / f(x,y)dx, Vy € R Randdichte von Y
—0o0
Fiir die Randdichten einer zweidimensionalen Normalverteilung gilt: Wenn gilt: (X, Y) ~
N (i, fry, 02, 05, p), dann gilt fiir die Randdichten:
o X~ N(pa, 03;)

oY N(uy,()'z)

1.3 Lo6sung des Beispiels

I bezeichnet die Indikatorfunktion.

1(0,2)(z) heift, dass die Dichtefunktion fiir = aus [0, 2] gleich 1, sonst 0 ist. Das heifst,
die Dichtefunktion ist auf der xz-Achse nur zwischen 0 und 2 ungleich 0.

I(0,z)(y) heift das selbe fur y. Also wird die Dichtefunktion auf der y-Achse unten von
0 und oben von der 45°-Gerade y = x beschréankt.

131 a
T a9 2 2
c//x-ydydle = c/x —dx =
0Jo 0 2
24
c'§’31 = c=2 = c=05
132 b

1 T 1.%'3 .’B4 1
W{Xgl,Ygl}:F(l,l):/ / O.5-x~ydmdy:/ “dr=) = =
o Jo o 4 16 16

1.3.3 ¢
Randdichte von Y:

2 y3
F(y) :/ 05 2 ydz=y -l
Y



Randdichte von X:

2 413

2.1 Angabe

Fiir einen bivariat normalverteilten stochastischen Vektor (X,Y") gilt 1, = 26, 1, = —12
und die Matrix ) ist gegeben durch:

5 (19 1
~\-91 169
(a) Bestimmen Sie die Dichte f(z,y) von (X,Y).

(b) Bestimmen Sie die Stelle und den Wert des Maximums
(c) Ermitteln Sie die Randdichten von X und Y .

2.2 Wichtige Begriffe
2.2.1 Kovarianz, Kovarianzmatrix

Die Messwerte im bivariaten Fall bilden zweidimensionale Vektoren der Form (z;,v;).
Dabei indiziert ¢ die unabhéngige Variable, also etwa den Zeitpunkt, zu dem ein System-
zustand gemessen wird, die Nummer des Versuchsdurchgangs beim Zeigeversuch, oder
das Méauseexemplar, dessen taxonomische Merkmale im Vektor zusammengefasst sind.
Wir nehmen an, dass n solcher Messungen vorliegen.

Eine wichtige Kenngrosse fiir die Beziehung der Messgrossen zueinander ist die Kova-
rianz. Sie betrachtet Abweichungen der Messgrossen von ihren Mittelwerten. Weichen
bei ein und dem selben Exemplar beide Messgrossen in der Regel gleichsinnig von ihrem
Mittelwert ab, ist also bei ungewohnlich grossem x auch y vergrossert bzw. bei kleinem
x auch y eher klein, so ist die Kovarianz positiv. Ist das Gegenteil der Fall (grosses x und
kleines y bzw. kleines 2 und grosses y), so ist sie negativ.

Sind X und Y zwei Zufallsvariablen, die quadratisch integrierbar sind (d. h. die Erwar-
tungswerte E(X?) und E(Y?) existieren), dann heifit

Cov(X,Y) :=E((X —E(X))(Y - E(Y))) = E(X - Y) - E(X) - E(Y)

die Kovarianz von X und Y.

Die symmetrische Kovarianzmatrix, auf deren Diagonale die Varianzen stehen, wih-
rend die Kovarianzen jeweils am Kreuzungspunkt der den Variablen zugeordneten Spalten
und Zeilen auftauchen:

Z: O'Z pP:0gx Oy
pOyx Oy o2

Y



e 0, ist die Streuung von , 02 die Varianz von x
e 0, ist die Streuung von y, 05 die Varianz von y

e p ist der Korrelationskoeffizient

2.2.2 Korrelationskoeffizient

Fiir zwei quadratisch integrierbare Zufallsvariablen X und Y mit positiver Varianz Var
ist der Korrelationskoeffizient (Pearsonscher Mafkorrelationskoeffizient) mit den Erwar-
tungswerten E durch
Cov(X,Y E[(X —EX)(Y —E(Y
Kor(X. ) e o(X.) . CoVXY)  E[X ~E(X))(Y ~E(y)]
v/ Var(X) - /Var(Y) V/Var(X) - /Var(Y)

Normalisiert man die Kovarianz auf die Varianzen der beteiligten Variablen, so entsteht
eine Grosse, die auf Werte zwischen -1 und +1 beschrankt ist; man bezeichnet sie als

Korrelation.

Bei einem Wert von +1 (bzw. -1) besteht ein vollstdndig positiver (bzw. negativer) linea-
rer Zusammenhang zwischen den betrachteten Merkmalen. Wenn der Korrelationskoef-
fizient den Wert 0 aufweist, hdngen die beiden Merkmale iiberhaupt nicht linear vonein-
ander ab. Allerdings kénnen diese ungeachtet dessen in nicht-linearer Weise voneinander
abhangen.

2.2.3 bivariat/multivariat normalverteilte Dichtefunktion

Das Wahrscheinlichkeitsmal N™(0,1) auf R", das durch die Dichtefunktion

1 1 —
[R" >R, ($1,~-~7$n)'—>WeXP<_§Zx?>
T

=1

definiert wird, heifst Standardnormalverteilung der Dimension n. Ein Zufallsvektor
X = (Xy,...,X,) ist genau dann standardnormalverteilt auf R™ | wenn seine Kompo-
nenten Xy, ..., X, standardnormalverteilt und stochastisch unabhingig sind.

Die multivariate Normalverteilung ist die einzige rotationssymmetrische multivariate Ver-
teilung, deren Komponenten stochastisch unabhéngig sind.

Die Dichtefunktion der zweidimensionalen Normalverteilung mit einem Korrelationsko-
effizienten p ist

1

1 e—m\? w—pmy—p | (y—pe
flx,y) = - exp (—;) < ) -9 +
(@y) 2no1094/1 — p? 2(1 - p?) o1 P o1 lop) 02

:

2 2:p-zx-2y

Dabei ist zz2 — 2 p- zx - 2y + 2zy? die Determinante der Kovarianzmatrix.

Y

2



Schliefflich im n-dimensionalen Fall

Ix(@1,---,2N) = W exp <—%(l’ —p) SN — M))

mit | > | als der Determinante der Kovarianzmatrix .

2.2.4 Maximalwert der Dichte (zweidimensionalen Normalverteilung) f(z,y)
(> p1y)

Mit Hilfe der ersten Ableitung lasst sich das Maximum von f(z,y) bestimmen - die
partielle Ableitung nach x liefert:

dzx o

df(x7y) 7x_ﬂzf(x)

Das Maximum der Dichtefunktion der Normalverteilung liegt demnach bei Tpax = iz
und betrigt dort fmax = ———

2mo,
(Analog Minimum mit y berechnen - erhalten ,.)

(Falls pz < pty, umgekehrt)

2.2.5 Randdichten (zweidimensionalen Normalverteilung)
Wenn gilt: (X,Y) ~ N (g, py, 02, 05, p), dann gilt fiir die Randdichten:
o X ~ N(py,07)

o ¥~ Ntz 02)

2.3 Losung des Beispiels
2.3.1 Vorbereitung

e ox =196 = 14
e oy =169 =13

® p-0y-0y=-—91 = p=—05

232 a

Dichtefunktion durch Einsetzen der Parameter in o.g. Dichtefunktion der zweidimensio-
nalen Normalverteilung einsetzen. (Von x und y abhéngige Funktion bleibt iibrig).

233 b

Siehe Anmerkungen im Theorieteil - Maximum p,.. Weil bei einer Normalverteilung die
maximale Dichte immer beim Erwartungswert liegt. (f(26,—12) = —0.00100976).



234 c

Siehe Anmerkungen im Theorieteil:
o X ~ N(pg,02) = N(26,196)
o Y~ N(pa,07) = N(—12,169)

3 4.16

Anmerkung: War nicht auf! Wurde versehentlich gelost.

3.1 Angabe

Die Langen der Seiten x, y eines Rechtecks haben eine gemeinsame Dichte wie in B-10.
Bestimmen Sie den Erwartungswert (a) des Umfangs und (b) der Flidche des Rechtecks.
(Hinweis: SvuStat.)

3.2 Wichtige Begriffe
3.2.1 Satz vom unbewussten Statistiker (SvuStat)

Ist X = (X1,..., X)) ein stochastischer Vektor und ¢ : R™ — R eine messbare Funktion,
so dass JE(X), so gilt im kontinuierlichen Fall X ~» f(z1,...,2m):

E¢(X1,...,Xm):/.../w(xl,...,xm)'f($1,...,l‘m)d$1 dxm

3.3 Losung des Beispiels

Gemeinsame Dichtefunktion: f(z,y) = 0.5 -z -y.
SvuStat verwenden (E ist der Erwartungswert):

Ezfoz/owf@,y)'g(x,y)dydx

3.3.1 a

2 x 16
E://2-(:1:+y)‘0.5‘a:-ydyda::—
0o Jo 3

332 b

2 16
E://(a?-y)-()b-x-ydydx:—
o Jo 9



4 4.17

4.1 Angabe

Betrachten Sie die Situation von B-11 (Ein Punkt (X,Y") wird zuféllig in einem Kreis (in
Nullpunktslage) mit Radius 1 gewéhlt.): D = v X2+ Y?2 ist der Abstand des Punktes
vom Nullpunkt.

(a) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte von D. (Hinweis: Argumentieren
Sie geometrisch.)

(b) Bestimmen Sie auf Basis des Ergebnisses von (a) den Erwartungswert von D.

* (c) Bestimmen Sie mit Hilfe des SvuStat den Erwartungswert von D. (Hinweis: Trans-
formieren Sie auf Polarkoordinaten.)

4.2 Losung des Beispiels
421 a

D ist der Abstand zum Mittelpunkt, also wiederum ein Radius r < 1. Die Verteilungs-
funktion liefe sich also als die Flidche von konzentrischen Kreisen (mit wachsendem D)
interpretieren.

A = 7?7, wobei r fast mit D gleichzusetzen wire. Der Unterschied: F(D) darf aber
insgesamt nur bis maximal 1 gehen. A des Einheitkreises ist aber 7: deshalb stauchen
wir 4 =2,

Daraus folgt F(d) = W{D < d} = d®Ig.1)(d), 0 < d < 1. Dichte: f(d) = 2 d Ip1)(d),
0<d<1.

422 b

Erwartungswert E(D) = fol d*-2dd) = 2.
Weil: E = [*° f(x)-xdx; und bei uns ist f(d) = 2d, 2 = d und dz = d d, und so kommt
man auf fol 2.d*dd.



5 4.21

5.1 Angabe

Bestimmen Sie fiir den stochastischen Vektor (X,Y’) von B-10:
(a) die Kovarianz Cov(X,Y);

(b) den Korrelationskoeffizienten px y.

5.2 Wichtige Begriffe

5.2.1 Kovarianz

Siehe Beispiel 4.13.!

5.2.2 Korrelationskoeffizient

Siehe Beispiel 4.13.!

5.3 Lo6sung des Beispiels
5.3.1 a

2 rx 2:1;,4 (E5 8
X):/ / x-x-y~0.5dydx:/ Zdrx="p=2
o Jo 0 4 200 =3
2 rx 2 y3
= y~x-y‘0.5dyd$:/ r-=[gdz / _d ‘ T
/0/0 o 6° 0 15
E(X-Y) //x y-r-y- O5dydx—// cy?-05dy da =
wﬁ

16
2

x—\ - —d =
/o 0 0 79

Die Kovarianz ist somit:

16

Cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X) -EY) = 295

532 b

2 rx 2 5 6 N
E(XQ)://X2$y05dyd{IJ: _dl‘——‘o_—
0 Jo 0 3

Var(X) = E(X?) — (E(X))’ =



( 2) 2 2 2 y4|2 x6’2 4
E(Y ://y '$-y-0.5dydx:/x-— de=—|g=<
o Jo 0 g !0 48'0 7 3

Var(Y) = E(V?) - (E(V))? = oo
Cov(X,Y)
Kor(X,Y) :=p(X,Y) := = 0.4924
( )=l ) v/ Var(X) - /Var(Y)
6 4.23
6.1 Angabe

Bestimmen Sie fiir den bivariat normalverteilten stochastischen Vektor von B-13:
(a) Var(X) und Var(Y);

(b) Cov(X,Y) und p(X,Y);

(¢) Mittelwert und Varianz von X +Y und X —Y .

6.2 Wichtige Begriffe

6.2.1 Varianz (zweidimensionale Normalverteilung)

Die Varianz der zweidimensionalen Normalverteilung ergibt sich aus:
e Var(X) = o2

e Var(Y) =0}

6.2.2 Mittelwert (Erwartungswert)

Der Erwartungswert (selten und doppeldeutig Mittelwert) ist ein Begriff der schliefen-
den Statistik. Der Erwartungswert (E(X) oder p) einer Zufallsvariablen (X) ist jener
Wert, der sich (in der Regel) bei oftmaligem Wiederholen des zugrunde liegenden Expe-
riments als Mittelwert der Ergebnisse ergibt. Er bestimmt die Lokalisation (Lage) einer
Verteilung. Er ist vergleichbar mit dem empirischen arithmetischen Mittel einer Hau-
figkeitsverteilung in der deskriptiven Statistik. Das Gesetz der grofen Zahlen sichert in
vielen Fillen zu, dass der Stichprobenmittelwert bei wachsender Stichprobengrofe gegen
den Erwartungswert konvergiert.

6.3 Losung des Beispiels

6.4 a
e Var(X) = o2 = Var(X) = 196
e Var(Y) = o} = Var(Y) = 169

(Siehe Kovarianzmatrix)



6.4.1 b

Cov(X,Y)=p-0,-0y=-91
Korrelationskoeffizient ist —0.5. (Siehe Kovarianzmatrix)

6.4.2 c

Mittelwerte:

EX+Y)=EWX)+EY)=ps +py, =26—-12 = 14.
E(X -Y)=E(X)—-E(Y) = pp — pty =26 — (—12) = 38.
Varianzen:

Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y) = 547.
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) = 183.

7 4.28

7.1 Angabe

Jemand wirft eine nach p verteilte Anzahl X von Miinzen und zahlt anschlieftend die Zahl
Y der geworfenen Kopfe. Bestimmen Sie die Verteilung von Y . (Hinweis: Bestimmen Sie
zuerst die gemeinsame Verteilung von (X,Y) und anschliefend die Randverteilung von
Y )

7.2 Wichtige Begriffe
7.2.1 Poisson-Verteilung

Approximation fiir die Binomialverteilung fiir kleines p und grofes n (tritt bei seltenen
Ereignissen auf) - Bsp.: Rosinen pro Brotchen; Druckfehler pro Seite; gleichzeitig gefithrte
Telefonate innerhalb einer Firma.

Sei X =Ny ={0,1,2,3,...},B="P(X). Das durch

1k
P(B) := ye_“, Bc&x,
keB

definierte Maf heifst Poisson-Verteilung mit Parameter p > 0.

7.3 Losung des Beispiels
X ist poisson-verteilt:
W(X) = -
(X)=p"- e

Y ist jetzt einfach ein Binomialversuch mit p = 1/2 (Binomialverteilung):

wrx —o) = (£) ()"

10



Nun gilt:

. €F (x 1., . €eF 1 1.,
p(%@/):/l'?'<>'(§) :M'T'm'(§)

Und die Randverteilung von Y entspricht nun ja einfach der Summe iiber die = des
Merkmalraumes. Also iiber alle x = y bis unendlich. Denn alle p(z,y|y > z) = 0 gilt:

=y (@ —y)! A Ca )
eTH & 1 oy gy e y > 1 oy
?;(x_y, (7 (5 =" () Z;,(m—y)! (5 =
e H =1 N _ 1
T g (=@

Das ist eine Poisson-Verteilung mit dem Parameter 5§ (Pg).

Der Index der Summe konnte gedndert werden, weil kein x alleine vorkam, sondern nur
als z — y.

Allgemein: Wenn X ~» P, (X poissonverteilt) und (Y|X = x) ~» B;, (Y binomialver-
teilt)m dann ergibt sich P,

8 4.29
8.1 Angabe

Bestimmen Sie fiir den stochastischen Vektor von B-10:

(a) die bedingten Dichten f(y|z), f(x|y);

(b) die beiden Regressionsfunktionen E(Y|X = z), E(X|Y = y) und stellen Sie sie gra-
phisch dar.

8.2 Wichtige Begriffe
8.2.1 Bedingte Verteilung, bedingte Dichte

e Sei (X,Y) ein diskreter Zufallsvektor mit P((X,Y) € C') = 1 fiir eine abzéhlbare
Menge C' = {(zj,y;) : i,j € N}. Fiir jedes j € N mit P(Y = y;) > 0 heifit
dann {P(X = z; | Y = y;), ¢ € N} die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion
von X unter der Bedingung {Y = y;}. Sie bestimmt die bedingte Verteilung
{P(X € B|Y =vy;), Be B(R)} von X unter der Bedingung {Y = y;} eindeutig.

e Analog heifst {P(Y =y; | X = x;), j € N} bzw. {P(Y € B | X =), B € B(R)}
fiir jedes 4 € N mit P(X = X;) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw.
bedingte Verteilung von Y unter der Bedingung {X = z;}.

11



e Wenn (X, Y) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte fx y(,y)
faxy (@, y)

fy ()
die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}, wobei fy(y) > 0

vorausgesetzt wird.

ist, dann heift die Funktion fyy—, : R — [0,00) mit fxy—,(z) =

f(X,Y) (z,y)

fx (@)
die bedingte Dichte von Y unter der Bedingung {X = z}, wobei fx(z) > 0

vorausgesetzt wird.

e Analog heifit die Funktion fy|x—, : R — [0,00) mit fy|x—(y) =

8.3 Losung des Beispiels

8.3.1 a

Wir benétigen die Dichtefunktion f(z,y) = % und die Randdichten f(z) = % und
3

f)=y—1%.

Bedingte Dichte von X:

Bedingte Dichte von Y:

832 b

T x2y2 )
EYVX=2)= [ y- fylo)dy= | —Fdy=7-=
0 o T 3

2 2 2 3
2.z 16—-2-y

v 2
Ex|v=y)

15
1

05
E[Y|X=x}

12



9 4.31
9.1 Angabe

X und Y seien bivariat normalverteilt mit den Parametern py = 3, po = 1, a% = 16,
o5 =25und p = %

Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

(a) W{3 <Y <8}

(b) W{3 <Y <8|X =7}

(c) W{-3 < X <3}

(d) W{-3 < X <3|Y = -4}

9.2 Losung des Beispiels
9.2.1 a

Fiir die Randverteilung von Y gilt: Y~ A/ (1, 25); damit folgt:

8—1 3-1
W{3 <Y <8} =®(~—) ~ (") = 0.2638

9.22 b
Fiir die bedingte Verteilung von X|Y = 7 gilt:

3 5 9
XY=7T-N1+----(7T— 1——)-25)=MN(4,1
V=T N1+ 55 (7-3),(1- o2) - 25) = N(4,16)
Damit folgt:
8§—4 3—14
W{3 <Y <8|X =7} = P( 1 ) — P( 1 ) = 0.4401

9.23 c
Fiir die Randverteilung von Y gilt: Y ~ A(3,16); damit folgt:

- 4
wq—3<Y<3}:¢@z3)—¢@z—):a@m

924 d
Fiir die bedingte Verteilung von X|Y = —4 gilt:

— d 344 =9 ) = A2 (162
XYy =—4 NB+5 g (=4-1),0 %)Hﬂ—N%A5))

Damit folgt:
wq—3<ym<wY:-4}:@(16%%-«M_ié§m):oaml
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