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1 4.10

1.1 Angabe

Die Dichte des stochastischen Vektors (X, Y ) ist gegeben durch:

f(x, y) = cxyI(0,x)(y)I(0,2)(x)

(a) Bestimmen Sie die Konstante c.
(b) Berechnen Sie W{X ≤ 1, Y ≤ 1}
(c) Ermitteln Sie die Randdichten von X und Y .

1.2 Wichtige Begriffe

1.2.1 Randdichte, Randverteilung

X wird Randverteilung von X genannt.

X = (X, Y ) Ã f(x, y)
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Man erhält eine Randdichte durch Summation oder Integration über die nicht mehr
berücksichtigten Variablen.

W{X ∈ A} = W{x ∈ A, Y beliebig} = W{X ∈ A,−∞ < Y < ∞} =
∫ ∞

−∞
[

∫

A
f(x, y) d x] d y =

∫

A
[

∫ ∞

−∞
f(x, y) d y] dx

f1(x) :=

∫ ∞

−∞
f(x,y) dy, ∀x ∈ R Randdichte von X

f2(y) :=

∫ ∞

−∞
f(x,y) dx, ∀y ∈ R Randdichte von Y

Für die Randdichten einer zweidimensionalen Normalverteilung gilt: Wenn gilt: (X, Y ) Ã

N(µx, µy, σ
2
x, σ2

y , ρ), dann gilt für die Randdichten:

• X Ã N(µx, σ2
x)

• Y Ã N(µy, σ
2
y)

1.3 Lösung des Beispiels

I bezeichnet die Indikatorfunktion.
I(0, 2)(x) heißt, dass die Dichtefunktion für x aus [0, 2] gleich 1, sonst 0 ist. Das heißt,
die Dichtefunktion ist auf der x-Achse nur zwischen 0 und 2 ungleich 0.
I(0, x)(y) heißt das selbe für y. Also wird die Dichtefunktion auf der y-Achse unten von
0 und oben von der 45◦-Gerade y = x beschränkt.

1.3.1 a

c
˙∫ x

0

∫ 2

0
x · y d y d x = 1 ⇒ c ·

∫ 2

0
x · x2

2
dx = 1

c · x4

8
|201 ⇒ c = 2 ⇒ c = 0.5

1.3.2 b

W{X ≤ 1, Y ≤ 1} = F (1, 1) =

∫
1

0

∫ x

0
0.5 · x · y d x d y =

∫ 1

0

x3

4
d x =

x4

16
|10 =

1

16

1.3.3 c

Randdichte von Y :

f(y) =

∫ 2

y
0.5 · x · y d x = y − y3

4
I(0,2)(y)
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Randdichte von X:

f(x) =

∫ x

0
0.5 · x · y d y =

x3

4
I(0,2)(x)

2 4.13

2.1 Angabe

Für einen bivariat normalverteilten stochastischen Vektor (X, Y ) gilt µx = 26, µy = −12
und die Matrix

∑
ist gegeben durch:

∑

=

(
196 −91
−91 169

)

(a) Bestimmen Sie die Dichte f(x, y) von (X, Y ).
(b) Bestimmen Sie die Stelle und den Wert des Maximums
(c) Ermitteln Sie die Randdichten von X und Y .

2.2 Wichtige Begriffe

2.2.1 Kovarianz, Kovarianzmatrix

Die Messwerte im bivariaten Fall bilden zweidimensionale Vektoren der Form (xi, yi).
Dabei indiziert i die unabhängige Variable, also etwa den Zeitpunkt, zu dem ein System-
zustand gemessen wird, die Nummer des Versuchsdurchgangs beim Zeigeversuch, oder
das Mäuseexemplar, dessen taxonomische Merkmale im Vektor zusammengefasst sind.
Wir nehmen an, dass n solcher Messungen vorliegen.
Eine wichtige Kenngrösse für die Beziehung der Messgrössen zueinander ist die Kova-

rianz. Sie betrachtet Abweichungen der Messgrössen von ihren Mittelwerten. Weichen
bei ein und dem selben Exemplar beide Messgrössen in der Regel gleichsinnig von ihrem
Mittelwert ab, ist also bei ungewöhnlich grossem x auch y vergrössert bzw. bei kleinem
x auch y eher klein, so ist die Kovarianz positiv. Ist das Gegenteil der Fall (grosses x und
kleines y bzw. kleines x und grosses y), so ist sie negativ.
Sind X und Y zwei Zufallsvariablen, die quadratisch integrierbar sind (d. h. die Erwar-
tungswerte E(X2) und E(Y 2) existieren), dann heißt

Cov(X, Y ) := E ((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(X · Y ) − E(X) · E(Y )

die Kovarianz von X und Y .
Die symmetrische Kovarianzmatrix, auf deren Diagonale die Varianzen stehen, wäh-
rend die Kovarianzen jeweils am Kreuzungspunkt der den Variablen zugeordneten Spalten
und Zeilen auftauchen:

∑

=

(
σ2

x ρ · σx · σy

ρ · σx · σy σ2
y

)
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• σx ist die Streuung von x, σ2
x die Varianz von x

• σy ist die Streuung von y, σ2
y die Varianz von y

• ρ ist der Korrelationskoeffizient

2.2.2 Korrelationskoeffizient

Für zwei quadratisch integrierbare Zufallsvariablen X und Y mit positiver Varianz Var
ist der Korrelationskoeffizient (Pearsonscher Maßkorrelationskoeffizient) mit den Erwar-
tungswerten E durch

Kor(X, Y ) := %(X, Y ) :=
Cov(X, Y )

√

Var(X) ·
√

Var(Y )
=

E [(X − E(X))(Y − E(Y ))]
√

Var(X) ·
√

Var(Y )

Normalisiert man die Kovarianz auf die Varianzen der beteiligten Variablen, so entsteht
eine Grösse, die auf Werte zwischen -1 und +1 beschränkt ist; man bezeichnet sie als
Korrelation.
Bei einem Wert von +1 (bzw. -1) besteht ein vollständig positiver (bzw. negativer) linea-
rer Zusammenhang zwischen den betrachteten Merkmalen. Wenn der Korrelationskoef-
fizient den Wert 0 aufweist, hängen die beiden Merkmale überhaupt nicht linear vonein-
ander ab. Allerdings können diese ungeachtet dessen in nicht-linearer Weise voneinander
abhängen.

2.2.3 bivariat/multivariat normalverteilte Dichtefunktion

Das Wahrscheinlichkeitsmaß N n(0, 1) auf R
n, das durch die Dichtefunktion

f : R
n → R, (x1, . . . , xn) 7→ 1

√

(2π)n
exp

(

− 1

2

n∑

i=1

x2
i

)

definiert wird, heißt Standardnormalverteilung der Dimension n. Ein Zufallsvektor
X = (X1, . . . , Xn) ist genau dann standardnormalverteilt auf R

n , wenn seine Kompo-
nenten X1, . . . , Xn standardnormalverteilt und stochastisch unabhängig sind.
Die multivariate Normalverteilung ist die einzige rotationssymmetrische multivariate Ver-
teilung, deren Komponenten stochastisch unabhängig sind.
Die Dichtefunktion der zweidimensionalen Normalverteilung mit einem Korrelationsko-
effizienten ρ ist

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√

1 − ρ2
· exp








(

− 1

2(1 − ρ2)

)








(
x − µ1

σ1

)2

︸ ︷︷ ︸

zx2

− 2ρ
x − µ1

σ1

y − µ2

σ2
︸ ︷︷ ︸

2·ρ·zx·zy

+

(
y − µ2

σ2

)2

︸ ︷︷ ︸

zy2















Dabei ist zx2 − 2 · ρ · zx · zy + zy2 die Determinante der Kovarianzmatrix.
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Schließlich im n-dimensionalen Fall

fX(x1, · · · , xN ) =
1

(2π)N/2 |Σ|1/2
exp

(

−1

2
(x − µ)>Σ−1(x − µ)

)

mit |∑ | als der Determinante der Kovarianzmatrix
∑

.

2.2.4 Maximalwert der Dichte (zweidimensionalen Normalverteilung) f(x, y)
(µx > µy)

Mit Hilfe der ersten Ableitung lässt sich das Maximum von f(x, y) bestimmen - die
partielle Ableitung nach x liefert:

d f(x, y)

dx
= −x − µx

σ2
f(x)

Das Maximum der Dichtefunktion der Normalverteilung liegt demnach bei xmax = µx

und beträgt dort fmax = 1√
2πσx

.

(Analog Minimum mit y berechnen - erhalten µy.)
(Falls µx < µy, umgekehrt)

2.2.5 Randdichten (zweidimensionalen Normalverteilung)

Wenn gilt: (X, Y ) Ã N(µx, µy, σ
2
x, σ2

y , ρ), dann gilt für die Randdichten:

• X Ã N(µx, σ2
x)

• Y Ã N(µx, σ2
y)

2.3 Lösung des Beispiels

2.3.1 Vorbereitung

• σx =
√

196 = 14

• σy =
√

169 = 13

• ρ · σx · σy = −91 ⇒ ρ = −0.5

2.3.2 a

Dichtefunktion durch Einsetzen der Parameter in o.g. Dichtefunktion der zweidimensio-
nalen Normalverteilung einsetzen. (Von x und y abhängige Funktion bleibt übrig).

2.3.3 b

Siehe Anmerkungen im Theorieteil - Maximum µx. Weil bei einer Normalverteilung die
maximale Dichte immer beim Erwartungswert liegt. (f(26,−12) = −0.00100976).
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2.3.4 c

Siehe Anmerkungen im Theorieteil:

• X Ã N(µx, σ2
x) = N(26, 196)

• Y Ã N(µx, σ2
y) = N(−12, 169)

3 4.16

Anmerkung: War nicht auf! Wurde versehentlich gelöst.

3.1 Angabe

Die Längen der Seiten x, y eines Rechtecks haben eine gemeinsame Dichte wie in B-10.
Bestimmen Sie den Erwartungswert (a) des Umfangs und (b) der Fläche des Rechtecks.
(Hinweis: SvuStat.)

3.2 Wichtige Begriffe

3.2.1 Satz vom unbewussten Statistiker (SvuStat)

Ist X = (X1, . . . , Xm) ein stochastischer Vektor und ψ : R
m → R eine messbare Funktion,

so dass ∃Eψ(X), so gilt im kontinuierlichen Fall X Ã f(x1, . . . , xm):

Eψ(X1, . . . , Xm) =

∫

. . .

∫

ψ(x1, . . . , xm) · f(x1, . . . , xm) d x1 . . .dxm

3.3 Lösung des Beispiels

Gemeinsame Dichtefunktion: f(x, y) = 0.5 · x · y.
SvuStat verwenden (E ist der Erwartungswert):

E =

∫ 2

0

∫ x

0
f(x, y) · g(x, y) d y dx

3.3.1 a

E =

∫ 2

0

∫ x

0
2 · (x + y) · 0.5 · x · y d y dx =

16

3

3.3.2 b

E =

∫ 2

0

∫ x

0
(x · y) · 0.5 · x · y d y d x =

16

9
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4 4.17

4.1 Angabe

Betrachten Sie die Situation von B-11 (Ein Punkt (X, Y ) wird zufällig in einem Kreis (in
Nullpunktslage) mit Radius 1 gewählt.): D =

√
X2 + Y 2 ist der Abstand des Punktes

vom Nullpunkt.
(a) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte von D. (Hinweis: Argumentieren
Sie geometrisch.)
(b) Bestimmen Sie auf Basis des Ergebnisses von (a) den Erwartungswert von D.
∗ (c) Bestimmen Sie mit Hilfe des SvuStat den Erwartungswert von D. (Hinweis: Trans-
formieren Sie auf Polarkoordinaten.)

4.2 Lösung des Beispiels

4.2.1 a

D ist der Abstand zum Mittelpunkt, also wiederum ein Radius r ≤ 1. Die Verteilungs-
funktion ließe sich also als die Fläche von konzentrischen Kreisen (mit wachsendem D)
interpretieren.
A = r2 · π, wobei r fast mit D gleichzusetzen wäre. Der Unterschied: F (D) darf aber
insgesamt nur bis maximal 1 gehen. A des Einheitkreises ist aber π: deshalb stauchen
wir A

π = r2.
Daraus folgt F (d) = W{D ≤ d} = d2 I(0,1)(d), 0 ≤ d ≤ 1. Dichte: f(d) = 2 · d I(0,1)(d),
0 ≤ d ≤ 1.

4.2.2 b

Erwartungswert E(D) =
∫ 1
0 d2 · 2 d d) = 2

3 .
Weil: E =

∫ ∞
−∞ f(x) ·xdx; und bei uns ist f(d) = 2d, x = d und dx = d d, und so kommt

man auf
∫ 1
0 2 · d2 d d.
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5 4.21

5.1 Angabe

Bestimmen Sie für den stochastischen Vektor (X, Y ) von B-10:
(a) die Kovarianz Cov(X, Y );
(b) den Korrelationskoeffizienten ρX,Y .

5.2 Wichtige Begriffe

5.2.1 Kovarianz

Siehe Beispiel 4.13.!

5.2.2 Korrelationskoeffizient

Siehe Beispiel 4.13.!

5.3 Lösung des Beispiels

5.3.1 a

E(X) =

∫ 2

0

∫ x

0
x · x · y · 0.5 d y dx =

∫ 2

0

x4

4
dx =

x5

20
|20 =

8

5

E(Y ) =

∫ 2

0

∫ x

0
y · x · y · 0.5 d y d x =

∫ 2

0
x · y3

6
|x0 dx =

∫ x

0

x4

6
d x =

x5

30
|20 =

16

15

E(X · Y ) =

∫ 2

0

∫ x

0
x · y · x · y · 0.5 d y d x =

∫ 2

0

∫ x

0
x2 · y2 · 0.5 d y dx =

∫ 2

0
x2 · y3

6
|20 dx =

∫ 2

0

x5

6
d x =

x6

36
|20 =

16

9

Die Kovarianz ist somit:

Cov(X, Y ) = E(X · Y ) − E(X) · E(Y ) =
16

225

5.3.2 b

E(X2) =

∫ 2

0

∫ x

0
x2 · x · y · 0.5 d y dx =

∫ 2

0

x5

4
d x =

x6

24
|20 =

8

3

Var(X) = E(X2) − (E(X))2 =
8

75
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E(Y 2) =

∫ 2

0

∫ x

0
y2 · x · y · 0.5 d y dx =

∫ 2

0
x · y4

8
|20 dx =

x6

48
|20 =

4

3

Var(Y ) = E(Y 2) − (E(Y ))2 =
44

225

Kor(X, Y ) := ρ(X, Y ) :=
Cov(X, Y )

√

Var(X) ·
√

Var(Y )
= 0.4924

6 4.23

6.1 Angabe

Bestimmen Sie für den bivariat normalverteilten stochastischen Vektor von B-13:
(a) Var(X) und Var(Y );
(b) Cov(X, Y ) und ρ(X, Y );
(c) Mittelwert und Varianz von X + Y und X − Y .

6.2 Wichtige Begriffe

6.2.1 Varianz (zweidimensionale Normalverteilung)

Die Varianz der zweidimensionalen Normalverteilung ergibt sich aus:

• Var(X) = σ2
x

• Var(Y ) = σ2
y

6.2.2 Mittelwert (Erwartungswert)

Der Erwartungswert (selten und doppeldeutig Mittelwert) ist ein Begriff der schließen-
den Statistik. Der Erwartungswert (E(X) oder µ) einer Zufallsvariablen (X) ist jener
Wert, der sich (in der Regel) bei oftmaligem Wiederholen des zugrunde liegenden Expe-
riments als Mittelwert der Ergebnisse ergibt. Er bestimmt die Lokalisation (Lage) einer
Verteilung. Er ist vergleichbar mit dem empirischen arithmetischen Mittel einer Häu-
figkeitsverteilung in der deskriptiven Statistik. Das Gesetz der großen Zahlen sichert in
vielen Fällen zu, dass der Stichprobenmittelwert bei wachsender Stichprobengröße gegen
den Erwartungswert konvergiert.

6.3 Lösung des Beispiels

6.4 a

• Var(X) = σ2
x ⇒ Var(X) = 196

• Var(Y ) = σ2
y ⇒ Var(Y ) = 169

(Siehe Kovarianzmatrix)
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6.4.1 b

Cov(X, Y ) = ρ · σx · σy = −91.
Korrelationskoeffizient ist −0.5. (Siehe Kovarianzmatrix)

6.4.2 c

Mittelwerte:
E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = µx + µy = 26 − 12 = 14.
E(X − Y ) = E(X) − E(Y ) = µx − µy = 26 − (−12) = 38.
Varianzen:
Var(X − Y ) = Var(X) + Var(Y ) − 2 Cov(X, Y ) = 547.
Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X, Y ) = 183.

7 4.28

7.1 Angabe

Jemand wirft eine nach µ verteilte Anzahl X von Münzen und zählt anschließend die Zahl
Y der geworfenen Köpfe. Bestimmen Sie die Verteilung von Y . (Hinweis: Bestimmen Sie
zuerst die gemeinsame Verteilung von (X, Y ) und anschließend die Randverteilung von
Y .)

7.2 Wichtige Begriffe

7.2.1 Poisson-Verteilung

Approximation für die Binomialverteilung für kleines p und großes n (tritt bei seltenen
Ereignissen auf) - Bsp.: Rosinen pro Brötchen; Druckfehler pro Seite; gleichzeitig geführte
Telefonate innerhalb einer Firma.
Sei X = N0 = {0, 1, 2, 3, . . . },B = P(X ). Das durch

P (B) :=
∑

k∈B

µk

k!
e−µ, B ⊂ X ,

definierte Maß heißt Poisson-Verteilung mit Parameter µ > 0.

7.3 Lösung des Beispiels

X ist poisson-verteilt:

W (X) = µx · e−µ

x!

Y ist jetzt einfach ein Binomialversuch mit p = 1/2 (Binomialverteilung):

W (Y |X = x) =

(
x
y

)

· (1
2
)x
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Nun gilt:

p(x, y) = µx · e−µ

x!
·
(

x
y

)

· (1
2
)x = µx · e−µ

1
· 1

y! · (x − y)!
· (1

2
)x

Und die Randverteilung von Y entspricht nun ja einfach der Summe über die x des
Merkmalraumes. Also über alle x = y bis unendlich. Denn alle p(x, y|y > x) = 0 gilt:

p∗(y) = e−µ ·
∞∑

x=y

µx

y! · (x − y)!
· (1

2
)x =

e−µ

y!
·

∞∑

x=y

1

(x − y)!
· (µ

2
)x =

e−µ

y!
·

∞∑

x=y

1

(x − y)!
· (µ

2
)x−y · (µ

2
)y =

e−µ

y!
· (µ

2
)y ·

∞∑

x=y

1

(x − y)!
· (µ

2
)x−y =

e−µ

y!
· (µ

2
)y ·

∞∑

x=0

1

(x)!
· (µ

2
)x

︸ ︷︷ ︸

eµ/2

= (
µ

2
)y · e−µ/2 · 1

y!

Das ist eine Poisson-Verteilung mit dem Parameter µ
2 (Pµ

2

).
Der Index der Summe konnte geändert werden, weil kein x alleine vorkam, sondern nur
als x − y.
Allgemein: Wenn X Ã Pµ (X poissonverteilt) und (Y |X = x) Ã Bx,p (Y binomialver-
teilt)m dann ergibt sich Pµ,p

8 4.29

8.1 Angabe

Bestimmen Sie für den stochastischen Vektor von B-10:
(a) die bedingten Dichten f(y|x), f(x|y);
(b) die beiden Regressionsfunktionen E(Y |X = x), E(X|Y = y) und stellen Sie sie gra-
phisch dar.

8.2 Wichtige Begriffe

8.2.1 Bedingte Verteilung, bedingte Dichte

• Sei (X, Y ) ein diskreter Zufallsvektor mit P ((X, Y ) ∈ C) = 1 für eine abzählbare
Menge C = {(xi, yj) : i, j ∈ N}. Für jedes j ∈ N mit P (Y = yj) > 0 heißt
dann {P (X = xi | Y = yj), i ∈ N} die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion
von X unter der Bedingung {Y = yj}. Sie bestimmt die bedingte Verteilung

{P (X ∈ B | Y = yj), B ∈ B(R)} von X unter der Bedingung {Y = yj} eindeutig.

• Analog heißt {P (Y = yj | X = xi), j ∈ N} bzw. {P (Y ∈ B | X = xi), B ∈ B(R)}
für jedes i ∈ N mit P (X = Xi) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw.
bedingte Verteilung von Y unter der Bedingung {X = xi}.
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• Wenn (X, Y ) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte f(X,Y )(x, y)

ist, dann heißt die Funktion fX|Y =y : R → [0,∞) mit fX|Y =y(x) =
f(X,Y )(x, y)

fY (y)
die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}, wobei fY (y) > 0
vorausgesetzt wird.

• Analog heißt die Funktion fY |X=x : R → [0,∞) mit fY |X=x(y) =
f(X,Y )(x, y)

fX(x)
die bedingte Dichte von Y unter der Bedingung {X = x}, wobei fX(x) > 0
vorausgesetzt wird.

8.3 Lösung des Beispiels

8.3.1 a

Wir benötigen die Dichtefunktion f(x, y) = x·y
2 und die Randdichten f(x) = x3

4 und

f(y) = y − y3

4 .
Bedingte Dichte von X:

f(y|x) =
f(x, y)

f(x)
=

2 · y
x2

I(0,x)(y)

Bedingte Dichte von Y :

f(x|y) =
f(x, y)

f(y)
=

2 · x
4 − y2

I(x,2)(x)

8.3.2 b

E(Y |X = x) =

∫ x

0
y · f(y|x) d y =

∫ x

0

2y2

x2
d y =

2

3
· x

E(X|Y = y) =

∫ 2

y
x · f(x|y) d x =

∫ 2

0

2 · x2

4 − y2
d x =

16 − 2 · y3

12 − 3 · y2
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9 4.31

9.1 Angabe

X und Y seien bivariat normalverteilt mit den Parametern µ1 = 3, µ2 = 1, σ2
1 = 16,

σ2
2 = 25 und ρ = 3

5
Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
(a) W{3 < Y < 8}
(b) W{3 < Y < 8|X = 7}
(c) W{−3 < X < 3}
(d) W{−3 < X < 3|Y = −4}

9.2 Lösung des Beispiels

9.2.1 a

Für die Randverteilung von Y gilt: Y Ã N (1, 25); damit folgt:

W{3 < Y < 8} = Φ(
8 − 1

5
) − Φ(

3 − 1

5
) = 0.2638

9.2.2 b

Für die bedingte Verteilung von X|Y = 7 gilt:

X|Y = 7 Ã N (1 +
3

5
· 5

4
· (7 − 3), (1 − 9

25
) · 25) = N (4, 16)

Damit folgt:

W{3 < Y < 8|X = 7} = Φ(
8 − 4

4
) − Φ(

3 − 4

4
) = 0.4401

9.2.3 c

Für die Randverteilung von Y gilt: Y Ã N (3, 16); damit folgt:

W{−3 < Y < 3} = Φ(
3 − 3

4
) − Φ(

3 − 4

4
) = 0.4432

9.2.4 d

Für die bedingte Verteilung von X|Y = −4 gilt:

X|Y = −4 Ã N (3 +
3

5
· 4

5
· (−4 − 1), (1 − 9

25
) · 16) = N (

3

5
, (

16

5
)2)

Damit folgt:

W{−3 < Y < 3|Y = −4} = Φ(
3 − 3/5

16/5
) − Φ(

−3 − 3/5

16/5
) = 0.6431
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